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CHƯƠNG 4. GIỚI HẠN 

BÀI 1. GIỚI HẠN DÃY SỐ 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I – GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA DÃY SỐ 

1. Định nghĩa 

Định nghĩa 1 

Ta nói dãy số ( )nu  có giới hạn là 0  khi n  dần tới dương vô cực, nếu nu  có thể nhỏ hơn một số dương 

bé tuỳ ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 

Kí hiệu: lim 0nn
u

+¥
=  hay 0nu   khi .n +¥  

Định nghĩa 2 

Ta nói dãy số ( )nv  có giới hạn là a  (hay nv  dần tới a ) khi ,n +¥ nếu ( )lim 0.nn
v a

+¥
- =  

Kí hiệu: lim nn
v a

+¥
=  hay nv a  khi .n +¥  

2. Một vài giới hạn đặc biệt 

a) 1
lim 0;

n n+¥
=  1

lim 0
kn n+¥
=  với k  nguyên dương; 

b) lim 0n

n
q

+¥
=  nếu 1;q <  

c) Nếu nu c=  ( c  là hằng số) thì lim lim .nn n
u c c

+¥ +¥
= =  

Chú ý: Từ nay về sau thay cho lim nn
u a

+¥
=

 
ta viết tắt là lim nu a= . 

II – ĐỊNH LÝ VỀ GIỚI HẠN HỮU HẠN 

Định lí 1 

a) Nếu lim nu a=  và lim nv b=  thì 

( ) lim n nu v a b· + = +  ( ) lim n nu v a b· - = -  

( ) lim . .n nu v a b· =   lim n

n

u a

v b

æ ö÷ç ÷· =ç ÷ç ÷çè ø
 (nếu 0b ¹ ). 

b) Nếu 
lim

0,
n

n

u a

u n

ì =ïïíï ³ "ïî
 thì 

lim
.

0
nu a

a

ìï =ïíï ³ïî
 

III – TỔNG CỦA CẤP SỐ NHÂN LÙI VÔ HẠN 

Cấp số nhân vô hạn ( )nu  có công bội q , với 1q <  được gọi là cấp số nhân lùi vô hạn. 

Tổng của cấp số nhân lùi vô hạn: 
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( )1 2 3
1 1 .

1nS u u u u
u

q
q

= + + + + =
-

¼ <¼ +  

IV – GIỚI HẠN VÔ CỰC 

1. Định nghĩa 

·  Ta nói dãy số ( )nu  có giới hạn là +¥  khi n +¥ , nếu nu  có thể lớn hơn một số dương bất kì, kể 

từ một số hạng nào đó trở đi. 

Kí hiệu: lim nu =+¥  hay nu +¥  khi .n +¥  

·  Dãy số ( )nu  có giới hạn là -¥  khi n +¥ , nếu ( )lim nu- =+¥
.
 

Kí hiệu: lim nu =-¥  hay nu -¥  khi .n +¥  

Nhận xét: ( )lim .n nu u=+¥  - =-¥  

2. Một vài giới hạn đặc biệt 

Ta thừa nhận các kết quả sau 

a) lim kn =+¥  với k  nguyên dương; 

b) lim nq =+¥ nếu 1q> . 

3. Định lí 2 

a) Nếu lim   nu a=  và lim nv =¥  thì lim 0n

n

u

v
= . 

b) Nếu lim  0nu a= > , lim 0nv =  và 0, 0nv n> " >  thì lim .n

n

u

v
=+¥  

c) Nếu lim nu =+¥  và lim 0nv a= >  thì .lim .n nu v +¥=  

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1. Sử dụng nguyên lý kẹp 

1. Phương pháp 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1 : Cho hai dãy số ( )nu  và ( )nv  có 
( )

2

1

1

n

nu
n

-
=

+
 và 

2

1
.

2nv
n

=
+

 Khi đó ( )lim n nu v+  có giá trị bằng: 

A. 3. B. 0. C. 2. D. 1. 

Lời giải 

Chọn B 
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Ta có ( )
2

2

0
lim lim 0 li

1 1
0

1
1

.

0

m

2

0
1

0
n n

n

n n

n

u
n

u

n

u v

n

v
n

v

ìïïïïï ¾¾ = = ¾
£ £ £ 

+

£ £ £
¾ + =íïïïïî


ï +

  

Ví dụ 2: Kết quả của giới hạn sin 5
lim 2

3

n

n

æ ö÷ç - ÷ç ÷çè ø
 bằng: 

A. 2.-  B. 3. C. 0. D. 5
.

3
 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có sin 5 1
,0

3

n

n n
£ £  mà 1

lim 0
n
=  nên sin 5

lim 0,
3

n

n
=  do đó sin 5

lim 2 2.
3

n

n

æ ö÷ç - =-÷ç ÷çè ø
  

Nhận xét : Có thể dùng MTCT để tính (có thể chính xác hoặc gần đúng) giới hạn như sau 
(các bài sau có thể làm tương tự) : 

Nhập 
( )sin 5

2.
3

X

X
-   

Bấm CALC và nhập 9999999999 (một số dòng MTCT khi bấm nhiều số « 9 » thì nó báo lỗi, 
khi đó ta cần bấm ít số « 9 » hơn. 

Bấm « = » ta được kết quả (có thể gần đúng), sau đó chọn đáp án có giá trị gần đúng với 
kết quả hiện trên MTCT. 

Ví dụ 3 : Kết quả của giới hạn 3sin 4 cos
lim

1

n n

n

+
+

 bằng: 

A. 1. B. 0. C. 2. D. 3. 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 3sin 4cos 7 7
0

1 1

3sin 4cos
0 lim 0.

1

n n nn

n n nn

+
£ £ £ 

+
¾

+
¾ =

+ +
 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Giá trị của giới hạn 
( )1

lim 4
1

n

n

æ ö- ÷ç ÷ç + ÷ç ÷ç ÷+ ÷çè ø
 bằng: 

A. 1. B. 3. C. 4. D. 2. 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
( ) ( ) ( )1 11 1

0
1

0 lilim m 4 40
1 1 1

.
1

nn n

n n n n n

- -
£ £ £  ¾¾ = ¾

æ ö- ÷ç ÷ç + =÷ç ÷ç ÷+ ÷çè ø
¾

+ + +
  

Câu 2: Có bao nhiêu số tự nhiên chẵn k  để 

1
2 cos 1

lim .
2 2

kn n
n

n

-
=  
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A. 0.  B. 1. C. 4.  D. Vô số. 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 

1 1
2 cos cos1

2 2

k kn n n
n n

n n

-
= - . 

Điều kiện bài  toán trở thành 

1
cos

lim 0.

kn
n

n
=   

Ta có 1
lim cos cos 0 1

n
= =  nên bài toán trở thành tìm k  sao cho  

*

1
2

, 3
lim lim 0 1 0 2

2

kk

k k l

n k
n k

n Î

-

=
= =  - <  < ¾¾¾¾


 không tồn tại k  (do k  nguyên dương và 

chẵn).  

Câu 3: Kết quả của giới hạn 
2

cos 2
lim 5

1

n n

n

æ ö÷ç - ÷ç ÷çè ø+
 bằng: 

A. 4. B. 1
.

4
 C. 5. D. 4.-  

Lời giải 

Chọn C  

Ta có  

2 2 2 2

cos 2 1 c cos 2
0 lim 5

os 2
0 lim 0

1 1 1
5.

1

n n n n n n n

n n nnn
£ £ £  ¾¾ = ¾¾

+ + +

æ ö÷ç - =÷ç ÷çè ø+
 

Câu 4: Kết quả của giới hạn 2 3lim sin 2
5

n
n n

pæ ö÷ç - ÷ç ÷çè ø
 là: 

A. .-¥  B. 2.-  C. 0. D. .+¥  

Lời giải 

Chọn A   

Ta có 2 3 3 1 sin
lim sin 2 lim . 2 .

5 5

n n
n n n

n

p pæ ö æ ö÷ ÷ç ç- = -÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
  

Vì 

3 3

3

lim lim
1 sin

lim . 2 .1 sin
50 lim . 2 2 0

1 sin 1

5 5
. 0

n

n n
n

nn
n

n n n

p
p p

ì ìï ï=+¥ =+¥ï ï æ öï ïï ï ÷ç¾¾ ¾¾ - =-¥÷æ öí í ç ÷ç÷çï ï è ø- =- <÷çï ï ÷çï ï è øï ïî
£ 

î
£

 

 Dạng 2. Giới hạn hữu tỉ 

1. Phương pháp 

Chú ý : Cho ( ) ( ),P n Q n  lần lượt là các đa thức bậc ,m k  theo biến :n   
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( ) ( )
( ) ( )

1 0

1

1

1 1 0

1 0

0

m

k k
k k k

m m
m m a n a a

Q n b n b n b n

P x a n

b b

a n
-

-

-
-= + + + =/+

= + + + + =/




 

Khi đó 
( )
( )

lim lim
m

m
k

k

P n a n

Q n b n
= , viết tắt 

( )
( )

m
m

k
k

P n a n

Q n b n
 , ta có các trường hợp sau : 

 Nếu « bậc tử » <  « bậc mẫu ( m k< ) thì 
( )
( )

lim 0.
P n

Q n
=  

 Nếu « bậc tử » =  « bậc mẫu ( m k= ) thì 
( )
( )

lim .m

k

P n a

Q n b
=  

 Nếu « bậc tử » >  « bậc mẫu ( m k> ) thì 
( )
( )

0
lim .

0
m k

m k

khi a bP n

khi a bQ n

ì+¥ >ïï=íï-¥ <ïî
 

Để ý rằng nếu ( ) ( ),P n Q n  có chứa « căn » thì ta vẫn tính được bậc của nó. Cụ thể 

m kn  tì có bậc là .
k

n
 Ví dụ n  có bậc là 3 41

,
2

n  có bậc là 4
,...

3
  

Trong các bài sau ta có thể dùng dấu hiệu trên để chỉ ra kết quả một cách nhanh 
chóng ! 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1. Tính 
 

  

3 2

3 2
3n 5n 1lim

2n 6n 4n 5
.                     

Giải 

 
 

 
     

3 2 3

3 2

2 3

5 13
3n 5n 1 3n nlim lim

6 4 5 22n 6n 4n 5 2
n n n

 

Ví dụ 2: Tính 
2

3

2
lim

3 1

n n

n n

+
+ -

 

Lời giải 

Ta có 
2 2

3

2 3

1 2
2 0

lim lim 0.
3 1 13 1 1

n n nn
n n

n n

++
= = =

+ - + -
  

Giải nhanh : Dạng « bậc tử » <  « bậc mẫu » nên kết quả bằng 0. 

Ví dụ 3 : Cho dãy số ( )nu  với 2

5 3n

n b
u

n

+
=

+
 trong đó b  là tham số thực. Để dãy số ( )nu  có giới hạn hữu 

hạn, giá trị của b  bằng bào nhiêu 
Lời giải 

Ta có ( )
22 2

lim lim lim
35 3 55

n

b
n b nu
n

n

b
++

= = =
+

"
+

Î  
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Giải nhanh : 2 2 2

5 3 5 5

n b n

n n

+
=

+
  với mọi .b Î    

Ví dụ 4: Cho dãy số ( )nu  với 
2

2

4 2
.

5n

n n
u

an

+ +
=

+
 Để dãy số đã cho có giới hạn bằng 2 , giá trị của a  

bằng bao nhiêu 
                                   Lời giải 

                    ( )
2 2

2

2

1 2
4

4 2 4
2 lim lim lim

5
0 2.

5n

n n n nu a a
aan a

n

+ ++ +
= = = =  =

+ +
=/   

           Giải nhanh : 
2 2

2 2

4 2 4 4
2 2.

5

n n n
a

aan an

+ +
=  =

+
   

Ví dụ 5 : Tính giới hạn 
( )( )( )

( )( )

2 3

4 2

2 2 1 4 5
lim .

3 1 3 7

n n n n
L

n n n

+ + +
=

- - -
 

Lời giải 

( )( )( )

( )( )

2 3 3

4 2

3 4 2

2 1 5
1 2 42 2 1 4 5 1.2.4 8

lim lim .
3 1 7 1.3 33 1 3 7 1 3

n n n n n nn
L

n n n
n n n

æ öæ öæ ö÷ ÷ ÷ç ç ç+ + +÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷+ + + ç ç çè øè øè ø
= = = =

æ öæ ö- - - ÷ ÷ç ç- - -÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè øè ø

 

Giải nhanh: 
( )( )( )

( )( )

2 3 2 3

4 24 2

2 2 1 4 5 .2 .4 8
.

3.33 1 3 7

n n n n n n n

n nn n n

+ + +
=

- - -
  

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Giá trị của giới hạn 
2

3
lim

4 2 1n n

-
- +

 là: 

A. 3
.

4
-  B. .-¥  C. 0. D. 1.-  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
2

2

2

3
3 0

lim lim 0.
2 1 44 2 1 4

n
n n

n n

-
-

= = =
- + - +

  

Giải nhanh : Dạng « bậc tử » <  « bậc mẫu » nên kết quả bằng 0. 

Câu 2: Giá trị của giới hạn 
3

4

3 2 1
lim

4 2 1

n n

n n

- +
+ +

 là: 

A. .+¥  B. 0. C. 2
.

7
 D. 3

.
4

 

Lời giải 

Chọn B 
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Ta có 
3 2 4

4

3 4

3 2 1
3 2 1 0

lim lim 0.
2 1 44 2 1 4

n n n n n
n n

n n

- +- +
= = =

+ + + +
  

Giải nhanh : Dạng « bậc tử » <  « bậc mẫu » nên kết quả bằng 0. 

Câu 3: Cho hai dãy số ( )nu  và ( )nv  có 1

1nu
n

=
+

 và 2
.

2nv
n

=
+

 Khi đó lim n

n

v

u
 có giá trị bằng: 

A. 1. B. 2. C. 0. D. 3. 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 

1
11 1

lim lim lim 1.
22 11

n

n

v n n
u n

n

++
= = = =

+ +
  

Giải nhanh : 1
1.

2

n n

n n

+
=

+
   

Câu 4: Cho dãy số ( )nu  với 4

5 3n

an
u

n

+
=

+
 trong đó a  là tham số thực. Để dãy số ( )nu  có giới hạn 

bằng 2 , giá trị của a  là: 
A. 10.a =  B. 8.a =  C. 6.a =  D. 4.a =  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 

4
4

lim lim lim .
35 3 55

n

aan anu
n

n

++
= = =

+ +
 Khi đó 

lim 2 2 10
5n

a
u a=  =  =  

Giải nhanh : 4
2 10.

5 3 5 5

an an a
a

n n

+
=  =

+
   

Câu 5: Tính giới hạn 
2

2

5
lim .

2 1

n n
L

n

+ +
=

+
 

A. 3
.

2
L =  B. 1

.
2

L =  C. 2.L =  D. 1.L =  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 
2 2

2

2

1 5
15 1

lim lim
1 22 1 2

n n n nL
n

n

+ ++ +
= = =

+ +
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Giải nhanh: 
2 2

2 2

5 1
.

22 1 2

n n n

n n

+ +
=

+
  

Câu 6: Tính giới hạn 
2 3

3

3
lim .

2 5 2

n n
L

n n

-
=

+ -
 

A. 3
.

2
L =-  B. 1

.
5

L =  C. 1
.

2
L =  D. 0.L =  

Lời giải 

Chọn A 

2 3

3

2 3

1
33 3

lim lim
5 2 22 5 2 2

n n nL
n n

n n

-- -
= = =

+ - + -
 

Giải nhanh: 
2 3 3

3 3

3 3 3
.

22 5 2 2

n n n

n n n

- -
=-

+ -
  

Câu 7: Tìm tất cả các giá trị của tham số a  để 
( )

2 4

4

5 3
lim 0.

1 2 1

n an
L

a n n

-
= >

- + +
 

A. 0; 1.a a£ ³  B. 0 1.a< <  C. 0; 1.a a< >  D. 0 1.a£ <  

Lời giải 

Chọn C 

            
( ) ( ) ( )

2 4 2

4

3 4

5
3 05 3 3

lim lim 0 .
2 1 111 2 1 1

a an an anL
aaa n n a

n n

- é <- - ê= = = >  ê >-- + + ë- + +
 

Câu 8: Tính giới hạn 
( )( )
( )( )

3 2

4

2 3 1
lim .

2 1 7

n n n
L

n n

- +
=

- -
 

A. 3
.

2
L =-  B. 1.L =  C. 3.L =  D. .L =+¥  

                                     Lời giải 

Chọn A  

Ta có 

( )( )
( )( )

3 2
3 2 2 2 2 2

4
4

4 4

2 1 2 1
1 . 3 1 32 3 1 1.3 3

lim lim lim .
1 7 1 7 2.1 22 1 7 2 . 1 2 1

n nn n n n n n n
L

n n n n
n nn n

æ ö æ ö æ öæ ö÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç- + - +÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷- + ç ç ç çè ø è ø è øè ø -
= = = = =-

æ ö æ ö æ öæ ö- - ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç- - - -÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè ø è ø è øè ø

 

    Giải nhanh: 
( )( )
( )( )

3 2 3 2

44

2 3 1 .3 3
.

22 .2 1 7

n n n n n

n nn n

- + -
=-

- -
  

Câu 9: Kết quả của giới hạn 
3

2

2
lim

1 3

n n

n

-
-

 là: 

A. 1
.

3
-  B. .+¥  C. .-¥  D. 2

.
3
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Lời giải 

Chọn C 

3
3 2 2

2
2

22

2 21 12
lim lim lim . .

111 3 33

n
n n n nn

n
n

nn

æ ö÷ç - ÷ -ç ÷çè ø-
= =

æ ö- ÷ç -- ÷ç ÷çè ø

 Ta có 

3 2
2

2

2
2

lim
2

12 21 im lim .1
1lim 0 1 3 31 33

n

n n nnn n
n

n

ì =+¥ïïïï -ï --ï ¾¾ = =-¥íï =- < -ï -ïï -ïïî

  

Giải nhanh : 
3 3

2 2

2 1
.

31 3 3

n n n
n

n n

-
=- ¾¾-¥

- -
  

Câu 10: Kết quả của giới hạn 
3

2

2 3
lim

4 2 1

n n

n n

+
+ +

 là: 

A. 3
.

4
 B. .+¥  C. 0 D. 5

.
7

 

Lời giải 

Chọn B 

3
3 2 2

2
2

22

2 23 32 3
lim lim lim . .

2 12 14 2 1 44

n
n n n nn

n n
n

n nn n

æ ö÷ç + ÷ +ç ÷çè ø+
= =

æ ö+ + ÷ç + ++ + ÷ç ÷çè ø

Ta có 

3 2
2

2

2
2

lim
2

32 2 33 im lim . .3
2 1lim 0 4 2 1 42 1 44

n

n n nnn n n
n n

n n

ì =+¥ïïïï +ï ++ï ¾¾ = =+¥íï = > + +ï + +ïï + +ïïî

  

Giải nhanh : 
3 3

2 2

2 3 3 3
. .

44 2 1 4

n n n
n

n n n

+
= ¾¾+¥

+ +
  

Câu 11: Kết quả của giới hạn 
43

lim
4 5

n n

n

-
-

 là: 

A. 0.  B. .+¥  C. .-¥  D. 3
.

4
 

Lời giải 

Chọn C     

 

4
4 3 3

3

3 31 13
lim lim lim . .

554 5 44

n
n n n nn
n

n
nn

æ ö÷ç - ÷ -ç ÷çè ø-
= =

æ ö- ÷ç -- ÷ç ÷çè ø

Ta có 
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3

4 3
3

3

lim
3

13 31 lim l lim . .1 54 5lim 0 45 44

n

n n nnn n
n

n

ìï =+¥ïïï -ï -ïï - ¾¾ = =-¥íï -=- <ï -ïï -ïïïî

  

     Giải nhanh : 
4 4

33 1
. .

4 5 4 4

n n n
n

n n

- -
=- ¾¾-¥

-
  

Câu 12: Trong các giới hạn sau đây, giới hạn nào bằng 0? 

A. 
3

2

3 2
lim .

2 1

n

n

+
-

 B. 
2

3

2 3
lim .

2 4

n

n

-
- -

 C. 
3

2

2 3
lim .

2 1

n n

n

-
- -

 D. 
2 4

4 2

2 3
lim .

2

n n

n n

-
- +

 

Lời giải 

Chọn B 

. Theo dấu hiệu ở đã nêu ở phần Chú ý trên thì ta chọn giới hạn nào rơi vào trường hợp 
« bậc tử » <  « bậc mẫu » ! 

 
3

2

3 2
lim

2 1

n

n

+
=+¥

-
 : « bậc tử » >  « bậc mẫu » và 2.2 4 0.m ka b = = >   

 
2

3

2 3
lim 0

2 4

n

n

-
=

- -
 : « bậc tử » <  « bậc mẫu ».  

 
3

2

2 3
lim

2 1

n n

n

-
=+¥

- -
 : « bậc tử » >  « bậc mẫu » và ( ) ( )3 . 2 0.n ka b = - - >   

 
2 4

4 2

2 3 3 3
lim

2 22

n n

n n

- -
= =

-- +
 : « bậc tử » =  « bậc mẫu » và 3 3

.
2 2

m

k

a

b

-
= =

-
  

Câu 13: Dãy số nào sau đây có giới hạn là ?-¥  

A. 
2

1 2
.

5 5

n

n n

+
+

 B. 
3

3

2 1
.

2n

n n
u

n n

+ -
=

- +
 C. 

2 4

2 3

2 3
.

2n

n n
u

n n

-
=

+
 D. 

2 2
.

5 1n

n n
u

n

-
=

+
 

Lời giải 

 Chọn C 

Ta chọn đáp án dạng « bậc tử » =  « bậc mẫu » và 0.m ka b <   

2 4

2 3

2 3

2n

n n
u

n n

-
=

+
 : « bậc tử » >  « bậc mẫu » và 3.2 6 0 lim .m k na b u=- =- < ¾¾ =-¥   

Chú ý : (i) ( )1 0
1

1

0
lim .

0
nm m

m n
n

khi a
a n a n

khi a
a n a-

-

ì+¥ >ïï+ + =íï- <
+ +

¥ïî
   

(ii) Giả sử { }max : 1;2 ;iq q i m= ¼>  thì  

( )
0

1 1 0

1

lim . 0, 1.

0, 1

n n
m m

n

a khi q

a q a q khi a q

khi

a

q

a q

a

ìï <ïïï+ + = +¥+ + > >íïïï-¥ < >ïî
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Ta dùng « dấu hiệu nhanh » này để đưa ra kết quả nhanh chóng cho các bài sau. 

Câu 14: Tính giới hạn ( )2lim 3 5 3 .L n n= + -  

A. 3.L =  B. .L =-¥  C. 5.L =  D. .L =+¥  

Lời giải 

Chọn D 

. ( )2 2
2

5 3
lim 3 5 3 lim 2L n n n

n n

æ ö÷ç= + - = + - =+¥÷ç ÷çè ø
 vì 

2

2

lim

.5 3
lim 2 2 0

n

n n

ìï =+¥ïïï æ öí ÷çï + - = >÷çï ÷çï è øïî

  

Giải nhanh : 2 23 5 3 3 .n n n+ - ¾¾+¥  

Câu 15: Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số a  thuộc khoảng ( )10;10-  để 

( )( )2 3lim 5 3 2L n a n= - - =-¥ . 

A. 19. B. 3. C. 5. D. 10. 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( )( ) ( )2 3 3 2
2

5
lim 5 3 2 lim 3 2n a n n a

n

æ ö÷ç- - = - - =-¥÷ç ÷çè ø
 

( ) ( )
2 2

2 , 10;10

5
lim 3 2 2 0 2 2 1; 0; 1.

aa
a a a a

n Î Î -

æ ö÷ç - - = - < - < < ¾¾¾¾¾ =-÷ç ÷çè ø    

Câu 16: Tính giới hạn ( )4 2lim 3 4 1 .n n n+ - +  

A. 7.L =  B. .L =-¥  C. 3.L =  D. .L =+¥  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 

( )4 2 4
2 3 4

4 1 1
lim 3 4 1 lim 3n n n n

n n n

æ ö÷ç+ - + = + - + =+¥÷ç ÷çè ø
 vì 

4

2 3 4

lim

.4 1 1
lim 3 3 0

n

n n n

ìï =+¥ïïï æ öí ÷çï + - + = >÷çï ÷çï è øïî

  

Giải nhanh : 4 2 43 4 1 3 .n n n n+ - + ¾¾+¥  

Câu 17: Cho dãy số ( )nu  với ( ) ( )2

2 2 ... 2 .
n

nu = + + +  Mệnh đề nào sau đây đúng ? 

A. lim .nu =-¥  B. 2
lim .

1 2
nu =

-
 C. lim .nu =+¥  D. Không tồn tại 

lim .nu  

Lời giải 

Chọn C 
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Vì ( ) ( )2

2, 2 , , 2
n

¼  lập thành cấp số nhân có 1 2u q= =  nên 

( ) ( ) ( )
1 2

2. 2 2 2 1 lim
1 2

n

n

n nu u
- é ù= = - - ¾¾ =+¥ê úê úë û-

 vì 
2 2 0

.
2 1

a

q

ìï = - >ïïíï = >ïïî
  

Câu 18: Giá trị của giới hạn 
2

1 3
1 ...

2 2 2lim
1

n

n

+ + + +

+
 bằng: 

A. 1
.

8
 B. 1.  C. 1

.
2

 D. 1
.

4
 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có ( )
( )11 3 1 1

1 ... 1 2 . .
2 2 2 2 2 2

n
n nn

+
+

+ + + + = + + =  Do đó  

2

2 2

1 3
1 ... 12 2 2lim lim

41 4 4

n
n n

n n

+ + + + +
= =

+ +
(“bậc tử” =  “bậc mẫu”).  

Câu 19: Giá trị của giới hạn 
2 2 2

1 2 1
lim ...

n

n n n

æ ö- ÷ç + + + ÷ç ÷çè ø
 bằng: 

A. 0. B. 1
.

3
 C. 1

.
2

 D. 1. 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có ( )
( )( ) 2

2 2 2 2 2 2

1 1 11 2 1 1 1
... 1 2 . .

2
1

2

n nn n n

n n n n n
n

n
+

- + -- -
+ + + = + + = =-  Do đó 

2

2 2 2 2

1 2 1 1
lim ... lim .

22

n n n

n n n n

æ ö- -÷ç + + + = =÷ç ÷çè ø
 

Câu 20: Giá trị của giới hạn 
( )

2

1 3 5 2 1
lim

3 4

n

n

æ ö+ + + + + ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç +è ø


 bằng: 

A. 0. B. 1
.

3
 C. 2

.
3

 D. 1. 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( )
( ) 21 2 1

5 2 1
2

1 3
n n

n n
+ -

- =+ + =+   nên 

( ) 2

2 2

1 3 5 2 1 1
lim lim

33 4 3 4

n n

n n

æ ö+ + + + + ÷ç ÷= = ¾¾ç ÷ç ÷÷ç + +è ø


 

Câu 21: Giá trị của giới hạn 
( )

1 1 1
lim ...

1.2 2.3 1n n

æ ö÷ç ÷ç + + + ÷ç ÷÷ç +è ø
 là: 
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A. 1
.

2
 B. 1.  C. 0.  D. .-¥  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 

( )
1 1 1 1 1 1 1

lim ... lim 1 lim 1 1.
1.2 2.3 1 2 2 3 1

1 1

1n n nn n

æ ö æ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç÷ç + + + = - + - + = - =÷ ÷ç ç÷ç ÷ ÷ç ç÷÷ è ø è øç + +ø
+ -

+è
  

Câu 22: Giá trị của giới hạn 
( )( )

1 1 1
lim ...

1.3 3.5 2 1 2 1n n

æ ö÷ç ÷ç + + + ÷ç ÷÷ç - +è ø
 bằng: 

A. 1
.

2
 B. 1

.
4

 C. 1. D. 2. 

Lời giải 

Chọn A 

Với mọi *k Î  thì 
( )( )

1 1 1 1

2 1 2 1 2 2 1 2 1k k k k

æ ö÷ç= - ÷ç ÷çè ø- + - +
, do đó  

( )( )
1 1 1 1 1 1 1 1 1

lim ... lim 1
1.3 3.5 2 1 2 1 2 3 3 5 2 1 2 1

1 1 1
lim 1 .

2 2 1 2

n n n n

n

æ ö é ù÷ç ÷ç ê ú+ + + = - + - + -÷ç ÷ ê ú÷ç - + - +è ø ë û
é ù
ê ú= - =
ê ú+ë û

 

Câu 23: Giá trị của giới hạn 
( )

1 1 1
lim ......

1.4 2.5 3n n

é ù
ê ú+ + +ê ú+ê úë û

 bằng: 

A. 11
.

18
 B. 2. C. 1. D. 3

.
2

 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có  

( )
1 1 1 1 1 1 1 1 1

...... 1
1.4 2.5 3 3 4 2 5 3 6

1 1 1 1 1 1
1

3 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1
1

3 2 3 1 2 3

1

1 1

3

1 1

3

11 1 1 1

3 6 1 2 3

n n

n n

n n

n n

n

n n n

é ù
ê ú+ + + = - + - + - +
ê ú+ ë û
é ùæ ö æ ö÷ ÷ç çê ú= + + + - + + +÷ ÷ç ç÷ ÷ç çê

+ -
+

+ +
+ úè ø è øë û

æ ö÷ç= + + - - - ÷ç ÷çè ø+ + +
æ ö÷ç= - - - ÷ç ÷çè ø+ + +



 
  

Do đó 
( )

1 1 1 1 11 1 1 1 11
lim ...... lim .

1.4 2.5 3 3 6 1 2 3 8n n n n n

æ ö æ ö÷ç ÷ç÷ç + + + = - - - =÷ç÷ç ÷ç÷÷ è øç + + + +è ø
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Câu 24: Giá trị của giới hạn 
( )

2 2 2

2

1 2 ...
lim

1

n

n n

+ + +

+
 bằng: 

A. 4. B. 1. C. 1
.

2
 D. 1

.
3

 

Lời giải 

Chọn D 

Đặt ( )
( )( )3 2 1 2 12 3

6 6

n n nn n n
P n

- +- +
= =  thì ta có 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )( )

2 2 221 2 1 3 2 1

1 2 3
1 1

6

2 3 n P P P P P n P n

n n n
P n P

+ = - + - + + + -

+ +
= + =

+ +

-

+  
  

Do đó 
( )

( )( )
( )

2 2 2

22

1 2 ...
lim li

1 2 3 2 1

31 6
m .

6 1

n n nn

n n n n

+ +
=

+

+ +
=

+
=

+
 

Câu 25: Cho dãy số có giới hạn ( )nu  xác định bởi 
1

1

1

2
.

1
,  1

2n
n

u

u n
u+

ìïï =ïïïíïï = ³ïï -ïî

 Tính lim .nu  

A. lim 1.nu =-  B. lim 0.nu =  C. 1
lim .

2nu =  D. lim 1.nu =  

Lời giải 

Chọn D 

Giả sử lim nu a=  thì ta có 

( )1 2

2 2

2 1

1 1
lim lim 1

22 1
.

02n
n

a a
a u

a a
a

u a a a
+

ì ìï =/ =/

- = - + =

ïï ï= = =    =í íï ï- - ï ïîî
 

 

Câu 26: Cho dãy số có giới hạn ( )nu  xác định bởi 
1

1

2
.1

,  1
2

n
n

u

u
u n+

ì =ïïïïí +ï = ³ïïïî

 Tính lim .nu  

A. lim 1.nu =  B. lim 0.nu =  C. lim 2.nu =  D. lim .nu =+¥  

Lời giải 

Chọn A 

Giả sử lim nu a=  thì ta có 

1

1 1
lim lim 1

2 2
n

n

u a
a u a+

+ +
= = =  = ¾¾  

Câu 27: Kết quả của giới hạn 
29 1

lim
4 2

n n

n

- +
-

 bằng: 

A. 2
.

3
 B. 3

.
4

 C. 0. D. 3. 
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Lời giải 

Chọn B 

. 
2 2

1 1
9

9 1 3
lim lim

24 2 44

n n n n
n

n

- +
- +

= =
- -

 

Giải nhanh: 
2 29 1 9 3

.
4 2 4 4

n n n

n n

- +
=

-
  

Câu 28: Kết quả của giới hạn 
2

4

2 1
lim

3 2

n n

n

- + +

+
 bằng: 

A. 2
.

3
-  B. 1

.
2

 C. 3
.

3
-  D. 1

.
2

-  

Lời giải 

Chọn C 

2 2

4

4

2 1
12 1 1

lim lim
2 33 2 3

n n n n

n
n

- + +- + +
= =-

+ +

 

Giải nhanh : 
2 2

4 4

2 1 1
.

33 2 3

n n n

n n

- + + -
=-

+
  

Câu 29: Kết quả của giới hạn 2 3
lim

2 5

n

n

+

+
 là: 

A. 5
.

2
 B. 5

.
7

 C. .+¥  D. 1.  

Lời giải 

Chọn D 

3
2

2 3 2
lim lim 1.

52 5 22

n n
n

n

+
+

= = =
+ +

 

Giải nhanh: 2 3 2
1.

2 5 2

n n

n n

+
=

+
  

Câu 30: Kết quả của giới hạn 1 4
lim

1

n

n n

+ -

+ +
 bằng: 

A. 1. B. 0. C. 1.-  D. 1
.

2
 

Lời giải 

Chọn B 
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2

2

1 1 4
1 4 0

lim lim 0
11 1 1

1

n n nn
n n

n n

+ -
+ -

= = =
+ +

+ +
 

Giải nhanh: 1 4 1
0.

1

n n

nn n n

+ -
= ¾¾

+ +
  

Câu 31: Biết rằng 
2

2

1
lim sin .

42

n n
a b

n n

p+ +
= +

- -
 Tính 3 3.S a b= +  

A. 1.S =  B. 8.S =  C. 0.S =  D. 1.S =-  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 
2 2

2

1
1 1

1 1 1
lim lim 2 2 sin

1 41 22 1

n n n

n n
n n

p
+ +

+ + +
= = =

- - - -
 

ìï =ï¾¾ ¾¾ =íï =ïî

2 2
8

0

a
S

b
 

Câu 32: Kết quả của giới hạn 
4 2

10
lim

1n n+ +
 là: 

A. .+¥  B. 10. C. 0. D. .-¥  

Lời giải 

Chọn C 

2

4 2

2 4

10
10 0

lim lim 0.
11 11 1

n

n n
n n

= = =
+ + + +

 

Giải nhanh: 
24 2 4

10 10 10
0.

1 nn n n
= ¾¾

+ +
  

Câu 33: Kết quả của giới hạn ( ) 4 2

2 2
lim 1

1

n
n

n n

+
+

+ -
 là: 

A. .+¥  B. 1. C. 0. D. .-¥  

Lời giải 

Chọn C 

( )
( )3

4 2 4 2

2 12 2
lim 1 lim 0

1 1

nn
n

n n n n

++
+ = =

+ - + -
 (“bậc tử”<  “bậc mẫu”).  

Giải nhanh: ( ) 4 2 4

2 2 2 2
1 . 0.

1

n n
n n

n n n n

+
+ = ¾¾

+ -
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Câu 34: Biết rằng 
3 23

2

5 7
lim 3

3 2

an n
b c

n n

+ -
= +

- +
 với , ,a b c  là các tham số. Tính giá trị của biểu thức 

3
.

a c
P

b

+
=  

A. 3.P =  B. 1
.

3
P =  C. 2.P =  D. 1

.
2

P =  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 
3

3 23 3 33

2

2

5 7
5 7

lim lim 3
31 2 33 2 3

a
an n b an n

n n
n n

+ -
+ -

= = =
- + - +

 

3 1
3 .3

3
0

b
a

b c P
c

ìïï =ï= +   =íïï =ïî

  

Câu 35: Kết quả của giới hạn 5 25lim 200 3 2n n- +  là: 
A. .+¥  B. 1. C. 0. D. .-¥  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 

5 25 5
5 3

200 2
lim 200 3 2 lim 3n n n

n n

æ ö÷ç ÷ç- + = - + =-¥÷ç ÷÷çè ø
vì 

55
5 3

lim

.200 2
lim 3 3 0

n

n n

ì =+¥ïïïï æ öí ÷ç ÷ï ç - + =- <÷ï ç ÷÷çï è øïî

 

Giải nhanh: 55 2 55 5200 3 2 3 3. .n n n n- + - =- ¾¾-¥  

Dạng 3. Dãy số chứa căn thức 

1. Phương pháp 

 Nếu biểu thức chứa căn thức cần nhân một lượng liên hiệp để đưa về dạng cơ bản. 

 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1. Tính  2 2lim n 7 n 5    
 

 

Giải 

2 2
2 2

2 2 2 2

n 7 n 5 2lim n 7 n 5 lim lim 0
n 7 n 5 n 7 n 5

         
       

 

33 32 2

33 32 2

A B löôïng lieân hieäp laø: A B
A B löôïng lieân hieäp laø: A B
A B löôïng lieân hieäp laø: A B
A B löôïng lieân hieäp laø: A B A B

A B löôïng lieân hieäp laø: A B A B
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Ví dụ 2.  Tính  2 2lim n 3n n   
 

 

Giải 

2 2

2 2

3n 3 3lim n 3n n lim lim
23n 3n n 1 1

n

      
     

 

Ví dụ 3. Tính  ( )2lim 1n n n- + -  

Lời giải 

. 2 21 0n n n n n- + - - = ¾¾ nhân lượng liên hợp : 

( )2

2

2

1
11 1

lim 1 lim lim
21 11 1 1

n nn n n
n n n

n n

- +- +
- + - = = =-

- + + - + +

  

Giải nhanh : 2

2 2

1 1
1 .

21

n n
n n n

n n n n n

- + -
- + - = =-

- + + +
  

Ví dụ 4. Tính ( )3 2 3lim n n n- +   

Lời giải 

3 32 3 3 0n n n n n- + - + = ¾¾ nhân lượng liên hợp : 

( )
( )

2
3 2 3

2 232 3 2 3 23
3 3

1 1
lim lim lim .

31 1
1 1 1

n
n n n

n n n n n n
n n

- + = = =
æ ö- - - + ÷ç - - - +÷ç ÷çè ø

 

Giải nhanh : 
( )

2 2
3 2 3

3 32 6 3 232 3 2 3 23

1
.

3

n n
n n n

n n n nn n n n n n
- + = =

- - +- - - +
  

Ví dụ 5. Tính ( )lim 1n n né ù+ -ê úë û
 

Lời giải 

( ) ( )1 0n n n n n n+ - - = ¾¾ nhân lượng liên hợp : 

( ) 1 1
lim 1 lim lim

21 1
1 1

n
n n n

n n

n

+ - = = =
+ +

+ +
 

Giải nhanh : ( ) 1
1 .

21

n n
n n n

n n n n
+ - = =

+ + +
  

3. Bài tập trắc nghiệm 

 

Câu 1: Giá trị của giới hạn ( )lim 5 1n n+ - +  bằng: 

A. 0.  B. 1.  C. 3.  D. 5.  
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Lời giải 

             Chọn A 

            5 1 0n n n n+ - + - = ¾¾ nhân lượng liên hợp : 

                       ( ) 4
lim 5 1 lim 0

5 1
n n

n n
+ - + = =

+ + +
 

Câu 2: Giá trị của giới hạn ( )2 2lim 1 3 2n n- - +  là: 

A. 2.-  B. 0.  C. .-¥  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn C 

( )2 2
2 2

1 2
lim 1 3 2 lim 1 3n n n

n n

æ ö÷ç ÷ç- - + = - - + =-¥÷ç ÷÷çè ø
 vì 

2 2

1 2
lim , lim 1 3 1 3 0.n

n n

æ ö÷ç ÷ç=+¥ - - + = - <÷ç ÷÷çè ø
  

Giải nhanh : ( )2 2 2 21 3 2 3 1 3 .n n n n n- - + - = - ¾¾-¥  

Câu 3: Giá trị của giới hạn ( )2 2lim 2 2n n n n+ - -  là: 

A. 1.  B. 2.  C. 4.  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn B 

2 2 2 22 2 0n n n n n n+ - - - = ¾¾ nhân lượng liên hợp : 

( )2 2

2 2

4 4
lim 2 2 lim lim 2.

2 22 2 1 1

n
n n n n

n n n n
n n

+ - - = = =
+ + - + + -

  

Giải nhanh : 2 2

2 2 2 2

4 4
2 2 2.

2 2

n n
n n n n

n n n n n n
+ - - = =

+ + - +
  

Câu 4: Có bao nhiêu giá trị của a  để ( )( )2 2 2lim 2 1 0.n a n n a n+ - + + + =  

A. 0.  B. 2. C. 1.  D. 3. 

Lời giải 

Chọn B 

( )2 2 2 2 22 1 0n a n n a n n n+ - + + + - = ¾¾ nhân lượng liên hợp: 

Ta có ( )( ) ( )2

2 2 2

2 2

2 1
lim 2 1 lim

1

a a n
n a n n a n

n n n

- - -
+ - + + + =

+ + +
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2
2

2

1
2 12

lim 0 .
221 1

1 1

a a aa an
a

n n

- - - é =-- - ê= = =  ê =ë+ + +

  

Câu 5: Giá trị của giới hạn ( )2 2lim 2 1 2 3 2n n n n- + - - +  là: 

A. 0.  B. 2
.

2
 C. .-¥  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn B 

2 2 2 22 1 2 3 2 2 2 0n n n n n n- + - - + - = ¾¾ nhân lượng liên hợp : 

( )2 2

2 2

2 2

2 1
lim 2 1 2 3 2 lim

2 1 2 3 2

1
2 1

lim .
1 1 3 2 2

2 2

n
n n n n

n n n n

n

n nn n

-
- + - - + =

- + + - +

-
= =

- + + - +

 

Giải nhanh :  

2 2

2 2 2 2

2 1 2 1
2 1 2 3 2 .

22 1 2 3 2 2 2

n n
n n n n

n n n n n n

-
- + - - + = =

- + + - + +
  

Câu 6: Giá trị của giới hạn ( )2 2lim 2 1 2n n n n+ - - +  là: 

A. 1.-  B. 1 2.-  C. .-¥  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn C 

Giải nhanh : ( )2 2 2 22 1 2 2 1 2 .n n n n n n n+ - - + - = - ¾¾-¥  

Cụ thể : ( )2 2
2

2 1 1
lim 2 1 2 lim . 1 2n n n n n

n nn

æ ö÷ç ÷ç+ - - + = + - - + =-¥÷ç ÷÷çè ø
 vì 

2

2 1 1
lim , lim 1 2 1 2 0n

n nn

æ ö÷ç ÷ç=+¥ + - - + = - <÷ç ÷÷çè ø
  

Câu 7: Có bao nhiêu giá trị nguyên của a  thỏa ( )2 2lim 8 0n n n a- - + = . 

A. 0.  B. 2. C. 1. D. Vô số. 

Lời giải 

Chọn B 

Nếu 2 2 28 0n n n a n n- - + - = ¾¾ nhân lượng liên hợp : 
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Ta có ( ) ( )2 2
2 2

2

2 8 2 8
lim 8 lim lim

1
1 1

a n a
n n n a

n n n
n

- -
- - + = =

+ + + +

 

2 4 0 2.a a= - =  =   

Câu 8: Giá trị của giới hạn ( )2lim 2 3n n n- + -  là: 

A. 1.-  B. 0.  C. 1.  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn A 

2 22 3 0n n n n n- + - - = ¾¾ nhân lượng liên hợp : 

( )2

2

2

3
22 3

lim 2 3 lim lim 1
2 32 3 1 1

n nn n n
n n n

n n

- +- +
- + - = = =-

- + + - + +

 

Giải nhanh : 2

2 2

2 3 2
2 3 1.

2 3

n n
n n n

n n n n n

- + -
- + - = =-

- + + +
  

Câu 9: Cho dãy số ( )nu  với 2 25 1nu n an n= + + - + , trong đó a  là tham số thực. Tìm a  để 
lim 1.nu =-  
A. 3.  B. 2.  C. 2.-  D. 3.-  

Lời giải 

Chọn C 

2 2 2 25 1 0n an n n n+ + - + - = ¾¾ nhân lượng liên hợp : 

( )2 2

2 2

2 2

4
1 lim lim 5 1 lim

5 1

4

lim 2.
25 1

1 1

n

an
u n an n

n an n

a an a
a
n n n

+
- = = + + - + =

+ + + +

+
= =  =-

+ + + +

 

Giải nhanh :  

2 2

2 2 2 2

4
1 5 1 2.

25 1

an an a
n an n a

n an n n n

+
- + + - + = =  =-

+ + + + +
   

Câu 10: Giá trị của giới hạn ( )3 33 3lim 1 2n n+ - +  bằng: 

A. 3.  B. 2.  C. 0.  D. 1.  

Lời giải 

Chọn C 

3 33 3 3 33 31 2 0n n n n+ - + - = ¾¾ nhân lượng liên hợp : 
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( )
( ) ( )

3 33 3

23 3 3 33 33 3

1
lim 1 2 lim 0.

1 1. 2 2
n n

n n n n

-
+ - + = =

+ + + + + +
 

Câu 11: Giá trị của giới hạn ( )3 3 2lim 2n n n- -  bằng: 

A. 1
.

3
 B. 2

.
3

-  C. 0.  D. 1.  

Lời giải 

Chọn B 

 

3 33 2 32 0n n n n n- - - = ¾¾ nhân lượng liên hợp : 

( )
( )

2
3 3 2

2 233 2 3 2 23
3 3

2 2 2
lim 2 lim lim .

32 22 . 2 1 1 1

n
n n n

n n n n n n
n n

- -
- - = = =-

æ ö- + - + ÷ç - + - +÷ç ÷çè ø

 

Giải nhanh : 
( )

2 2
3 3 2

3 32 6 3 233 2 3 2 23

2 2 2
2 .

3.2 . 2

n n
n n n

n n n nn n n n n n

- -
- - = =-

+ +- + - +
  

Câu 12: Giá trị của giới hạn ( )lim 1 1n n né ù+ - -ê úë û
 là: 

A. 1.-  B. .+¥  C. 0.  D. 1.  

Lời giải 

Chọn D 

( ) ( )1 1 0n n n n n n+ - - - = ¾¾ nhân lượng liên hợp : 

( ) 2 2
lim 1 1 lim lim 1

1 1 1 1
1 1

n
n n n

n n

n n

+ - - = = =
+ + -

+ + -
 

Giải nhanh : ( ) 2 2
1 1 1.

1 1

n n
n n n

n n n n
+ - - = =

+ + - +
  

Câu 13: Giá trị của giới hạn ( )2 2lim 1 3n n né ù+ - -ê úë û
 bằng: 

A. 1.-  B. 2.  C. 4.  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn B 

( ) ( )2 2 2 21 3 0n n n n n n+ - - - = ¾¾ nhân lượng liên hợp : 

( )2 2

2 2

2 2

4 4
lim 1 3 lim lim 2

1 31 3 1 1

n
n n n

n n
n n

+ - - = = =
+ + - + + -
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Giải nhanh : ( )2 2

2 2 2 2

4 4
1 3 2.

1 3

n n
n n n

n n n n
+ - - = =

+ + - +
  

Câu 14: Giá trị của giới hạn ( )2 2lim 1 6n n n n né ù+ + - + -ê úë û
 là: 

A. 7 1.-  B. 3.  C. 7
.

2
 D. .+¥  

Lời giải 

Chọn C 

( ) ( )2 2 2 21 6 0n n n n n n n n+ + - + - - = ¾¾ nhân lượng liên hợp : 

( )2 2

2 2

2 2

7
lim 1 6 lim

1 6

7 7
lim .

21 1 1 6
1 1

n
n n n n n

n n n n

n nn n

+ + - + - =
+ + + + -

= =
+ + + + -

 

Giải nhanh : ( )2 2

2 2 2 2

7 7 7
1 6 .

21 6

n n
n n n n n

n n n n n n
+ + - + - = =

+ + + + - +
  

Câu 15: Giá trị của giới hạn 
2

1
lim

2 4n n2 + - +
 là: 

A. 1.  B. 0.  C. .-¥  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn C 

2 2 22 4 0n n n n2 + - + - = ¾¾ nhân lượng liên hợp : 

( )2 2
2 22

1 1 1 2 4
lim lim 2 4 lim . 1 1

2 22 4
n n n

n nn n2

é ùæ ö÷çê ú÷ç= - + + + = - + + + =-¥÷ê úç ÷÷çè ø+ - + ê úë û
 

vì 
2 2

1 2 4
lim , lim 1 1 1 0

2
n

n n

é ùæ ö÷çê ú÷ç=+¥ - + + + =- <÷ê úç ÷÷çè øê úë û
 

Giải nhanh :  

( ) ( )2 2 2 2

2

1 1 1
2 4 .

2 22 4
n n n n n

n n2
=- + + + - + =- ¾¾-¥

+ - +
  

Câu 16: Giá trị của giới hạn 
29 2

lim
3 2

n n n

n

- - +
-

 là: 

A. 1.  B. 0.  C. 3.  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn A 

2 29 2 9 3 0n n n n n =/- = ¾- + ¾ giải nhanh : 
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2 29 2 9
1

3 2 3

n n n n

n n

- - +
=

-
  

Cụ thể : 
2 2

1 1 2
9

9 2 9
lim lim 1.

23 2 33

n n n n n n
n

n

- - +
- - +

= = =
- -

 

Câu 17: Giá trị của giới hạn 
33

1
lim

1n n+ -
 là: 

A. 2.  B. 0.  C. .-¥  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn B 

33 33 1 0n n n n+ - - = ¾¾ nhân lượng liên hợp : 

( )
( )

33

23 3 233

1
lim 1 lim 0

1 1
n n

n n n n
+ - = =

+ + + +
 

Dạng 4. Dãy số chứa hàm lũy thừa 

1. Phương pháp 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1: Tính 
1

1

3 2.5
lim

2 5

n n

n n

+

+

-
+

  

Lời giải 

Giải nhanh : 
1 1

1

3 2.5 2.5
10

2 5 5

n n n

n n n

+ +

+

- -
=-

+
  

Cụ thể : 
1

1

3
10

3 2.5 5
lim lim 10.

2 5 2
2. 1

5

n

n n

n n n

+

+

æ ö÷ç -÷ç ÷çè ø-
= =-

+ æ ö÷ç +÷ç ÷çè ø

 

Ví dụ 2: Tính 
13 4.2 3

lim
3.2 4

n n

n n

+- -
+

  

Lời giải 

Giải nhanh : 
13 4.2 3 3 3

0.
43.2 4 4

nn n n

n n n

+ æ ö- - ÷ç= ¾¾÷ç ÷çè ø+
   

Cụ thể : 
1

3 1 1
8. 3.

3 4.2 3 04 2 4
lim lim 0.

13.2 4 1
3. 1

2

n n n

n n

n n n

+

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç- -÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø- -
= = =

+ æ ö÷ç +÷ç ÷çè ø

 

Ví dụ 3:  Tính 
  




n 5n 1

5n 2

1 2
lim

3
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Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải  bằng tự luận 

Ta có: 
   

n n5n 1
n

5n 2

1 2 2 2lim lim 1 . 0.
9 33





  
   

 
 

Cách 2:  Mẹo giải nhanh  

   
n 5n5n 1

n

5n 2

1 2 21 . 0.
33





  
  

 
  

Ví dụ 4: Tính 
n n 1

n n
3 4.2 3lim .

3.2 4

 


  

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải  bằng tự luận 

Ta có: 


   
         

  
 

 

n n

n n 1 4

n n n

3 2 34.2
4 43 4.2 3 n

3.2 4 23. 1
4

 (chia tử và mẫu cho  4n ). 

Suy ra 
n n 1

n n
3 4.2 3 0lim 0.

13.2 4

 
 


 

Cách 2:  Mẹo giải nhanh  

nn n 1 n

n n n
3 4.2 3 3 3 0.

43.2 4 4

   
  

  
  

Ví dụ 5: Có bao nhiêu giá trị nguyên của a  thuộc ( )0;20  sao cho 
2

2

1 1
lim 3

3 2n

an

n

-
+ -

+
 là một số nguyên. 

Lời giải 

Ta có 

2 2

2 2

2 2

1
1

lim lim
33 1 11 lim 3 3 .

3 2
1 1

lim lim 0
22

n

n

n

aan n a
n an

an n

ìïï -ï -ïï = =ïï + -ï +  + - = +íï +ïïï æ öï ÷ç= =÷ï ç ÷ï çè øïî

 

Ta có 
( )

{ }
0;20 ,

1;6;13 .
3

aa
a

a

ìïï Î Î
Îï ¾¾íï

ïî Î+ï




  

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Kết quả của giới hạn 
22 5

lim
3 2.5

n

n n

+-
+

 bằng: 

A. 25
.

2
-  B. 5

.
2

 C. 1.  D. 5
.

2
-  

Lời giải 

Chọn A 
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Cụ thể : 
2

1
2 25

2 5 255
lim lim .

23 2.5 3
2

5

n

n

n n n

+

æ ö÷ç -÷ç ÷çè ø-
= =-

+ æ ö÷ç +÷ç ÷çè ø

 

Giải nhanh : 
2 22 5 5 25

23 2.5 2.5

n n

n n n

+ +- -
=-

+
  

Câu 2: Kết quả của giới hạn 3 1
lim

2 2.3 1

n

n n

-
- +

 bằng: 

A. 1.-  B. 1
.

2
-  C. 1

.
2

 D. 3
.

2
 

Lời giải 

Chọn B 

Giải nhanh : 3 1 3 1

22 2.3 1 2.3

n n

n n n

-
=-

- + -
  

Cụ thể : 

1
1

3 1 13
lim lim .

22 2.3 1 2 1
2

3 3

n

n

n n n n

æ ö÷ç- ÷ç ÷çè ø-
= =-

- + æ ö æ ö÷ ÷ç ç- +÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

 

Câu 3: Biết rằng 
( )

( )

1
2

1 2

5 2 1 2 3 5
lim

15.2 5 3

n
n

n
n

n a
c

bn

+

+

æ ö÷ç - + ÷+ç ÷ç ÷+ = +ç ÷ç ÷-ç ÷+ - ÷çè ø

 với , , .a b c Î  Tính giá trị của biểu thức 

2 2 2.S a b c= + +  
A. 26.S =  B. 30.S =  C. 21.S =  D. 31.S =  

Lời giải 

Chọn B 

( )
( )

1
2 2

1 2

2

2 1 31 2. 25 2 1 2 3 5 5
lim lim

11 2 15.2 5 3 15. 5 .
5 5

n n

n
n

n n n
n

n n
n

n

+

+

æ öæ ö æ ö ÷ç ÷ ÷ç ç ÷çæ ö - +÷ ÷ ÷ç ç +ç÷ ÷ ÷ç ÷- + ç ç÷ ÷ç÷ è ø è ø+ ÷ç ÷ ç ÷ç ÷++ = +ç ÷ç ÷ ÷çç ÷- ÷ç æ ö æ öç ÷ ÷+ - ç -÷ ÷÷ç ç ç ÷è ø + -÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç è ø è øè ø

 

  1 5
2 2.

55
= + = +  

Giải nhanh :  

( )
( )

( )
( )

1
2 2

1 2 1 2

15 2 1 52 3 2 1 5
2 2 5.

51 55.2 5 3 5 2

n n
n

n n
n

a
n n

b
n n

c

+

+ +

ì =ïï- + + ïï+ + = + = + ¾¾ =íï- ï+ - ï =ïî

  

Vậy 2 2 21 5 2 30.S = + + =   

Câu 4: Kết quả của giới hạn 
2

2 2

3 2
lim

3 3 2

n n n

n n n

p
p +

+ +
- +

 là: 
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A. 1.  B. 1
.

3
 C. .+¥  D. 1

.
4

 

Lời giải 

Chọn D 

Giải nhanh: 
2

2 2

3 2 3 4 4 1

43 3 2 3 3 4.4 4.4

n n n n n n n

n n n n n n n

p p
p p+

+ + + +
= =

- + - +
  

Cụ thể : 
2

2 2

3
1

3 2 14 4
lim lim .

43 3 2 3
3. 3. 4

4 4

n n

n n n

n n n n n

p

p

p
p +

æ ö æ ö÷ ÷ç ç+ +÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø+ +
= =

- + æ ö æ ö÷ ÷ç ç- +÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

 

Câu 5: Kết quả của giới hạn lim 3 5
nné ù-ê úë û

 là: 

A. 3.  B. 5.-  C. .-¥  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn D 

Giải nhanh : Vì 3 5>  nên 3 5 3 .
nn n- ¾¾+¥  

Cụ thể : 5
lim 3 5 lim 3 1

3

n
nn n

æ öæ ö ÷çé ù ÷ç ÷ç ÷ ÷ç- = - =+¥çê ú ÷ ÷çç ÷ ÷÷çë û ç è ø ÷çè ø
 vì 

lim3

.5
lim1 1 0

3

n

n

ìï =+¥ïïïï æ öí ÷çï ÷ç- = >ï ÷ç ÷ï ÷çè øïïî

  

Câu 6: Kết quả của giới hạn ( )4 1lim 3 .2 5.3n n+ -  là: 

A. 2
.

3
 B. 1.-  C. .-¥  D. 1

.
3

 

Lời giải 

Chọn C 

Giải nhanh : ( )4 13 .2 5.3 5.3 5 0 .n n n+ - - =-¥ - <  

Cụ thể : ( )4 1 2
lim 3 .2 5.3 lim3 162. 5

3

n
n n n+

æ öæ ö ÷ç ÷ç ÷ç- = - =-¥÷ ÷çç ÷ ÷çç è ø ÷è ø
 vì 

lim3

.2
lim 162. 5 5 0

3

n

n

ìï =+¥ïïïï æ öæ öí ÷ç ÷ç ÷ï ç - =- <÷ ÷çï ç ÷ ÷çï ç è ø ÷è øïïî

  

Câu 7: Kết quả của giới hạn 
13 4.2 3

lim
3.2 4

n n

nn

+- -
+

 là: 

A. 0.  B. 1.  C. .-¥  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn A 

Giải nhanh : 
13 4.2 3 3 3

0.
43.2 4 4

nn n n

n nn

+ æ ö- - ÷ç= ¾¾÷ç ÷çè ø+
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Cụ thể :  
11 18.3 3

24. 0
44

3 4.2 3 3 4.2 3
0 lim 0.

3.2 4 3.2 4

n n n n

n n n

nn

n n

+++ æ ö÷ç£ £ =  ¾¾÷ç
- - - -

=
+ +÷çè ø

 

Câu 8: Kết quả của giới hạn 
1

2

2 3 10
lim

3 2

n n

n n

+ + +
- +

 là: 

A. .+¥  B. 2
.

3
 C. 3

.
2

 D. .-¥  

Lời giải 

Chọn A 

. Ta có 
( )( ) 3

0

3

2

2
0

1 2 2
.

6 2
2

6

n

n n

n
n k n

n
k

n
n n n n

C

n

C
=

ìïï ï- - ïï³ = íïï +¥ïïïî

= å   Khi đó: 

1

2 2

2

1
2 3. 10.

2 3 10 2 22
lim lim .

1 23 2 3

n

n n n

n
n

n n n
n n

+

æ ö÷ç+ + ÷ç ÷çè ø+ +
= =+¥

- + - +
 vì 

2

2

2
lim

1 .2 3. 10.
222

lim 0
1 2 33

n

n

n

n

n

n n

ìïï =+¥ïïïïïï æ öï ÷çí + + ÷çï ÷çè øïï = >ïïï - +ïïïî

 

Câu 9: Tìm tất cả giá trị nguyên của a  thuộc ( )0;2018  để 
1

4
1

.
1024

4 2
lim

3 4

n n

n n a

+

+

+
+

£  

A. 2007.  B. 2008.  C. 2017.  D. 2016.  

Lời giải 

Chọn B 

( )

1

4
4 2

1
1 2.

4 2 1 1 12
lim lim .

3 4 4 23 24
4

n

n n

n n a n a aa
a

+

+

æ ö÷ç+ ÷ç ÷çè ø+
= = = =

+ æ ö÷ç +÷ç ÷çè ø

 

 Giải nhanh: 
1

4 104
2

4 2 4 1

3 4 4 2

1
2 1024 2 10.

1024

n n n
a

n n n a a
a

+

+ + £  ³
+

=  ³=
+

  

Mà ( )0;2018aÎ  và a Î  nên { }10;2017aÎ ¾¾ có 2008 giá trị .a   

Câu 10: Kết quả của giới hạn 
( )2 12

lim
3 1 3

n

n

n n

n

æ ö- ÷+ç ÷ç + ÷ç ÷ç ÷- ÷çè ø
 bằng: 

A. 2
.

3
 B. 1.-  C. 1

.
3

 D. 1
.

3
-  

Lời giải 

Chọn C 

. Ta có 
( ) ( )2 21 12 2

lim lim lim .
3 1 3 13 3

n n

n n

n n n n

n n

æ ö- -÷+ +ç ÷ç + = +÷ç ÷ç ÷- -÷çè ø
 Ta có 
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( ) ( )

( )

2

2

11
0 lim 0

2
1

2 1
lim lim

13 1 3

3 3

12 13 lim .
3 1 33

1
0

3

n

n

n

n

nn

n

n n n
n n n

n n

ìïï

-æ ö÷ç£ £   =÷ç

+ïï +ï = =ïï æ ö-ï - ÷+ç-ï ÷ç + =÷í ç ÷çï ÷- ÷çï è ø

÷çè

ïï -ïïï øïïî

 

Câu 11: Kết quả của giới hạn 
( )3 1 cos3

lim
1

n
n n

n

æ ö+ - ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷-çè ø
 bằng: 

A. 3
.

2
 B. 3.  C. 5.  D. 1.-  

Lời giải 

Chọn B 

. 
( ) ( )3 1 cos3 1 cos33

lim lim .
1 1

n n
n n nn

n n n

æ ö æ ö+ - -÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç= +÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷- -ç çè ø è ø
 Ta có : 

( ) ( )
( )

1 cos3 1 cos31
0 li

3 3
lim 3

11 3 1 co

m

s3
lim 3

0
1 1 1

.
1

0

n

n n
n n

n n n

n

n n n

n

ìïï = =ïï æ ö-ï + - ÷çïï ÷ç =÷í ç ÷çï ÷÷-çï è ø- -
£ £   =

- - -
ïïïïïî

 

Câu 12: Kết quả của giới hạn lim 2.3 2n n- +  là: 
A. 0.  B. 2.  C. 3.  D. .+¥  

Lời giải 

 

Chọn D 

Ta có 1
lim 2.3 2 lim 3 . 2 2. .

33

n
n n

n

n
n

æ ö÷ç- + = - + ÷ç ÷çè ø
 Vì 

( )2

lim 3

0 1
2 2. 2 0

3

lim 3
2

0 lim 0 ,
1 13 3 lim

2

1
lim 0

3

3

n

n n
n

n

n

n

n

n n n n
n nn nC

üïïïïïïïï ìïï =+¥ïï
=+¥

æ ö÷ç- +

ïï ïïï ï£ £ = =
= >÷ç ÷ç

  = ¾¾ý íï ï- - ï ïï ïï ïïîïïïïæ ö ï÷ç = ï÷ç ÷ ïçè ø ï

è

ï

ø

þ

 

                      do đó  lim 2.3 2 .n n- + =+¥    

Dạng 5. Tổng của cấp số nhân lùi vô hạn 

1. Phương pháp 

Cấp số nhân lùi vô hạn là cấp số nhân vô hạn và có công bội là  q 1.   
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 Tổng các số hạng của một cấp số nhân lùi vô hạn (un) 

1
1 2 n

u
S u u ... u ...

1 q
     


 

 Mọi số thập phân đều được biểu diễn dưới dạng luỹ thừa của 10 

n
31 2

1 2 3 n 2 3 n

aa a aX N,a a a ...a ... N ... ...
10 10 10 10

         

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1:  Tính tổng của cấp số nhân lùi vô hạn 


 

   
 

n 1
1 1 1 11, , , ,..., ,...
2 4 8 2

  

Hướng dẫn giải 

Theo đề cho ta có:  1
1u 1, q .
2

    

1u 1 2S .
11 q 31
2

  
 

 

Ví dụ 2:  Cho số thập phân vô hạn tuần hoàn  a 0,212121...  (chu kỳ là 21). Tìm a dưới dạng phân 
số.  

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải  bằng tự luận 

Ta có:  a 0,212121...  
   

 
    

 2 4 6

0,21 0,0021 0,000021 ...
1 1 121 ...

10 10 10

 

Tổng     
2 4 6

1 1 1S ...
10 10 10

 là tổng cấp số nhân lùi vô hạn có  1 2 2
1 1u , q .

10 10
   

21

2

1
u 110S .

11 q 991
10

  
 

 Do đó 
1 7A 21. .

99 33
   

Cách 3: Giải nhanh bằng máy tính 

Nhập vào màn hình   0, 21  và ấn phím    ta được kết quả  7 .
33
  

 

Ví dụ 3: Tổng        
      

2 3 n 1
nS 1 0,9 0,9 0,9 ... 0,9 ...  có kết quả bằng bao nhiêu? 

Hướng dẫn giải 

      
      

2 3 n 1
S 1 0,9 0,9 0,9 ... 0,9 ...  

Đây là tổng của cấp số nhân lùi vô hạng có  1u 1, q 0,9.   
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1u 1S 10.
1 q 1 0,9

  
 

 

Ví dụ 4:  Cho       2 3S 1 q q q ..., q 1  

     

    

2 3

2 2 3 3

T 1 Q Q Q ..., Q 1

E 1 qQ q Q q Q ...
 

Biểu thị biểu thức E theo  ,S T  
Hướng dẫn giải 

      2 3S 1 q q q ..., q 1  là tổng của cấp số nhân lùi vô hạn, có  1u 1, q q.   

Khi đó:  1u 1 S 1S q .
1 q 1 q S


   

 
  (1) 

 Tương tự: 
1 T 1T Q .

1 Q T


  


  (2) 

     2 2 3 3E 1 q.Q q .Q q .Q ...  là tổng của cấp số nhân lùi vô hạng công bội  qQ  (vì  qQ 1 , và 

1u 1). 




1u
E

1 qQ
      (3) 

Thay (1), (2) vào (3):  1u STE E .
T 1 S 1 S T 11 .

T S

  
   

 

Ví dụ 5:  Tìm số hạng  1U  của cấp số nhân lùi vô hạn, biết 
1S 4; q .
2

   

Hướng dẫn giải 

Ta có:   1 1
1

u u
S q 1 4 u 2.

11 q 1
2

     
 

 

Ví dụ 6:  Tìm công bội của cấp số nhân lùi vô hạn, biết  1S 6; U 3.     

Hướng dẫn giải 

Ta có:   1u 3 1S q 1 6 q .
1 q 1 q 2


      

 
 

3. Bài tập trắc nghiệm 

 

Câu 1: Tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn bằng 2 , tổng của ba số hạng đầu tiên của cấp số nhân 

bằng 9

4
. Số hạng đầu 1u  của cấp số nhân đó là: 

A. 1 3.u =  B. 1 4.u =  C. 1

9
.

2
u =  D. 1 5.u =  

Lời giải 

Chọn A 
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Gọi q  là công bội của cấp số nhân, ta có : 

( )

( )

1

1

3 3

13 1

12 2 1
1 2

.9 11 9 2 1 2 1 3. 4 21 4

u
qu q

q

q q uS u
q

ì ìï ïï ï= ì =-ï = -ï ïïï - ïïïï ï ï í í í æ öï ï ï- - = ÷ï ï ï ç= + =÷= =ï ï ï çïî ÷çï ï è ø-ï ïîïî

 

Câu 2: Tính tổng 
3

1 1 1
9 3 1

3 9 3n
S -= + + + + + + +  . 

A. 27
.

2
S =  B. 14.S =  C. 16.S =  D. 15.S =  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 

1

3 2 4

1
: 1,

1

3

1 1 1 1 1 1 1 27
9 3 1 9 1 9 .

13 9 3 2

1

3 3 3 1
3

3n

CSN lvh u q

n
S -

= =

-

æ ö÷ æ öç ÷ç ÷ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷= + + + + + + + = + + + + = =ç ÷ ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç÷ -ç ÷ç÷ ÷çç è ø÷÷çè ø

+ + 


   

Câu 3: Tính tổng 1 1 1 1
2 1

2 4 8 2n
S

æ ö÷ç= + + + + + + ÷ç ÷çè ø
  . 

A. 2 1.S = +  B. 2.S =  C. 2 2.S =  D. 1
.

2
S =  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 

1
1

: 1,
2

1 1 1 1 1
2 1 2 2 2.

12 4 8 2 1
2

n

CSN lvh u q

S

= =

æ ö÷ æ öç ÷ç ÷ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷= + + + + + + = =ç ÷ ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç÷ -ç ÷ç÷ ÷çç è ø÷÷çè ø

 


  

Câu 4: Tính tổng 2 4 2
1

3 9 3

n

n
S = + + + + +  . 

A. 3.S =  B. 4.S =  C. 5.S =  D. 6.S =  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 

1
2

: 1,
3

2
2 4 2 2 2

1 1
3 9 3 3

2 1
3.

23 1
3

3

n

CSN lv

n

h u q

n
S

= =

æ ö÷ç+ +
æ

=
ö÷ç= + + + + + = + + +÷ç ÷ =÷ç ÷çè ø -

çè ø
 





   

Câu 5: Tổng của cấp số nhân vô hạn 
( ) 1

1

11 1 1
, , ,..., ,...

2 6 18 2.3

n

n

+

-

-
-  bằng: 
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A. 3
.

4
 B. 8

.
3

 C. 2
.

3
 D. 3

.
8

 

Lời giải 

Chon D 

. Ta có : 

( ) ( )

1

1

2 1

1
:

1

1

1,
3

11 1 1 1 1 3
1 .

12 3 2 83 3 1

11 1 1

2 6 18 2.3
3

n

n

CSN lvh u

n

n

q

S
+ +

-

= =

-

-

æ ö÷ æ öç ÷ç ÷ç÷ ÷ç ç÷- ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷+ = - + + + = =ç ÷ ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç÷ +ç ÷ç÷ ÷çç è ø÷

-
= + + +

÷çè ø

-   


  

Câu 6: Tính tổng 1 1 1 1 1 1
... ...

2 3 4 9 2 3n n
S

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç= - + - + + - +÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
. 

A. 1.  B. 2
.

3
 C. 3

.
4

 D. 1
.

2
 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 

1 1
1

2
1

:
3

:

1 1 1 1

1 1

2

1 1
... ...

2 3 4 9 2 3

1 1 1 1

2 4 3 9 3n n

CSN lvh

n

u q

n

CSN lvh u q

S

= = = =

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç= - + - + + - +÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
æ öæ ö ÷÷ çç ÷÷ çç ÷÷ çç ÷÷ çç ÷ çç ÷= + + - + +çç ÷ ç÷ç ÷ çç ÷ çç ÷ çç ÷÷ç çè ø è ø

+ + + +   
   

11
1 132 1 .

1 1 2 21 1
2 3

÷÷= - = - =÷÷÷÷ - -÷÷÷

 

Câu 7: Giá trị của giới hạn ( )
2

2

1 ...
lim 1, 1

1 ...

n

n

a a a
a b

b b b

+ + + +
< <

+ + + +
 bằng: 

A. 0.  B. 1
.

1

b

a

-
-

 C. 1
.

1

a

b

-
-

 D. Không tồn tại. 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 21 ... na a a+ + + +  là tổng 1n +  số hạng đầu tiên của cấp số nhân với số hạng đầu là 1 và 

công bội là a , nên 
( )1 1

2
1. 1 1

1 ... .
1 1

n n
n

a a
a a a

a a

+ +- -
+ + + + = =

- -
 

Tương tự: 
( )1 1

2
1 1 1

1 ... .
1 1

n n
n

b b
b b b

b b

+ +- -
+ + + + = =

- -
 

Do đó ( )

1

2 1

2 1 1

1
1 ... 1 1 11lim lim lim . 1, 1 .

1 11 ... 1 1

1

n

n n

n n n

a
a a a b a ba a b

a ab b b b b

b

+

+

+ +

-
+ + + + - - --= = = < <

- -+ + + + - -
-

 

Câu 8: Rút gọn 2 4 6 2cos cos cos1 cos nx x x xS + + + += ++    với cos 1.x ¹  
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A. 2sin .S x=  B. 2cos .S x=  C. 
2

1
.

sin
S

x
=  D. 

2

1
.

cos
S

x
=  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 

2
1

2 4 6 2
2 2

: 1, cos

1 1
cos cos cos cos1 .

1 cos sin
n

CSN lvh u q x

x x x x
x x

S
= =

+ + + + + = == +
-

    

Câu 9: Rút gọn ( )2 4 6 21 sin sin sin 1 in. s
n nS x x x x= - + - + + - +   với sin 1.x ¹   

A. 2sin .S x=  B. 2cos .S x=  C. 
2

1
.

1 sin
S

x
=

+
 D. 2tan .S x=  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 

( )
2

1

2

: 1, s

6

n

2 4 2

i

1 si
1

1n si .n sin s
1 n

in .
si

n

CSN lvh x

n

u q

S x x x x
x

= =-

+ - + + -- += =
+

    

Câu 10: Thu gọn 2 31 tan tan tanS a a a-= - + +¼ với 0 .
4

a
p

< <  

A. 1
.

1 tan
S

a
=

-
 B. cos

.
2 sin

4

S
a

p
a

=
æ ö÷ç + ÷ç ÷çè ø

 C. tan
.

1 tan
S

a
a

=
+

 D. 2tan .S a=  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( )tan 0;1aÎ  với mọi 0; ,
4

p
a

æ ö÷çÎ ÷ç ÷çè ø
 do đó 

1

2 3

: 1, tan

1 cos cos
tan .

1 tan sin co
1 tan tan

s
2 sin

4
CSN lvh u q

S
a

a a
pa a a

a a a
a= =-

- +¼= = =
æ ö+ + ÷ç + ÷ç ÷çè ø

= - +  

Câu 11: Cho ,m n  là các số thực thuộc ( )1;1-  và các biểu thức: 
2 31M m m m= + + + + 

2 31N n n n= + + + +  

2 2 3 31A mn m n m n= + + + + 

Khẳng định nào dưới đây đúng? 

A. .
1

MN
A

M N
=

+ -
 B. .

1

MN
A

M N
=

+ +
         C. 1 1 1

.A
M N MN

= + -  D. 

1 1 1
.A

M N MN
= + +  

Lời giải 
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Chọn A 

Ta có 

1 1
1

1 ,
11

1
1

M m
m M

nN
Nn

ì ìï ïï ï= = -ï ïï ï-ï ïí íï ïï ï = -=ï ïï ï- ïï îî

 khi đó 

1 1
.

1 11 1
1 1 1

MN
A

mn M N
M N

= = =
æ öæ ö- + -÷ ÷ç ç- - -÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè øè ø

  

Câu 12: Số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,5111  được biểu diễn bởi phân số tối giản a

b
. Tính tổng 

.T a b= +  
A. 17.  B. 68.  C. 133.  D. 137.  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 2 30,5111 0,5 10 10 10 n- - -= + + + + +   

Dãy số 2 310 ;10 ;...;10 ;...n- - - là một cấp số nhân lùi vô hạn có số hạng đầu bằng 2
1 10 ,u -=  công 

bội bằng 110q -=  nên 
2

1
1

10 1
.

1 901 10

u
S

q

-

-= = =
- -

 

Vậy 
2346 23

0,5111... 0,5 68.
4590 45

a
S T a b

b

ì =ïï= + = = ¾¾ ¾¾ = + =íï =ïî
  

Câu 13: Số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,353535...A =  được biểu diễn bởi phân số tối giản a

b
. Tính 

.T ab=  
A. 3456.  B. 3465.  C. 3645.  D. 3546.  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có  

2

2 4

2

35
3535 35 35100,353535... 0,35 0,0035 ... ... 3465.

1 999910 10 1
10

a
A T

b

ì =ïï= = + + = + + = =   =íï =ïî-
. 

Câu 14: Số thập phân vô hạn tuần hoàn 5,231231...B =  được biểu diễn bởi phân số tối giản a

b
. Tính 

.T a b= -  
A. 1409.  B. 1490.  C. 1049.  D. 1940.  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có  
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3

3 6

3

5,231231... 5 0,231 0,000231 ...

231
1742231 231 231 1742105 ... 5 5 1409

1 333999 33310 10 1
10

B

a
T

b

= = + + +

ì =ïï= + + + = + = + = ¾¾  =íï =ïî-

 

Câu 15: Số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,17232323¼  được biểu diễn bởi phân số tối giản a

b
. Khẳng 

định nào dưới đây đúng? 
A. 152 .a b- >  B. 142 .a b- >  C. 132 .a b- >  D. 122 .a b- >  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có  

4 6 8

12 13

1 1 1
0,17232323 0,17 23

10 10 10

1
17 17 23 1706 8531000023.

1100 100 100.99 9900 49501
100

853
2 4097 2 .

4950

a
T

b

æ ö÷ç¼= + + + ÷ç ÷çè ø

= + = + = =
-

ì =ïï¾¾  < = <íï =ïî



. 

Dạng 6: Giới hạn dãy số có quy luật công thức, dãy cho bởi hệ thức truy hồi 

1. Phương pháp 

 Dãy tăng và bị chặn trên hoặc giảm và bị chặn dưới thì tồn tại giới hạn. 

 Phương pháp quy nạp thường được sử dụng. 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1: Cho 
 

   
n

1 1 1u ...
1.2 2.3 n n 1

. Tính  nlim u   

Hướng dẫn giải 

Ta luôn có: 
 

 


1 1 1
k k 1k k 1

 áp dụng vào  nu :  

 
 

    
n

1 1 1 1u ...
1.2 2.3 3.4 n n 1

 

       
                         

1 1 1 1 1 1 1 1 1... 1
1 2 2 3 3 4 n n 1 n 1

 

Do đó:  n
1lim u lim 1 1.

n 1
 

    
 

Ví dụ 2:  Cho 
  n

1 1 1 1u ... .
3.5 5.7 7.9 2n 1 2n 1

    
 

 Tính  nlim u  

Hướng dẫn giải 

Ta luôn có: 
  

1 1 1 1 .
2 2k 1 2k 12k 1 2k 1
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  n
1 1 1 1u ...

3.5 5.7 7.9 2n 1 2n 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1...
2 3 5 2 5 7 2 7 9 2 2n 1 2n 1

1 1 1 .
2 3 2n 1

    
 

       
                       

 
   

 

Do đó  n
1 1 1 1lim u lim .
2 3 2n 1 6
 

    
 

Ví dụ 3: 
   

2
1 2 3 ... nlim

2n
 bằng bao nhiêu? 

Hướng dẫn giải 

Vì 
 

    
n n 1

1 2 3 ... n
2

 nên: 
 

2 2

n n 11 2 3 ... n 1lim lim .
42n 4n

   
   

Ví dụ 4:  Tính giới hạn: 
2 2 2

1 1 1lim 1 1 ... 1 .
2 3 n

     
       

     
 

Hướng dẫn giải 

Ta có: 
       
       

    

2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 1 3 1 n 11 1 ... 1 . ...
2 3 n 2 3 n

 

          
2 2 2

2 1 . 2 1 . 3 1 . 3 1 ... n 1 n 1 n 1.
2n2 .3 ...n

      
   

Vậy 
2 2 2

1 1 1 1lim 1 1 ... 1 .
22 3 n

     
        

     
 

Ví dụ 5:  Tìm giới hạn của dãy: 
1

*n
n 1

U 2
.U 1

U ; n
2

 

 

 



 

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

Ta chứng minh dãy   nU  là bị chặn:  n1 U 2.   

Dãy   nU  là dãy giảm. 

Thật vậy ta xét  


  n
k 1 k k

U 1
U U U

2
    k k k2U U 1 U 1 (đúng). 

Vậy dãy   nU  có giới hạn. Đặt  nlim U a . 

Ta có:   
 

   
 

n
n 1

U 1
lim U lim

2
 hay 

a 1a a 1.
2


    

Cách 2:  Giải nhanh bằng máy tính  

Khai báo: 1 X {biến đếm};  2 A  {giá trị  1u  } 

Ghi vào màn hình: 
A 1X X 1: A

2


     

Ấn  CALC  và lặp lại phím   , quan sát ta thấy dãy giảm và bị chặn dưới bởi 1. Vậy  nlimU 1.  
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Ví dụ 6:  Tìm giới hạn của dãy:  1
*

n 1 n

U 2
.

U 2 U ; n

 


   
 

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

Ta sẽ chứng minh dãy bị chặn:   n2 U 2  (bằng phương pháp quy nạp). 

 1U 3  (đúng). 

 Giả sử  kU 2, k 1.    

Ta có:   k 1 kU 2 U 2 2 2 k 1 .         

Vậy  *
kU 2 n .    

Tương tự:  *
nU 2 n .    Ta chứng minh dãy   nU  là dãy tăng (bằng phương pháp quy nạp). 

+  1 2 1 2U 2; U 2 2 U U .      

+ Giả sử     k 1 kU U k 2 . Ta xét    *
k k 1U U ; k  

         2 2
k m k k k kU 2 U U 2 U U U 2 0  

  k1 U 2  (luôn đúng vì     *
k2 U 2, k ) 

Vậy dãy   nU  tăng; bị chặn trên nên có giới hạn, gọi   n n 1a lim U limU . 

Ta có:         2
n nlim U 2 LimU a 2 a a 2 a  

   2a a 2 0
 

   

a 2 (nhaän)
a 1 (loaïi)

 

Cách 2:  Giải nhanh bằng máy tính  

Khai báo: 1 X {biến đếm};  2 A  {giá trị  1u  } 

Ghi vào màn hình: X X 1: A 2 A      

Ấn  CALC  và lặp lại phím   , quan sát ta thấy dãy tăng và bị chặn dưới bởi 2. Vậy  nlimU 2.  

Ví dụ 7:  Tìm giới hạn của dãy: 

1

*
n 1 n

n

U 3

.1 3U U ; n
2 U

 


 
     

 


 

A.  2.   B. 
1 3 .

2


  C.  3.   D. 
3.
2
 

Hướng dẫn giải 

ĐÁP ÁN C 

Ta có:    *
nU 0, n . 

Theo bất đẳng thức Cô‐si, ta có:  *
n 1 n

n

1 3U U 3, n .
2 U

 
      

 
   

Vậy   nU  là dãy bị chặn dưới. 
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Vì  

  
               

2
2 n

n n n 1 n n
n n

U1 3 1U 3 U 3 U U U
2 U 2 U

 

  *
n n n

1 U U U , n .
2

      

Dãy đã cho là giảm. Vậy dãy có giới hạn. Đặt  n 1 nlimU limU a.    

Ta có: 
  

       
n n

n

1 3lim U lim U
2 U

 

21 3a a a 3 a 3.
2 a
 

       
 

 

3. Bài tập trắc nghệm 

Câu 1:  Tính giới hạn: 
 

2

1 3 5 ... 2n 1
lim .

3n 4

    


 

A. 0.  B. 
1.
3
  C. 

2.
3
  D. 1. 

Lời giải 

ĐÁP ÁN B 

Ta có:     21 3 5 ... 2n 1 n 1 .        

Vậy: 
        


 

2

2 2

1 3 5 ... 2n 1 n 1
lim lim

3n 4 3n 4
 

2 2

2

2

2 11
n 2n 1 1n nlim lim .

4 33n 4 3
n

 
 

  
 

 

Câu 2:  Tính giới hạn: 
 

1 1 1lim ... .
1.2 2.3 n n 1

 
    

  
 

A. 0.    B. 1.   

C. 
3.
2
    D. Không có giới hạn. 

Lời giải 

ĐÁP ÁN B 

Ta có: 
 

   
                

1 1 1 1 1 1 1 1lim ... lim 1 ...
1.2 2.3 2 2 3 n n 1n n 1

 

1lim 1 1.
n 1

 
    

 

Câu 3:  Tính giới hạn: 
  

1 1 1lim ... .
1.3 3.5 n 2n 1 2n 1

 
    

   
 

A. 1.  B. 0.  C. 
1.
2
  D. 2. 
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Lời giải 

ĐÁP ÁN C. 

Ta có: 
  

 
    

   

1 1 1lim ...
1.3 3.5 n 2n 1 2n 1

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1lim 1 ... lim 1 .
2 3 3 5 2n 1 2n 1 2 2n 1 2

   
                 

 

Câu 4:  Tính giới hạn: 
 

1 1 1lim ... .
1.3 2.4 n n 2

 
    

  
 

A. 
3.
4
  B. 1.  C. 0.  D. 

2.
3
 

Lời giải 

ĐÁP ÁN A 

Ta có: 
 

  


1 1 1...
1.3 2.4 n n 2

 

 
              

 
      

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 ...
2 3 2 4 3 5 n 1 n 1 n n 2

1 1 1 11
2 2 n 1 n 2

 

Vậy 
 

1 1 1 3lim ... .
1.3 2.4 4n n 2

 
     

  
 

Câu 5: Tính giới hạn: 
 

1 1 1lim ... .
1.4 2.5 n n 3

 
    

  
 

A. 
11 .
18

  B. 2.  C. 1.  D. 
3.
2
 

Lời giải 

ĐÁP ÁN A 

Ta có: 
 

  


1 1 1...
1.4 2.5 n n 3

 

 
                       

 
         

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1...
3 1 4 2 5 3 6 4 7 n 3 n n 2 n 1 n 1 n 2 n n 3

1 1 1 1 1 11
3 2 3 n 1 n 2 n 3

vậy: 

 
1 1 1 11lim ... .

1.4 2.5 18n n 3

 
     

  
 

Câu 6:  Cho dãy   nu  với  n 2
1 2 3 ... nu .

n 1
   




 Mệnh đề nào sau đây là mệnh đề đúng? 

A.  nlim u 0.     B.  n
1lim u .
2
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C.  nlim u 1.     D.  nlim u  không tồn tại. 

Lời giải 

ĐÁP ÁN B 

 Dãy số 1, 2, 3, …, n là cấp số cộng có số hạng đầu là  1u 1 số hạng cuối cùng  nu n , công sai 

d 1 . 

Khi đó 
   1

n
n u n n n 1

S 1 2 3 ... n .
2 2
 

        

 Viết lại: 
 
 





n 2

n n 1
u

2 n 1
 

 
 

2

n 2 2
2

1n 1n n 1 n 1lim u lim lim lim .
222 n 1 n 2

n

 
     

   
 

 

 

Câu 7:  Tìm giới hạn của dãy: 
1

2
*n

n 1

1U
2 .

U1U ; n
2 2





   


 

A. 2.    B. 1.   

C.  2.     D. Không có giới hạn. 

Lời giải 

ĐÁP ÁN B 

Ta có:    1 2 3
1 5 57U ; U ; U ;...
2 8 64

 

Ta chứng minh:    *
nU 1 n  (bằng phương pháp quy nạp). Vậy dãy bị chặn trên. 

Ta chứng minh   nU  là dãy tăng. Thật vậy: 

Ta có:      
2
n

n 1 n n
U1U U U

2 2
 

       
22

n n nU 2U 1 0 U 1 0  luôn đúng  *n , vì  nU 1. 

Vậy dãy có giới hạn. Đặt   n n 1a limU limU . 

Ta có:  

 
        
 
 

2 2
2n

n 1
U1 1 alim U lim a 2a 1 a

2 2 2 2
 

     2a 2a 1 0 a 1 . 

Câu 8:  Tìm giới hạn của dãy: 

1
2

*n
n 1

n

U 5

.2 U
U ; n

2U

 

 

 



 

A. 1.    B.  2.    
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C.  3.     D. Không có giới hạn. 

Lời giải 

ĐÁP ÁN B 

Ta có:     n 1 n
n

1 1U U 2
U 2

 (theo bất đẳng thức Cô‐si với  nU 0 ). Vậy   nU  là dãy bị chặn dưới. 

Dấu “=” không xảy ra, nên  *
nU 2, n .    

Lại có:   
  

2
n 1 n

2 2
n n n

U 2 U 1 1
U 22U U

. Vì    2
n nU 2 U 2  

*
n 1 n2 2

n n

1 1 1 1 1 1 1 U U , n .
2 2 2 2U U             

Vậy dãy giảm, khi đó  nU  có giới hạn. Đặt    n 1 nlimU limU a    a 0 . 

Ta có:  
 

     
2 2

2 2n
n 1

n

2 U 2 alim U lim a 2a 2 a
2U 2a

 

   2a 2 a 2  (vì  a 0 ). 

 

Câu 9:  Tìm giới hạn của dãy: 



 


  
1

*
n 1 n

U 2

U 2.U ; n
 

A. 2.    B. 1 2.    

C. 
1 7 .

2


    D. Không có giới hạn. 

Lời giải 

ĐÁP ÁN A 

Ta có:   1 2U 2; U 2 2 ;… 

 Ta sẽ chứng minh  nU 2 ;  *n  (bằng phương pháp quy nạp). 

  1n 1, U 2 2 . Giả sử    kU 2, k 1.  

Ta có:  k 1 kU 2U 2.2 4 2.      

Vậy    nU 2, n . Lại có:  *
nU 0, n .    

 Lại có:       nn 1

n n n

2UU 2 2 1
U U U 2

 dãy tăng. 

Vậy dãy đã cho có giới hạn. Đặt      n 1 nlim U lim U a a 0  

Ta có:  2
n 1 nlim U lim 2U a 2a a 2a a 2.       
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BÀI 2. GIỚI HẠN HÀM SỐ 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I. GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA HÀM SỐ TẠI MỘT ĐIỂM 
1. Định nghĩa 

Cho khoảng K chứa điểm 0x  và hàm số  y f x  xác định trên K hoặc trên 0K \ {x }. Ta nói hàm số 

 y f x có giới hạn là số L khi x dần đến 0x  nếu với dãy số  nx  bất kì,

n 0 n 0 nx K \ {x } vaø x x ,tacoù f(x ) L.    

Kí hiệu: 0x x0
lim f(x) L hay f(x) L khix x


    

n n 0 n 0 nx x0
lim f(x) L (x ),x K \ {x },x x f(x ) L


       

2. Định lí về giới hạn hữu hạn:  

Ta thừa nhận định lý sau: 

 

x x x x0 0

x x0

x x0

x x0

x x x x0 0

a)Giaûi söû lim f(x) L vaø lim g(x) M.Khi ñoù:

* lim f(x) g(x) L M;

* lim f(x).g(x) L.M;

f(x) L* lim  neáuM 0 .
g(x) M

b)Neáuf(x) 0 vaø lim f(x) L thì :L 0 vaø lim f(x) L.

Daáu cu

 







 

 

    

   

 
  

 

   

 0ûa f(x) ñöôïc xaùc ñònh treân khoaûng ñang tìm giôùi haïn, vôùi x x

 

3. Giới hạn một bên 

* Định nghĩa:  

 Cho hàm số  y f x  xác định trên khoảng  0x ;b .   

Số L được gọi là giới hạn bên phải của hàm số  y f x  khi 0x x  nếu với dãy số  nx  bất kì, 

0 n n 0 nx x b vaø x x  ta coù: f(x ) L.     

 Kí hiệu: 
x x0

lim f(x) L


  

 n 0 n n 0 n
x x0

lim f(x) L x ,x x b,x x f(x ) L


        

 Cho hàm số  y f x  xác định trên khoảng  0a;x .  Số L được gọi là giới hạn bên trái của hàm 

số  y f x  khi 0x x  nếu với dãy số  nx  bất kì, n 0 n 0 na x x  vaø x x  ta coù: f(x ) L.     Kí 

hiệu: 
x x0

lim f(x) L.
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 n n 0 n 0 n
x x0

lim f(x) L x ,a x x ,x x f(x ) L.


        

* Định lí  

x x0 x x x x0 0

lim f(x) L lim f(x) lim f(x) L.
   

     

II. GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA HÀM SỐ TẠI VÔ CỰC 

* Định nghĩa  

 Cho hàm số  y f x  xác định trên khoảng (a; ).  Ta nói hàm số  y f x  có giới hạn là số L 

khi khi x  nếu với mọi dãy số  nx  bất kì, n n nx a vaø x  ta coù: f(x ) L.    . 

 Kí hiệu: 
x
lim f(x) L hay f(x) L khix .


    

 n n n nx
lim f(x) L x ,x a,x f(x ) L.


       

 Cho hàm số  y f x  xác định trên khoảng ( ;a).  Ta nói hàm số  y f x có giới hạn là số L 

khi khi x  nếu với mọi dãy số  nx  bất kì, n n nx a vaø x  ta coù: f(x ) L.     

 Kí hiệu: 
x
lim f(x) L hay f(x) L khix .


    

 n n n nx
lim f(x) L x ,x a,x f(x ) L.


       

III. GIỚI HẠN VÔ CỰC CỦA HÀM SỐ 

1. Giới hạn vô cực 

Các định nghĩa về giới hạn   ( hoặc  ) của hàm số được phát biểu tương tự các định nghĩa 1,2 

hay 3 ở trên. Chẳng hạn, giới hạn   của hàm số  y f x  khi x dần đến dương vô vực được định 

nghĩa như sau: 

* Định nghĩa: Cho hàm số  y f x  xác định trên khoảng  a; .  

Ta nói hàm số  y f x có giới hạn là   khi x  nếu với mọi dãy số n(x )  bất kì, 

n n nx a vaø x ,  ta coù: f(x ) .     

Kí hiệu: 
x
lim f(x)  hay f(x)  khi x


     

n n n nx
lim f(x) (x ),x a,x f(x ) .


      

Nhận xét: 
x x
lim f(x) lim f( x) .
 

      

2. Các giới hạn đặc biệt 
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x x

x

k
x

k
x

c1. lim c c lim 0 vôùi c laø haèng soá
x

2. lim x

neáu k nguyeân döông
3. lim x

0 neáu k nguyeân aâm

neáu k chaün
4. lim x

neáu k leû

 







 

 


 



 


 

3. Một vài quy tắc về giới hạn vô cực: 

a) Quy tắc tìm giới hạn của tích f(x).g(x)  

Nếu  
x x x x x x0 0 0
lim f(x) L 0 vaø lim g(x) hoaëc  thì lim f(x)g(x)
  

      được tính theo quy tắc trong 

bảng sau: 

x x0
lim f(x)


 
x x0
lim g(x)


 
x x0
lim f(x).g(x)


 

L 0   
    

    

L 0   
    

-  +  

b) Quy tắc tìm giới hạn của tích 
f(x)
g(x)

 

x x0
lim f(x)


 
x x0
lim g(x)


 Dấu của g(x) 
x x0

f(x)lim
g(x)

 

L   Tuỳ ý 0 

L 0   

0 

+   

-   

L<0 
+   

-   

 Các quy tắc trên vẫn đúng cho các trường hợp  

0 0x x ,x x ,x ,x      
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B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1: Dãy số có giới hạn hữu hạn 

1. Phương pháp 

Nếu hàm số  f x  xác định trên 0K x  thì    0x x0
lim f x f x .


   

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1: Tính  2
x 1
lim x x 7 .


   

Hướng dẫn giải 

 2
x 1
lim x x 7 1 1 7 9.


       

Ví dụ 2: Tính 
4 5

4 6x 1

3x 2xlim
5x 3x 1



 
  

Hướng dẫn giải 

4 5

4 6x 1

3x 2x 3 2 1lim .
5 3 1 95x 3x 1

 
 

  
 

Ví dụ 3: Tính 3
x 1
lim 4x 2x 3


   là:  

Hướng dẫn giải 

ĐÁP ÁN A 3
x 1
lim 4x 2x 3 4 2 3 5.


        

Ví dụ 4:  Tính 
3

3x 1 2

x 1lim
x 3 2



 
 

Hướng dẫn giải 

3

33x 1 2

x 1 1 1lim 0.
4 2x 3 2

  
 

 
 

Ví dụ 5:  Tính 
4 2

2x 2

x 4x 3lim
7x 9x 1

 

 
  

Hướng dẫn giải 

4 2

2x 2

x 4x 3 16 16 3 1lim .
28 18 1 37x 9x 1

   
 

  
 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Giá trị của giới hạn ( )2

2
lim 3 7 11
x

x x


+ +  là: 

A. 37.  B. 38.  C. 39.  D. 40.  

Lời giải 
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Chọn A 

( )2 2

2
lim 3 7 11 3.2 7.2 11 37
x

x x


+ + = + + =  

Câu 2: Giá trị của giới hạn 2

3
lim 4
x

x


-  là: 

A. 0.  B. 1.  C. 2.  D. 3.  

Lời giải 

Chọn B 

( )2
2

3
lim 4 3 4 1
x

x


- = - =  

Câu 3: Giá trị của giới hạn 2

0

1
lim sin

2x
x


 là: 

A. 1
sin .

2
 B. .+¥  C. .-¥  D. 0.  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 2

0

1 1
lim sin 0.sin 0

2 2x
x


= =  

Câu 4: Giá trị của giới hạn 
2

31

3
lim

2x

x

x-

-
+

 là: 

A. 1.  B. 2.-  C. 2.  D. 3
.

2
-  

Lời giải 

Chọn B 

( )
( )

22

3 31

1 33
lim 2

2 1 2x

x

x-

- --
= =-

+ - +
 

Câu 5: Giá trị của giới hạn 
( )( )

3

41
lim

2 1 3x

x x

x x

-
- -

 là: 

A. 1.  B. 2.-  C. 0.  D. 3
.

2
-  

Lời giải 

Chọn C 

( )( ) ( )( )
3 3

4 41

1 1
lim 0

2 1 3 2.1 1 1 3x

x x

x x

- -
= =

- - - -
 

Câu 6: Giá trị của giới hạn 
41

1
lim

3x

x

x x-

-
+ -

 là: 

A. 3
.

2
-  B. 2

.
3

 C. 3
.

2
 D. 2

.
3

-  
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Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
41

1 11 2
lim

1 1 3 33x

x

x x-

- --
= =-

- -+ -
 

Câu 7: Giá trị của giới hạn 
2

1

3 1
lim

1x

x x

x-

+ -
-

 là: 

A. 3
.

2
-  B. 1

.
2

 C. 1
.

2
-  D. 3

.
2

 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 
2

1

3 1 3 1 1 3
lim

1 1 1 2x

x x

x-

+ - + +
= =-

- - -
 

Câu 8: Giá trị của giới hạn 
( )( )

2

43

9
lim

2 1 3x

x x

x x

-

- -
 là: 

A. 1
.

5
 B. 5.  C. 1

.
5

 D. 5.  

Lời giải 

Chọn C 

( )( ) ( )( )
2 2

4 43

9 9.3 3 1
lim

2 1 3 2.3 1 3 3 5x

x x

x x

- -
= =

- - - -
 

Câu 9: Giá trị của giới hạn 
2

3
22

1
lim

2x

x x

x x

- +
+

 là: 

A. 1
.

4
 B. 1

.
2

 C. 1
.

3
 D. 1

.
5

 

Lời giải 

Chọn B 

2 2

3
2 22

1 2 2 1 1
lim

22 2 2.2x

x x

x x

- + - +
= =

+ +
 

Câu 10: Giá trị của giới hạn 
3 2

2

3 4 3 2
lim

1x

x x

x

- - -
+

 là: 

A. 3
.

2
-  B. 2

.
3

-  C. 0.  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có: 
3 2 3

2

3 4 3 2 12 4 6 2 0
lim 0

1 3 3x

x x

x

- - - - - -
= = =

+
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Dạng 2. giới hạn một bên 

1. Phương pháp 
Ta cần nắm các tính chất sau 

 n 0 n n 0 nn nx x0

lim f(x) L x ,x x b, lim x x lim f(x ) L
  

        

 n n 0 n 0 nn nx x0

x x0x x x x0 0

lim f(x) L x ,a x x , lim x x lim f(x ) L

lim f(x) lim f(x) L lim f(x) L

  

   

      

   
 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1:  Tính
x 3

x 3
lim

2x 6




  

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

 x 3 x 3

x 3 x 3 1lim lim .
2x 6 22 x 3  

 
 

 
 

Cách 2: Giải nhanh bằng máy tính 

Nhập vào màn hình 
x 3

2x 6



 và ấn 5CALC 3 10   ta được kết quả 

 

Ví dụ 2:  Tính 
3

2
x 1

1 xlim
3x x




 

Hướng dẫn giải 

3

2
x 1

1 x 0lim 0.
43x x


 


 

Ví dụ 3:  Tính 
3

2
x 2

x 2x 3lim
x 2x

 


  

Hướng dẫn giải 

ĐÁP ÁN D 

Tử số có giới hạn là 1 , mẫu số có giới hạn 0 và khi x 2   thì 2x 2x 0.   

Do đó 
3

2
x 2

x 2x 3lim .
x 2x
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Ví dụ 4:  Tính 
x 0

2x xlim
5x x




  

Hướng dẫn giải 

 
 

 
 x 0 x 0 x 0

x 2 x 1 2 x 12x x 1lim lim lim 1.
15x x x 5 x 1 5 x 1    

  
    

  
 

Ví dụ 5:  Tính 
 

2

3 2x 1

x 4x 3lim
x x 

 


  

Hướng dẫn giải 

   

  
   

 2

3 2 2 2x 1 x 1 x 1

x 1 x 3 x 1 x 3x 4x 3 0lim lim lim 0.
1x x x x 1 x       

    
   

 
 

Ví dụ 6:  Cho hàm số  
2x 1  vôùi x 1f x .1 x
2x 2 vôùi x 1

 
 

  

 Khi đó  
x 1
lim f x


 bằng bao nhiêu? 

Hướng dẫn giải 

 
2

x 1 x 1

x 1lim f x lim
1 x  


  


 vì tử số có giới hạn là 2, mẫu số có giới hạn 0 và 1 x 0   với x 1.  

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Kết quả của giới hạn 
2

15
lim

2x

x

x+

-
-

 là: 

A. .-¥  B. .+¥  C. 15
.

2
-  D. 1.  

Lời giải 

Chọn A 

. Vì 
( )

( )
2

2

2

lim 15 13 0 15
lim .

2lim 2 0 &  2 0, 2
x

x

x

x x

xx x x

+

+

+






ìï - =- <ï -ï ¾¾ =-¥íï -- = - > " >ïïî

 

Câu 2: Kết quả của giới hạn 
2

2
lim

2x

x

x+

+

-
 là: 

A. .-¥   B. .+¥   

C. 15
.

2
-   D. Không xác định. 

Lời giải 

Chọn B 
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2

2

2

lim 2 2 0 2
lim .

2lim 2 0 &  2 0, 2

x

x

x

x x

xx x x

+

+

+







ìï + = >ï +ïï ¾¾ =+¥íï -- = - > " >ïïïî

 

Câu 3: Kết quả của giới hạn 
( )2

3 6
lim

2x

x

x+ -

+

+
 là: 

A. .-¥   B. 3.   

C. .+¥   D. Không xác định. 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 2 2x x+ = +  với mọi 2,x >-  do đó : 

( ) ( ) ( )

( )
( )2 2 2 2

3 6 3 2 3 2
lim lim lim lim 3 3

2 2 2x x x x

x x x

x x x+ + + + -  -  -  -

+ + +
= = = =

+ + +
 

Câu 4: Kết quả của giới hạn 
22

2
lim

2 5 2x

x

x x-

-
- +

 là: 

A. .-¥  B. .+¥  C. 1
.

3
-  D. 1

.
3

 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
( )( )22 2 2

2 2 1 1
lim lim lim .

2 1 2 1 2 32 5 2x x x

x x

x x xx x- - -  

- -
= = =-

- - -- +
 

Câu 5: Kết quả của giới hạn 
( )( )

2

23

13 30
lim

3 5x

x x

x x
+-

+ +

+ +
 là: 

A. 2.-  B. 2.  C. 0.  D. 2
.

15
 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 3 0x+ >  với mọi 3,x >-  nên: 

( )( )
( )( )

( )( )
( ) ( )

( )

2

2 22 23 3 3

3 10 3. 10 3 3 3 713 30
lim lim lim 0

53 5 3 5 3 5x x x

x x x xx x

xx x x x
+ + +- - -

+ + + + - + - ++ +
= = = =

++ + + + - +
. 

Câu 6: Cho hàm số 

( )
2

2
1

1

3 1  1

.

x
x

xf x

x x

<
-=

ìïïïïíïï
ï + ³ïî

víi

víi  Khi đó ( )
1

lim
x

f x
+

 là: 

A. .+¥  B. 2.  C. 4.  D. .-¥  

Lời giải 

Chọn B 
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( ) 2 2

1 1
lim lim 3 1 3.1 1 2
x x

f x x
+ + 

= + = + =  

Câu 7: Cho hàm số ( )
2

.
1 1

1
2 2  1

x
x

f x x
x x

+
<

= -

³

ìïïïïíïïïïî -

víi

víi

 Khi đó ( )
1

lim
x

f x
-

 là: 

A. .+¥  B. 1.-  C. 0.  D. 1.  

Lời giải 

Chọn A 

( )
2

1 1

1
lim lim

1x x

x
f x

x- - 

+
= =+¥

-
 vì 

( )
( ) ( )

2

1

1

lim 1 2
.

li 0 0 1m 1 & 1
x

x

x

x x x

-

-




" <

ìï + =ïïíï - = - >ïïî

 

Câu 8: Cho hàm số ( )
2

.3  2
1  2

x xf x
x x

-ìïï ³
=

- <
íïïî

víi

víi
 Khi đó ( )

2
lim
x
f x


 là: 

A. 1.-  B. 0.  C. 1.  D. Không tồn tại. 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

2 2

22 2

2 2

lim lim 3 1
lim lim 1 lim 1.

lim lim 1 1
x x

xx x

x x

f x x
f x f x f x

f x x

+ +

+ -

- -

 

 

 

ìï = - =ïï  = =  =íï = - =ïïî

 

Câu 9: Cho hàm số ( ) 2 3  2

1  2
.

x x
f x

ax x

- + ³
=

-

ìïïíï <ïî

víi

víi
 Tìm a  để tồn tại ( )

2
lim .
x

f x


 

A. 1.a =  B. 2.a =  C. 3.a =  D. 4.a =  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 
( ) ( )

( ) ( )
2 2

2 2

lim lim 1 2 1
.

lim lim 2 3 3

x x

x x

f x ax a

f x x

- -

+ +

 

 

ìï = - = -ïïíï = - + =ïïî

 

Khi đó ( )
2

lim
x

f x


 tồn tại ( ) ( )
2 2

lim lim 2 1 3 2.
x x

f x f x a a
- + 

 =  - =  =  

Câu 10: Cho hàm số ( )

2

2

2 3  3

1  3

2

.

3  3

x x x

f x x

x x

- + >
= =

- <

ìïïïïíïïïïî

víi

víi

víi

 Khẳng định nào dưới đây sai? 

A. ( )
3

lim 6.
x

f x
+

=   B. Không tồn tại ( )
3

lim .
x

f x


  

C. ( )
3

lim 6.
x

f x
-

=   D. ( )
3

lim 15.
x

f x
-

=-  

Lời giải 

Chọn C 
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Ta có 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
2

3 3

2 3 3

3 3

lim lim 2 3 6
lim lim

lim lim 3 2 15

+ +

+ -

- -

 

 

 

ìï = - + =ïïï ¾¾ ¹íï = - =-ïïïî

x x

x x

x x

f x x x
f x f x

f x x
 

¾¾  không tồn tại giới hạn khi 3.x   

Vậy chỉ có khẳng định C sai. 

Dạng 3. Giới hạn tại vô cực 

1. Phương pháp 
2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 11: Giá trị của giới hạn ( )3lim 1
x

x x
-¥

- +  là: 

A. 1.  B. .-¥  C. 0.  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn D 

( )3 3
2 3

1 1
lim 1 lim 1

x x
x x x

x x-¥ -¥

æ ö÷ç- + = - + =+¥÷ç ÷çè ø
 vì 

3

2 3

lim

.1 1
lim 1 1 0

x

x

x

x x

-¥

-¥

ìï =-¥ïïïí æ öï ÷ç - + =- <÷ï ç ÷ï çè øïî

 

Giải nhanh: ( )3 31 1x x x- + - ¾¾+¥  khi .x -¥  

Câu 12: Giá trị của giới hạn ( )3 2lim 2 3
x

x x x
-¥

+ +  là: 

A. 0.  B. .+¥  C. 1.  D. -¥ . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 

( ) ( )3 2 3 2 3
2

2 3
lim 2 3 lim 2 3 lim 1 .

x x x
x x x x x x x

x x-¥ -¥ -¥

æ ö÷ç+ + = - + - = - + - =+¥÷ç ÷çè ø
 

Giải nhanh: 3 322 3x x x x+ + +¥  khi .x -¥  

Câu 13: Giá trị của giới hạn ( )2lim 1
x

x x
+¥

+ +  là: 

A. 0.  B. .+¥  C. 2 1.-  D. -¥ . 

Lời giải 

Chọn B 

Giải nhanh: 2 2: 1 2x x x x x x+¥ + + + = +¥ . 

Đặt x  làm nhân tử chung: 



Giáo viên có nhu cầu sở hữu file word vui lòng 
liên hệ. Face: Trần Đình Cư. SĐT: 0834332133 

Trang 332

 

( )2
2

1
lim 1 lim 1 1

x x
x x x

x+¥ +¥

æ ö÷ç ÷ç+ + = + + =+¥÷ç ÷÷çè ø
 vì 

22

lim

.1
lim 1 1 2 0

x

x

x

x+

+¥



ì =+¥ïïïïíï + + = >ïïïî

 

Câu 14: Giá trị của giới hạn ( )3 3 2lim 3 1 2
x

x x
+¥

- + +  là: 

A. 3 3 1.+  B. .+¥  C. 3 3 1.-  D. -¥ . 

Lời giải 

Chọn B 

Giải nhanh: ( )3 33 2 3 2 3: 3 1 2 3 3 1 .x x x x x x+¥ - + + + = + +¥  

Đặt x  làm nhân tử chung: 

( )3 3 2 3
3 2

1 2
lim 3 1 2 lim 3 1

x x
x x x

x x+¥ +¥

æ ö÷ç ÷ç- + + = - + + =+¥÷ç ÷÷çè ø
 vì 

33
3 2

lim

.1 2
lim 3 1 3 1 0

x

x

x

x x

+¥

+¥

ì =+¥ïïïïï æ öí ÷çï ÷ç - + + = + >ï ÷çï ÷÷çè øïïî  

Câu 15: Giá trị của giới hạn ( )2lim 4 7 2
x

x x x x
+¥

+ +  là: 

A. 4.  B. .-¥  C. 6.  D. +¥ . 

Lời giải 

Chọn D 

Đặt 2x  làm nhân tử chung: 

( )2 2 7
lim 4 7 2 lim 4 2

x x
x x x x x

x+¥ +¥

æ ö÷ç ÷ç+ + = + + =+¥÷ç ÷÷çè ø
 vì 

2lim

.7
lim 4 2 4 0

x

x

x

x

+¥

+¥

ìï =+¥ïïïï æ öí ÷çï ÷ç + + = >ï ÷çï ÷÷çï è øïî

 

Giải nhanh: ( ) ( )2 2 2: 4 7 2 4 2 4 .x x x x x x x x x+¥ + + + = +¥  

Dạng 4. Dạng vô định 
0

0
 

1. Phương pháp 

 Nhận dạng vô định 
0
0

: 
x x x x x x0 0 0

u(x)lim  khi lim u(x) lim u(x) 0.
v(x)  

   

 Phân tích tử và mẫu thành các nhân tử và giản ước 

0
x x x x x x x xo o o o0

(x x )A(x)u(x) A(x) A(x)lim lim lim  vaø tính lim .
v(x) (x x )B(x) B(x) B(x)   


 


 

Nếu phương trình  f x 0  có nghiệm là 0x  thì      0f x x x .g x    

Đặc biệt:  



Giáo viên có nhu cầu sở hữu file word vui lòng 
liên hệ. Face: Trần Đình Cư. SĐT: 0834332133 

Trang 333

 

 Nếu tam thức bậc hai 
  

2
1 2

1 2

f(x) ax bx c,maø f(x) 0 coù hai nghieäm phaân bieät x ,x  

thì f(x) ñöôïc phaân tích thaønhf(x) a x - x x - x

   


 

 Phương trình bậc 3: 3 2ax bx cx d 0 (a 0)      

 1a b c d 0 thì pt coù moät nghieäm laø x 1,  ñeå phaân tích 
thaønh nhaân töû ta duøng pheùp chia ña thöùc hoaëc duøng sô ñoà Hooc-ner
    

 

 1a b c d 0 thì pt coù moät nghieäm laø x 1,  ñeå phaân tích 
thaønh nhaân töû ta duøng pheùp chia ña thöùc hoaëc duøng sô ñoà Hooc-ner
     

 

 Nếu  u x  và  v x  có chứa dấu căn thì có thể nhân tử và mẫu với biểu thức liên hiệp, sau đó 

phân tích chúng thành tích để giản ước. 

33 32 2

33 32 2

A B löôïng lieân hieäp laø: A B.

A B löôïng lieân hieäp laø: A B.

A B löôïng lieân hieäp laø: A B.

A B löôïng lieân hieäp laø: A B A B .

A B löôïng lieân hieäp laø: A B A B .

 

 

 

    
 
    
 

 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1:  Tính 
2

x 1

x 3x 2lim
x 1

 


  

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải  bằng tự luận 

    
2

x 1 x 1 x

x 1 x 2x 3x 2lim lim lim x 2 1.
x 1 x 1  

  
    

 
 

Cách 2: Giải nhanh bằng máy tính 

Nhập vào màn hình 
2X 3X 2

X 1
 


 ấn 10CALC 1 10   ta được kết quả 

 

Ví dụ 2:  Tính 
2

2x 1

2x 3x 1L lim .
1 x

 



 

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

  
  

 
 

2

2x 1 x 1 x 1

2x 1 x 1 2x 12x 3x 1 1lim lim lim .
21 x 1 x 1 x1 x  
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Cách 2: Giải nhanh bằng máy tính 

Nhập vào màn hình 
2

2
2X 3X 1

1 X
 


 ấn 10CALC 1 10   ta được kết quả 

 

Ví dụ 3:  Tính 
2

3x 1

x 3x 2lim
x 1

 


  

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

  
  

2

3 22x 1 x 1 x 1

x 1 x 2x 3x 2 x 2 1lim lim lim .
3x 1 x x 1x 1 x x 1  

    
  

    
 

Cách 2: Giải nhanh bằng máy tính 

Nhập vào màn hình 
2

3
x 3x 2

x 1
 


 ấn 10CALC 1 10   ta được kết quả 

 

Ví dụ 4:  Tính 
4 4

t a

t alim
t a




  

Hướng dẫn giải 

 
4 4

3 2 2 3 3
t a t a

t alim lim t t a ta a 4a .
t a 


    


 

Ví dụ 5: Tính 
4

3y 1

y 1lim
y 1




  

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

  
  

3 24 3 2

3 22y 1 y 1 y 1

y 1 y y y 1y 1 y y y 1 4lim lim lim .
3y 1 y y 1y 1 y y 1  

      
  

    
 

Cách 2: Giải nhanh bằng máy tính 

Nhập vào màn hình 
4

3
Y 1
Y 1




 ấn 10CALC 1 10   ta được kết quả 
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Ví dụ 6:  Tính 
2

x 2

4 xlim
x 7 3



 
  

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

2

x 2

4 xlim
x 7 3



 
  

  
  

   

  

2

x 2 x 2

x 2

x 4 x 7 3 x 2 x 2 x 7 3
lim lim

x 7 9x 7 3 x 7 3

lim x 2 x 7 3 24.

 



        
 

    

        

 

Cách 2: Giải nhanh bằng máy tính 

Nhập vào màn hình 
24 X

X 7 3


 
 ấn 5CALC 1 10   ta được kết quả 24.    

 

Lưu ý: Để ra kết quả chính xác 24  ta có thể tính theo quy tắc Lô-pi-tan như sau: 

Nhập 
 

 

2

x 2

x 2

d 4 X
dx

d X 7 3
dx







 
 rồi ấn phím   ta được kết quả chính xác 24.   

 

Ví dụ 7: Tính 
x 0

1 x 1lim
x

 
 

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

 x 0 x 0 x 0

1 x 1 1 x 1 1 1lim lim lim .
x 21 x 1x 1 x 1  

   
  

  
 

Cách 2: Giải nhanh bằng máy tính 
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Nhập vào màn hình 
1 x 1

x
 

 ấn 5CALC 0 10   ta được kết quả 
1 .
2

   

 

Lưu ý: Để ra kết quả chính xác 
1
2

 ta có thể tính theo quy tắc Lô-pi-tan như sau: 

Nhập 
 

 
x 0

x 0

d 1 X 1
dx

d X
dx





 

 rồi ấn phím   ta được kết quả chính xác 
10,5 .
2

   

 

Ví dụ 8:  Tính 
2

x 4

x 6x 8lim
x 2

 


 

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

      
2

x 4 x 4 x 4

x 2 x 4 x 2x 6x 8lim lim lim x 2 x 2 2 4 8.
x 4x 2  

   
      


 

Cách 2: Giải nhanh bằng máy tính 

Nhập vào màn hình 
2x 6x 8

x 2
 


 ấn 5CALC 4 10   ta được kết quả 8.   

 

Lưu ý: Để ra kết quả chính xác 8  ta có thể tính theo quy tắc Lô-pi-tan như sau: 

Nhập 
 
 

2

x 4

x 4

d X 6X 8
dx

d X 2
dx





 


 rồi ấn phím   ta được kết quả chính xác 8.   
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Ví dụ 9:  Tính 
3 2

x 2 2

x 4 2lim
4 2x 8

 

 
 b 

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

3 2

x 2 2

x 4 2E lim
4 2x 8

 


 
 

Nhân tử và mẫu hai lượng liên hợp:  

2
3 32 2 2x 4 2 x 4 4 4 2x 8

                  
 

2
3 3 32 2 2 2

2x 2 3 32 2 2 2

x 4 2 x 4 2 x 4 4 4 2x 8

E lim

4 2x 8 4 2x 8 x 4 2 x 4 4


                   
       

                 
      

 

 
 

 
 

2 2

2x 2 3 32 2 2

2 2

2x 2 3 32 2 2

2

2x 2 3 32 2

x 4 8 4 2x 8
lim

16 2x 8 x 4 2 x 4 4

x 4 4 2x 8
lim

2 x 4 x 4 2 x 4 4

4 2x 8 8 1lim .
24 3

2 x 4 2 x 4 4







     
 

         
   

    
 

                

 
   

        
   

 

Cách 2: Giải nhanh bằng máy tính 

Nhập vào màn hình 
3 2

2

x 4 2

4 2x 8

 

 
 ấn 5CALC 4 10   ta được kết quả 

1 .
3

    

 

Lời bình: Nếu ta dùng quy tắc Lô-pi-tan  

Nhập 

3 2

x 2

2

x 2

d x 4 2
dx
d 4 2x 8
dx





   
 

   
 

 rồi ấn phím   ta được kết quả   10, 3 .
3
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Ví dụ 10: Tính 
4 2

2x 2

x 12 2lim
x 4

 


  

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

4 2

2x 2

x 12 2E lim
x 4

 



  

 

4 42 2

x 2 42 2

x 12 2 x 12 2
lim

x 4 x 12 2

       
  

    
 

 

 
2

x 2 42 2

x 12 4lim
x 4 x 12 2

 


    
 

 (vẫn còn dạng vô định 
0
0

) 

 

 

2 2

x 2 42 2 2

2

x 2 42 2 2

x 2 4 2 2

x 12 4 x 12 4
lim

x 4 x 12 2 x 12 4

x 12 16lim
x 4 x 12 2 x 12 4

1 1lim .
32x 12 2 x 12 4







       
  

        
  

 


        
  

 
       
  

 

Cách 2: Giải nhanh bằng máy tính 

Ta dùng quy tắc Lô-pi-tan  

Nhập 

 

4 2

x 2

2

x 2

d x 12 2
dx

d x 4
dx





   
 


 rồi ấn phím   ta được kết quả 

10,03125 .
32

   

 

Ví dụ 11:  Tính 
6

2x 1

x 1lim
x 1




  

Hướng dẫn giải 
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Cách 1: Giải bằng tự luận 

6

2x 1

x 1E lim
x 1





  

 
 

66 62

6x 1 62 2

x 1 x x 1
lim

x 1 x x 1

    
 
    
 

 

  6x 1 62 2

x 1lim
x 1 x x 1




    
 

 (Vẫn dạng vô định 
0
0

) 

  
    

   

6x 1 62

6x 1 62

x 1 x 1
lim

x 1 x 1 x x 1 x 1

1 1lim .
12x 1 x x 1 x 1





 


      
 

 
     
 

 

Cách 2: Giải nhanh bằng máy tính 

Ta dùng quy tắc Lô-pi-tan  

Nhập 
 
 

6

x 1

2

x 1

d X 1
dx
d x 1
dx








 rồi ấn phím   ta được kết quả   10,08 3 .

12
   

 

Để chuyển   10,08 3
12

  ta bấm như sau 0.08Qs3= 

 

3. Bài tập trắc nghiệm 

 

Câu 1: Giá trị của giới hạn 
3

22

8
lim

4x

x

x

-
-

 là: 

A. 0.  B. .+¥   

C. 3.  D. Không xác định. 

Lời giải 



Giáo viên có nhu cầu sở hữu file word vui lòng 
liên hệ. Face: Trần Đình Cư. SĐT: 0834332133 

Trang 340

 

Chọn C 

Ta có 
3 2 2

22 2 2

8 ( 2)( 2 4) 2 4 12
lim lim lim 3

( 2)( 2) 2 44x x x

x x x x x x

x x xx  

- - + + + +
= = = =

- + +-
 

Câu 2: Giá trị của giới hạn 
5

31

1
lim

1x

x

x-

+
+

 là: 

A. 3
.

5
-  B. 3

.
5

 C. 5
.

3
-  D. 5

.
3

 

Lời giải 

Chọn D 

( )( )
( )( )

4 3 25 4 3 2

3 221 1 1

1 11 1 5
lim lim lim .

31 11 1x x x

x x x x xx x x x x

x x xx x x- - -

+ - + - ++ - + - +
= = =

+ - ++ - +
 

Câu 3: Biết rằng
3

23

2 6 3lim 3 .
3x

x a b
x-

+
= +

-
 Tính 2 2.a b+  

A. 10.  B. 25.  C. 5.  D. 13.  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 
( )( )
( )( )

( )2 2
3

23 3 3

2 3 3 3 2 3 32 3 3
lim lim lim

3 33 3x x x

x x x x xx

x xx x- - -

+ - + - ++
= =

- -- +
 

( ) ( )
( )

2

2 2
2 3 3. 3 3 318

3 3 10
12 33 3

a
a b

b

é ù- - - +ê ú ì =ïê úë û ï= = = ¾¾  + =íï =- - ïî
. 

Câu 4: Giá trị của giới hạn 
2

23

6
lim

3x

x x

x x-

- - +
+

 là: 

A. 1
.

3
 B. 2

.
3

 C. 5
.

3
 D. 3

.
5

 

Lời giải 

Chọn C 

( )( )
( )

2

23 3 3

3 26 2 3 2 5
lim lim lim .

3 3 33x x x

x xx x x

x x xx x- - -

+ -- - + - - -
= = = =

+ -+
 

Câu 5: Giá trị của giới hạn 
33

3
lim

27x

x

x
-

-

-
 là: 

A. 1
.

3
 B. 0.  C. 5

.
3

 D. 3
.

5
 

Lời giải 

Chọn B 
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Ta có 3 0x- >  với mọi 3,x <  do đó: 

( )( )3 23 3

3 3
lim lim

27 3 9 3x x

x x

x x x x
- - 

- -
=

- - + +
 

2 23

3 3 3
lim 0.

9 3 9 3.3 3x

x

x x
-

- -
= = =

+ + + +
 

Câu 6: Giá trị của giới hạn 
( )2 21 217

0

1 2
lim
x

x x

x

p p


+ - -
 là: 

A. 
212

.
7

p
-  B. 

212
.

9

p
-  C. 

212
.

5

p
-  D. 

211 2
.

7

p-  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 

( ) ( )( )2 21 72 21 217 21

0 0 0

1 2 11 2 2
lim lim lim .

7x x x

x xx x
x

x x

pp p p
  

+ - -+ - -
= + =-  

Câu 7: Giá trị của giới hạn 
2

20
lim
x

x x x

x+

+ -  là: 

A. 0.  B. .-¥  C. 1.  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
( )
( )

22

2 22 20 0 0

1
lim lim lim
x x x

x x xx x x

x x x xx x x x
+ + +  

+ -+ -
= = =+¥

+ ++ +
 

vì 1 0> ; ( )2

0
lim 0
x

x x x
+

+ + =  và 2 0x x x+ + >  với mọi 0.x >  

Câu 8: Giá trị của giới hạn 
3

31

1
lim

4 4 2x

x

x

-

+ -
 là: 

A. 1.-  B. 0.  C. 1.  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
( )( )

( )( )

2 33
3

31 1 3 2 3

( 1) 4 4 2 4 4 4
1

lim lim
4 4 2 4 4 8 1x x

x x x
x

x x x x 

- + + + +-
=

+ - + - + +
 

( )( )
( )

2 33

1 3 2 3

4 4 2 4 4 4
12

lim 1.
124 1x

x x

x x

+ + + +
= = =

+ +
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Câu 9: Giá trị của giới hạn 
3

0

2 1 8
lim
x

x x

x

+ - -  là: 

A. 5
.

6
 B. 13

.
12

 C. 11
.

12
 D. 13

.
12

-  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có 
3 3

0 0

2 1 8 2 1 2 2 8
lim lim
x x

x x x x

x x x 

æ ö+ - - + - - - ÷ç ÷ç= + ÷ç ÷÷çè ø
 

( )20 3 3

2 1 1 13
lim 1 .

12 121 1 4 2 8 8
x x x x


æ ö÷ç ÷ç ÷ç= + = + =÷ç ÷ç ÷+ +ç + - + - ÷è ø
 

Câu 10: Biết rằng 0, 5b a b> + =  và 
3

0

1 1
lim 2
x

ax bx

x

+ - -
= . Khẳng định nào dưới đây sai? 

A. 1 3.a< <  B. 1.b>  C. 2 2 10.a b+ >  D. 0.a b- <  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 
3 3

0 0

1 1 1 1 1 1
lim lim
x x

ax bx ax bx

x x x 

æ ö+ - - + - - - ÷ç ÷ç= + ÷ç ÷è ø
 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

0 2 33

0 2 33

lim
1 11 1 1

lim 2.
3 21 11 1 1

x

x

ax bx

x xx x x

a b a b

xx x





æ ö÷ç= + ÷ç ÷ç ÷+ -ç ÷+ + + +ç ÷÷çè ø
æ ö÷ç= + = + =÷ç ÷ç ÷+ -ç ÷+ + + +ç ÷÷çè ø

 

Vậy ta được: 
ì + =ïï ì + =ïï ï  = =í íï ï + =+ = ïï îïî

5
5

3, 2
2 3 122

3 2

a b
a b

a ba b
a b

 

Dạng 5. Dạng vô định 
¥
¥

 

1. Phương pháp 

 Nhận biết dạng vô định 



 

x x x x x x0 0 0

x x x x x0 0

u(x)lim  khi lim u(x) , lim v(x) .
v(x)
u(x)lim  khi lim u(x) , lim v(x) .
v(x)

  

  

   

   
 

 Chia tử và mẫu cho nx  với n là số mũ cao nhất của biến ở mẫu ( Hoặc phân tích thành tích chứa 

nhân tử nx  rồi giản ước) 
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 Nếu u(x) hoặc v(x) có chứa biến x trong dấu căn thì đưa xk ra ngoài dấu căn (Với k là mũ cao 
nhất của biến x trong dấu căn), sau đó chia tử và mẫu cho luỹ thừa cao nhất của x (thường là bậc 
cao nhất ở mẫu).  

 Cách tính giới hạn dạng này hoàn toàn tương tự giới hạn dãy số. 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1:  Tính 
4 3 2

4x

2x x 2x 3lim
x 2x

  


 

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

4 3 2 2 4

4x x
3

1 2 32
2x x 2x 3 x x xlim lim 1.

1x 2x 2
x

 

  
  

  
 

 

Cách 2:  Mẹo giải nhanh 

4 3 2 4

4 4
2x x 2x 3 2x 1.

x 2x 2x
  

 
 

  

Cách 3: Giải nhanh bằng máy tính 

Nhập vào màn hình 
4 3 2

4
2x x 2x 3

x 2x
  


 ấn 15CALC 10   ta được kết quả 1.   

 

Lời bình: “Bậc tử bằng bậc mẫu”  nên kết quả 
2 1.
2
 


  

Ví dụ 2:  Tính 
4 5

4x

3x 2xlim
5x 3x 2



 
  

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

 

4 5

4x x
3 4

3 4x x

3x 2x 3 2xlim lim
3 25x 3x 2 5
x x

3 2lim 5 5 0; lim 3 2x .
x x

 

 

 


   

 
       

 

 

Do đó: 
4 5

4x

3x 2xlim .
5x 3x 2


 

 
 

Cách 2:  Mẹo giải nhanh 
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4 5 5

4 4
3x 2x 2x 2 x .

55x 3x 2 5x
 

   
 

  

Cách 3: Giải nhanh bằng máy tính 

Nhập vào màn hình 
4 5

4
3x 2x

5x 3x 2


 
 ấn 15CALC 10   ta được kết quả .    

 

Lời bình: Bậc tử lớn hơn bậc mẫu nên kết quả là .   

Ví dụ 3:  Tính 
4 5

4 6x

3x 2xlim
5x 3x 2



 
  

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

4 5 2

4 6x x
2 6

3 2
3x 2x 0xxlim lim 0.

5 2 35x 3x 2 3
x x

 




  
   

 

Cách 2:  Mẹo giải nhanh 

4 5 5

4 6 6
3x 2x 2x 2 1. 0.

3 x5x 3x 2 3x
 

  
 

  

Cách 3: Giải nhanh bằng máy tính 

Nhập vào màn hình 
4 5

4 6
3x 2x

5x 3x 2


 
 ấn 15CALC 10   ta được kết quả 0.   

 

Lời bình: “Bậc tử bé hơn bậc mẫu” nên kết quả là 0.   

Ví dụ 4: Tính 
4 5

5 4x

3x 4x 2lim
9x 5x 4

 

 
 

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

4 5 5

5 4x x
5

3 24
3x 4x 2 2x xlim lim .

5 4 39x 5x 4 9
x x
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Cách 2:  Mẹo giải nhanh 

4 5 5

5 4 5
3x 4x 2 4x 4 2 .

9 39x 5x 4 9x
 

 
 

  

Cách 3: Giải nhanh bằng máy tính 

Nhập vào màn hình 
4 5

5 4
3x 4x 2
9x 5x 4

 

 
 ấn 15CALC 10   ta được kết quả 0.   

 

Ví dụ 5:  Tính 
2

x 2

x 2x 3xL lim .
4x 1 x 2

 


  
  

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

2

x x x2

2 2

2 2x 1 3x 1 3x 2x 3x 2x xlim lim lim .
31 1 24x 1 x 2 x 4 x 2 4 1

xx x

  

     
  

         

 

Cách 2: Giải nhanh bằng máy tính 

Nhập vào màn hình 
2

2

x 2x 3x

4x 1 x 2

 

  
 ấn 15CALC 10   ta được kết quả 

2 .
3

  

 

Ví dụ 6:  Tính 
2

x

4x 1 x 5lim
2x 7

  


  

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

2 2 2

x x

1 1 54
x4x 1 x 5 2 0x xlim lim 1.

72x 7 2 02
x

 

  
   

  
 

 

Cách 2: Giải nhanh bằng máy tính 

Nhập vào màn hình 
24x 1 x 5

2x 7
  


 ấn 25CALC 10   ta được kết quả   
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Ví dụ 7: Tính   3x

xlim x 5
x 1




  

Hướng dẫn giải 

Cách 1: Giải bằng tự luận 

   
2

2

3 3x x x
3

51x x 5 xxlim x 5 lim lim 1.
1x 1 x 1 1
x

  

 
      

  
 

Cách 2: Giải nhanh bằng máy tính 

Nhập vào màn hình   3
xx 5

x 1



 ấn 25CALC 10   ta được kết quả   

 

Ví dụ 8: Tính 
   

3 942

100x

x 1 1 2x
lim

2x 3

  


 

Hướng dẫn giải 

   

   

3 94
23 942

2

100x x 100
100

943
6 94

2

x 100
100

3 94

3 94
2

x
100

1 1x 1 x 2x 1 1 2x xxE lim lim
32x 3 x 2

x

1 1x 1 x 2
xxlim

3x 2
x

1 11 2 1 . 2xxlim
3 22

x

 





      
                  

   
 

   
     
   

 
 

 

   
             



932 .

 

3. Bài tập trắc nghiệm 

 

Câu 1: Kết quả của giới hạn 
2

2

2 5 3
lim

6 3x

x x

x x-¥

+ -
+ +

 là: 
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A. 2.-  B. .+¥  C. 3.  D. 2 . 

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
2 2

2

2

5 3
22 5 3

lim lim 2
6 36 3 1

x x

x x x x
x x

x x

-¥ +¥

+ -+ -
= =

+ + + +
. 

Giải nhanh : khi x -¥  thì : 
2 2

2 2

2 5 3 2
2.

6 3

x x x

x x x

+ -
=

+ +
  

Câu 2: Kết quả của giới hạn 
3 2

2

2 5 3
lim

6 3x

x x

x x-¥

+ -
+ +

 là: 

A. 2.-  B. .+¥  C. .-¥  D. 2 . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có: 
3 2 3

2

2

5 3
22 5 3

lim lim . .
6 36 3 1

x x

x x x xx
x x

x x

-¥ -¥

+ -+ -
= =-¥

+ + + +
 

Giải nhanh : khi x -¥  thì : 
3 2 3

2 2

2 5 3 2
2 .

6 3

x x x
x

x x x

+ -
= -¥

+ +
  

Câu 3: Kết quả của giới hạn 
3 2

6 5

2 7 11
lim

3 2 5x

x x

x x-¥

- +
+ -

 là: 

A. 2.-  B. .+¥  C. 0.  D. .-¥  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có: 
3 2 3 4 6

6 5

6

2 7 11
2 7 11 0

lim lim 0.
2 5 33 2 5 3

x x

x x x x x
x x

x x

-¥ -¥

- +- +
= = =

+ - + -
 

Giải nhanh : khi x -¥  thì : 
3 2 3

6 5 6 3

2 7 11 2 2 1
. 0.

33 2 5 3

x x x

x x x x

- +
= 

+ -
  

Câu 4: Kết quả của giới hạn 
2

2 3
lim

1x

x

x x-¥

-

+ -
 là: 

A. 2.-  B. .+¥  C. 3.  D. 1- . 

Lời giải 

Chọn D 

. Khi x -¥  thì 2 2 2 2 01x x x x x x x x x=- ¾¾ + - - =- - =- =/  
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¾¾ chia cả tử và mẫu cho x , ta được 
2

2

3
22 3

lim lim 1
11 1 1

x x

x x

x x
x

-¥ -¥

--
= =-

+ - - + -
. 

Câu 5: Biết rằng 
( )

2

2 3

1

a x

x x

- -

+ -
 có giới hạn là +¥  khi x +¥  (với a  là tham số). Tính giá trị nhỏ 

nhất của 
2 2 4.P a a= - +  

A. min 1.P =  B. min 3.P =  C. min 4.P =  D. min 5.P =  

Lời giải 

Chọn B 

Khi x +¥  thì 2 2 21 0x x x x x x x x= ¾¾ + - - = - =  

¾¾  Nhân lượng liên hợp: 

Ta có 
( )

( )( )( )2 2
22

2 3 3 1
lim lim 2 3 1 lim 2 1 1 .

1x x x

a x
a x x x x a

x xx x+¥ +¥ +¥

æ ö- - æ ö ÷ç÷ç ÷ç= - - + + = - - + +÷ç ÷ç÷ç ÷÷è øçè ø+ -
 

Vì 
( )

2

2
2

lim
2 3

lim1
lim 1 1 4 0 1

x

x

x

x
a x

x x
x

+¥

+¥

+¥

ìï =+¥ïï - -ïï  =+¥æ öí ÷çï ÷ç + + = > + -ï ÷çï ÷÷çï è øïî

 

3
lim 2 2 0 2

x
a a a

x+¥

æ ö÷ç - - = - >  <÷ç ÷çè ø
. 

Giải nhanh : ta có 
2

2 3

1

x
x

x x

-
+¥¾¾

+ -
 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )2 22 3 1 2 . 2 2 2a x x x a x x x a x a= - - + + - + = - +¥ < . 

Khi đó ( )2

in
2

m3, 32 4 1 3 1 2 3.P a a a P a P³ = = - + = - + = <  =  

Câu 6: Kết quả của giới hạn 
24 1

lim
1x

x x

x-¥

- +
+

 là: 

A. 2.-  B. 1.-  C. 2.-  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn C 

Giải nhanh: khi 
2 24 1 4 2

2.
1

x x x x
x

x x x

- + -
-¥¾¾ = =-

+
  

Cụ thể: 
2 2

1 1
4

4 1 4
lim lim 2.

11 11
x x

x x x x
x

x

-¥ -¥

- - +
- + -

= = =-
+ +

 

Câu 7: Kết quả của giới hạn 
2

2

4 2 1 2
lim

9 3 2x

x x x

x x x+¥

- + + -

- +
 là: 
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A. 1
.

5
-  B. .+¥  C. .-¥  D. 1

5
. 

Lời giải 

Chọn D 

Giải nhanh : khi 

2 2

2 2

4 2 1 2 4 2 1
.

3 2 59 3 2 9 2

x x x x x x x
x

x xx x x x x

- + + - - -
+¥¾¾ = =

+- + +
  

Cụ thể : 
2 2

2

2 1 2
4 1

4 2 1 2 1
lim lim .

539 3 2 9 2
x x

x x x x xx

x x x
x

+¥ +¥

- + + -
- + + -

= =
- + - +

 

Câu 8: Biết rằng 
2

2

4 2 1 2
lim 0

3x

x x x
L

ax x bx-¥

- + + -
= >

- +
 là hữu hạn (với ,a b  là tham số). Khẳng định 

nào dưới đây đúng. 

A. 0.a³  B. 3
L

a b
=-

+
 C. 3

L
b a

=
-

 D. 0.b>  

Lời giải 

Chọn B 

Ta phải có 2 3 0ax x- >  trên ( ) 0.; aa-¥  ³  

Ta có 2 24 2 1 2 4 3 0.x x x x x x x-¥¾¾ - + + - =- =/-  

Như vậy xem như “tử” là một đa thức bậc 1. Khi đó 
2

2

4 2 1 2
lim 0

3x

x x x

ax x bx-¥

- + + -
>

- +
 khi và 

chỉ khi 2 3ax x bx- +  là đa thức bậc 1. 

Ta có ( )2 2 0.3ax x bx ax bx a b x a b- + + = - + ¾ - + =/¾  

Khi đó 
( )

2

2

4 2 1 2 3 3
0 0 .

3

x x x x
L b a b a

b aa b xax x bx

- + + - -
= = >  - >  >

-- +- +
  

Câu 9: Kết quả của giới hạn 
3 23

2

2 1
lim

2 1x

x x

x-¥

+ +

+
 là: 

A. 2
.

2
 B. 0.  C. 2

.
2

-  D. 1.  

Lời giải 

Chọn C 

Giải nhanh: 
33 2 33

2 2

2 1 1
.

2 22 1 2

x x x x
x

xx x

+ +
-¥¾¾ = =-

-+
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Cụ thể: 
3

3 23 3

2

2

2 1
1

2 1 1
lim lim .

1 22 1 2
x x

x x x x

x
x

-¥ -¥

+ +
+ +

= =-
+ - +

 

Câu 10: Tìm tất cả các giá trị của a  để ( )2lim 2 1
x

x ax
-¥

+ +  là .+¥  

A. 2.a>  B. 2.a <  C. 2.a >  D. 2.a <  

Lời giải 

Chọn B 

Giải nhanh: 2 22 1 2x x ax x x-¥¾¾ + + +  

( )2 2 2 0 2.x ax a x a a=- + = - +¥ - <  <  

Cụ thể: vì lim
x

x
-¥

=-¥  nên ( )2
2

1
lim 2 1 lim 2

x x
x ax x a

x-¥ -¥

æ ö÷ç ÷ç+ + = - + + =+¥÷ç ÷÷çè ø
 

2

1
lim 2 2 0 2.

x
a a a

x-¥

æ ö÷ç ÷ç - + + = - <  <÷ç ÷÷çè ø
 

Dạng 6. Dạng vô định ¥-¥ , 0.¥  

1. Phương pháp 

 Nếu biểu thức chứa biến số dưới dấu căn thì nhân và chia với biểu thức liên hợp 

 Nếu biểu thức chứa nhiều phân thức thì quy đồng mẫu và đưa về cùng một biểu thức. 

 Thông thường, các phép biến đổi này có thể cho ta khử ngay dạng vô định ;0.   hoặc 

chuyển về dạng vô định 
0;
0




 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1:  Tính  
x
lim x 1 x 3


     

Hướng dẫn giải 

 
x x x

4
x 1 x 3 xlim x 1 x 3 lim lim 0.
x 1 x 3 1 31 1

x x

  

  
     

   
    

 

 

Ví dụ 2:  Tính 2
x
lim x x 5 x


   
 

  

Hướng dẫn giải 

2 2
2

x x x2

2

x 5 x 5 5lim x x 5 x lim x lim .
25x 5 x 1 1

x
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Ví dụ 3:  Tính 2
x
lim x x 5x


   
 

  

Hướng dẫn giải 

2
x

E lim x x 5x


    
 

  

Nhân và chia liên hợp 2x x 5x   

2 2
2 2

x x2

x x 5x x x 5x x x 5xE lim lim
5x x 5x x x 1
x

 

            
   

 

x

5xlim
5x x 1
x






 

 (Vì 
x x
lim x lim x
 

  ) 

x

5 5 5lim .
25 1 1 01 1

x



 
   

 
 

 

Ví dụ 4:  Tính
x 0

1 1lim 1
x x 1

 
  

  

Hướng dẫn giải 

x 0

1 1E lim 1
x x 1

 
   

 (Dạng vô định 0. ) 

 x 0 x 0

1 x 1 1lim lim 1.
x 1x x 1  

  
   


 

Ví dụ 6:  Tính 2
x

1lim x 5 0.
x

   

Hướng dẫn giải 

2
x x

1 5lim x 5 lim 1 1.
x x 

     

Ví dụ 7:  Tính 2
x
lim x x 2 x


   
 

  

Hướng dẫn giải 

2 2
2

x x x2

2

x 2 x 2 2lim x x 2 x lim x lim 1
22x 2 x 1 1

x

  

        
     

. 

Ví dụ 8:  Tính 
2

x 0

x 1 x x 1lim
x
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Hướng dẫn giải 

2 2

x 0 x 0 2

x 0 2

x 1 x x 1 x 1 x x 1lim lim
x x 1 x x 1

x 0lim 0
2x 1 x x 1

 



       


   


  
   

 

Ví dụ 9:  Tính  
x
lim x 5 x 7


    

Hướng dẫn giải 

 
x x x

x

x 5 x 7 12lim x 5 x 7 lim lim
x 5 x 7 x 5 x 7

12
0xlim 0.
25 71 1

x x

  



  
    

     

  

  

 

Ví dụ 8:  Tính 2
x

2lim x 5x x
5

    
 

.  

Hướng dẫn giải 

2 2
2

x x x2 2

x

x x x 5xlim x 5x x lim lim
x 5x x x 5x x

5 5lim .
251 1

x

  



       
     


  

 

 

Ví dụ 8:  Tính 2
x

1lim x 5 1
x

  .  

Hướng dẫn giải 

2 2 2

2x x x x

5 5x . 1 x 1
x 5 5x xlim lim lim lim 1 1.

x x x x   

  


        

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Giá trị của giới hạn ( )3 2lim 2
x

x x
-¥

-  là: 

A. 1.  B. .+¥  C. 1.-  D. -¥ . 

Lời giải 

Chọn D 

Giải nhanh : 3 2 32 2 .x x x x-¥¾¾ - -¥  
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Cụ thể: ( )3 2 3 1
lim 2 lim 2

x x
x x x

x-¥ -¥

æ ö÷ç- = - =-¥÷ç ÷çè ø
 vì 

3lim

.1
lim 2 2 0

x

x

x

x

-¥

-¥

ìï =-¥ïïïí æ öï ÷ç - = >÷ï ç ÷ï çè øïî

 

Câu 2: Giá trị của giới hạn 
22

1 1
lim

2 4x x x-

æ ö÷ç - ÷ç ÷çè ø- -
 là: 

A. .-¥  B. .+¥  C. 0.  D. 1.  

Lời giải 

Chọn A 

Ta có 
2 2 22 2 2

1 1 2 1 1
lim lim lim

2 4 4 4x x x

x x

x x x x- - -  

æ ö æ ö æ ö+ - +÷ ÷ ÷ç ç ç- = = =-¥÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø- - - -
 

Vì ( ) ( )2

2 2
lim 1 3 0; lim 4 0
x x

x x
- - 

+ = > - =  và 2 4 0x - <  với mọi ( )2;2 .x Î -  

Câu 3: Biết rằng 4a b+ =  và 
31

lim
1 1x

a b

x x

æ ö÷ç - ÷ç ÷çè ø- -  hữu hạn. Tính giới hạn 
31

lim
11x

b a
L

xx

æ ö÷ç= - ÷ç ÷çè ø-- . 

A. 1.  B. 2.  C. 1. D. 2.-  

Lời giải 

Chọn C 

Ta có 
( )( )

2 2

3 3 21 1 1
lim lim lim .

1 1 1 1 1x x x

a b a ax ax b a ax ax b

x x x x x x  

æ ö + + - + + -÷ç - = =÷ç ÷çè ø- - - - + +
 

Khi đó 
31

lim
1 1x

a b

x x

æ ö÷ç - ÷ç ÷çè ø- -
 hữu hạn 21 .1 .1 0 2 1.a a b a b + + - =  - =-  

Vậy ta có 
31

4 1
lim

2 1 3 1 1x

a b a a b
L

a b b x x

ì ì+ = = æ öï ïï ï ÷ç  =- - ÷í í ç ÷çï ï è ø- =- = - -ï ïî î
 

( )( )
( )2

221 1

22
lim lim 1

11 1x x

xx x

x xx x x 

- ++ -
=- =- =

+ +- + +
. 

Câu 4: Giá trị của giới hạn ( )2lim 1 2
x

x x
+¥

+ -  là: 

A. 0.  B. .+¥  C. 2 1.-  D. -¥ . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( )2
2

1
lim 1 2 lim 2 1

x x
x x x

x+¥ +¥

æ ö÷ç ÷ç+ - = + - =+¥÷ç ÷÷çè ø
 

Vì 
2

1
lim ; lim 2 1 2 1 0.

x x
x

x+¥ +¥

æ ö÷ç ÷ç=+¥ + - = - >÷ç ÷÷çè ø
 

Giải nhanh : ( )2 21 2 2 2 2 1 .x x x x x x x x+¥¾¾ + - - = - = - +¥  
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Câu 5: Giá trị của giới hạn ( )2lim 1
x

x x
+¥

+ -  là: 

A. 0.  B. .+¥  C. 1
.

2
 D. -¥ . 

Lời giải 

Chọn A 

. 2 21 0x x x x x x x+¥¾¾ + - - = - = ¾¾ Nhân lượng liên hợp. 

Giải nhanh: 2

2 2

1 1 1
1 0.

21
x x x

xx x x x
+¥¾¾ + - = = 

+ + +
  

Cụ thể: ( )2

2

2

1
1 0

lim 1 lim lim 0.
211 1 1

x x x

xx x
x x

x

+¥ +¥ +¥
+ - = = = =

+ + + +
 

Câu 6: Biết rằng 
( )2lim 5 2 5 5 .

x
x x x a b

-¥
+ + = +

 Tính 5 .S a b= +  

A. 1.S =  B. 1.S =-  C. 5.S =  D. 5.S =-  

Lời giải 

Chọn A 

2 25 2 5 5 5 5 5 0x x x x x x x x-¥¾¾ + + + =- + =  

¾¾ Nhân lượng liên hợp: 

Giải nhanh: 25 2 5x x x x-¥¾¾ + +  

2 2

2 2 2 1
.

2 5 55 2 5 5 5

x x x

xx x x x x
= = =-

-+ + -
  

Cụ thể: Ta có ( )2

2

2
lim 5 2 5 lim

5 2 5x x

x
x x x

x x x-¥ -¥
+ + =

+ +
 

1
2 2 1 1

lim 5 1.5
52 2 5 5 05 5

x

a
S

b
x

-¥

ìïï =-ï= = =- =- ¾¾  =-íï- ï =ï- + + î

 

Câu 7: Giá trị của giới hạn ( )2 2lim 3 4
x

x x x x
+¥

+ - +  là: 

A. 7
.

2
 B. 1

.
2

-  C. .+¥  D. .-¥  

Lời giải 

Chọn B 

. Khi 2 2 2 23 4 0x x x x x x x+¥¾¾ + - + - =  

¾¾ Nhân lượng liên hợp: 
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Giải nhanh: 2 23 4x x x x x+¥¾¾ + - +  

2 2 2 2

1
.

2 23 4

x x x

xx x x x x x

- - -
= = =-

+ + + +
  

Cụ thể: ( )2 2lim 3 4
x

x x x x
+¥

+ - + =  

2 2

1 1
lim lim .

23 43 4 1 1
x x

x

x x x x
x x

+¥ +¥

- -
= =-

+ + + + + +

 

Câu 8: Giá trị của giới hạn ( )3 3 2lim 3 1 2
x

x x
-¥

- + +  là: 

A. 3 3 1.+  B. .+¥  C. 3 3 1.-  D. -¥ . 

Lời giải 

Chọn D 

( )3 3 2 3
3 2

1 2
lim 3 1 2 lim 3 1

x x
x x x

x x-¥ -¥

æ ö÷ç ÷ç- + + = - - + =-¥÷ç ÷÷çè ø
 

Vì 33
3 2

1 2
lim , lim 3 1 3 1 0.

x x
x

x x-¥ -¥

æ ö÷ç ÷ç=-¥ - - + = - >÷ç ÷÷çè ø
 

Giải nhanh: 

( )3 33 2 3 2 33 1 2 3 3 1 .x x x x x x-¥¾¾ - + + + = - -¥  

Câu 9: Giá trị của giới hạn ( )32 3 2lim
x

x x x x
+¥

+ - -  là: 

A. 5
.

6
 B. .+¥  C. 1.-  D. -¥ . 

Lời giải 

Chọn A 

Khi 3 32 3 2 2 3 0x x x x x x x x x+¥¾¾ + - - -- = - =  

¾¾ Nhân lượng liên hợp: 

( ) ( )3 32 3 2 2 3 2lim lim
x x

x x x x x x x x x x
+¥ +¥

+ - - = + - + - -  

( )

2

2 232 3 33

1 1 5
lim .

2 3 61 1 1
x

x x

x x x x x x
+¥

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷= + = + =ç ÷ç ÷ç ÷+ + ÷ç + - + - ÷çè ø

 

Giải nhanh: ( ) ( )3 32 3 2 2 3 2x x x x x x x x x x+ - - = + - + - -  

( )

2 2

3 62 2 2 2 3 632 3 331 1 1

x x x x

x x x x x x x xx x x x
= + +

+ + + + ++ - + -
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( )1 1 5
.

2 3 6
x= + = +¥  

Câu 10: Giá trị của giới hạn ( )3 3lim 2 1 2 1
x

x x
+¥

- - +  là: 

A. 0.  B. .+¥  C. 1.-  D. -¥ . 

Lời giải 

Chọn A 

3 3 332 1 2 1 2 2 0x x x x x+¥¾¾ - - + - = ¾¾ nhân lượng liên hợp: 

( )
( ) ( )( ) ( )

3 3

2 23 33

2
lim 2 1 2 1 lim 0.

2 1 2 1 2 1 2 1
x x

x x
x x x x

+¥ +¥

-
- - + = =

- + - + + +
 

Giải nhanh: 3 32 1 2 1x x- - + =  

( ) ( ) 3 3 3 32 2 2 2 2 23 23 3

2 2 2
0.

4 4 4 3 42 1 4 1 2 1 x x x xx x x

- - -
= 

+ +- + - - +
  

Câu 11: Kết quả của giới hạn 
0

1
lim 1
x

x
x

é ùæ ö÷çê ú- ÷ç ÷çê úè øë û
 là: 

A. .+¥  B. 1.-  C. 0.  D. +¥ . 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( )
0 0

1
lim 1 lim 1 0 1 1.
x x

x x
x 

é ùæ ö÷çê ú- = - = - =-÷ç ÷çê úè øë û
 

Câu 12: Kết quả của giới hạn ( ) 22
lim 2

4x

x
x

x+
-

-
 là: 

A. 1.  B. .+¥  C. 0.  D. -¥ . 

Lời giải 

Chọn C 

Ta có ( ) 22 2

2. 0. 2
lim 2 lim 0

24 2x x

x x x
x

x x+ + 

-
- = = =

- +
. 

Câu 13: Kết quả của giới hạn 
3 2

2 1
lim

3 2x

x
x

x x+¥

+
+ +

 là: 

A. 2
.

3
 B. 6

.
3

 C. .+¥  D. -¥ . 

Lời giải 

Chọn B 
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( )2

3 2 3 2

3

1
22 12 1 6

lim lim lim .
1 2 33 2 3 2 3

x x x

x xx xx
x x x x

x x

+¥ +¥ +¥

+++
= = =

+ + + + + +
 

Giải nhanh: 

3 2 2 2

2 1 2 6 1 6 1 6
. . . . . .

3 3 33 2 3

x x
x x x x x

xx x x x

+
+¥¾¾ = = =

+ +
  

Câu 14: Kết quả của giới hạn 2
20

1
lim sin
x

x x
x

p


æ ö÷ç - ÷ç ÷çè ø
 là: 

A. 0 . B. 1- . C. .p  D. .+¥  

Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( )2 2
20 0

1
lim sin lim sin 1 1.
x x

x x x x
x

p p
 

æ ö÷ç - = - =-÷ç ÷çè ø
 

Câu 15: Kết quả của giới hạn 
( )

( )3
2

1
lim 1

1x

x
x

x+ -
+

-
 là: 

A. 3.  B. .+¥  C. 0.  D. -¥ . 

Lời giải 

Chọn C 

. Với ( )1;0x Î -  thì 1 0x + >  và 0
1

x

x
>

-
. 

Do đó 
( )

( )
( )

( )( )
( )( )

3 2
2

1 1
lim 1 lim 1 1

1 11x x

x x
x x x x

x xx+ + -  -
+ = + - +

- +-
 

( )
( )2

1
lim 1 1 0

1x

x
x x x

x+ -
= + - + =

-
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BÀI 3. HÀM SỐ LIÊN TỤC 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN CẦN NẮM 

I – HÀM SỐ LIÊN TỤC TẠI MỘT ĐIỂM 

Định nghĩa 1 

Cho hàm số ( )y f x=  xác định trên khoảng K  và 0 .x KÎ  

Hàm số ( )y f x=  được gọi là liên tục tại 0x  nếu ( ) ( )
0

0lim .
x x

f x f x


=  

II – HÀM SỐ LIÊN TỤC TRÊN MỘT KHOẢNG 

Định nghĩa 2 

Hàm số ( )y f x=  được gọi là liên tục trên một khoảng nếu nó liên tục tại mọi điểm của khoảng đó. 

Hàm số ( )y f x=  được gọi là liên tục trên đoạn [ ];a b  nếu nó liên tục trên khoảng ( );a b  và 

( ) ( ) ( ) ( )lim ,    lim .
x a x b

f x f a f x f b
+ - 

= =  

Nhận xét: Đồ thị của hàm số liên tục trên một khoảng là một '' đường liền ''  trên khoảng đó. 

  

Hàm số liên tục trên khoảng ( );a b  Hàm số không liên tục trên khoảng ( );a b  

III – MỘT SỐ ĐỊNH LÍ CƠ BẢN 

Định lí 1 

a) Hàm số đa thức liên tục trên toàn bộ tập số thực  . 

b) Hàm số phân thức hữu tỉ và hàm số lượng giác liên tục trên từng khoảng xác định của chúng. 

Định lí 2 

Giả sử ( )y f x=  và ( )y g x=  là hai hàm số liên tục tại điểm 0x . Khi đó: 

a) Các hàm số ( ) ( )y f x g x= + , ( ) ( )y f x g x= -  và ( ) ( ).y f x g x=  liên tục tại 0x ; 

b) Hàm số 
( )
( )

f x

g x
 liên tục tại 0x  nếu ( )0 0g x ¹ . 

Định lí 3 

Nếu hàm số ( )y f x=  liên tục trên đoạn [ ];a b  và ( ) ( ). 0,f a f b <  thì tồn tại ít nhất một điểm ( );c a bÎ  

sao cho ( ) 0f c = . 

O

x

y

b

a

y

O

xa b 
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Định lí 3 có thể phát biểu theo một dạng khác như sau: 

Nếu hàm số ( )y f x=  liên tục trên đoạn [ ];a b  và ( ) ( ). 0,f a f b <  thì phương trình ( ) 0f x =  có ít nhất 

một nghiệm nằm trong khoảng ( );a b . 

B. CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM 

Dạng 1. Xét tính liên tục của hàm số 

1. Phương pháp 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Hàm số ( ) 1
3

4
f x x

x
= - +

+
 liên tục trên: 

A. [ ]4;3 .-  B. [ )4;3 .-   

C. ( ]4;3 .-  D. [ ] [ ); 4 3; .-¥ - È +¥  

Lời giải 

Chọn C 

Điều kiện: ( ]
3 4

4;
0

4 0
3

3
TXDx x

D
x x

³
+ > £-

ì ì- >-ï ïï ï ¾¾¾ = - ¾¾í íï ïï ïî î
 hàm số liên tục trên ( )4;3 .-  Xét tại 

3,x =  ta có 

( ) ( )
3 3

1 1
lim lim 3 3

4 7x x
f x x f

x- - 

æ ö÷ç ÷= - + = = ¾¾ç ÷ç ÷çè ø+
 Hàm số liên tục trái tại 3.x =   

Vậy hàm số liên tục trên ( ]4;3 .-   

Câu 2: Hàm số ( )
3 cos sin

2 sin 3

x x x x
f x

x

+ +
=

+
 liên tục trên: 

A. [ ]1;1 .-  B. [ ]1;5 .  C. 3
; .

2

æ ö÷ç- +¥÷ç ÷çè ø
 D. .  

Lời giải 

Chọn D  

Vì 02sin 3x+ =/  với mọi TXDx DÎ ¾¾¾ = ¾¾   Hàm số liên tục trên .   

Câu 3: Cho hàm số ( )f x  xác định và liên tục trên   với ( )
2 3 2

1

x x
f x

x

- +
=

-
 với mọi 1.x =/  Tính 

( )1 .f  

A. 2.  B. 1.  C. 0.  D. 1.-  

Lời giải 

Chọn D 
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Vì ( )f x  liên tục trên   nên suy ra 

( ) ( ) ( )
2

1 1 1

3 2
1 lim lim lim 2 1.

1x x x

x x
f f x x

x  

- +
= = = - =-

-
  

Câu 4: Cho hàm số ( )f x  xác định và liên tục trên [ ]3;3-  với ( ) 3 3x x
f x

x

+ - -
=  với 0x ¹ . 

Tính ( )0f . 

A. 2 3
.

3
 B. 3

.
3

 C. 1.  D. 0.  

Lời giải 

Chọn B 

Vì ( )f x  liên tục trên [ ]3;3-  nên suy ra 

( ) ( )
0 0 0

3 3 2 1
0 lim lim lim .

3 3 3x x x

x x
f f x

x x x  

+ - -
= = = =

+ + -
  

Câu 5: Cho hàm số ( )f x  xác định và liên tục trên ( )4;- +¥  với ( )
4 2

x
f x

x
=

+ -
 với 0x ¹ . 

Tính ( )0f . 

A. 0.  B. 2.  C. 4.  D. 1.  

Lời giải 

Chọn C 

Vì ( )f x  liên tục trên ( )4;- +¥  nên suy ra 

( ) ( ) ( )
0 0 0

0 lim lim lim 4 2 4.
4 2x x x

x
f f x x

x  
= = = + + =

+ -
  

Dạng 2. Hàm số liên tục tại một điểm 

1. Phương pháp 

Ta cần phải nắm vững định nghĩa:  

Cho hàm số   y f x  xác định trên khoảng K và  0x K.  Hàm số   y f x gọi là liên tục tại  0x  nếu  

0 0x x0 x x x xo o

lim f(x) f(x ) lim f(x) lim f(x) f(x ).
   

     

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1:  Cho    x 2 2 xf x
x

  
  với  x 0.  Phải bổ sung thêm giá trị   f 0  bằng bao nhiêu thì 

hàm số liên tục tại  x 0?  

Hướng dẫn giải 
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x 0 x 0 x 0

x 0

x 2 2 x x 2 2 xlim f x lim lim
x x 2 2 x

2 1lim .
2x 2 2 x

  



     
 

  

 
  

 

Như vậy để hàm số liên tục tại  x 0  thì phải bổ sung thêm giá trị    1f 0 .
2

  

Ví dụ 2:  Cho hàm số   
2a x vôùi x 1 vaø af x .

3 vôùi x 1

    



 Giá trị của a để   f x  liên tục tại  x 1  là bao 

nhiêu? 

Hướng dẫn giải 

TXĐ: D .    Ta có: 

   2
x 1 x 1
lim f x lim a x a 1.
 

     

Để hàm số liên tục tại     
x 1

x 1 lim f x f 1 a 1 3 a 4.


         

Ví dụ 3:  Cho hàm số   
2

3
x 1 vôùi x 3 vaø x 2f x .x x 6

b 3 vôùi x 3 vaø b

       


   

 Tìm b để   f x  liên tục tại  x 3.  

TXĐ: D .    Ta có: 

   
2

3x 3 x 3

x 1 3lim f x lim ; f 3 b 3.
3x x 6 


   

 
 

Để hàm số liên tục tại     
x 3

3 2 3x 3 lim f x f 3 b 3 b .
3 3


         

Ví dụ 4:  Cho hàm số   
a 2 khi x 2

f x .
sin khi x 2

x

  
  



 Với giá trị nào của a thì hàm số liên tục tại  x 2.  

Hướng dẫn giải 

TXĐ: D .   Ta có 

 
   

 
x 2 x 2

x 2 x 2

f 2 sin 1
2

lim f x lim a 2 a 2

lim f x lim sin 1
2

  

  


   

    



  








 

Hàm số liên tục tại  x 2  khi  a 1 2 a 3.      

Ví dụ 5:  Tìm số a để hàm số sau liên tục tại điểm  0x .  

 
3 3x 2 2 neáu x 2f x x 2
ax 2 neáu x 2

     
  

;  0x 2.  

Hướng dẫn giải 
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TXĐ: D .    
Ta có:  

   
   

3

2x 2 x 2 x 2 3 3

3 x 23x 2 2 1lim f x lim lim .
x 2 4

x 2 3x 2 2 3x 2 4
    

 
  

  
     

 

 

 
x 2
lim f x ax 2 2a 2.


      

Lại có:   f 2 2a 2  . 

Hàm số liên tục tại  0x 2  nếu 
1 72a 2 a .
4 8

      

Ví dụ 6:  Xét tính liên tục của hàm số sau tại  0x .  

 
2

2

x 3 2 neáu x 1
x 1

1f x neáu x 1
4

x 1 neáu x 1
x 6x 7

  





 

 


 

;  0 0x 0, x 1.   

Hướng dẫn giải 

Ta có:   
  x 1 x 1 x 1

x 3 2 x 1 1lim f x lim lim .
x 1 4x 1 x 3 2    

  
  

   
 

     
2

2
x 1 x 1 x 1

x 1 x 1 1 1lim f x lim lim ; f 1 .
x 7 4 4x 6x 7    

 
   

 
 

Vậy       
x 1 x 1

1lim f x lim f x f 1
4  

   , nên hàm số liên tục tại  0x 1.  

Dễ thấy     
2

2x 0 x 0

x 1 1lim f x lim f 0
7x 6x 7 


  

 
 nên hàm số liên tục tại  x 0.  

Ví dụ 7:  Xét tính liên tục của hàm số sau tại  0x .  

  0 0f x x 2 ; x 2, x 1.      

Hướng dẫn giải 

Ta có:   f x x 2   
x 2 neáu x 2

x 2 neáu x 2
       

 

 Ta có:       
x 1 x 1
lim f x lim x 2 3; f 1 3.
 

     

Vậy     
x 1
lim f x f 1


 , nên hàm số liên tục tại tại  0x 1.   

 Lại có:         
x 2 x 2 x 2

lim f x lim x 2 0; lim f x 0; f 2 0.
    

       

Vậy       
x 2x 2 x 2

lim f x lim f x lim f 2 0
   

     nên hàm số  liên tục tại  0x 2.  
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Ví dụ 8:  Cho hàm số   

x 2 vôùi 5 x 4
x 5

f x mx 2 vôùi x 4 .

x vôùi x 4
3

 
  

  

 


 Tìm giá trị của m để   f x  liên tục tại  x 4 . 

Hướng dẫn giải 

Ta có:   
x 4 x 4 x 4

x 2 2 x 2lim f x lim ; lim .
3 3 3x 5    


  


 

Và   f 4 4m 2   

Để hàm số liên tục tại  x 4  thì       
x 4 x 4
lim f x lim f x f 4

  
   

2 14m 2 m .
3 3

       

Ví dụ 9: Cho hàm số   
2

2

2

x 8 3 neáu x 1
x 4x 3f x .
1 cos x a x neáu x 1
6

      


   

 Tìm giá trị của a  để   f x  liên tục tại  x 1 . 

Hướng dẫn giải 

TXĐ: D .    

   2 21 1f 1 cos a 1 a 1.
6 6

         

   2 2

x 1 x 1

1 1lim f x lim cos x a x a 1.
6 6  

 
        

 
 

  
 

2 2
2

2 2 2x 1 x 1 x 1

x 8 3 x 8 3x 8 3lim f x lim lim
x 4x 3 x 4x 3 x 8 3    

            
       
 

 

 
 

  
  

 

2

2 2 2x 1 x 1

2x 1

x 1 x 1x 8 9lim lim
x 4x 3 x 8 3 x 1 x 3 x 8 3

x 1 1lim .
6x 3 x 8 3

  



  
 

             
   


  

    
 

 

Để hàm số liên tục tại       
x 1 x 1

x 1 lim f x lim f x f 1
  

     

21 1a 1 a 1.
6 6

          

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Tìm giá trị thực của tham số m  để hàm số ( )
2 2

khi 2
2

khi 2

x x
x

f x x
m x

ìïïï
- -

ïíïïïïî

¹
= -

=
 liên tục tại 2.x =  

A. 0.m =  B. 1.m =  C. 2.m =  D. 3.m =  
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Lời giải 

Chọn D 

. Tập xác định: D =  , chứa 2x = . Theo giả thiết thì ta phải có 

( ) ( ) ( )
2

2 2 2

2
2 lim lim lim 1 3.

2x x x

x x
m f f x x

x  

- -
= = = = + =

-
  

Câu 2: Tìm giá trị thực của tham số m  để hàm số ( )
3 2 2 2

khi 1
1

3 khi 1

x x x
x

f x x
x m x

ìï - +ïï
-

¹
= -

+
í

=

ï
ïïïïî

 liên tục tại 

1.x =  

A. 0.m =  B. 2.m =  C. 4.m =  D. 6.m =  

Lời giải 

Chọn A 

. Hàm số xác định với mọi x Î . Theo giả thiết ta phải có 

( ) ( )
( )( )

( )
23 2

2

1 1 1 1

1 22 2
3 1 lim lim lim lim 2 3 0.

1 1x x x x

x xx x x
m f f x x m

x x   

- +- + -
+ = = = = = + =  =

- -
 

Câu 3: Tìm giá trị thực của tham số k  để hàm số ( )
1

khi 1
1

1 khi 1

x
x

y f x x
k x

-
¹= = -

+

ìïïïïí
=

ïïïïî

 liên tục tại 1.x =  

A. 1
.

2
k =  B. 2.k =  C. 1

.
2

k =-  D. 0.k =  

Lời giải 

Chọn C 

Hàm số ( )f x  có TXĐ: [ )0; .D = +¥  Điều kiện bài toán tương đương với 

Ta có: ( )
1 1 1

1 1 1 1
1 1 lim lim lim .

1 2 21x x x

x
k y y k

x x  

-
+ = = = = =  =-

- +
 

Câu 4: Biết rằng hàm số ( )
3

khi 3
1 2

khi 3

x
x

f x x

m x

ìïïï
-

¹
= +ïíïïïïî

-
=

 liên tục tại 3x =  (với m  là tham số). Khẳng 

định nào dưới đây đúng? 

A. ( )3;0 .mÎ -  B. 3.m £-  C. [ )0;5 .mÎ  D. [ )5; .mÎ +¥  

Lời giải 

Chọn B 

Hàm số ( )f x  có tập xác định là ( )1; .- +¥  Theo giả thiết ta phải có 

( ) ( )
( )( ) ( )

3 3 3 3

3 1 23
3 lim lim lim lim 1 2 4.

31 2x x x x

x xx
m f f x x

xx   

- + +-
= = = = =- + + =-

-+ -
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Câu 5: Tìm giá trị thực của tham số m  để hàm số ( )
2 1

sin khi 0

khi 0

x x
f x x

m x

ìïïïí
¹

=
=

ïïïî

 liên tục tại 0.x =  

A. ( )2; 1 .mÎ - -  B. 2.m £-  C. [ )1;7 .mÎ -  D. [ )7; .mÎ +¥  

Lời giải 

Chọn C 

Với mọi 0x =/  ta có 

( ) 2 21
si0 n 0f x x x

x
£ = £   khi 0x  ¾¾  ( )

0
lim 0.
x

f x


=   

Theo giải thiết ta phải có: ( ) ( )
0

0 lim 0.
x

m f f x


= = =   

Câu 6: Biết rằng 
0

sin
lim 1.
x

x

x
=  Hàm số ( )

tan
khi 0

0 khi 0

x
x

f x x
x

¹
=

=

ìïïïíïïïî

 liên tục trên khoảng nào sau đây? 

A. 0; .
2

pæ ö÷ç ÷ç ÷çè ø
 B. ; .

4

pæ ö÷ç-¥ ÷ç ÷çè ø
 C. ; .

4 4

p pæ ö÷ç- ÷ç ÷çè ø
 D. ( ); .-¥ +¥  

Lời giải 

Chọn A 

Tập xác định:  

3 3
| ; ;

2 2 2 2 2 2 2k

k k kD k
p p p p p p p

p p p
Î

ì ü æ ö æ ö æ öï ïï ï ÷ ÷ ÷ç ç ç+ Î = + + = È - È + È÷ ÷ ÷í ý ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çï ï è ø è ø è øï ïî
=

þ 

     

Ta có ( ) ( )
0 0 0

tan sin 1 1
lim lim lim . 1. 1

cos co
0

s
0

0x x x

x x
f x

x x x
f

  
= = =/ == = ¾¾  ( )f x  không liên tục tại 

0.x =   

Câu 7: Biết rằng 
0

sin
lim 1.
x

x

x
=  Tìm giá trị thực của tham số m  để hàm số ( )

sin
khi 1

1
khi 1

x
x

f x x
m x

pìïïï ¹
= -

=
íïïïî

 

liên tục tại 1.x =  

A. .m p=-  B. .m p=  C. 1.m =-  D. 1.m =  

Lời giải 

Chọn A 

Tập xác định .D =   Điều kiện bài toán tương đương với 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

1 1

1 1 1

sin
1 lim lim

1

sin sin 1 sin 1
lim lim lim . * .

1 1 1

x x

x x x

x
m f f x

x

x x x

x x x

p

p p p p p
p

p

 

  

= = =
-

é ù- + - - -ê ú= = = -ê ú- - -ê úë û

 

Đặt ( )1t xp= -  thì 0t   khi 1.x   Do  đó (*) trở thành: ( )
0

sin
lim . .
t

t
m

t
p p


= - =-   
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Câu 8: Biết rằng 
0

sin
lim 1.
x

x

x
=  Tìm giá trị thực của tham số m  để hàm số 

( ) ( )2

1 cos
khi 

khi 

x
x

f x x

m x

p
p

p

ìïïïï
+

íïïïïî

¹
= -

=

 liên tục tại .x p=  

A. .
2

m
p

=  B. .
2

m
p

=-  C. 1
.

2
m =  D. 1

.
2

m =-  

Lời giải 

Chọn C 

. Hàm số xác định với mọi x Î . Điều kiện củz bài toán trở thành:  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

2

22

2 2 2

2sin sin2cos1 cos 12 2 2 22lim lim lim lim lim *
2

2 2

x x x x x

x xx
x

m f f x
xx x xp p p p p

p

p p

pp p p    

é ùæ ö æ ö÷ ÷ç çê ú- -÷ ÷ç ç÷ ÷ç çê úè ø è ø+ ê ú= = = = = =
ê úæ ö- - - ÷çê ú- ÷ç ÷çê úè øë û

 

Đặt 0
2 2

x
t

p
= -   khi 1.x   Khi đó (*) trở thành: 

2
2

0

1 sin 1 1
lim .1 .

2 2 2t

t
m

t

æ ö÷ç= = =÷ç ÷çè ø
  

 

Câu 9: Hàm số ( )
4

2

3 khi 1

khi 1, 0

1 khi 0

x

x x
f x x x

x x
x

ìïïïï
=-

+
=ïïíïïïïïïî

¹- ¹
+

=

 liên tục tại: 

A. mọi điểm trừ 0, 1.x x= =  B. mọi điểm .x Î  

C. mọi điểm trừ 1.x =-   D. mọi điểm trừ 0.x =  

Lời giải 

Chọn B 

Hàm số ( )y f x=  có TXĐ: D =  . 

Dễ thấy hàm số ( )y f x=  liên tục trên mỗi khoảng ( ) ( ); 1 , 1;0-¥ - -  và ( )0;+¥ . 

(i) Xét tại 1x =- , ta có 

( )
( )( )

( )
( ) ( )

24
2

21 1 1 1

1 1
lim lim lim lim 1 3 1 .

1x x x x

x x x xx x
f x x x f

x xx x- - - -

+ - ++
= = = - + = = -

++
 

¾¾  hàm số ( )y f x=  liên tục tại 1x =- . 

(ii) Xét tại 0x = , ta có 

( )
( )( )

( )
( ) ( )

24
2

20 0 0 0

1 1
lim lim lim lim 1 1 0 .

1x x x x

x x x xx x
f x x x f

x xx x   

+ - ++
= = = - + = =

++
 

¾¾  hàm số ( )y f x=  liên tục tại 0x = . 
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Câu 10: Số điểm gián đoạn của hàm số ( )
( )

2

0,5 khi 1

1
khi 1, 1

1
1 khi 1

x

x x
f x x x

x
x

ìïïïï
=-

+
= ¹ïïíïïïïïïî

- ¹
-

=

 là: 

A. 0.  B. 1.  C. 2.  D. 3.  

Lời giải 

Chọn B   

 . Hàm số ( )y f x=  có TXĐ D =  . 

   Hàm số ( )
( )

2

1

1

x x
f x

x

+
=

-
 liên tục trên mỗi khoảng ( ); 1-¥ - , ( )1;1-  và ( )1;+¥ . 

   (i) Xét tại 1x =- , ta có ( )
( )

( )21 1 1

1 1
lim lim lim 1

1 21x x x

x x x
f x f

xx- - -

+
= = = = -

--
¾¾  Hàm số liên tục 

tại 1x =- . 

        (ii) Xét tại 1x = , ta có 
( )

( )

( )
( )

21 1 1

21 1 1

1
lim lim lim

11
1

lim lim lim
11

x x x

x x x

x x x
f x

xx
x x x

f x
xx

+ + +

- - -

  

  

ìï +ï = = =+¥ïï --ï ¾¾íï +ïï = = =-¥ïï --î

Hàm số ( )y f x=  gián 

đoạn tại 1x = .  

Dạng 3. Hàm số liên tục trên một khoảng 

1. Phương pháp 

Hàm số   y f x  được gọi là liên tục trên một khoảng nếu nó liên tục tại mọi điểm thuộc khoảng 

đó. 

Hàm  số   y f x     được  gọi  là  liên  tục  trên  đoạn  a,b       nếu  nó  liên  tục  trên   a,b   và 

x a x b
lim f(x) f(a) , lim f(x) f .(b)

  
   

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1:  Cho hàm số   
2

2
x 1f x .

x 5x 6



 

 Khi đó   f x  liên tục trên các khoảng nào sau đây? 

A.   3;2 .   B.   3; .    C.   ;3 .   D.   2;3 .  

Hướng dẫn giải 

ĐÁP ÁN D 

 
2

2
x 1f x

x 5x 6



 

 không liên tục tại  x 2; x 3,     suy ra   f x  liên tục trên khoảng   2;3 .  

Ví dụ 2:  Hàm số nào dưới đây liên tục trên  ?  

A. 
2

3x 1y .
1 x





    B.  y 3 tan x.   

C. 
2

4 xy .
2 1 x




 
    D. 

3 2xy .
1 sin x
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Hướng dẫn giải 

ĐÁP ÁN C 

Ta có định lí: Mọi hàm sơ cấp đều liên tục trên từng khoảng xác định. 

Do đó: Phương án A sai vì tập xác định là   \ 1;1 .  

Phương án B sai vì  tanx  chỉ xác định khi  x k , k .
2


     

Phương án D sai vì 1 sin x 0  , nghĩa là hàm số chỉ xác định khi  x k2 , k .
2


      

Phương án C đúng vì hàm số có tập xác định là D   nên nó liên tục trên  .  

Ví dụ 3:  Hàm số nào dưới đây liên tục trên   0; ?  

A.  y x 1.    B. 
2

sin x 2y .
x 1





  C. 

3 2xy .
x 1





  D.  2y x x.   

Hướng dẫn giải 

ĐÁP ÁN C 

 Tập xác định của hàm số  y x 1   là  1;   suy ra y không liên tục trên   0; .  

 Tập xác định của hàm số 
2

sin x 2y
x 1





 là   \ 1;1  suy ra y không liên tục trên   0; .  

 Tập  xác  định  của  hàm  số 
3 2xy

x 1




  là   1; .    Suy  ra  y  liên  tục  trên   1; .   Mặt  khác 

   1; 0;     nên y cũng liên tục trên   0; .  

 Tập xác định của hàm số  2y x x   là   ;0 1; .      Suy ra y không liên tục trên   0; .  

Ví dụ 4:  Hàm số  y tanx.cot x  liên tục trên khoảng nào dưới đây? 

A.  0; .
2

 
 
 

  B.   ; .    C.   0; .   D.  ; .
2 2

  
 
 

 

Hướng dẫn giải 

ĐÁP ÁN A 

Hàm số  y tanx.cot x  xác định khi 
1

1 2
2

x k
; k ,k .

x k
2

  
  

  

  

Do  đó  trong  bốn  khoảng  của  đề  bài  thì  chỉ  có  0;
2

 
 
 

  thỏa  điều  kiện  xác  định  của  hàm  số 

y tanx.cot x. Nghĩa là nó liên tục trên  0; .
2

 
 
 

 

Ví dụ 5:  Cho hàm số   
tanx vôùi x 0f x x
0 vôùi x 0


 

 

. Hàm số   f x  liên tục trên các khoảng nào sau đây? 

A.  0; .
2

 
 
 

  B.  ; .
4

 
 
 

  C.  ; .
4 4

  
 
 

.  D.   ; .   

Hướng dẫn giải 
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ĐÁP ÁN A 

 
x 0

tan xlim 1 f 0 0.
x

    Hàm số   f x  gián đoạn tại  0x 0  và  0x k ,
2


   suy ra   f x  liên tục trên 

khoảng  0; .
2

 
 
 

 

Ví dụ 6:  Cho hàm số     
2 2

2

a x vôùi x 2, a
f x .

2 a x vôùi x 2

   
 


 Giá trị của a để   f x  liên tục trên   là: 

A. 1 và 2.  B. 1 và  1 .  C.  1  và 2.  D. 1 và  2.  

Hướng dẫn giải 

ĐÁP ÁN D 

 
 

 
     2

x 2 x 2

lim f x 2a lim f x 2 2 a f 2
 

 

      

2 2 a 1
a 2 a a a 2 0 .

a 2
 

          
 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Có bao nhiêu giá trị thực của tham số m  để hàm số ( )
( )

2 2 khi 2

1 khi 2

m x x
f x

m x x

ìï £
=

-
í

>
ï
ïïî

 liên tục 

trên  ? 

A. 2. B. 1. C. 0. D. 3. 

Lời giải 

Chọn A 

. TXĐ: D =  . Hàm số liên tục trên mỗi khoảng ( );2-¥ ; ( )2;+¥ . 

Khi đó ( )f x  liên tục trên  ( )f x  liên tục tại 2x =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

lim 2 lim lim 2 .
x x x

f x f f x f x f
+ -  

 =  = =   ( )*   

 Ta có 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2

2

2 2

2 2 2

2 2

2 4 1
lim lim 1 2 1 * 4 2 1 .1

2lim lim 4

x x

x x

f m m
f x m x m m m

m
f x m x m

+ +

- -

 

 

ìïï =ï é =-ï êïï é ù ê= - = - ¾¾  = - í ë ûï ê =ï êï ëï = =ïïî

 

Câu 2: Biết rằng hàm số ( ) [ ]
( ]

khi 

1 khi 

0;4

4;6

x x
f x

m x

ìï Îïí
Î

=
+ïïî

 tục trên [ ]0;6 .  Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. 2.m <  B. 2 3.m£ <  C. 3 5.m< <  D. 5.m ³  

Lời giải 

Chọn A 

Dễ thấy ( )f x  liên tục trên mỗi khoảng ( )0;4  và ( )4;6 . Khi đó hàm số liên tục trên đoạn 

[ ]0;6  khi và chỉ khi hàm số liên tục tại 4, 0, 6x x x= = = . 
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Tức là ta cần có 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
0

6

4 4

lim 0

lim 6 .   *

lim lim 4

x

x

x x

f x f

f x f

f x f x f

+

-

- +





 

ìï =ïïïïï =íïïïï = =ïïî

 

( )

( )
0 0

lim lim 0
 ;

0 0 0

x x
f x x

f

+ + 

ìï = =ïï· íïï = =ïî

 

( ) ( )

( )
6 6

lim lim 1 1
 ;

6 1
x x

f x m m

f m

- - 
ìï = + = +ïï· íï = +ïïî

 

( )

( ) ( )

( )

4 4

4 4

lim lim 2

 lim lim 1 1 ;

4 1

x x

x x

f x x

f x m m

f m

- -

+ +

 

 

ìï = =ïïïïï· = + = +íïïïï = +ïïî

 

Khi đó ( )*  trở thành 1 2 1 2.m m+ =  = <   

Câu 3: Có bao nhiêu giá trị của tham số a  để hàm số ( )

2 3 2
khi 1

1

khi 1

x x
x

xf x

a x

ìï - +ï ¹ïï -=íïïï =ïî

 liên tục trên 

.  

A. 1. B. 2. C. 0. D. 3. 

Lời giải 

Chọn C 

Hàm số ( )f x  liên tục trên ( );1-¥  và ( )1; .+¥  Khi đó hàm số đã cho liên tục trên   khi 

và chỉ khi nó liê tục tại 1,x =  tức là ta cần có 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

lim 1 lim lim 1 .   *
x x x

f x f f x f x f
+ -  

=  = =  

Ta có ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )1 1

1 1

2 khi 1 lim lim 2 1
khi 1 *

lim lim 2 1
2 khi 1

x x

x x

x x f x x
f x a x

f x x
x x

- -

+ +

 

 

- > ìï = - =ïï= = ¾¾íï = - =-ïï- < î

ìïïïï ¾¾íïïïïî

 không tỏa mãn với 

mọi .a Î   Vậy không tồn tại giá trị a  thỏa yêu cầu.  

Câu 4: Biết rằng ( )

2 1
khi 1

1
khi 1

x
x

f x x
a x

ìïïïï
-

íïïïïî

¹
= -

=

 liên tục trên đoạn [ ]0;1  (với a  là tham số). Khẳng định 

nào dưới đây về giá trị a  là đúng? 

A. a  là một số nguyên. B. a  là một số vô tỉ. C. 5.a>  D. 0.a <  

Lời giải 

Chọn A 
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Hàm số xác định và liên tục trên [ )0;1 . Khi đó ( )f x  liên tục trên [ ]0;1  khi và chỉ khi 

( ) ( ) ( )
1

lim 1 .   *
x

f x f
-

=  

Ta có 
( )

( ) ( )( )
( )2

1 1 1

1

* 4.1
lim lim lim 1 1 4

1x x x

f a

ax
f x x x

x- - -  

ìï =ïïï ¾¾  =í - é ùï = = + + =ï ê úï ë û-ïî

  

Câu 5: Xét tính liên tục của hàm số ( )
1

khi 1
2 1 .

2 khi 1

x
x

f x x
x x

ìïïïï
-

<
= - -

- ³
íïïïïî

 Khẳng định nào dưới đây đúng? 

A. ( )f x  không liên tục trên .  B. ( )f x  không liên tục trên ( )0;2 .  

C. ( )f x  gián đoạn tại 1.x =  D. ( )f x  liên tục trên .  

Lời giải 

Chọn D 

Ta có 
( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
1 1

1 1 1

1 2

lim lim 2 2

1
lim lim lim 2 1 2

2 1

x x

x x x

f

f x x f x

x
f x x

x

+ +

- - -

 

  

ìïïïï =-ïïïï = - =- ¾¾íïïïï - é ùï = = - - + =-ï ê úï ë û- -ïî

 liên tục tại 1.x =  

Vậy hàm số ( )f x  liên tục trên .   

Câu 6: Tìm giá trị nhỏ nhất của a  để hàm số ( )

2

2

5 6
khi 3

4 3
1 khi 3

x x
x

f x x x
a x x

- +
>

= - -

ìïïïïíïïïïî - £

 liên tục tại 3x = . 

A. 2

3
- . B. 2

.
3

 C. 4
.

3
-  D. 4

.
3

 

Lời giải 

Chọn A 

Điều kiện bài toán trở thành: ( ) ( ) ( ) ( )
3 3

lim lim 3 .   *
x x

f x f x f
+ - 

= =  

Ta có 

( )

( )
( )( )

( ) ( )

2

2

3 3 3

2 3

3 3

3 1 3

2 4 35 6
lim lim lim 3

14 3

lim lim 1 1 3 .

x x x

x x

f a

x x xx x
f x

xx x

f x a x a

+ + +

- -

  

 

ìï = -ïïïï - - +ï - +ï = = =-íï -- -ïïïï = - = -ïïî

 

( ) min

2 2

3
* .

3
a a ¾¾¾ = =-¾    

Câu 7: Tìm giá trị lớn nhất của a  để hàm số ( )

3

2

3 2 2
khi 2

2
1

khi 2
4

x
x

xf x

a x x

+ -
>

-=

+

ìïïïïïí
£

ïïïïïî

 liên tục tại 2.x =  
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A. max 3.a =  B. max 0.a =  C. max 1.a =  D. max 2.a =  

Lời giải 

Chọn C 

Ta cần có ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

lim lim 2 .   *
x x

f x f x f
+ - 

= =   

Ta có 

( )

( )

( )

( )

2

3

2 2

2

ma

2

2 2

x

7
2 2

4

3 2 2 1
lim lim *

2 4
1 7

lim li 2

1

4 4

1

m

.
x x

x x

f a

x
f x a

x

f x

a

a x a

+ +

- -

 

 

ìïï = -ïïïïï + -ïï = = ¾¾  =íï -ïïï æ öï ÷çï = +

 ¾¾

= -÷çï ÷ç øïï

=

èî

  

Câu 8: Xét tính liên tục của hàm số ( )
1 cos khi 0

1 khi 0
.

x x

x
f

x
x

- £

+

ìïïí
>

=
ïïî

 Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. ( )f x  liên tục tại 0.x =   B. ( )f x  liên tục 

trên ( );1 .-¥  

C. ( )f x  không liên tục trên .  D. ( )f x  gián đoạn tại 1.x =  

Lời giải 

Chọn C 

Hàm số xác định với mọi x Î . 

Ta có ( )f x  liên tục trên ( );0-¥  và ( )0; .+¥  

Mặt khác 
( )

( ) ( )

( )

( )
0 0

0 0

0 1

lim lim 1 cos 1 cos 0 0

lim lim 1 0 1 1

x x

x x

f

f x x f x

f x x

- -

+ +

 

 

ìïï =ïïïï = - = - = ¾¾íïïïï = + = + =ïïî

 gián đoạn tại 0.x =  

Câu 9: Tìm các khoảng liên tục của hàm số ( )
cos khi 1

2
1 khi 1

.f x

x
x

x x

p
£

- >

ìïïïï=íïïïïî

 Mệnh đề nào sau đây là 

sai? 

A. Hàm số liên tục tại 1x =- . 

B. Hàm số liên tục trên các khoảng ( ) ( );, 1 1; .-¥ - +¥  

C. Hàm số liên tục tại 1x = . 

D. Hàm số liên tục trên khoảng ( )1,1- . 

Lời giải 

Chọn A 

Ta có ( )f x  liên tục trên ( ) ( ) ( ); 1 , 1;1 , 1; .-¥ - - +¥   
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·  Ta có 
( )

( )
( )

( )
( )

( )

1 1

1 cos 0
2

lim lim 1 2
x x

f
f x

f x x

p

- - -  -

ì æ öï ÷ï ç- = - =÷ï ç ÷çï è øï ¾¾íïï = - =-ïïïî

 gián đoạn tại 1.x =-   

·  Ta có 

( )

( ) ( )

( )

( )
1 1

1 1

1 cos 0
2

lim lim 1 0

lim lim cos 0
2

x x

x x

f

f x x f x

f x
xp

p

+ +

- -

 

 

ìïïï = =ïïïïï = - = ¾¾íïïïïï = =ïïïî

 liên tục tại 1.x =  

Câu 10: Hàm số ( )f x  có đồ thị như hình bên không liên tục tại 

điểm có hoành độ là bao nhiêu? 

A. 0.x =  

B. 1.x =  

C. 2.x =  

D. 3.x =  

Lời giải 

Chọn B                       

 Dễ thấy tại điểm có hoành độ 1x =  đồ thị  của hàm số bị ''đứt ''  

nên hàm số không liên tục tại đó. 

Cụ thể: ( ) ( )
1 1

lim 0 3 lim
x x

ff xx
+ - 

=/ ==  nên ( )f x  gián đoạn tại 1.x =   

x

2

3

y

1O

1

Câu 11: Cho hàm số ( )

2

khi 1,  0

0 khi 0 .

khi 1

x
x x

x
f x x

x x

ìïï < ¹ïïïïï= =íïïï ³ïïïïî

 Hàm số ( )f x  liên tục tại: 

A. mọi điểm thuộc  . B. mọi điểm trừ 0x = . 

C. mọi điểm trừ 1x = . D. mọi điểm trừ 0x =  và 1x = . 

 

Lời giải 

Chọn A 

Hàm số ( )y f x=  có TXĐ: D =  . 

Dễ thấy hàm số ( )y f x=  liên tục trên mỗi khoảng ( ) ( );0 , 0;1-¥  và ( )1;+¥ . 
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Ta có 

( )

( )

( )

( )
2

0 0 0

2

0 0 0

0 0

lim lim lim 0

lim lim lim 0

x x x

x x x

f

x
f x x f x

x

x
f x x

x

- - -

+ + +

  

  

ìïïï =ïïïïï = = = ¾¾íïïïïïï = = =ïïî

 liên tục tại 0.x =   

Ta có 

( )

( )

( )

( )
2

1 1 1

1 1

1 1

lim lim lim 1

lim lim 1

x x x

x x

f

x
f x x f x

x

f x x

- - -

+ +

  

 

ìï =ïïïïïï = = = ¾¾íïïïï = =ïïïî

 liên tục tại 1.x =  

Vậy hàm số ( )y f x=  liên tục trên  .  

Câu 12: Cho hàm số ( )

2 1
khi 3, 1

1
4 khi 1

1 khi 3

x
x x

x
f x x

x x

ìï -ï < ¹ïï -ïïï= =íïïï + ³ïïïïî

. Hàm số ( )f x  liên tục tại: 

A. mọi điểm thuộc  . B. mọi điểm trừ 1x = . 

C. mọi điểm trừ 3x = . D. mọi điểm trừ 1x =  và 3x = . 

Lời giải 

Chọn D 

Hàm số ( )y f x=  có TXĐ: D =  . 

Dễ thấy hàm số ( )y f x=  liên tục trên mỗi khoảng ( ) ( );1 , 1;3-¥  và ( )3;+¥ . 

Ta có 
( )

( ) ( )
( )2

1 1 1

1 4

1
lim lim lim 1 2

1x x x

f

f xx
f x x

x  

ìï =ïïï ¾¾í -ï = = + =ïï -ïî

 gián đoạn tại 1.x =   

Ta có 
( )

( ) ( )
( )2

3 3 3

3 2

1
lim lim lim 1 4

1x x x

f

f xx
f x x

x- - -  

ìï =ïïï ¾¾í -ï = = + =ïï -ïî

 gián đoạn tại 3.x =    

Câu 13: Số điểm gián đoạn của hàm số ( ) 2

2         khi  0 

1   khi  0 2

3 1   khi  2

x x

h x x x

x x

ì <ïïïï= + £ £íïïï - >ïî

 là: 

A. 1. B. 2. C. 3. D. 0. 

Lời giải 

Chọn A 

Hàm số ( )y h x=  có TXĐ: D =  . 

Dễ thấy hàm số ( )y h x=  liên tục trên mỗi khoảng ( ) ( );0 , 0;2-¥  và ( )2;+¥ . 
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Ta có 
( )

( ) ( )
0 0

0 1

lim lim 2 0
x x

h
f x

h x x
- - 

ìï =ïï ¾¾íï = =ïïî
 không liên tục tại  0x = . 

Ta có 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )2

2 2

2 2

2 5

lim lim 1 5

lim lim 3 1 5
x x

x x

h

h x x f x

h x x

- -

+ +

 

 

ìïï =ïïïï = + = ¾¾íïïïï = - =ïïî

 liên tục tại  2x = . 

Câu 14: Tính tổng S  gồm tất cả các giá trị m  để hàm số ( )

2

2

khi 1

2  khi 1

1 khi 1

x x x

f x x

m x x

ìï + <ïïï= =íïïï + >ïî

 liên tục tại 1x = . 

A. 1.S =-  B. 0.S =  C. 1.S =  D. 2.S =  

Lời giải 

Chọn B 

Hàm số xác định với mọi x Î . 

Điều kiện bài toán trở thành ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

lim lim 1 .   *
x x

f x f x f
+ - 

= =   

Ta có 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )2 2 2

1 1

2

1 1

1 2

lim lim 1 1 * 1 2

lim lim 2

x x

x x

f

f x m x m m

f x x x

+ +

- -

 

 

ìïï =ïïïï = + = + ¾¾  + =íïïïï = + =ïïî

 

1 0.Sm  ¾¾ = =   

 

Câu 15: Cho hàm số ( )
2

3

cos   khi 0

khi 0 1.
1

 khi 1

x x x

x
f x x

x

x x

ì- <ïïïïïï= £ <íï +ïïï ³ïïî

 Hàm số ( )f x  liên tục tại: 

A. mọi điểm thuộc .x Î  B. mọi điểm trừ 0.x =  

C. mọi điểm trừ 1.x =  D. mọi điểm trừ 0;  1.x x= =  

Lời giải 

Chọn C 

Hàm số ( )y f x=  có TXĐ: D =  . 

Dễ thấy ( )f x  liên tục trên mỗi khoảng ( ) ( );0 , 0;1-¥  và ( )1;+¥ . 

Ta có 
( )

( ) ( )

( )

( )
0 0

2

0 0

0 0

lim lim cos 0

lim lim 0
1

x x

x x

f

f x x x f x

x
f x

x

- -

+ +

 

 

ìïïïï =ïïïï = - = ¾¾íïïïïï = =ïï +ïî

 liên tục tại 0x = . 
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Ta có 

( )

( )

( )

( )
2

1 1

3

11

1 1

1
lim lim

1 2

lim lim 1

x x

xx

f

x
f x f x

x

f x x

- -

++

 



ìïï =ïïïïï = = ¾¾íï +ïïï = =ïïïî

 không liên tục tại 1x = . 

Dạng 4. Số nghiệm của phương trình trên một khoảng 

1. Phương pháp 

 Chứng minh phương trình   f x 0  có ít nhất một nghiệm 

- Tìm hai số a và b sao cho     f a .f b 0   

- Hàm số   f x  liên tục trên đoạn  a;b     

- Phương trình   f x 0  có ít nhất một nghiệm   0x a;b   

 Chứng minh phương trình   f x 0 có ít nhất k nghiệm  

- Tìm k cặp số  i ia ,b  sao cho các khoảng   i ia ;b  rời nhau và  

i if(a )f(b ) 0, i 1,...,k   

- Phương trình   f x 0 có ít nhất một nghiệm   i i ix a ;b .  

 Khi phương trình   f x 0 có chứa tham số thì cần chọn a, b sao cho : 

-    f a ,  f b  không còn chứa tham số hoặc chứa tham số nhưng dấu không đổi. 

- Hoặc     f a ,  f b còn chứa tham số nhưng tích f(a).f(b) luôn âm. 

2. Các ví dụ rèn luyện kĩ năng 

Ví dụ 1:  Tìm m để phương trình sau có nghiệm:     m x 1 x 2 2x 1 0.      

Hướng dẫn giải 

Đặt      f x m x 1 x 2 2x 1.      

Tập xác định: D   nên hàm số liên tục trên  .  

Ta có:         f 1 3; f 2 3 f 1 .f 2 0.        

Vậy phương trình đã cho có nghiệm với mọi m. 

Ví dụ 2:  Cho hàm số   


 

2

2

x 4 x 0;2
f x

x 4 6 x 2;4

   
     

. Phương  trình   f x 7  có bao nhiêu nghiệm? 

Hướng dẫn giải 

 Xét phương trình:  2x 4 7   trên  0;2  

Ta có:  2 2x 4 7 x 3   
x 3 (nhaän)

x 3 (loaïi)

 
 

  
 

 Xét phương trình:   2x 4 6 7    trên  2;4    

Ta có:   2 2x 4 6 7 x 8x 15 0      
x 3 (nhaän)
x 5 (loaïi)
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Vậy phương trình   f x 7  có đúng hai nghiệm. 

3. Bài tập trắc nghiệm 

Câu 1: Cho hàm số ( ) 34 4 1.f x x x=- + -  Mệnh đề nào sau đây là sai? 

A. Hàm số đã cho liên tục trên .  

B. Phương trình ( ) 0f x =  không có nghiệm trên khoảng ( );1 .-¥  

C. Phương trình ( ) 0f x =  có nghiệm trên khoảng ( )2;0 .-  

D. Phương trình ( ) 0f x =  có ít nhất hai nghiệm trên khoảng 1
3; .

2

æ ö÷ç- ÷ç ÷çè ø
 

Lời giải 

Chọn B 

(i) Hàm ( )f x  là hàm đa thức nên liên tục trên ¾¾  A đúng. 

(ii) Ta có 
( )
( )

( )
1 1 0

0
2 23 0

f
f x

f

ìï - =- <ï ¾¾ =íï - = >ïî
 có nghiệm 1x  trên ( )2;1- , mà 

( ) ( ) ( )2;0 ;2 1 1; Ì - Ì -¥- - ¾¾  B sai và C đúng   

(iii) Ta có 
( )

( )
0 1 0

01 1
0

2 2

f

f x
f

ìï =- <ïïï ¾¾ =æ öí ÷çï = >÷çï ÷çï è øïî

 có nghiệm 2x  thuộc 1
0; .

2

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø
 Kết hợp với (1) suy ra 

( ) 0f x =  có các nghiệm 1 2,x x  thỏa: 1 2

1
3 1 0

2
x x- < <- < < < ¾¾  D đúng. 

Câu 2: Cho phương trình 4 22 5 1 0.x x x- + + =  Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. Phương trình không có nghiệm trong khoảng ( )1;1 .-  

B. Phương trình không có nghiệm trong khoảng ( )2;0 .-  

C. Phương trình chỉ có một nghiệm trong khoảng ( )2;1 .-  

D. Phương trình có ít nhất hai nghiệm trong khoảng ( )0;2 .  

Lời giải 

Chọn D 

Hàm số ( ) 4 22 5 1f x x x x= - + +  là hàm đa thức có tập xác định là   nên liên tục trên  .  

Ta có  

(i) 
( )
( )

( ) ( ) ( )
0 1

1 . 0 0 0
1 3

f
f f f x

f

ìï =ï  - < ¾¾ =íï - =-ïî
 có ít nhất một nghiệm 1x  thuộc ( )1;0- . 

(ii) 
( )
( )

( ) ( ) ( )
0 1

0 . 1 0 0
1 1

f
f f f x

f

ìï =ï  < ¾¾ =íï =-ïî
 có ít nhất một nghiệm 2x  thuộc ( )0;1 .   
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(iii) 
( )
( )

( ) ( ) ( )
1 1

1 . 2 0 0
2 15

f
f f f x

f

ìï =-ï  < ¾¾ =íï =ïî
 có ít nhất một nghiệm 3x   thuộc ( )1;2 .  

Vậy phương trình ( ) 0f x =  đã cho có các nghiệm 1 2 3, ,x x x  thỏa 

1 2 31 0 1 2x x x- < < < < < <   

Câu 3: Cho hàm số 3( 1) 3f x xx -= - . Số nghiệm của phương trình ( ) 0f x =  trên   là: 

A. 0.  B. 1.  C. 2.  D. 3.  

Lời giải 

Chọn D 

 Hàm số ( ) 3 3 1xf x x - -=  là hàm đa thức có tập xác định là   nên liên tục trên  . Do đó 

hàm số liên tục trên mỗi khoảng ( ) ( ) ( )2; 1 ,  1;0 ,  0;2 .- - -  

Ta có  

·  
( )
( )

( ) ( ) ( )
2 3

2 1 0 1
1 1

f
f f

f

ìï - =-ï  - - < ¾¾íï - =ïî
 có ít nhất một nghiệm thuộc ( )2; 1 .- -  

·  
( )
( )

( ) ( ) ( )
1 1

1 0 0 1
0 1

f
f f

f

ìï - =ï  - < ¾¾íï =-ïî
 có ít nhất một nghiệm thuộc ( )1;0 .-  

·  
( )
( )

( ) ( ) ( )
2 1

2 0 0 1
0 1

f
f f

f

ìï =ï  < ¾¾íï =-ïî
 có ít nhất một nghiệm thuộc ( )0;2 .  

Như vậy phương trình ( )1   có ít nhất ba thuộc khoảng ( )2;2- . Tuy nhiên phương trình 

( ) 0f x =  là phương trình bậc ba có nhiều nhất ba nghiệm. Vậy phương trình ( ) 0f x =  có 

đúng nghiệm trên .   

Cách CASIO. (i) Chọn MODE 7 (chức năng TABLE) và nhập: 3 3( ) 1.F X X X- -=   

(ii) Ấn “=” và tiếp tục nhập: Start 5«- (có thể chọn số nhỏ hơn). 

                                     End 5«  (có thể chọn số lớn hơn). 

                                           Step 1«  (có thể nhỏ hơn, ví dụ 1

2
). 

(iii) Ấn “=” ta được bảng sau: 

 

Bên cột X ta cần chọn hai giá trị a  và b  ( )a b<  sao cho tương ứng bên cột ( )F X  nhận 

các giá trị trái dấu, khi đó phương trình có nghiệm ( );a b . Có bao nhiêu cặp số ,a b  như 

thế sao cho khác khoảng ( );a b  rời nhau thì phương trình ( ) 0f x =  có bấy nhiêu nghiệm.  
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Câu 4: Cho hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [ ]1;4-  sao cho ( )1 2f - = , ( )4 7f = . Có thể nói gì về 

số nghiệm của phương trình ( ) 5f x =  trên đoạn [ 1;4]- : 

A. Vô nghiệm. B. Có ít nhất một nghiệm. C. Có đúng một 
nghiệm. D. Có đúng hai nghiệm. 

Lời giải 

Chọn B 

Ta có ( ) ( )5 5 0f x f x=  - = . Đặt ( ) ( ) 5.g x f x= -  Khi đó  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1 1 5 2 5 3

1 4 0.
4 4 5 7 5 2

g f
g g

g f

ìï - = - - = - =-ï  - <íï = - = - =ïî
 

Vậy phương trình ( ) 0g x =  có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng ( )1;4  hay phương trình 

( ) 5f x =  có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng ( )1;4 . 

Câu 5: Có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  thuộc khoảng ( )10;10-  để phương trình 

( )3 23 2 2 3 0x x m x m- + - + - =  có ba nghiệm phân biệt 1 2 3,  ,  x x x  thỏa mãn 1 2 31x x x<- < <

? 

A. 19.  B. 18.  C. 4.  D. 3.  

Lời giải 

Chọn C 

Xét hàm số ( ) ( )3 23 2 2 3f x x x m x m= - + - + -  liên tục trên  . 

● Giả sử phương trình có ba nghiệm phân biệt 1 2 3,  ,  x x x  sao cho 1 2 31x x x<- < < . Khi đó 

( ) ( )( )( )1 2 3f x x x x x x x= - - - . 

Ta có ( ) ( )( )( )1 2 31 1 1 1 0f x x x- = - - - - - - >  (do 1 2 31x x x<- < < ). 

Mà ( )1 5f m- =- -  nên suy ra 5 0 5.m m- - >  <-  

● Thử lại: Với 5m <- , ta có 

 ▪ ( )lim
x

f x
-¥

=-¥  nên tồn tại 1a <-  sao cho ( ) 0f a < . ( )1   

 ▪ Do 5m <-  nên ( )1 5 0f m- =- - > .  ( )2   

 ▪ ( )0 3 0f m= - < .  ( )3   

 ▪ ( )lim
x

f x
+¥

=+¥  nên tồn tại 0b>  sao cho ( ) 0f b > . ( )4  

Từ ( )1  và ( )2 , suy ra phương trình có nghiệm thuộc khoảng ( ); 1-¥ - ; Từ ( )2  và ( )3 , suy 

ra phương trình có nghiệm thuộc khoảng ( )1;0- ; Từ ( )3  và ( )4 , suy ra phương trình có 

nghiệm thuộc khoảng ( )0; .+¥  

Vậy khi 5m <-  thỏa mãn ( ) { }10;10
9; 8; 7; 6 .m

m
mÎ

Î -¾¾¾¾ Î - - - -   


