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LÒ
,
I NÓI ÐẦU

M.ôt phu,o,ng pháp rất m .anh trong toán h.oc dùng nghiên cú,u
và chú,ng minh các gi

,
a thuyết là nguyên lý quy n .ap toán h.oc. Có

vô số các vı́ d .u trong các môn h.oc
,
o, chu,o,ng trı̀nh phô

,
thông dùng

nguyên lý này d̄ê
,
diễn gi

,
ai và mô t

,
a. Nhu,ng d̄ê

,
hiê

,
u thấu d̄áo về

kỹ thu .ât áp d .ung trong h.oc t .âp, sáng t .ao rất ı́t sách d̄u,.o
,c bàn tó,i.

Tài li .êu nu,ó,c ngoài cũng d̄ã có m.ôt số sách nói riêng về vấn d̄ề
này, theo tôi cũng chu,a d̄ầy d̄

,
u và rất nhiều ngu,ò,i khó tiếp xúc

d̄u,.o
,c vó,i tài li .êu này. Tôi m .anh d .an thu th .âp và kh

,
ao sát nguyên

lý quy n .ap toán h.oc theo m.oi khı́a c .anh và minh h.oa b `̆ang các
bài t .âp trong chu,o,ng trı̀nh phô

,
thông. Ðây là lo .ai sách cung cấp

và th
,
ao lu .ân nhũ,ng phu,o,ng pháp h.oc t .âp và gi

,
ai bài t .âp cho các

b .an yêu thı́ch toán h.oc, các thầy cô giáo, sinh viên các tru,ò,ng su,

ph .am và các b .an
,
o, ló,p h.oc sinh gi

,
oi làm tài li .êu tiếp t .uc phát

triê
,
n. Chu,o,ng d̄ầu xem xét các khı́a c .anh c

,
ua nguyên lý quy n .ap

toán h.oc. Do khuôn khô
,
c

,
ua cuốn sách chúng tôi d̄ã không chú,ng

minh c .̆an kẽ s .u
, tu,o,ng d̄u,o,ng c

,
ua nguyên lý quy n .ap toán h.oc và

tiên d̄ề thú, t .u
, ; s .u

, tu,o,ng d̄u,o,ng c
,
ua các d .ang nguyên lý quy n .ap

toán h.oc..v.v. Chu,o,ng hai kh
,
ao sát các khı́a c .anh kỹ thu .ât c

,
ua

nguyên lý này. Tù, chu,o,ng ba mỗi chu,o,ng dùng kh
,
ao sát các bài

t .âp về m.ôt lo .ai ch
,
u d̄ề ch

,
ı áp d .ung phu,o,ng pháp quy n .ap toán

h.oc nhu,: Số h.oc, Dãy số, Hı̀nh h.oc, Ða thú,c, Tô
,
h.o

,p, Liên phân
số ...

Tài li .êu chúng tôi tham kh
,
ao có h .an và ch ´̆ac còn nhiều bài

t .âp hay chu,a nói tó,i, ho .̆ac có sai sót trong thê
,
hi .ên ý tu,

,
o,ng mong

b .an d̄ .oc cho ý kiến s
,
u,a d̄ô

,
i và bô

,
sung. M.oi liên h.ê g

,
u,i về d̄.ia ch

,
ı:

Nhà xuất b
,
an Giáo d .uc, 81 Trần Hu,ng Ð.ao, Hà N.ôi.

Hà N.ôi, tháng 5 năm 2000
Tác gi

,
a

3
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1.1. Suy diễn và quy n .ap
Ðê

,
minh h.oa hai khái ni .êm rất hay g .̆ap trong th .u

,c tế là suy
diễn và quy n .ap, ta lấy câu ca dao Vi.êt Nam ai cũng biết:

¨Số cô có m.e có cha
M.e cô d̄àn bà cha cô d̄àn ông

Số cô có v .o
,có chồng

Sinh con d̄ầu lòng ch
,

ăng gái thı̀ trai.¨

Ðây là câu d̄oán c
,
ua ông thầy bói, ta d̄ã biết thầy bói ch

,
ı

d̄oán mò thôi, nhu,ng ông thầy bói trong câu ca dao này rất khôn
là dùng m.ôt kh

,
ăng d̄.inh luôn luôn d̄úng ¨ai cũng có m.e, có cha¨.

Tù, d̄ó dù áp d .ung cho ngu,ò,i d̄ến bói c .u thê
,
nào cũng d̄úng luôn,

nghı̃a là kh
,
ăng d̄.inh riêng cũng d̄úng. Bu,ó,c suy lu .ân tù, kh

,
ăng

d̄.inh chung áp d .ung cho nhũ,ng kh
,
ăng d̄.inh riêng bi .êt g.oi là phép

suy diễn. Phép suy diễn
,
o, vı́ d .u trên là luôn d̄úng vó,i hai câu d̄ầu,
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nhu,ng có thê
,
sai

,
o, hai câu sau. Trong toán h.oc rất hay dùng phép

suy diễn, ch
,
ăng h .an, nếu hai góc trong c

,
ua m.ôt tam giác d̄ã cho

là 300 và 700, thı̀ d̄iều kh
,
ăng d̄.inh sau d̄úng: ¨ Góc thú, ba c

,
ua

tam giác d̄ã cho là 800¨. M.ênh d̄ề chung
,
o, d̄ây là: ¨Tô

,
ng các góc

trong c
,
ua m.ôt tam giác là 1800¨.

Bây giò, ta d̄ .oc l .ai chuy.ên cu,ò,i dân gian Vi.êt nam:

¨Bốn ông thầy bói r
,
u nhau d̄i xem voi. Tó,i chỗ voi d̄ú,ng, bốn

thầy bói chen vào, sò, t .ân tay xem con voi nó thế nào. Về tó,i ch.o
,,

bốn thầy h.op nhau bı̀nh phâ
,
m.

Thầy sò, d̄u,.o
,c cái vòi voi nói:

- Tu,
,
o,ng voi l .a l ´̆am, té ra ch

,
ı giống con d̄

,
ıa c .u

,c ló,n. Tôi sò, vào
nó uốn cong ngu,ò,i l .ai.

Thầy ôm ph
,
ai cái chân, v.ôi cãi:

- Voi ch
,
ı h.êt nhu, cái c .ôt nhà thôi. Tôi ôm vào vù,a tay cái c .ôt

cái.

Thầy n ´̆am ph
,
ai cái tai voi, chê:

- Các bác ch
,
ı nói mò. Con voi th .ât ra t .u

,a nhu, cái qu .at to
tu,ó,ng.

Thầy túm ph
,
ai cái d̄uôi voi, cu,ò,i khâ

,
y:

- Ba bác nói sai c
,
a. Tôi d̄ã túm nó trong tay, thı̀ d̄úng là m.ôt

cái chô
,
i xê

,
d̄ .ai.

Không ai ch.iu ai, bốn thầy to tiếng cãi nhau ồn ào m.ôt góc
ch.o

,... ¨

Mỗi ông thầy bói d̄ều dùng kh
,
ăng d̄.inh riêng c

,
ua mı̀nh d̄ê

,

d̄oán, phát biê
,
u kh

,
ăng d̄.inh chung. Bu,ó,c suy lu .ân tù, kh

,
ăng d̄.inh

riêng tiến tó,i phát biê
,
u kh

,
ăng d̄.inh chung d̄u,.o

,c g.oi là phép quy
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n .ap. Kh
,
ăng d̄.inh chung

,
o, d̄ây là ¨con v .ât d̄ó là con voi¨. Nhu, v .ây

4 ông thầy bói d̄ều phát biê
,
u kh

,
ăng d̄.inh chung sai. Ch ´̆ac có m.ôt

ông nào d̄ó sáng m´̆at thı̀ sẽ d̄úng. Ta thấy r `̆ang phu,o,ng pháp quy
n .ap có thê

,
d̄u,a d̄ến kết qu

,
a nh .ân d̄.inh sai. Phu,o,ng pháp quy n .ap

rất hay d̄u,.o
,c dùng trong nghiên cú,u khoa h.oc, nhất là toán h.oc.

Nhu, v .ây chúng ta ph
,
ai hiê

,
u phu,o,ng pháp quy n .ap thế nào d̄ây

và áp d .ung thế nào d̄ê
,
nh .ân d̄u,.o

,c m.ênh d̄ề kh
,
ăng d̄.inh d̄úng.

1.2. Nguyên lý quy n .ap toán h .oc
Ðê

,
ng ´̆an g.on ta ký hi .êu m.ôt kh

,
ăng d̄.inh toán h.oc là P(x),

,
o,

d̄ây x là m.ôt biến số. Ngu,ò,i ta thu,ò,ng d̄u,a về d .ang m.ênh d̄ề ¨
Vó,i m.oi x (trong m.ôt t .âp S nào d̄ó), P(x)¨. Trong cuốn sách này
ta lấy x = n là nhũ,ng số t .u

, nhiên1, S là t .âp các số t .u
, nhiên (bao

gồm toàn b.ô các số nguyên du,o,ng). Ta s
,
u, d .ung m.ôt tı́nh chất rất

quan tr .ong c
,
ua t .âp số t .u

, nhiên, thu,ò,ng ngu,ò,i ta công nh .ân nhu,

m.ôt tiên d̄ề (d̄u,.o
,c g.oi là tiên d̄ề thú, t .u

,).

Tiên d̄ề: Trong mỗi t .âp h.o
,p khác rỗng c

,
ua nhũ,ng số t .u

,nhiên có
m.ôt phần t

,
u,nh

,
o nhất.

Cho mỗi số t .u
, nhiên n ú,ng vó,i m.ôt kh

,
ăng d̄.inh P(n). Vı́ d .u,

vó,i 1 ta cho tu,o,ng ú,ng vó,i kh
,
ăng d̄.inh P(1): ¨số 1 là m.ôt số l

,
e¨,

số 2 cho tu,o,ng tú,ng vó,i P(2): ¨ số 2 là m.ôt số ch ˜̆an¨; ... B `̆ang
phu,o,ng pháp nhu, v .ây chúng ta t .ao ra dãy kh

,
ăng d̄.inh riêng

P(1), P(2), . . . , P(n), . . . . Nguyên lý quy n .ap toán h.oc cho ta m.ôt
phu,o,ng pháp kiê

,
m tra kh

,
ăng d̄.inh P(n) d̄úng ho .̆ac sai vó,i m.oi n.

Nguyên lý quy n .ap toán h.oc d̄u,.o
,c thê

,
hi .ên qua d̄.inh lı́ sau:

1Trong sách này khi nói d̄ến số t .u
, nhiên, ta hiê

,
u d̄ó là số t .u

, nhiên khác số
0.



1.2. Nguyên lý quy n .ap toán h.oc 7

Ð.inh lý 1.1. Cho n0 là m.ôt số nguyên du,o,ng và P(n) là m.ênh d̄ề
có nghı̃a vó,i m.oi số t .u

,nhiên n ≥ n0. Nếu

A) P(n0) là d̄úng và

B) Nếu P(k) d̄úng, thı̀ P(k + 1) cũng d̄úng vó,i mỗi số t .u
, nhiên

k ≥ n0,

khi d̄ó m.ênh d̄ề P(n) d̄úng vó,i m.oi số t .u
,nhiên n ≥ n0.

Chú,ng minh. Ta sẽ chú,ng minh b `̆ang ph
,
an chú,ng. Gi

,
a s

,
u, ngu,.o

,c
l .ai, m.ênh d̄ề kh

,
ăng d̄.inh P(n) trong Ð.inh lı́ 1.1 không d̄úng vó,i

m.ôt số t .u
, nhiên n ≥ n0 nào d̄ó. Nghı̃a là tồn t .ai m.ôt số t .u

, nhiên
m ≥ n0, mà P(m) không d̄úng. Ta lấy số t .u

, nhiên m nh
,
o nhất

mà P(m) không d̄úng (d̄iều này th .u
,c hi .ên d̄u,.o

,c do tiên d̄ề thú,

t .u
,). Theo d̄iều ki .ên A), ta có bất d̄

,
ăng thú,c m > n0, tù, d̄ó suy ra

m− 1 ≥ n0. Tù, bất d̄
,
ăng thú,c vù,a l .âp và cách ch.on số t .u

, nhiên
m suy ra P(m− 1) là d̄úng, nhu,ng nó không kéo theo d̄u,.o

,c P(m)

d̄úng cho số tiếp theo m = (m− 1) + 1. Ðiều này trái vó,i gi
,
a thiết

B). J

Xuất phát tù, m.ênh d̄ề kh
,
ăng d̄.inh vó,i các tru,ò,ng h.o

,p riêng,
ch

,
ăng h .an nhu, các số 1, 2, ho .̆ac 3 có thê

,
nâ

,
y sinh gi

,
a thiết m.ênh

d̄ề d̄úng vó,i m.oi số t .u
, nhiên. Sau d̄ó d̄ê

,
chú,ng minh gi

,
a thiết c

,
ua

ta vù,a xây d .u
,ng ngu,ò,i ta lý lu .ân theo nguyên lý quy n .ap toán

h.oc. Phu,o,ng pháp chú,ng minh nhu, v .ây g.oi là phu,o,ng pháp quy
n .ap toán h.oc. Theo d̄.inh lı́ trên phu,o,ng pháp này gồm hai bu,ó,c,
thú, nhất ta kiê

,
m tra kh

,
ăng d̄.inh m.ôt tı́nh chất vó,i n = n0, g .oi

là Bu,́o,c co, s
,

o,; sau d̄ó chú,ng minh r `̆ang nếu vó,i mỗi k ≥ n0, P(k)
tho

,
a mãn tı́nh chất d̄ã biết, thı̀ suy ra P(k + 1) cũng có tı́nh chất

ấy, g .oi là Bu,́o,c quy n .ap. Kết lu .ân là P(n) có tı́nh chất d̄ã cho vó,i
m.oi n ≥ n0. Cách chú,ng minh theo quy n .ap toán h.oc là tránh
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cho ta ph
,
ai kiê

,
m tra vô h .an bu,ó,c các kh

,
ăng d̄.inh c

,
ua m.ênh d̄ề.

1.3. Giai d̄o .an quy n .ap và gi
,
a thiết quy n .ap

Phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc rất hay d̄u,.o
,c áp d .ung trong

nghiên cú,u và tı̀m tòi trong toán h.oc, các ngành khoa h.oc khác.
Ðê

,
hiê

,
u cách áp d .ung phu,o,ng pháp quy n .ap cho d̄ầy d̄

,
u, ta xem

xét m.ôt số vı́ d .u sau d̄ây nhu, m.ôt phép ¨suy lu .ân có lý¨ mà G.
Polya d̄ã d̄ề c .âp.

Vı́ d .u 1.1. Cho tru,́o,c m.ôt số t .u
, nhiên n. Hãy tı̀m tô

,
ng các số t .u

,

nhiên 1, 2, . . . , n.

Lò,i gi
,

ai. Ta ký hi .êu Sn là tô
,
ng ph

,
ai tı̀m, nghı̃a là

Sn = 1 + 2 + · · ·+ n. (1.1)

Ta hy v.ong là tı̀m ra công thú,c ng ´̆an g.on d̄ê
,
tı́nh tô

,
ng trên, công

thú,c d̄ó giúp ta tı́nh nhanh, g.on ho,n là ph
,
ai th .u

,c hi .ên lần lu,.o
,t

các phép c.ông trong tô
,
ng. Ta cũng biết d̄ây là cấp số c .ông, nếu

b .an d̄ .oc d̄ã biết về cấp số này, thı̀ ta có thê
,
có ngay công thú,c tı́nh

tô
,
ng. Nhu,ng

,
o, d̄ây ta muốn minh h.oa quá trı̀nh áp d .ung nguyên

lý quy n .ap toán h.oc nên nhũ,ng d̄iều d̄ã biết về cấp số c .ông ta b
,
o

qua, coi nhu, chu,a biết.

Ta tı́nh tô
,
ng Sn tù, d̄

,
ăng thú,c (1.1) vó,i m.ôt vài số t .u

, nhiên
liên tiếp, ch

,
ăng h .an b ´̆at d̄ầu tù, 1. Nhũ,ng kết qu

,
a tı́nh toán các

tru,ò,ng h.o
,p riêng ta xếp vào b

,
ang

n 1 2 3 4 5 6
Sn 1 3 6 10 15 21

M .uc d̄ı́ch c
,
ua ta là tı̀m d̄u,.o

,c quy lu .ât chung (kh
,
ăng d̄.inh chung),

vó,i b
,
ang trên, mỗi số t .u

, nhiên
,
o, hàng trên trong b

,
ang cho tu,o,ng
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ú,ng vó,i các số
,
o, hàng du,ó,i. Tı̀m ra quy lu .ât c

,
ua m.ôt bài toán ph .u

thu.ôc vào rất nhiều yếu tố: s .u
, khéo léo trong quan sát; s .u

, nh .ay
c

,
am d .u

, d̄oán và kiê
,
m tra c

,
ua ta; tù, các kinh nghi .êm d̄ã tr

,
ai qua

trong tı́nh toán các bài toán tu,o,ng t .u
,, tù, kh

,
a năng liên h.ê bài

toán tu,o,ng t .u
, vó,i d̄iều ki .ên mó,i, v.v...

Trên b
,
ang trên ta dễ thấy quy lu .ât: Tı́ch c

,
ua hai số liên tiếp

,
o, hàng trên b `̆ang 2 lần số d̄ầu tiên tu,o,ng ú,ng

,
o, hàng du,ó,i. Th .ât

v .ây, 1.2=2.1, 2.3=2.3, 3.4=2.6, 4.5=2.10, 5.6=2.15. Nhu, v .ây giai
d̄o .an quy n .ap c

,
ua chúng ta d̄ã thành công: Tı̀m ra quy lu .ât vó,i

các tru,ò,ng h.o
,p riêng n = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Tiếp t .uc m.ôt cách t .u
, nhiên là m

,
o, r .ông quy lu .ât trên cho b

,
ang

số vó,i các số t .u
, nhiên bất kỳ. Ta d̄u,a ra gi

,
a thiết thı́ch h.o

,p vó,i
quy lu .ât vù,a tı̀m d̄u,.o

,c. Ð .̆at

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
. (1.2)

M.ôt gi
,
a thiết ta d̄ã làm nhu, v .ây d̄u,.o

,c g.oi là gi
,

a thiết quy n .ap.
Nhu,ng câu h

,
oi d̄ .̆at ra là d̄

,
ăng thú,c (1.2) có d̄úng vó,i m.oi n =

1, 2, . . . hay không? Rõ ràng nếu (1.2) d̄úng vó,i m.oi số t .u
, nhiên

thı̀ b `̆ang cách thay n b `̆ang n + 1 chúng ta sẽ có d̄
,
ăng thú,c

1 + 2 + · · ·+ n + (n + 1) =
(n + 1)(n + 2)

2
. (1.3)

Trái l .ai, gi
,
a thiết (1.2) là d̄úng vó,i m.oi n = 1, 2, . . ., nếu 1) nó

d̄úng vó,i n = 1 và 2) nó d̄úng vó,i mỗi số k suy ra cũng d̄úng
vó,i c

,
a k + 1. Ðiều này không có cách nào khác là ph

,
ai áp d .ung

nguyên lý quy n .ap toán h.oc. Nghı̃a là chúng ta ph
,
ai kiê

,
m tra

nhũ,ng d̄iều ki .ên A) và B) c
,
ua d̄.inh lı́ 1.1.

Bu,́o,c co, s
,

o,: vó,i n = 1, công thú,c (1.2) d̄úng (nó còn d̄úng cho c
,
a

n = 2, 3, 4, 5, 6).
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Bu,́o,c quy n .ap: Bây giò, chúng ta chú,ng minh công thú,c (1.2) d̄úng
cho c

,
a d̄iều ki .ên B). Vó,i m .uc d̄ı́ch d̄ó ta gi

,
a thiết công thú,c (1.2)

d̄úng vó,i m.ôt số n = k ≥ 1 nào d̄ó và sẽ chú,ng minh d̄
,
ăng thú,c

(1.2) d̄úng vó,i n = k + 1. Ta biến d̄ô
,
i

1 + 2 + · · ·+ k + (k + 1) =
k(k + 1)

2
+ (k + 1) =

(k + 1)(k + 2)
2

.

Kết qu
,
a là (1.2) d̄úng vó,i n = k + 1. Theo nguyên lý quy n .ap toán

h.oc công thú,c (1.2) d̄úng vó,i m.oi n = 1, 2, . . . J

Tóm l .ai, qua vı́ d .u d̄o,n gi
,
an trên ta thấy các bu,ó,c quá trı̀nh

tı̀m tòi và chú,ng minh nguyên lý quy n .ap toán h.oc.

Vı́ d .u 1.2. Tı́nh tô
,
ng

Sn =
1

a(a + 1)
+

1
(a + 1)(a + 2)

+ · · ·+ 1
(a + (n− 1))(a + n)

vó,i a 6= 0,−1,−2, . . . ; n = 1, 2, . . .

Lò,i gi
,

ai. Vi.êc tru,ó,c tiên ta ph
,
ai tı̀m ra công thú,c gi

,
a thiết quy

n .ap cho tô
,
ng trên. Ta tı́nh

S1 =
1

a(a + 1)
,

S2 = S1 +
1

(a + 1)(a + 2)
=

1
a(a + 1)

+
1

(a + 1)(a + 2)
=

2
a(a + 2)

,

S3 = S2 +
1

(a + 2)(a + 3)
=

3
a(a + 3)

,

S4 = S3 +
1

(a + 3)(a + 4)
=

4
a(a + 4)

.

Chúng ta có thê
,
d̄u,a ra gi

,
a thiết r `̆ang

Sn =
n

a(a + n)
. (1.4)
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Bu,́o,c co,s
,

o,: Nhu, d̄ã kiê
,
m tra

,
o, trên.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a thiết (1.4) d̄úng vó,i số t .u

, nhiên n = k nào d̄ó.
Khi d̄ó

Sk+1 = Sk +
1

(a + k)(a + k + 1)
=

k
a(a + k)

+
1

(a + k)(a + k + 1)

=
1

a + k
.
k2 + (a + 1)k + a

a(a + k + 1)
.

Nhu,ng k2 + (a + 1)k + a = (a + k)(k + 1), suy ra

Sk+1 =
1

a + k
.
(a + k)(k + 1)
a(a + k + 1)

=
k + 1

a(a + k + 1)
.

Tù, kết qu
,
a vù,a tı́nh và bu,ó,c co, s

,
o, suy ra gi

,
a thiết quy n .ap (1.4)

là d̄úng vó,i m.oi số t .u
, nhiên n ≥ 1. J

Vı́ d .u 1.3. Tı́nh tô
,
ng

Sn =
2

1− a2 +
2

1 + a2 +
4

1 + a4 + · · ·+ 2n

1 + a2n

vó,i n = 1, 2, . . . ; |a| 6= 1.

Lò,i gi
,

ai. Ta phân tı́ch: Số lu,.o
,ng số h .ang c

,
ua tô

,
ng là n + 1;

trù, số h .ang d̄ầu tiên, còn l .ai các số h .ang khác d̄ều có d .ang
2k

1 + a2k (k = 1, 2, . . . , n). Ta tı́nh

S1 =
2

1− a2 +
2

1 + a2 =
4

1− a4 ,

S2 = S1 +
4

1 + a4 =
4

1− a4 +
4

1 + a4 =
8

1− a8 ,

S3 = S2 +
8

1 + a8 =
8

1− a8 +
8

1 + a8 =
16

1− a16 .

Do 4 = 22, 8 = 23 và 16 = 24 tù, các biê
,
u thú,c c

,
ua S1, S2 và S3 có

thê
,
d̄u,a ra gi

,
a thiết:
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Sn =
2n+1

1− a2n+1 , (n = 1, 2, . . .). (1.5)

Bu,́o,c co, s
,

o,: Vó,i n = 1, công thú,c (1.5) d̄úng nhu, d̄ã kiê
,
m tra

,
o,

trên.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, (1.5) d̄úng vó,i số t .u

, nhiên n = k nào d̄ó.
Khi d̄ó

Sk+1 =
2

1− a2 +
2

1 + a2 +
4

1 + a4 + · · ·+ 2k

1 + a2k +
2k+1

1 + a2k+1

=
2k+1

1− a2k+1 +
2k+1

1 + a2k+1 =
2k+2

1− a2k+2 .

Ð
,
ăng thú,c (1.5) cũng d̄úng vó,i n = k + 1. Nhu, v .ây, tù, nguyên lý

quy n .ap toán h.oc d̄
,
ăng thú,c (1.5) d̄úng vó,i m.oi n ≥ 1. J

Vı́ d .u 1.4. Tı́nh tô
,
ng c

,
ua n số l

,
e t .u

,nhiên d̄ầu tiên.

Lò,i gi
,

ai. Ta ký hi .êu tô
,
ng ph

,
ai tı̀m là Sn:

Sn = 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1).

Ðê
,
xây d .u

,ng gi
,
a thiết quy n .ap toán h.oc ta tı́nh tô

,
ng

,
o, m.ôt số giá

tr.i d̄u,.o
,c li .êt kê trong b

,
ang sau:

n 1 2 3 4 5 6
Sn 1 4 9 16 25 36

Bây giò, ph .u thu.ôc vào s .u
, quan sát c

,
ua ta và kinh nghi .êm trên

kết qu
,
a riêng d̄ê

,
d .u

, d̄oán m.ênh d̄ề tô
,
ng quát chung. Dễ thấy

các số
,
o, hàng Sn d̄ều là số chı́nh phu,o,ng: S1 = 12, S2 = 22, S3 =

32, S4 = 42, S5 = 52, S6 = 62. Nhu, v .ây ta có thê
,
d̄u,a ra gi

,
a thiết

chung là
Sn = n2. (1.6)
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Ta sẽ chú,ng minh (1.6) d̄úng vó,i m.oi số t .u
, nhiên n.

Bu,́o,c co,s
,

o,: Vó,i n = 1, tô
,
ng ch

,
ı có m.ôt số h .ang Sn = 1; biê

,
u thú,c

n2 = 1 vó,i n = 1, nhu, v .ây (1.6) d̄úng.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, (1.6) d̄úng vó,i n = k, (Sk = k2). ta sẽ

chú,ng minh (1.6) d̄úng vó,i n = k + 1: Sk+1 = (k + 1)2. Th .ât v .ây,
Sk+1 = Sk + (2k + 1) = k2 + (2k + 1) = (k + 1)2. J

Ta xét thêm m.ôt vı́ d .u nũ,a theo cách làm c
,
ua G. Polya.

Vı́ d .u 1.5. Tı́nh tô
,
ng bı̀nh phu,o,ng c

,
ua n số t .u

,nhiên d̄ầu tiên.

Lò,i gi
,

ai. Ta tiến hành tı̀m công thú,c cho gi
,
a thiết quy n .ap. Ð .̆at

Tn = 12 + 22 + · · ·+ n2.

Ta hãy tı̀m m.ôt số giá tr.i c
,
ua tô

,
ng khi cho n = 1, 2, . . . , 6.

n 1 2 3 4 5 6
Tn 1 5 14 30 55 91

Nhı̀n vào b
,
ang trên ta khó có thê

,
tı̀m ra quy lu .ât chung cho Tn.

Vó,i thông tin ı́t
,
oi nhu, v .ây không cho kết qu

,
a gı̀, nhu,ng vó,i kinh

nghi .êm ta có thê
,
liên h.ê vó,i các vı́ d .u d̄ã gi

,
ai và so sánh nhũ,ng

dãy số trong vı́ d .u 1.1 và chı̀a khoá tı̀m ra quy lu .ât chung trong
b

,
ang sau:

n 1 2 3 4 5 6
Tn 1 5 14 30 55 91
Sn 1 3 6 10 15 21
Tn

Sn

1
1

5
3

14
6

30
10

55
15

91
21

Dòng cuối cùng trong b
,
ang ta có thê

,
viết l .ai:

1
1
=

3
3

,
5
3

,
14
6

=
7
3

,
30
10

=
9
3

,
55
15

=
11
3

,
91
21

=
13
3

. Bây giò, ta có thê
,
d̄u,a ra gi

,
a thiết
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r `̆ang
Tn

Sn
=

2n + 1
3

. Tù, kết qu
,
a vı́ d .u 1.1 ta có

Tn =
2n + 1

3
.
n(n + 1)

2
ho .̆ac là

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
. (1.7)

Ta chú,ng minh b `̆ang quy n .ap toán h.oc cho công thú,c (1.7)
d̄úng vó,i m.oi số t .u

, nhiên n.

Bu,́o,c co, s
,

o,: B `̆ang cách xây d .u
,ng trên, d̄

,
ăng thú,c (1.7) d̄úng vó,i

n = 1.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, (1.7) d̄úng vó,i số t .u

, nhiên n = k nào d̄ó. Ta
sẽ chú,ng minh r `̆ang nó cũng d̄úng vó,i n = k + 1, nghı̃a là

12 + 22 + · · ·+ k2 + (k + 1)2 =
(k + 1)(k + 2)(2k + 3)

6
.

Th .ât v .ây,

Tk+1 = Tk + (k + 1)2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6
+ (k + 1)2

= (k + 1)
k(2k + 1) + 6(k + 1)

6
=

(k + 1)(k + 2)(2k + 3)
6

.

Nhu, v .ây bài toán d̄ã gi
,
ai xong. J

1.4. Hai bu,ó,c c
,
ua nguyên lý quy n .ap toán h .oc

Nhu, ta d̄ã biết nguyên lý quy n .ap toán h.oc gồm hai phần,
vi .êc kiê

,
m tra c

,
a hai cần d̄u,.o

,c tôn tr .ong khi áp d .ung nguyên lý.
Nếu ta b

,
o d̄i m.ôt trong hai d̄iều ki .ên kiê

,
m tra d̄ó, thı̀ ta sẽ nh .ân

d̄u,.o
,c nhũ,ng kết lu .ân sai. Thông qua các vı́ d .u sau d̄ê

,
minh h.oa

và hiê
,
u d̄iều này ho,n.

Vı́ d .u 1.6. Chú,ng minh r `̆ang m.oi số t .u
, nhiên d̄ều b `̆ang số t .u

,

nhiên liền sau.
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Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh theo phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc.
Gi

,
a thiết r `̆ang m.ênh d̄ề kh

,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i số t .u

, nhiên n = k
nào d̄ó, nghı̃a là

k = (k + 1). (1.8)
Chúng ta sẽ chú,ng minh d̄

,
ăng thú,c sau d̄úng

(k + 1) = (k + 2). (1.9)

Th .ât v .ây, Theo gi
,
a thiết quy n .ap (1.8) c .ông hai vế d̄

,
ăng thú,c vó,i

1, ta nh .ân d̄u,.o
,c

k + 1 = (k + 1) + 1 = k + 2.

Nhu, v .ây, kh
,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i n = k thı̀ nó d̄úng vó,i n = k + 1,

do d̄ó m.ênh d̄ề bài toán d̄úng vó,i m.oi n. J

H.ê qu
,
a c

,
ua bài toán này là tất c

,
a các số t .u

, nhiên d̄ều b `̆ang
nhau. Ðiều này th .ât vô lý, v .ây cách chú,ng minh sai

,
o, d̄âu? Dễ

dàng thấy ngay trong chú,ng minh áp d .ung nguyên lý quy n .ap
toán h.oc nhu,ng b

,
o qua kiê

,
m tra tru,ò,ng h.o

,p n = 1.

Ðiều ki .ên A) và B) trong Ð.inh lı́ 1.1 có m.ôt ý nghı̃a d̄ .̆ac bi .êt:

Ðiều ki .ên A) t .ao ra co, s
,
o, d̄ê

,
th .u

,c hi .ên quy n .ap.

Ðiều ki .ên B) d̄u,a ra nguyên t ´̆ac cho vi .êc m
,
o, r .ông t .u

, d̄ .ông vô
h .an trên co, s

,
o, d̄iều ki .ên A); nguyên t ´̆ac d̄i tù, tru,ò,ng h.o

,p riêng
này sang tru,ò,ng h.o

,p riêng khác; tù, k d̄ến k + 1.
,
O
,

vı́ d .u .1.6 ta không kiê
,
m tra d̄iều ki .ên A) c

,
ua Ð.inh lı́ 1.1,

nên không t .ao ra co, s
,

o, d̄ê
,
th .u

,c hi.ên quy n .ap, vı̀ v .ây không có
nghı̃a gı̀ khi th .u

,c hi .ên kiê
,
m tra d̄iều ki .ên B) c

,
ua Ð.inh lı́ 1.1,

th .u
,c chất là không có gı̀ d̄ê

,
m

,
o, r .ông c

,
a. Ta xét thêm vı́ d .u:

Vı́ d .u 1.7. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi số t .u
,nhiên n bất d̄

,
ăng thú,c

sau d̄úng
2n > 2n + 1. (1.10)
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Lò,i gi
,

ai. Gi
,
a thiết bất d̄

,
ăng thú,c (1.10) d̄úng vó,i n = k, vó,i k là

m.ôt số t .u
, nhiên nào d̄ó, nghı̃a là ta có

2k > 2k + 1. (1.11)

Ta sẽ chú,ng minh bất d̄
,
ăng thú,c (1.10) d̄úng vó,i n = k + 1

2k+1 > 2(k + 1) + 1. (1.12)

Th .ât v .ây, 2k là m.ôt số không nh
,
o ho,n 2 vó,i m.oi số t .u

, nhiên khác
không. Ta c.ông vế trái c

,
ua (1.11) vó,i 2k và c .ông vế ph

,
ai c

,
ua (1.11)

vó,i 2. Ta nh .ân d̄u,.o
,c

2k + 2k > 2k + 1 + 2.

Nghı̃a là
2k+1 > 2(k + 1) + 1.

Bài toán d̄ã gi
,
ai xong. J

Tất nhiên vı́ d .u này cũng m´̆ac sai lầm nhu, vı́ d .u tru,ó,c không
kiê

,
m tra Bu,́o,c co,s

,
o,. Th .u

,c chất c
,
ua cách chú,ng minh trên là bất

d̄
,
ăng thú,c (1.10) d̄úng vó,i n = k + 1, nếu nó d̄úng vó,i n = k. Ðiều

này không suy ra bất d̄
,
ăng thú,c d̄úng vó,i ı́t nhất m.ôt giá tr.i c

,
ua

n, chú, chu,a nói tó,i vó,i m.oi số t .u
, nhiên n.

Nhu,ng ta có thê
,
th

,
u, vó,i n = 1 ho .̆ac n = 2 bất d̄

,
ăng thú,c (1.10)

sai. Vó,i n ≥ 3 bất d̄
,
ăng thú,c (1.10) d̄úng. Giá tr.i số t .u

, nhiên nh
,
o

nhất n = 3 bất d̄
,
ăng thú,c (1.10) d̄úng (d̄iều ki .ên A) vó,i n0 = 3 và

l .̆ap l .ai cách chú,ng minh
,
o, trên tù, gi

,
a thiết (1.10) d̄úng vó,i n = k

suy ra nó d̄úng vó,i n = k + 1 (d̄iều ki .ên B). Vı̀ v .ây theo nguyên lý
quy n .ap toán h.oc ta có kết lu .ân: Bất d̄

,
ăng thú,c (1.10) d̄úng vó,i

m.oi số t .u
, nhiên n ≥ 3 (chú, không ph

,
ai vó,i m.oi số t .u

, nhiên nhu,

d̄ề bài ra).

Trong vi .êc áp d .ung phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc mà ch
,
ı

chú,ng minh d̄iều ki .ên A) c
,
ua Ð.inh lı́ 1.1 thı̀ mó,i ch

,
ı d̄u,a ra d̄u,.o

,c
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co, s
,
o, d̄ê

,
quy n .ap chú, không có nguyên t ´̆ac nào d̄ê

,
m

,
o, r .ông co, s

,
o,

d̄ó (nhu, d̄.inh lı́ ló,n Fermat). Ta xét m.ôt số vı́ d .u:

Vı́ d .u 1.8. Chú,ng minh r `̆ang nhũ,ng giá tr.i c
,

ua hàm số f (n) =

n2 − n + 41 vó,i n = 0, 1, . . . là nhũ,ng số nguyên tố.

Lò,i gi
,

ai. Ta tı́nh f (0) = 1, f (1) = 41, f (2) = 43, f (3) = 47,
f (4) = 53, f (5) = 61, f (6) = 71, f (7) = 83, f (8) = 97, f (9) = 113.
Ta có thê

,
tı́nh toán tiếp t .uc giá tr.i c

,
ua f (n) cho tó,i n = 40, tất c

,
a

giá tr.i này d̄ều là số nguyên tố. Nhu,ng vó,i n = 41 ta có f (41) =
412 − 41 + 41 = 412. Kết qu

,
a f (41) không ph

,
ai là số nguyên tố,

nên kết lu .ân c
,
ua bài toán là không d̄úng. J

Nhu, v .ây ta thấy m.ôt m.ênh d̄ề có thê
,
d̄úng vó,i 40 tru,ò,ng h.o

,p
riêng, nhu,ng không d̄úng vó,i m.oi tru,ò,ng h.o

,p nói chung.

Vı́ d .u 1.9. Ða thú,c xn − 1, vó,i n là số t .u
, nhiên du,o,ng. Ða thú,c

này liên quan d̄ến bài toán hı̀nh h.oc chia d̄u,̀o,ng tròn ra n phần
b `̆ang nhau, nên d̄a thú,c này d̄u,

.o
,c rất nhiều lı̃nh v .u

,c toán h.oc
nghiên cú,u và d̄ề c .âp d̄ến. Ð .̆ac bi.êt các nhà toán h.oc quan tâm
tó,i vấn d̄ề phân tı́ch d̄a thú,c này ra các thù,a số là các d̄a thú,c
vó,i h.ê số nguyên ±1, li.êu d̄iều d̄ó còn d̄úng vó,i m.oi n?

Lò,i gi
,

ai. B`̆ang cách khai triê
,
n các tru,ò,ng h.o

,p riêng, các nhà
toán h.oc nh .ân thấy r `̆ang tất c

,
a các h.ê số trong các thù,a số d̄u,.o

,c
khai triê

,
n có giá tr.i tuy.êt d̄ối không quá 1. Ch

,
ăng h .an,

x− 1 = x− 1,

x2 − 1 = (x− 1)(x + 1),

x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x + 1),

x4 − 1 = (x− 1)(x + 1)(x2 + 1),



18 Chu,o,ng 1. Nguyên lý quy n .ap toán h.oc

x5 − 1 = (x− 1)(x4 + x3 + x2 + x + 1),

x6 − 1 = (x− 1)(x + 1)(x2 + x + 1)(x2 − x + 1).

Nhũ,ng cố g ´̆ang chú,ng minh d̄iều nghi ngò, d̄úng vó,i m.oi n c
,
ua

các nhà toán h.oc không thành công. M.ôt thò,i gian sau, nhà toán
h.oc Nga V. Ivanov (năm 1941) ch

,
ı ra r `̆ang vó,i d̄a thú,c xn − 1,

d̄iều nghi ngò, ch
,
ı d̄úng vó,i các tru,ò,ng h.o

,p nh
,
o ho,n 105. Nhu,ng

vó,i n = 105, m.ôt thù,a số c
,
ua x105 − 1 là

x48 + x47 + x46 − x43 − x42 − 2x41 − x40 − x39 + x36+

+x35 + x34 + x33 + x32 + x31 − x28 − x26 − x24 − x22 − x20 + x17

+x16 + x15 + x14 + x13 + x12 − x9 − x8 − 2x7 − x6 + x5 + x2 + x + 1.

Thù,a số này không có tı́nh chất c
,
ua các d̄a thú,c mà các nhà toán

h.oc muốn. J

Vı́ d .u 1.10. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi số n m.ênh d̄ề sau d̄ây
d̄úng: ¨Nếu a và b là nhũ,ng số t .u

,nhiên du,o,ng, mà max(a, b) = n,
thı̀ a = b¨.

Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co, s
,

o,: Vó,i mỗi n ký hi .êu An là m.ênh d̄ề c
,
ua bài

toán d̄ã cho. Rõ ràng A1 là d̄úng, vı̀ nếu max(a, b) = 1, thı̀ hai số
a và b ph

,
ai trùng nhau và b `̆ang 1 (do a và b là số t .u

, nhiên).

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, Ak là d̄úng. Nếu a và b là nhũ,ng số t .u

, nhiên
sao cho max(a, b) = k + 1. Ta xét hai số a1 = a− 1 và b1 = b− 1,
khi d̄ó max(a1, b1) = k, tù, d̄ó suy ra a1 = b1, vı̀ gi

,
a thiết Ak là

d̄úng, do d̄ó a = b, nghı̃a là Ak+1 cũng d̄úng. Theo nguyên lý quy
n .ap toán h.oc An d̄úng vó,i m.oi số t .u

, nhiên n.

H.ê qu
,
a: Cho a và b là hai số t .u

, nhiên bất kỳ. Ta tı́nh d̄u,.o
,c

max(a, b) = k, mà k là m.ôt số t .u
, nhiên. Theo vı́ d .u trên An d̄úng
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vó,i m.oi n, thı̀ nó cũng d̄úng vó,i Ak. Tù, d̄ó suy ra a = b. Nghı̃a là
tất c

,
a các số t .u

, nhiên d̄ều b `̆ang nhau. Th .ât vô lý!

Trong vı́ d .u trên cách chú,ng minh sai
,
o, d̄âu? Ta xem l .ai toàn

b.ô cách chú,ng minh và nguyên lý quy n .ap toán h.oc. Bu,́o,c quy
n .ap trong chú,ng minh không nh´̆ac tó,i d̄iều k ≥ 1, khi bu,ó,c quy
n .ap chuyê

,
n tiếp tù, Ak sang Ak+1. Th .u

,c tế trong tı́nh toán chú,ng
minh không d̄

,
am b

,
ao k ≥ 1. J

1.5. Khi nào dùng phu,o,ng pháp quy n .ap
Phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc rất có tác d .ung trong nghiên

cú,u, d .u
, d̄oán kết qu

,
a và chú,ng minh kiê

,
m nghi .êm kết qu

,
a.

Nhu,ng nhiều khi chı́nh phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc làm vi .êc
chú,ng minh dài dòng, biến d̄ô

,
i phú,c t .ap gây rất nhiều khó khăn

trong chú,ng minh. Nhiều bài toán gi
,
ai b `̆ang phu,o,ng pháp quy

n .ap có thê
,
gi

,
ai b `̆ang m.ôt phu,o,ng pháp khác. Chı́nh G. Polya có

nói: ¨Nhiều bài toán chú,ng minh b `̆ang quy n .ap toán h.oc có thê
,

chú,ng minh b `̆ang cách khác, cách khác d̄ó n `̆am trong chı́nh cách
chú,ng minh quy n .ap toán h.oc khi ta phân tı́ch kỹ n.ôi dung chú,ng
minh¨.

Trong toán h.oc ngu,ò,i ta hay dùng ký hi .êu ∑ là m.ôt tô
,
ng.

Thu,ò,ng tô
,
ng có d .ang Aα + Aα+1 + · · ·+ Aβ (α và β là nhũ,ng số

nguyên)và d̄u,.o
,c viết

β

∑
k=α

Ak (d̄ .oc là tô
,
ng c

,
ua Ak, k ch .ay tù, α d̄ến

β). Nhu, v .ây

Aα + Aα+1 + · · ·+ Aβ =
β

∑
k=α

Ak

k g.oi là ch
,
ı số c

,
ua tô

,
ng, còn α và β là giá tr.i d̄ầu và giá tr.i cuối

c
,
ua ch

,
ı số k. Mỗi số h .ang bên trái c

,
ua d̄

,
ăng thú,c là d̄úng vó,i m.ôt
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giá tr.i k (k = α, α + 1, . . . , β). Vı́ d .u
n

∑
k=1

k2 = 12 + 22 + · · ·+ n2, (n ≥ 1),

n+1

∑
k=−1

102k = 10−2 + 100 + 102 + · · ·+ 102(n+1), (n ≥ −2).

Phép lấy tô
,
ng có nhũ,ng tı́nh chất sau: Nếu cho a và b là nhũ,ng

số, ta có các d̄
,
ăng thú,c

β

∑
k=α

aAk = a
β

∑
k=α

Ak,

β

∑
k=α

(aAk + bBk) = a
β

∑
k=α

Ak + b
β

∑
k=α

Bk.

Ký hi .êu tô
,
ng không ph .u thu.ôc vào ch

,
ı số, nhu,ng ph .u thu.ôc vào

giá tr.i ban d̄ầu và giá tr.i cuối cùng

β

∑
k=α

Ak =
β

∑
i=α

Ai =
β−α

∑
i=0

Aα+i

Tr
,
o, l .ai nhũ,ng vı́ d .u

,
o, phần tru,ó,c, trong quá trı̀nh tı́nh toán

quy n .ap tı́nh tô
,
ng

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n

∑
k=1

k2

B`̆ang cách áp d .ung tı́nh chất c
,
ua ký hi .êu tô

,
ng và công thú,c tô

,
ng

các số t .u
, nhiên

n

∑
k=1

k =
n(n + 1)

2
, (n ≥ 1). Th .ât v .ây, dễ thấy

n

∑
k=0

(k + 1)3 −
n

∑
k=0

k3 = (n + 1)3.
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Vế trái c
,
ua d̄

,
ăng thú,c trên có thê

,
biê

,
n d̄ô

,
i

n

∑
k=0

(k + 1)3 −
n

∑
k=0

k3 =
n

∑
k=0

[(k + 1)3 − k3] =
n

∑
k=0

(3k2 + 3k + 1)

= 3
n

∑
k=1

k2 + 3
n

∑
k=1

k +
n

∑
k=0

1.

Nhu, v .ây tù, các d̄
,
ăng thú,c trên rút ra

(n + 1)3 = 3
n

∑
k=1

k2 + 3
n(n + 1)

2
+ (n + 1),

Chuyê
,
n vế và tı́nh toán ta có

n

∑
k=1

k2 =
1
3
[(n + 1)3 − 3

n(n + 1)
2

− (n + 1)] =
1
6

n(n + 1)(2n + 1).

Tı́nh tô
,
ng sau d̄ây (bài . 1.2)

n

∑
k=1

1
(a + k− 1)(a + k)

, n = 1, 2, ..; a 6= 0,−1,−2, . . .

Ta s
,
u, d .ung d̄

,
ăng thú,c sau

1
(a + k− 1)(a + k)

=
1

a + k− 1
− 1

a + k
.

Ð .̆at bk =
1

a + k
, nhu, v .ây

n

∑
k=1

1
(a + k− 1)(a + k)

=
n

∑
k=1

(bk−1 − bk) = b0 − bn

=
1
a
− 1

a + n
=

n
a(a + n)

.

Cuối cùng ta nh .ân d̄u,.o
,c

n

∑
k=1

1
(a + k− 1)(a + k)

=
n

a(a + n)
.

Vấn d̄ề c
,
ua phần này ta còn d̄ề c .âp tiếp

,
o, Chu,o,ng 3.
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1.6. Bài t .âp
... 1.11. Tı́nh tô

,
ng b `̆ang cách xây d .u

,ng gi
,
a thiết và chú,ng minh

b `̆ang quy n .ap toán h.oc các tô
,
ng sau:

a) Sn = 12 − 22 + · · ·+ (−1)n−1n2;

b) Sn = 13 + 23 + · · ·+ n3;

c) Sn = 1.1! + 2.2! + · · ·+ n.n!.

... 1.12. Chú,ng minh ı́t nhất b `̆ang hai cách các công thú,c sau:

a) 12 + 32 + · · ·+(2n− 1)2 =
1
3

n(2n− 1)(2n+ 1), n = 1, 2, . . .

b) 1.2.3+ 2.3.4+ · · ·+ n(n + 1)(n + 2) =
1
4

n(n + 1)(n + 2)(n +

3), n = 1, 2, . . .

c)
1

1.2
+

1
2.3

+ · · ·+ 1
n(n + 1)

=
n

n + 1
, n = 1, 2, . . .

... 1.13. Cho n > 1 là số t .u
, nhiên. Ta d̄ .̆at x0 =

1
n

; xk =
1

n− k
(x0 +

x1 + · · ·+ xk−1), k = 1, 2, . . . , n− 1. Hãy tı́nh tô
,
ng x0 + x1 + · · ·+

xn−1.
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2.1. M .ôt số d .ang nguyên lý quy n .ap toán h .oc
Ðiều ki .ên A) trong Ð.inh lı́ 1.1 cho ta co, s

,
o, m

,
o, r .ông b ´̆at d̄ầu

tù, giá tr.i n0. Ðiều ki .ên B) c
,
ua Ð.inh lı́ 1.1 cho ta m.ênh d̄ề kh

,
ăng

d̄.inh P(n) d̄úng vó,i n0 + 1, n0 + 2, . . .. Th .u
,c tế nhiều khi trong

bu,́o,c quy n .ap ph
,
ai d̄òi h

,
oi hai giá tr.i n = k − 1 và n = k c

,
ua

m.ênh d̄ề, d̄ê
,
suy ra m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n = k + 1. Trong tru,ò,ng

h.o
,p này bu,́o,c co,s

,
o,ph

,
ai kiê

,
m tra không nhũ,ng ch

,
ı vó,i n0, mà c

,
a

vó,i n0 + 1. Tô
,
ng quát ho,n ta có thê

,
phát biê

,
u l .ai d̄.inh lı́

,
o, phần

tru,ó,c nhu, sau:

Ð.inh lý 2.1. Cho p là số nguyên du,o,ng và dãy các m.ênh d̄ề

P(1), P(2), . . . , P(n), . . .
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nếu

A) P(1), P(2), . . . , P(p) là nhũ,ng m.ênh d̄ề d̄úng và

B) Vó,i mỗi số t .u
,nhiên k ≥ p các m.ênh d̄ề P(k− p + 1), P(k− p +

2), . . . , P(k) d̄úng, suy ra m.ênh d̄ề P(k+1) cũng d̄úng,

thı̀ m.ênh d̄ề P(n) d̄úng vó,i m.oi số nguyên du,o,ng n.

Chú,ng minh d̄.inh lı́ này hoàn toàn l .̆ap l .ai nhu, d̄.inh lı́ 1.1.
Sau d̄ây ta xét m.ôt số vı́ d .u s

,
u, d .ung d .ang d̄.inh lı́ 2.1.

Vı́ d .u 2.1. Cho v0 = 2, v1 = 3 và vó,i mỗi số t .u
, nhiên k có d̄

,
ăng

thú,c sau: vk+1 = 3vk − 2vk−1. Chú,ng minh r `̆ang vn = 2n + 1.

Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co,s
,

o,: Vó,i n = 0 và n = 1 kết lu .ân bài toán d̄úng,
do d̄iều ki .ên bài d̄ã cho.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, r `̆ang vk−1 = 2k−1 + 1; vk = 2k + 1, khi

d̄ó
vk+1 = 3(2k + 1)− 2(2k−1 + 1) = 2k+1 + 1.

Theo nguyên lý quy n .ap toán h.oc d .ang d̄.inh lı́ 2.1, suy ra vn =

2n + 1 d̄úng vó,i m.oi số t .u
, nhiên n. J

Vı́ d .u 2.2. Cho x1 và x2 là nghi.êm c
,

ua phu,o,ng trı̀nh x2 − 27x +

14 = 0; n là m.ôt số t .u
,nhiên bất kỳ. Chú,ng minh r `̆ang tô

,
ng Sn =

xn
1 + xn

2 không chia hết cho 715.

Lò,i gi
,

ai. Theo công thú,c Viet x1 + x2 = 27; x1x2 = 14.

Bu,́o,c co, s
,

o,: Các số S1 = 27; S2 = (x1 + x2)2 − 2x1x2 = 701 và
S3 = (x1 + x2)[(x1 + x2)2 − 3x1x2] = 27 · 687 d̄ều không chia hết
cho 715. Suy ra m.ênh d̄ề c

,
ua bài toán d̄úng vó,i n = 1, 2, 3.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n = k − 2, n = k −
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1, n = k, ta tı́nh

xk+1
1 + xk+1

2 = (x1 + x2)(xk
1 + xk

2)− x1x2(xk−1
1 + xk−1

2 )

= (x1 + x2)[(x1 + x2)(xk−1
1 + xk−1

2 )−
− x1x2(xk−2

1 − xk−2
2 )]− x1x2(xk−1

1 + xk−1
2 )

= 715(xk−1
1 + xk−1

2 )− 378(xk−2
1 + xk−2

2 ).

Do d̄ó xk+1
1 + xk+1

2 không chia hết cho 715, vı̀ 378 không chia hết
cho 715, nói cách khác m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n = k + 1. J

Vı́ d .u 2.3. Chú,ng minh vó,i m.oi số th .u
,c x > 0 và m.oi số t .u

,nhiên
n bất d̄

,
ăng thú,c sau d̄úng

xn + xn−2 + xn−4 + · · ·+ 1
xn−4 +

1
xn−2 +

1
xn ≥ n + 1. (2.1)

Lò,i gi
,

ai. 1a) Vó,i n = 1 bất d̄
,
ăng thú,c (2.1) có d .ang

x +
1
x
≥ 2. (2.2)

Bất d̄
,
ăng thú,c (2.2) suy ra tù, bất d̄

,
ăng thú,c hiê

,
n nhiên: (x −

1)2 ≥ 0.

1b) Vó,i n = 2 bất d̄
,
ăng thú,c (2.1) có d .ang

x2 + 1 +
1
x2 ≥ 3. (2.3)

Bất d̄
,
ăng thú,c (2.2) d̄úng vó,i m.oi x > 0, v .ây nó cũng d̄úng vó,i x2,

x2 +
1
x2 ≥ 2.

C.ông hai vế c
,
ua bất d̄

,
ăng thú,c sau cùng vó,i 1, ta nh .ân d̄u,.o

,c (2.3).

2) Gi
,
a s

,
u, bất d̄

,
ăng thú,c (2.1) d̄úng vó,i n = k, mà k là m.ôt số

t .u
, nhiên nào d̄ó

xk + xk−2 + xk−4 + · · ·+ 1
xk−4 +

1
xk−2 +

1
xk ≥ k + 1, (2.4)
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ta sẽ chú,ng minh khi d̄ó bất d̄
,
ăng thú,c (2.1) d̄úng vó,i n = k + 2,

hay là

xk+2 + xk + xk−2 + · · ·+ 1
xk−2 +

1
xk +

1
xk+2 ≥ k + 3. (2.5)

Th .ât v .ây, trong (2.2) thế x b
,
o,i xk+2, ta nh .ân d̄u,.o

,c

xk+2 +
1

xk+2 ≥ 2. (2.6)

C.ông vế tu,o,ng ú,ng c
,
ua các bất d̄

,
ăng thú,c (2.4) và (2.6), ta sẽ có

(2.5).

Tóm l .ai: Bu,́o,c co, s
,

o,: Trong 1a) và 1b) ta d̄ã chú,ng minh bất
d̄

,
ăng thú,c d̄úng cho n = 1 và n = 2.

Bu,́o,c quy n .ap: Trong 2) ta d̄ã chú,ng minh tù, gi
,
a thiết d̄úng

c
,
ua (2.1) vó,i n = k suy ra nó d̄úng vó,i n = k + 2. Kết qu

,
a là

+ Tù, 1a) và 2) cho ta kh
,
ăng d̄.inh là bất d̄

,
ăng thú,c (2.1) d̄úng

vó,i m.oi số l
,
e n.

+ Tù, 1b) và 2) cho ta kh
,
ăng d̄.inh là bất d̄

,
ăng thú,c (2.1) d̄úng

vó,i m.oi số ch ˜̆an n.

Nhu, v .ây, bất d̄
,
ăng thú,c (2.1) d̄úng vó,i m.oi số t .u

, nhiên n. J

Vı́ d .u 2.4. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi số t .u
, nhiên n d̄

,
ăng thú,c

sau d̄úng:

a)
[

12
7

.2n
]
−
[

17
7

.2n−1
]
= 2n−1;

b)
[

17
7

.2n
]
−
[

12
7

.2n−2
]
= 2n+1,

,
o,d̄ây [a] là số nguyên ló,n nhất nh

,
o ho,n a.

Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co, s
,

o,: Vó,i n = 1, 2, 3 nhũ,ng d̄
,
ăng thú,c trên d̄úng

b `̆ang cách kiê
,
m tra tr .u

,c tiếp.
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Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a thiết r `̆ang hai d̄

,
ăng thú,c d̄úng vó,i ba số

t .u
, nhiên liên tiếp k, k + 1, k + 2. Ta sẽ chú,ng minh các d̄

,
ăng thú,c

trên d̄úng vó,i n = k + 3.

2a) Tù, 12
7

.2k+3 =
12
7
(1 + 7)2k = 12.2k +

12
7

.2k;

17
7

.2k+2 =
17
7
(1 + 7)2k−1 = 17.2k−1 +

17
7

.2k−1,

suy ra[
12
7

.2k+3
]
−
[

17
7

.2k+2
]
= 12.2k − 17.2k−1 +

[
12
7

2k
]
−
[

17
7

2k−1
]

.

Nhu,ng vı̀ a) d̄úng vó,i n = k[
12
7

.2k+3
]
−
[

17
7

.2k+2
]
= 12.2k − 17.2k−1 + 2k−1 = 2k+2.

V .ây d̄
,
ăng thú,c a) d̄úng vó,i n = k + 3.

2b) Tù, 17
7

.2k+3 = 17.2k +
17
7

.2k,

12
7

.2k+1 = 12.2k−2 +
12
7

.2k−2,

suy ra[
17
7

.2k+3
]
−
[

12
7

.2k+1
]
= 17.2k − 12.2k−2 +

[
17
7

2k
]
−
[

12
7

.2k−2
]

.

Nhu,ng vı̀ b) vó,i n = k, ta có[
17
7

.2k+3
]
−
[

12
7

.2k+1
]
= 17.2k − 12.2k−2 + 2k+1 = 2k+4.

V .ây d̄
,
ăng thú,c b) d̄úng vó,i n = k + 3.

Theo nguyên lý quy n .ap toán h.oc a), b) d̄úng vó,i m.oi số t .u
, nhiên

n. J

Vı́ d .u 2.5. Chú,ng minh r `̆ang

un =
αn+1 − βn+1

α− β
, (2.7)
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nếu u1 =
α2 − β2

α− β
, u2 =

α3 − β3

α− β
(α 6= β)

và vó,i mỗi số t .u
,nhiên k > 2 có d̄

,
ăng thú,c sau:

uk = (α + β)uk−1 − αβuk−2.

Lò,i gi
,

ai. 1) Vó,i n = 1 và n = 2, (2.7) d̄úng do d̄iều ki .ên d̄ã cho.

2) Gi
,
a s

,
u, d̄

,
ăng thú,c d̄úng vó,i n = k− 1 và n = k− 2

uk−2 =
αk−1 − βk−1

α− β
, uk−1 =

αk − βk

α− β

khi d̄ó

uk = (α + β)
αk − βk

α− β
− αβ

αk−1 − βk−1

α− β
=

αk+1 − βk+1

α− β
. J

M.ôt d .ang nguyên lý quy n .ap m.anh ho,n nguyên lý quy n .ap ta d̄ã
biết cũng rất d̄u,.o

,c hay dùng.

Ð.inh lı́ 2.2 Cho m.ôt dãy m.ênh d̄ề

P(1), P(2), . . . , P(n), . . .

Nếu

A) P(1) là kh
,

ăng d̄.inh d̄úng, và

B) vó,i mỗi số t .u
, nhiên k ≥ 1, nhũ,ng kh

,
ăng d̄.inh

P(1), P(2), . . . , P(k) d̄úng suy ra kh
,

ăng d̄.inh P(k + 1) cũng d̄úng,

thı̀ P(n) d̄úng vó,i tất c
,

a số t .u
,nhiên n ≥ 1.

D.ang này khác vó,i các d .ang tru,ó,c là gi
,
a thiết m .anh ho,n

,
o,

bu,́o,c quy n .ap. Ta gi
,
a thiết tất c

,
a kh

,
ăng d̄.inh P(1), P(2), . . . , P(k)

d̄úng suy ra P(k + 1) cũng d̄úng. Dễ dàng chú,ng minh hai cách
phát biê

,
u d̄.inh lı́ 1.1. và d̄.inh lı́ 2.2 tu,o,ng d̄u,o,ng nhau. Nhu,ng

trong th .u
,c tế áp d .ung vào bài toán c .u thê

,
dùng d̄.inh lı́ 2.2 dễ gi

,
ai

ho,n.
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Vı́ d .u 2.6. Chú,ng minh r `̆ang nếu x +
1
x

là số nguyên thı̀ xn +
1
xn

cũng là số nguyên vó,i m.oi số t .u
,nhiên du,o,ng n.

Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co,s
,

o,: Khi n = 1 m.ênh d̄ề hiê
,
n nhiên d̄úng.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, vó,i m.oi số t .u

, nhiên tù, 1 d̄ến k, xk +
1
xk là

nhũ,ng số nguyên. Ta cần chú,ng minh r `̆ang xk+1 +
1

xk+1 cũng là

số nguyên.

Th .ât v .ây, xk+1 +
1

xk+1 = (x +
1
x
)(xk +

1
xk ) − (xk−1 +

1
xk−1 ).

Theo gi
,
a thiết c

,
a 3 biê

,
u thú,c x +

1
x

, xk +
1
xk , xk−1 +

1
xk−1 d̄ều biê

,
u

diễn các số nguyên. V .ây xk+1 +
1

xk+1 cũng là m.ôt số nguyên. J

Vı́ d .u 2.7. Chú,ng minh r `̆ang m.oi số t .u
, nhiên ló,n ho,n 1 có thê

,

biê
,
u diễn du,́o,i d .ang tı́ch c

,
ua nhũ,ng số nguyên tố.

Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co, s
,

o,: Hiê
,
n nhiên m.ênh d̄ề d̄úng vó,i m.oi số

nguyên tố, tru,ò,ng h.o
,p d̄ .̆ac bi .êt n = 2.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i m.oi số t .u

, nhiên k,
mà 2 ≤ k < n. Nghı̃a là m.oi số 2 ≤ k < n d̄ều biê

,
u diễn du,ó,i d .ang

tı́ch các thù,a số nguyên tố. Ta xét hai tru,ò,ng h.o
,p

1) Nếu n là số nguyên tố thı̀ m.ênh d̄ề d̄úng.

2) Nếu n là h .o
,p số thı̀ theo d̄.inh nghı̃a h.o

,p số tồn t .ai hai số
nguyên n1 < n và n2 < n sao cho n = n1n2. Theo gi

,
a thiết quy

n .ap n1 và n2 d̄ều biê
,
u diễn d̄u,.o

,c thành tı́ch các số nguyên tố. Do
d̄ó suy ra n cũng biê

,
u diễn d̄u,.o

,c thành tı́ch các số nguyên tố. J

Chú ý: Ta cũng có thê
,
chú,ng minh s .u

, biê
,
u diễn trong bài này

cho m.oi số t .u
, nhiên là duy nhất.
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Vı́ d .u 2.8. Chú,ng minh r `̆ang mỗi c .̆ap số nguyên n ≥ 1 và b > 1
tồn t .ai biê

,
u diễn du,́o,i d .ang

n = csbs + cs−1bs−1 + · · ·+ c1b + c0, (2.8)
,

o, d̄ây s ≥ 0 là m.ôt số nguyên, và 0 ≤ ci ≤ b − 1 vó,i m.oi i =

0, 1, . . . , s− 1 và 0 < cs ≤ b− 1.

Lò,i gi
,

ai. Ta lấy số bất kỳ b > 1 và áp d .ung phu,o,ng pháp chú,ng
minh quy n .ap toán h.oc.

Bu,́o,c co, s
,

o,: Vó,i n = 1, ta lấy s = 0, c0 = 1 ≤ b− 1. Ta nh .ân
d̄u,.o

,c d .ang d̄
,
ăng thú,c (2.8) d .ang 1 = c0.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, biê

,
u diễn (2.8) d̄úng vó,i m.oi số t .u

, nhiên
k nh

,
o ho,n n. Theo d̄.inh lı́ co, b

,
an c

,
ua số h.oc vó,i n và b có thê

,
tı̀m

d̄u,.o
,c số nguyên không âm n1 và r, sao cho

n = bn1 + r, 0 ≤ r ≤ b− 1.

Dễ thấy n1 < n. th .ât v .ây, nếu ta có n1 ≥ n, thı̀ vı̀ b > 1, r ≥ 0 ta
có n = bn1 + r > n, vô lý.

Ta xét hai tru,ò,ng h.o
,p

1) Nếu n1 = 0, thı̀ n = r, thı̀ (2.8) tu,o,ng ú,ng vó,i biê
,
u diễn vó,i

s = 0, c0 = r.

2) Nếu n1 ≥ 1, thı̀ 1 ≤ n1 < n, theo gi
,
a thiết quy n .ap biê

,
u

diễn (2.8) d̄úng vó,i m.oi số t .u
, nhiên k ≤ n. Nghı̃a là vó,i n1 ta có

n1 = rtbt + rt−1bt−1 + · · ·+ r0

vó,i m.ôt số nào d̄ấy t và 0 ≤ ri ≤ b− 1 (i = 0, 1, .., t), rt > 0. Khi
d̄ó

n = bn1 + r = rtbt+1 + rt−1bt + · · ·+ r0b + r,
nghı̃a là, biê

,
u diễn (2.8) tu,o,ng ú,ng vó,i s = t + 1, cs = rt, . . . , c1 =

r0, c0 = r. J
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Chú ý: Ta cũng có thê
,
chú,ng minh s .u

, biê
,
u diễn trong bài này

cho m.oi số t .u
, nhiên là duy nhất. Ðây là d̄.inh lı́ về s .u

, biê
,
u diễn

m.ôt số t .u
, nhiên n theo co, số b.

Còn m.ôt số d .ang khác nũ,a c
,
ua nguyên lý quy n .ap toán h.oc

chúng ta sẽ xét sau.

2.2. M .ênh d̄ề trong nguyên lý quy n .ap toán
h .oc

Trong các vı́ d .u tru,ó,c ta thấy r `̆ang d̄a số vi .êc áp d .ung nguyên
lý quy n .ap toán h.oc là s .u

, biến d̄ô
,
i công thú,c ho .̆ac biê

,
u thú,c toán

h.oc. Trong m .uc nh
,
o này chúng tôi nhấn m.anh d̄ến vi .êc áp d .ung

nguyên lý quy n .ap trên các m.ênh d̄ề không ph
,
ai là công thú,c

ho .̆ac biê
,
u thú,c toán h.oc. Trong tru,ò,ng h.o

,p nhu, v .ây các bu,ó,c
P(k) c

,
ua m.ênh d̄ề kh

,
ăng d̄.inh d̄u,.o

,c xác d̄.inh mềm d
,
eo ho,n thông

qua các vı́ d .u sau:

Vı́ d .u 2.9. Chú,ng minh r `̆ang tô
,
ng l .âp phu,o,ng c

,
ua ba số t .u

,nhiên
liên tiếp chia hết cho 9.

Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co, s
,

o,: Tô
,
ng 13 + 23 + 33 chia hết cho 9. Nghı̃a là

m.ênh d̄ề c
,
ua bài toán là d̄úng, khi số d̄ầu tiên c

,
ua 3 số liên tiếp

là 1.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề kh

,
ăng d̄.inh c

,
ua bài toán d̄úng

vó,i k, nghı̃a là k3 + (k + 1)3 + (k + 2)3 chia hết cho 9. Ta sẽ chú,ng
minh r `̆ang vó,i ba số t .u

, nhiên liên tiếp b ´̆at d̄ầu tù, (k + 1) kh
,
ăng

d̄.inh c
,
ua bài toán cũng d̄úng, nói cách khác (k + 1)3 + (k + 2)3 +

(k + 3)3 sẽ chia hết cho 9. Th .ât v .ây,
(k + 1)3 + (k + 2)3 + (k + 3)3 = (k3 + (k + 1)3 + (k + 2)3) + 9(k2 +

3k + 3).
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Tô
,
ng ba số liên tiếp b ´̆at d̄ầu tù, k + 1 biê

,
u diễn nhu, tô

,
ng c

,
ua hai

số h .ang d̄ều chia hết cho 9, thı̀ tô
,
ng này cũng chia hết cho 9. J

Vı́ d .u 2.10. Chú,ng minh r `̆ang m.oi số nguyên d̄ồng (tiền Vi.êt
Nam1) ló,n ho,n 6 có thê

,
d̄ô

,
i ra tiền l

,
e không du,b `̆ang nhũ,ng d̄ồng

tiền gồm nhũ,ng tò,2 d̄ồng và 5 d̄ồng.
Lò,i gi

,
ai. Bu,́o,c co, s

,
o,: Vó,i số tiền 7 d̄ồng, m.ênh d̄ề kh

,
ăng d̄.inh

d̄úng: 7=5+2.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, kh

,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i số k ≥ 7 d̄ồng. Ðê

,

chú,ng minh d̄iều kh
,
ăng d̄.inh cũng d̄úng vó,i số k + 1 d̄ồng. Ta xét

hai kh
,
a năng:

1) k d̄u,.o
,c d̄ô

,
i ch

,
ı b `̆ang m.ôt lo .ai tiền tò, 2 d̄ồng.

2) k d̄u,.o
,c d̄ô

,
i b `̆ang các lo .ai tiền, ı́t nhất có m.ôt tò, lo .ai 5 d̄ồng.

Ta ph
,
ai chú,ng minh k + 1 d̄ồng cũng d̄ô

,
i d̄u,.o

,c b `̆ang các lo .ai
tiền d̄ã cho. Vó,i số (k + 1) d̄ồng thı̀ ta d̄ô

,
i nhu, sau:

- Nếu k d̄ồng
,
o, tru,ò,ng h.o

,p 1), thı̀ ı́t nhất ph
,
ai có 4 tò, 2 d̄ồng,

vı̀ k > 6. Ðê
,
d̄ô

,
i k + 1 d̄ồng, ta lấy 2 tò, lo .ai 2 d̄ồng d̄ô

,
i thành 1 tò,

lo .ai 5 d̄ồng.

- Nếu k d̄ồng trong tru,ò,ng h.o
,p 2), thı̀ d̄ê

,
d̄ô

,
i k + 1 d̄ồng, ta lấy

m.ôt tò, lo .ai 5 d̄ồng d̄ô
,
i lấy 3 tò, lo .ai 2 d̄ồng.

Theo nguyên lý quy n .ap toán h.oc kh
,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i m.oi

số n d̄ồng vó,i n > 6. J

Vı́ d .u 2.11. Chú,ng minh r `̆ang n d̄u,̀o,ng th
,

ăng khác nhau trên
m.ôt m .̆at ph

,
ăng d̄i qua m.ôt d̄iê

,
m chia m .̆at ph

,
ăng ra 2n phần.

Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co,s
,

o,: Vó,i n = 1 m.ênh d̄ề kh
,
ăng d̄.inh là d̄úng, vı̀

m.ôt d̄u,ò,ng th
,
ăng chia m .̆at ph

,
ăng ra hai phần.

11 d̄ồng
,
o, d̄ây ta hiê

,
u là 1000 d̄ồng trên th .u

,c tế.
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Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i số n nào d̄ó, nghı̃a là

n d̄u,ò,ng th
,
ăng khác nhau d̄i qua m.ôt d̄iê

,
m chia m .̆at ph

,
ăng ra 2n

phần. Ðê
,
chú,ng minh m.ênh d̄ề kh

,
ăng d̄.inh cũng d̄úng vó,i n + 1

d̄u,ò,ng th
,
ăng, ta chú ý r `̆ang nếu d .u

,ng d̄u,ò,ng th
,
ăng d̄i qua d̄iê

,
m

d̄ã cho và không trùng vó,i d̄u,ò,ng th
,
ăng nào trong số các d̄u,ò,ng

th
,
ăng còn l .ai, thı̀ chúng ta sẽ nh .ân thêm 2 phần nũ,a c

,
ua m .̆at

ph
,
ăng. Nhu, v .ây số phần c

,
ua m .̆at ph

,
ăng d̄ã có là 2n c .ông vó,i 2,

ho .̆ac là 2(n + 1). J

Vı́ d .u 2.12. Trong thành phố có n nhà. Tı̀m số ló,n nhất nhũ,ng
hàng rào khép kı́n không c ´̆at nhau có thê

,
xây d .u

,ng d̄u,
.o
,c trong

thành phố, nếu mỗi hàng rào vây quanh ı́t nhất m.ôt nhà và
không có hai hàng rào nào vây quanh m.ôt c .um nhà.

Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co,s
,

o,: Khi n = 1 số hàng rào cần tı́nh là X1 = 1.

Khi n = 2 ta có thê
,
quây mỗi nhà m.ôt hàng rào sau d̄ó l .ai

d .u
,ng m.ôt hàng rào quây c

,
a hai nhà. Nhu, v .ây số hàng rào X2 = 3.

Khi n = 3 ta có thê
,
quây mỗi nhà m.ôt hàng rào, sau d̄ó quây

hai nhà bất kỳ b `̆ang m.ôt hàng rào và sau cùng là m.ôt hàng rào
quây c

,
a ba nhà. Ta có X3 = 5.

Do d̄ó gi
,
a thiết quy n .ap: Xn = 2n − 1. Ðê

,
chú,ng minh công

thú,c là d̄úng, ta có nh .ân xét sau: Ðối vó,i m.ôt thành phố n nhà
theo các d̄iều ki .ên d̄ầu bài, luôn xây d .u

,ng d̄u,.o
,c d̄úng n hàng rào

¨riêng¨ c
,
ua mỗi nhà và ch

,
ı có m.ôt hàng rào ¨chung¨ cho c

,
a thành

phố.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, công thú,c Xn = 2n − 1 d̄úng vó,i m.oi

n ≤ k và ta cần chú,ng minh nó cũng d̄úng vó,i n = k + 1.

Ta xét h.ê thống hàng rào vó,i số hàng rào ló,n nhất có thê
,

d .u
,ng d̄u,.o

,c trong m.ôt thành phố có k + 1 nhà và tho
,
a mãn các
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d̄iều ki .ên c
,
ua d̄ầu bài. Theo nh .ân xét trong h.ê thống d̄ó luôn có

1 (và ch
,
ı 1) hàng rào ló,n quây c

,
a thành phố. Gi

,
a s

,
u, hàng rào

d̄ó b.i b
,
o d̄i thı̀ lúc d̄ó thành phố d̄u,.o

,c quây thành 2 khu b`̆ang 2
hàng rào. Khu thú, nhất ch

,
ăng h .an là m nhà, khu thú, hai có l

nhà: m ≥ 1; l ≥ 1; m + l = k + 1.

H.ê thống hàng rào quây khu thú, nhất cũng là ló,n nhất tú,c là
có tất c

,
a 2m− 1 hàng rào, và quây khu thú, hai có 2l− 1 hàng rào

(theo gi
,
a thiết quy n .ap). Không thê

,
có hàng rào nào có thê

,
quây

d̄ồng thò,i nhũ,ng ngôi nhà tù, 2 khu d̄ang xét d̄ó. Do d̄ó ch
,
ı còn

l .ai m.ôt hàng rào duy nhất. Ðó là hàng rào chung quây c
,
a thành

phố. Nhu, v .ây ta có

Xk+1 = (2m− 1) + (2l − 1) + 1 = 2(m + l)− 1

= 2(k + 1)− 1. J

Vı́ d .u 2.13. Tù,2n số 1, 2, 3, . . . , 2n ta lấy ra m.ôt cách bất kỳ n + 1
số. Chú,ng minh r `̆ang trong số các số lấy ra d̄ó có ı́t nhất m.ôt số
chia hết cho m.ôt số khác.

Lò,i gi
,

ai. (Phu,o,ng pháp gi
,
ai sau d̄ây là c

,
ua M. Fritman).2 Khi

n = 1 m.ênh d̄ề d̄úng là hiê
,
n nhiên.

Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n − 1 nghı̃a là tù, 2(n − 1) số

1, 2, . . . , 2(n − 1) (
,
o, d̄ây n ≥ 2) có thê

,
ch.on ra d̄u,.o

,c n số sao cho
trong d̄ó có ı́t nhất m.ôt số chia hết cho m.ôt số khác.

Ta chú,ng minh m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n. Gi
,
a s

,
u, tù, 2n số 1, 2, . . . , 2n

ta có thê
,
ch.on d̄u,.o

,c n + 1 số sao cho trong d̄ó không có số nào là
b .ôi số c

,
ua số khác. Ta ký hi .êu t .âp tất c

,
a n + 1 số d̄ó là Xn+1. Ðối

vó,i t .âp Xn+1 x
,
ay ra 4 tru,ò,ng h.o

,p.

2Bài này cũng có thê
,
gi

,
ai b `̆ang phu,o,ng pháp Ðirichlet trong [1]
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1. Xn+1 không chú,a c
,
a 2n− 1 và 2n,

2. Xn+1 chú,a 2n− 1 và không chú,a 2n,

3. Xn+1 không chú,a 2n− 1 và chú,a 2n,

4. Xn+1 chú,a c
,
a 2n− 1 và 2n.

Tru,ò,ng h.o
,p 1: Ta b

,
o d̄i tù, Xn+1 m.ôt số bất kỳ, còn l .ai n số mà

mỗi số d̄ều không ló,n ho,n 2n− 2 và trong số d̄ó không có số nào
là b .ôi c

,
ua m.ôt số khác.

Tru,ò,ng h.o
,p 2: Ta b

,
o tù, Xn+1 số 2n− 1, còn l .ai là n số mà m.oi

số d̄ều không ló,n ho,n 2n− 2 và không có số nào là b .ôi c
,
ua m.ôt số

khác.

Tru,ò,ng h.o
,p 3: Ta b

,
o tù, Xn+1 số 2n, còn l .ai là n số mà m.oi số

d̄ều không ló,n ho,n 2n− 2 và không có số nào là b .ôi c
,
ua m.ôt số

khác.

Tru,ò,ng h.o
,p 4: Tru,ó,c hết ta thấy trong Xn+1 không chú,a số

n do d̄ó trong tru,ò,ng h.o
,p này ta b

,
o tù, Xn+1 hai số 2n− 1 và 2n

thêm vào số n ta cũng nh .ân d̄u,.o
,c n số mà m.oi số d̄ều không ló,n

ho,n 2n− 2. Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang trong n số d̄ó không có số nào
chia hết cho số khác. Ðê

,
chú,ng minh d̄iều này ta ch

,
ı cần chú,ng

minh:

1) Trong số d̄ó trù, số n không có số nào chia hết cho n và

2) Số n không chia hết cho số nào khác, ngoài n.

Ðiều thú, nhất là hiê
,
n nhiên vı̀ tất c

,
a các số d̄ó d̄ều không ló,n

ho,n 2n− 2.

Ðiều thú, hai cũng là hiê
,
n nhiên vı̀ trong Xn+1 số 2n không

chia hết cho m.ôt số nào khác.

V .ây nếu m.ênh d̄ề không d̄úng cho 2n số thı̀ cũng d̄úng cho
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2(n− 1) số. Ðiều này mâu thuẫn vó,i gi
,
a thiết quy n .ap. V .ây m.ênh

d̄ề d̄ã cho d̄úng vó,i 2n số 1, 2, . . . , 2n vó,i n là số t .u
, nhiên bất kỳ.

J

2.3. Bu,ó,c quy n .ap d̄u, .o
,c xây d .u

,ng trên P(k)
Trong chú,ng minh b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc, khó

khăn nhất là bu,ó,c quy n .ap chuyê
,
n tù, m.ênh d̄ề P(k) sang m.ênh

d̄ề P(k + 1). Trong phần này cũng nhu, các vı́ d .u
,
o, m .uc sau ta

xem xét kỹ các kh
,
a năng biến d̄ô

,
i quy n .ap tr .u

,c tiếp tù, kh
,
ăng

d̄.inh d̄úng c
,
ua P(k) sang kh

,
ăng d̄.inh d̄úng c

,
ua P(k + 1).

Vı́ d .u 2.14. Chú,ng minh r `̆ang

2n−1(an + bn) > (a + b)n, (2.9)
,

o,d̄ây a + b > 0, a 6= b, n > 1.

Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co,s
,

o,: Vó,i n = 2 d̄
,
ăng thú,c (2.9) có d .ang

2(a2 + b2) > (a + b)2. (2.10)

Vı̀ a 6= b ta có bất d̄
,
ăng thú,c d̄úng (a− b)2 > 0, c .ông hai vế bất

d̄
,
ăng thú,c này vó,i (a + b)2, ta có (2.10).

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, (2.9) d̄úng vó,i số n = k nào d̄ó,

2k−1(ak + bk) > (a + b)k. (2.11)

Ðê
,
chú,ng minh (2.9) cũng d̄úng cho n = k + 1, ta nhân hai vế

(2.11) vó,i a + b vı̀ a + b > 0 ta nh .ân bất d̄
,
ăng thú,c d̄úng

2k−1(ak + bk)(a + b) > (a + b)k+1. (2.12)

Nhu, v .ây d̄ê
,
chú,ng minh (2.9) d̄úng vó,i n = k + 1 bây giò, ta ch

,
ı

cần chú,ng minh

2k(ak+1 + bk+1) > 2k−1(ak + bk)(a + b). (2.13)
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Sau khi biến d̄ô
,
i và d̄o,n gi

,
an hai vế ta d̄u,.o

,c bất d̄
,
ăng thú,c tu,o,ng

d̄u,o,ng ak+1 + bk+1 > akb + bka, tù, d̄ó suy ra

(ak − bk)(a− b) > 0. (2.14)

Xét hai tru,ò,ng h.o
,p:

1) Nếu a > b, và d̄iều ki .ên d̄ã cho là a > −b, suy ra a > |b|.
Vı̀ v .ây ak > bk. Do d̄ó bất phu,o,ng trı̀nh (2.14) d̄úng.

2) Nếu a < b, lý lu .ân tu,o,ng t .u
, phần trên ta có ak < bk, trong

tru,ò,ng h.o
,p này (2.14) cũng d̄úng. Tóm l .ai, (2.14) d̄úng vó,i m.oi

a 6= b, do d̄ó (2.9) d̄úng vó,i n = k + 1. J

Vı́ d .u 2.15. Cho dãy số 0 < a1 < a2 < · · · < an, và ei = ±1, i =

1, 2, . . . Chú,ng minh r `̆ang
n

∑
i=1

eiai nh .ân ı́t nhất C2
n+1 giá tr.i khác

nhau khi ei thay d̄ô
,
i dấu trong tô

,
h.o

,p 2n kh
,

a năng xâ
,
y ra.

Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co,s
,

o,: Khi n = 1, tồn tai d̄úng 2 giá tr.i khác nhau
c

,
ua tô

,
ng ( a và −a) và C2

2 = 1, nhu, v .ây m.ênh d̄ề d̄úng.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n = k; nghı̃a là

k

∑
i=1

eiai

nh .ân ı́t nhất C2
k+1 giá tr.i khác nhau. Gi

,
a s

,
u, thêm m.ôt phần t

,
u,

ak+1, mà ak+1 > ak. Ta cần ph
,
ai ch

,
ı ra r `̆ang tô

,
ng sẽ có C2

k+2 giá
tr.i. Theo gi

,
a thiết quy n .ap d̄ã có s ˜̆an C2

k+1 giá tr.i c
,
ua tô

,
ng khác

nhau sinh b
,
o,i a1, a2, . . . , ak; ta cần tı̀m nhũ,ng giá tr.i khác nhau

c
,
ua tô

,
ng, có số lu,.o

,ng là C2
k+2 − C2

k+1 = k + 1. Tı̀m các tô
,
ng d̄ó

b `̆ang cách sau d̄ây: Ð .̆at S =
k

∑
i=1

ai (nhu, v .ây thı̀ S ≥
k

∑
i=1

eiai vó,i m.oi

s .u
, l .u

,a ch.on ei), và chú ý r `̆ang các tô
,
ng sau S + ak+1, S + (ak+1 −

ak), S + (ak+1 − ak−1), . . . , S + (ak+1 − a1) có giá tr.i khác nhau và
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ló,n ho,n th .u
,c s .u

, S. Nhu, v .ây tồn t .ai k + 1 giá tr.i khác nhau nũ,a
c

,
ua tô

,
ng d̄ã cho. J

Vı́ d .u 2.16. Nếu a > 0 và b > 0, thı̀ (n− 1)an + bn ≥ nan−1b, vó,i
n là số nguyên du,o,ng; d̄

,
ăng thú,c xâ

,
y ra khi và ch

,
ı khi a = b.

Lò,i gi
,

ai. M.ênh d̄ề d̄úng vó,i n = 1. Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i

n = k,

(k− 1)ak + bk ≥ kak−1b
Ðê

,
xây d .u

,ng m.ênh d̄ề vó,i n = k + 1, ta tiến hành các bu,ó,c

1) Nhân hai vế bất d̄
,
ăng thú,c vó,i a

(k− 1)ak+1 + bka ≥ kakb.

2) C.ông thêm ak+1 vào bất d̄
,
ăng thú,c trên

kak+1 + bka ≥ kakb + ak+1.

3) Chuyê
,
n bka sang vế ph

,
ai ta có

kak+1 ≥ kakb + ak+1 − bka.

4) C.ông thêm bk+1 vào hai vế c
,
ua bất d̄

,
ăng thú,c này

kak+1 + bk+1 ≥ kakb + ak+1 − bka + bk+1.

Theo gi
,
a thiết quy n .ap thı̀ bất d̄

,
ăng thú,c trên tr

,
o, thành d̄

,
ăng

thú,c khi và ch
,
ı khi a = b. Ðê

,
chú,ng minh P(k + 1) d̄úng, ta ch

,
ı

ra vế ph
,
ai c

,
ua bất d̄

,
ăng thú,c sau cùng th

,
oa mãn

kakb + ak+1 − bka + bk+1 ≥ (k + 1)akb

và bất d̄
,
ăng thú,c tr

,
o, thành d̄

,
ăng thú,c khi và ch

,
ı khi a = b. Th .ât
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v .ây, ta biến d̄ô
,
i tù, du,ó,i lên

kakb + ak+1 − bka + bk+1 ≥ (k + 1)akb,

−akb + ak+1 − bka + bk+1 ≥ 0,

ak(a− b) + bk(b− a) ≥ 0,

(ak − bk)(a− b) ≥ 0.

Bất d̄
,
ăng thú,c này d̄úng (do a − b và ak − bk có cùng dấu), suy

ngu,.o
,c l .ai bất d̄

,
ăng thú,c ta cần chú,ng minh là d̄úng và d̄

,
ăng thú,c

xâ
,
y ra khi và ch

,
ı khi a = b. J

Vı́ d .u 2.17. Chú,ng minh r `̆ang

Sn = 1− 2 + 3− 4 + · · ·+ (−1)n−1.n = (−1)n−1
[

n + 1
2

]
,

o,d̄ây [x] là số nguyên ló,n nhất nh
,
o ho,n x, n là số nguyên du,o,ng.

Lò,i gi
,

ai. Ðê
,

chú,ng minh d̄u,.o
,c bài toán, ta chú,ng minh công

thú,c sau [n
2

]
+

[
n + 1

2

]
= n

vó,i m.oi n. Th .ât v .ây,

a) vó,i n = 2m là số ch ˜̆an, ta có[n
2

]
+

[
n + 1

2

]
= [m] +

[
m +

1
2

]
= m + m = n.

b) vó,i n = 2m + 1 là số l
,
e[n

2

]
+

[
n + 1

2

]
=

[
m +

1
2

]
+ [m + 1] = m + m + 1 = n.

Bu,́o,c co,s
,

o,: S1 = 1 = (−1)0
[

1 + 1
2

]
, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n = 1
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Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, d̄

,
ăng thú,c d̄úng vó,i n = k, nghı̃a là

Sk = 1− 2 + 3− 4 + · · ·+ (−1)k−1.k = (−1)k−1
[

k + 1
2

]
.

Khi d̄ó

Sk+1 = Sk + (−1)k(k + 1) = (−1)k−1
[

k + 1
2

]
+ (−1)k(k + 1)

= (−1)k
(

k + 1−
[

k + 1
2

])
= (−1)k.

[
k + 2

2

]
.

Ð
,
ăng thú,c sau cùng suy ra tù, d̄

,
ăng thú,c

,
o, phần trên. Ð

,
ăng thú,c

c
,
ua d̄ề ra d̄úng vó,i n = k + 1. J

2.4. Bu,ó,c quy n .ap d̄u, .o
,c xây d .u

,ng trên P(k + 1)

Bu,ó,c quy n .ap trong nguyên lý quy n .ap toán h.oc cần kh
,
ăng

d̄.inh P(k + 1) suy tù, P(k). Nhu,ng nhiều khi vi .êc biến d̄ô
,
i tr .u

,c
tiếp tù, P(k) sang P(k + 1) g .̆ap rất nhiều khó khăn ho .̆ac không
có hu,ó,ng chı́nh xác. Khi d̄ó ta ph

,
ai làm ngu,.o

,c l .ai d̄ê
,
biê

,
u diễn

P(k + 1) ra m.ênh d̄ề c
,
ua P(k) và tiến hành quy n .ap. Phần này

và phần tru,ó,c liên quan m.ât thiết và tu,o,ng d̄u,o,ng nhau.

Vı́ d .u 2.18. Chú,ng minh r `̆ang số zn = 32n+1 + 40n− 67 chia hết
cho 64 vó,i m.oi số t .u

,nhiên n.

Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co,s
,

o,: z1 = 33 + 40− 67 = 0 chia hết cho 64. m.ênh
d̄ề d̄úng vó,i n = 1

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, zn chia hết cho 64. Khi d̄ó

zn+1 = 32n+3 + 40n− 27

= 9(32n+1 + 40n− 67)− 320n + 576 = 9.zn − 64(5n− 9)

cũng chia hết cho 64. Bài toán d̄úng vó,i m.oi n. J
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Vı́ d .u 2.19. Ký hi.êu Rn =

√
2 +

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2 căn b .âc hai

n lần. Chú,ng minh r `̆ang cos
π

2n =
1
2

Rn−1, sin
π

2n =
1
2
√

2− Rn−2

vó,i m.oi n ≥ 3.

Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co, s
,

o,: cos
π

4
= sin

π

4
=

√
2

2
, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i

n = 3 vı̀

cos
π

23 = cos
π

8
=

√√√√1 + cos
π

4
2

=

√
2 +
√

2
2

=
R2

2
,

sin
π

23 = sin
π

8
=

√√√√1− cos
π

4
2

=

√
2−
√

2
2

=

√
2− R1

2
.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i số t .u

, nhiên k ≥ 3. Khi
d̄ó

cos
π

2k+1 =

√√√√1 + cos
π

2k

2
=

√
2 + Rk−1

2
=

Rk

2
,

sin
π

2k+1 =

√√√√1− cos
π

2k

2
=

√
2− Rk−1

2
.

Nhu, v .ây, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n = k + 1. Theo nguyên lý quy n .ap
toán h.oc các công thú,c d̄úng vó,i m.oi n ≥ 3. J

Vı́ d .u 2.20. Chú,ng minh r `̆ang
n5

5
+

n4

2
+

n3

3
− n

30
là số nguyên

vó,i n = 0, 1, 2, ...

Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co,s
,

o,: M.ênh d̄ề d̄úng vó,i n = 0.
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Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n = k. Ta cần ph

,
ai chú,ng

minh
(k + 1)5

5
+

(k + 1)4

2
+

(k + 1)3

3
− k + 1

30
là số nguyên. Ta khai triê

,
n biê

,
u thú,c trên

k5 + 5k4 + 10k3 + 10k2 + 5k+
5

+
k4 + 4k3 + 6k2 + 4k + 1

2
+

+
k3 + 3k2 + 3k + 1

3
− k + 1

30
.

Nhóm l .ai d̄ê
,
xuất hi .ên P(k)

(
k5

5
+

k4

2
+

k3

3
− k

30
)+ ((k4 + 2k3 + 2k2 + k)+ (2k3 + 3k2 + 2k)+ (k2 + k)+ 1)

Nhu, v .ây nhóm thú, nhất theo gi
,
a thiết là số nguyên và các nhóm

sau cũng là số nguyên, suy ra tô
,
ng c

,
ua chúng là số nguyên và d̄ó

cũng là m.ênh d̄ề bài toán vó,i n = k + 1. J

Vı́ d .u 2.21. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi số nguyên n ≥ 2 và |x| < 1
thı̀ bất d̄

,
ăng thú,c sau luôn d̄úng:

(1− x)n + (1 + x)n < 2n.

Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co,s
,

o,: Khi n = 2 bất d̄
,
ăng thú,c d̄úng hiê

,
n nhiên.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, bất d̄

,
ăng thú,c d̄úng vó,i n = k. Ta ph

,
ai

chú,ng minh bất d̄
,
ăng thú,c cũng d̄úng vó,i n = k + 1; do gi

,
a thiết

d̄ầu bài và gi
,
a thiết quy n .ap ta có

(1− x)k+1 + (1 + x)k+1 < [(1− x)k + (1 + x)k][(1− x) + (1 + x)]

< 2k.2 = 2k+1.

Nhu, v .ây bất d̄
,
ăng thú,c d̄u,.o

,c chú,ng minh vó,i n = k + 1. J

Vı́ d .u 2.22. Vó,i m.oi x trong 0 ≤ x ≤ π, chú,ng minh r `̆ang
| sin nx| ≤ n sin x,

,
o,d̄ây n là số nguyên không âm.
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Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co,s
,

o,: Vó,i n = 1 bất d̄
,
ăng thú,c d̄úng là tất nhiên.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, bất d̄

,
ăng thú,c d̄úng vó,i n = k: | sin kx| ≤

k sin x. Ta cần chú,ng minh bất d̄
,
ăng thú,c cũng d̄úng vó,i n = k+ 1.

Ta xét

| sin(k + 1)x| = | sin(kx + x)| = | sin(kx) cos x + cos(kx) sin x|
= | sin(kx) cos x|+ | cos(kx) sin x|
= | sin(kx)|| cos x|+ | cos(kx)|| sin x|
≤ |k sin x|+ | sin x| ≤ (k + 1) sin x.

Nhũ,ng bất d̄
,
ăng thú,c trên d̄u,.o

,c suy ra b
,
o,i 0 ≤ x ≤ π nên sin x ≥

0 và | cos kx| ≤ 1. Nhu, v .ây ta d̄ã chú,ng minh bất d̄
,
ăng thú,c d̄úng

cho n = k + 1. Suy ra nó d̄úng vó,i m.oi n ≥ 1. J

2.5. Quy n .ap toán h .oc và phép truy hồi
Nhiều bài toán ta d̄ã xét có liên quan d̄ến dãy số nhu, cấp số

c .ông, cấp số nhân, ... mỗi số h .ang c
,
ua chúng d̄u,.o

,c biê
,
u diễn b `̆ang

cách lấy nhũ,ng giá tr.i c
,
ua số h .ang tru,ó,c nó, ngoài nhũ,ng số h .ang

kh
,
o,i d̄ầu c

,
ua dãy. Nhũ,ng công thú,c số h .ang chung c

,
ua dãy nhu,

v .ây d̄u,.o
,c d̄u,a ra và coi nhu, là d̄.inh nghı̃a m.ôt dãy. Phu,o,ng pháp

cho m.ôt dãy nhu, v .ây rất giống vó,i nguyên lý quy n .ap toán h.oc.
Ta có thê

,
dùng quy n .ap d̄ê

,
d̄.inh nghı̃a m.ôt khái ni .êm mó,i. Nhũ,ng

nhà toán h.oc g.oi nó là lo .ai d̄.inh nghı̃a quy n .ap, nhu,ng các nhà
khoa h.oc máy tı́nh g.oi nó là d̄.inh nghı̃a hồi quy. Ðê

,
hiê

,
u vấn d̄ề

này ta xét m.ôt vı́ d .u. Ð.inh nghı̃a giai thù,a c
,
ua m.ôt số nguyên,

ký hi .êu là P(n) = n!, nhu, sau: nếu n = 0 ta gán P(n) = 1 và nếu
vó,i mỗi n > 0 gán giá tr.i P(n) = n · (n− 1) · . . . · 2 · 1 nghı̃a là tı́ch
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n số nguyên du,o,ng d̄ầu tiên. Ta tı́nh m.ôt số giá tr.i d̄ầu

0! = 1,

1! = 1 = 1 · 0!,

2! = 2 · 1 = 2 · 1! = 2,

3! = 3 · 2 · 1 = 3 · 2! = 6.

Nhu, v .ây vó,i m.oi số t .u
, nhiên n, ho .̆ac là n = 0 có P(n)=1; ho .̆ac là

n > 0 có P(n) = n · (n− 1)!. Ðiều này g.o
,i ý ta d̄.inh nghı̃a theo

quy n .ap c
,
ua P(n) nhu, sau:

Bu,́o,c co,s
,

o,: Nếu n = 0, thı̀ n! = 1 và

Bu,́o,c quy n .ap: Nếu n! d̄ã xác d̄.inh, thı̀ ta có thê
,

xác d̄.inh
(n + 1)! b `̆ang (n + 1) · n!.

Bu,ó,c quy n .ap trong d̄.inh nghı̃a trên trong tin h.oc ngu,ò,i ta
thu,ò,ng g.oi là Bu,́o,c hồi quy và g.oi d̄.inh nghı̃a kiê

,
u nhu, trên là

d̄.inh nghı̃a theo hồi quy. Ta thấy r `̆ang d̄.inh nghı̃a hồi quy
,
o, trên

hoàn toàn nhu, nguyên lý quy n .ap toán h.oc. Bu,ó,c co, s
,
o, cho ta giá

tr.i t .ai số t .u
, nhiên ban d̄ầu 0. Bu,ó,c hồi quy cho ta biết nếu ta d̄ã

biết d̄.inh nghı̃a t .ai n thı̀ ta có thê
,
d̄.inh nghı̃a d̄u,.o

,c t .ai n + 1 (bu,ó,c
tiếp theo). Nhu, v .ây d̄.inh nghı̃a d̄ầy d̄

,
u cho m.oi số t .u

, nhiên n.

Ð.inh nghı̃a xuất phát tù, 0 và tù,ng bu,ó,c liên tiếp d̄.inh nghı̃a
P(n) cho nhũ,ng số t .u

, nhiên càng ngày càng ló,n. Nhu,ng d̄ê
,
tı́nh

toán P(n) ta d̄i ngu,.o
,c l .ai, tù, m.ênh d̄ề ló,n nhất d̄ến m.ênh d̄ề nh

,
o

nhất. Vı́ d .u ta tı́nh

3! = 3 · 2! = 3 · 2 · 1! = 3 · 2 · 1 · 0! = 3 · 2 · 1 · 1 = 6

Theo d̄.inh nghı̃a muốn tı́nh giá tr.i P(n) ta kiê
,
m tra xem nếu

n = 0 thı̀ áp d .ung bu,ó,c co, s
,
o, c

,
ua d̄.inh nghı̃a; ngu,.o

,c l .ai ta trù, n
d̄i 1 d̄ê

,
d̄u,a bài toán về số nguyên nh

,
o ho,n, nhu, v .ây bu,ó,c hồi quy
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gi
,
am b .âc c

,
ua bài toán d̄ến khi về bu,ó,c co, s

,
o, và tı́nh toán xong

hoàn toàn.

Rất nhiều ngôn ngũ, l .âp trı̀nh cũng cho ta tı́nh toán d̄u,.o
,c công

thú,c theo d̄.inh nghı̃a hồi quy, ch
,
ăng h .an nhu, câu l .ênh sau trong

ngôn ngũ, l .âp trı̀nh Pascal:

if n = 0 then Pn := 1 else Pn := n · (n− 1)!;

Dòng l .ênh trên nói vó,i chu,o,ng trı̀nh biên d.ich r `̆ang:

1. Kiê
,
m tra xem n = 0 có d̄úng không ?

2. Nếu tr
,
a lò,i là Ðúng, thı̀ gán P(n) = 1;

3. Nếu tr
,
a lò,i là Sai, thı̀ gán P(n) := n · (n− 1)!;

Ðê
,
tı́nh tiếp t .uc máy ph

,
ai g.oi dòng l .ênh lần nũ,a d̄ê

,
tı́nh (n−

1)! và cú, tiếp t .uc nhu, v .ây tó,i khi n = 0. M.ôt câu l .ênh không thê
,

hi .ên hết vi .êc tı́nh toán hồi quy.

Trong toán h.oc và tin h.oc ngu,ò,i

Hı̀nh 2.1:

ta t .ao ra các thu .ât toán thê
,
hi .ên chu

trı̀nh tı́nh toán. Có nhiều cách mô
t
,
a thu .ât toán nhu, li .êt kê tù,ng bu,ó,c

th .u
,c hi .ên ho .̆ac b `̆ang so, d̄ồ khối (biê

,
u

d̄ồ). Nhu, chúng ta d̄ã thấy thu .ât
toán cũng là m.ôt công c .u mô t

,
a vi .êc

th .u
,c hi .ên nguyên lý quy n .ap toán

h.oc, nhất là các biê
,
u d̄ồ thu .ât toán

hồi quy. Ta lấy vı́ d .u tı̀m thu .ât toán
tı́nh giai thù,a c

,
ua số t .u

, nhiên cho
tru,ó,c ?

1. Cho giá tr.i số t .u
, nhiên n;

2. Ð .̆at kết qu
,
a Pn := 1 và biến d̄ếm m := n;
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3. Kiê
,
m tra m = 0? nếu d̄úng d̄i d̄ến bu,ó,c 5; nếu sai d̄ến bu,ó,c 4;

4. Tı́nh Pn := Pn ∗m và m := m− 1; d̄i d̄ến bu,ó,c 3;
5. Kết thúc.

So, d̄ồ khối thê
,
hi .ên qua hı̀nh 1.

Nhu, v .ây vi .êc chuyê
,
n tù, công thú,c hồi quy ho .̆ac các m.ênh d̄ề

hồi quy sang thu .ât toán và biê
,
u d̄ồ thê

,
hi .ên quá trı̀nh tı́nh toán

tù, nh .âp dũ, li .êu vào và lấy kết qu
,
a ra, cũng nhu, các bu,ó,c tı́nh

toán d̄òi h
,
oi ta ph

,
ai hiê

,
u thấu d̄áo phu,o,ng pháp quy n .ap toán

h.oc. Trong cuốn sách này ta sẽ d̄ề c .âp d̄ến m.ôt số bài t .âp về
thu .ât toán và biê

,
u d̄ồ d̄ê

,
minh ho .a.

Ta d̄u,a vào d̄.inh nghı̃a h.ê số Newton3

Ck
n =

n!
k!(n− k)!

, (n = 0, 1, . . . ; k = 0, 1, . . . , n). (2.15)

Dùng d̄.inh nghı̃a giai thù,a và gi
,
an u,ó,c thù,a số chung, ta nh .ân

d̄u,.o
,c

Ck
n =

n(n− 1) . . . (n− k + 1)
k!

, (n = 0, 1, . . . ; k = 0, 1, . . . , n)
(2.16)

Chúng ta thiết l .âp tam giác Pascal theo nguyên t ´̆ac: C.ôt d̄ầu tiên
và ¨c .anh huyền¨ ch

,
ı gồm toàn số m.ôt; số d̄ú,ng

,
o, hàng thú, n và

c .ôt k, là tô
,
ng c

,
ua hai số

,
o, hàng n− 1, t .ai c .ôt thú, k− 1 và k.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

. . . . . . . . . . . . . . .

3Ký hi .êu tu,o,ng d̄u,o,ng Ck
n ≡ Ck

n.
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Vı́ d .u 2.23. Chú,ng minh r `̆ang nhũ,ng số trong b
,

ang trên là
nhũ,ng h.ê số Newton: mỗi số d̄ú,ng

,
o, hàng thú, n và c .ôt thú, k

là Ck
n.

Lò,i gi
,

ai. Chú,ng minh b `̆ang quy n .ap, vó,i n = 0 m.ênh d̄ề d̄úng.

Gi
,
a s

,
u, hàng thú, n d̄u,.o

,c t .ao b
,
o,i các số C0

n, C1
n, . . . , Ck

n và ký
hi .êu βn+1,0, βn+1,1, . . . , βn+1,n+1 là nhũ,ng số

,
o, hàng thú, n + 1. Ta

sẽ chú,ng minh r `̆ang βn+1,k = Ck
n+1. Th .ât v .ây, áp d .ung nguyên t ´̆ac

t .ao b
,
ang số và gi

,
a thiết quy n .ap, ta có

βn+1,k = Ck−1
n + Ck

n =
n!

(k− 1)!(n− k + 1)!
+

n!
k!(n− k)!

=
n!

(k− 1)!(n− k)!
(

1
n− k + 1

+
1
k
) =

(n + 1)!
k!(n− k + 1)!

.

Th .u
,c tế ta d̄ã chú,ng minh công thú,c

Ck−1
n + Ck

n = Ck
n+1. (2.17)

Vı́ d .u 2.24. Hãy viết thu .ât toán và vẽ so, d̄ồ khối tu,o,ng ú,ng d̄ê
,

tı́nh h.ê số Newton Ck
n khi cho n, k(1 ≤ k ≤ n).

Lò,i gi
,

ai. Hı̀nh 2 thê
,
hi .ên biê

,
u d̄ồ c

,
ua thu .ât toán.

1. Nh .âp thông số n và k;
2.Tı́nh t := k! theo thu .ât toán và so, d̄ồ d̄ã biết;
3. Chuâ

,
n b.i tı́nh n(n− 1) . . . (n− k + 1), biến i nh .ân giá tr.i d̄ầu

là n;
4. Ðu,a vào biến m chú,a giá tr.i c

,
ua mẫu số, kh

,
o,i d̄ầu là 1;

5. B ´̆at d̄ầu tı́nh mẫu số k bu,ó,c vó,i giá tr.i n(n− 1) . . . (i + 1), i < n
nhân vó,i i và nh .ân giá tr.i m = n(n− 1) . . . i.
6. Giá tr.i c

,
ua ch

,
ı số gi

,
am d̄i 1.

7. Kiê
,
m tra ch

,
ı số có nh

,
o ho,n số h .ang sau cùng n− k + 1 không
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? nếu không d̄úng quay về bu,ó,c 5; nếu d̄úng d̄i tiếp bu,ó,c 8.
8. Gán biến b chú,a giá tr.i thu,o,ng c

,
ua m = n(n− 1) . . . (n− k + 1)

và t = 1, 2, . . . , k.
9. Kết thúc: kết qu

,
a c = Ck

n. J

Trong th .u
,c tế nhiều bài toán cho

Hı̀nh 2.2:

dãy số

a1, a2, . . . , an, . . .

xác d̄.inh b `̆ang công thú,c hồi quy
an = f (an−1, an−2, . . . , an−k) vó,i
1 ≤ k ≤ n − 1 và f là m.ôt hàm d̄ã
biết. Cũng nhu, d̄.inh nghı̃a

,
o, trên khi

cho m.ôt số số h .ang ban d̄ầu và hàm
f thı̀ các số h .ang c

,
ua dãy d̄ều tı́nh

d̄u,.o
,c. Dẫy số nhu, v .ây d̄ều g.oi là dãy

hồi quy.

Vı́ d .u 2.25. Cho dãy số a1, a2, . . . , an, . . . d̄u,
.o
,c d̄.inh nghı̃a theo

công thú,c sau:

(n + 2)(n + 1)an+2 − n2an = 0, (n = 1, 2, . . .) (2.18)

và a1 = 0, a2 = 1. Hãy tı̀m an?

Lò,i gi
,

ai. Ta viết l .ai công thú,c (2.18 )

an+2 =
n2

(n + 1)(n + 2)
an. (2.19)

Dễ thấy r `̆ang nhũ,ng số h .ang mang ch
,
ı số l

,
e b `̆ang 0. Th .ât v .ây,

d̄ .̆at n = 2k− 1, khi d̄ó vó,i k = 1, 2, . . . ta có

a2k+1 =
(2k− 1)2

2k(2k + 1)
a2k−1. (2.20)
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Vı̀ a1 = 0, tù, (2.20) theo quy n .ap suy ra a3 = 0, a5 = 0, . . .. Khi ta
d̄ .̆at n = 2k, thı̀ nhũ,ng số h .ang ch ˜̆an có công thú,c

a2k+2 =
2k2

(k + 1)(2k + 1)
a2k. (2.21)

Vó,i k = 1, 2, 3 tù, (2.21) ta tı́nh d̄u,.o
,c

a4 =
2

2.3
.a2 =

1
1.3

.1 =
1
3

,

a6 =
2.22

3.5
.a4 =

2.4
3.5

.
1
3

,

a8 =
2.32

4.7
.a6 =

2.4.6
3.5.7

.
1
4

.

Ta so sánh mỗi số h .ang vó,i ch
,
ı số và d̄u,a ra gi

,
a thiết

a2k =
2.4.6 . . . (2k− 2)
1.3.5 . . . (2k− 1)

1
k

. (2.22)

Tù, (2.22) vó,i k = 2, 3, 4 nh .ân d̄u,.o
,c a2, a4 và a8

,
o, trên. Gi

,
a s

,
u,

(2.22) d̄úng vó,i số k nào d̄ó, ta sẽ chú,ng minh nó cũng d̄úng vó,i
k + 1:

a2k+2 =
2.4.6 . . . 2k

1.3.5 . . . (2k + 1)
1

k + 1
. (2.23)

Th .ât v .ây, do (2.21) và gi
,
a thiết quy n .ap ta có

a2(k+1) =
2k2

(k + 1)(2k + 1)
.
2.4 . . . (2k− 2)
1.3 . . . (2k− 1)

.
1
k

=
2.4 . . . (2k− 2)2k

1.3 . . . (2k− 1)(2k + 1)
.

1
k + 1

.

Nhu, v .ây, công thú,c (2.22) d̄u,.o
,c chú,ng minh. Tóm l .ai,

an =

0 n = 2k− 1 (k = 1, 2, . . .)
2.4 . . . (2k− 2)
1.3 . . . (2k− 1)

.
1
k

n = 2k.
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Vı́ d .u 2.26. Chia m .̆at ph
,

ăng thành bao nhiêu phần tù, n d̄u,̀o,ng
th

,
ăng, d̄ôi m.ôt c ´̆at nhau và không có ba d̄u,̀o,ng th

,
ăng nào d̄ồng

quy?

Lò,i gi
,

ai. Ta d̄ .̆at F(n) là số phần m .̆at ph
,
ăng do n d̄u,ò,ng th

,
ăng

t .ao ra. Ta xét n + 1 d̄u,ò,ng th
,
ăng bất kỳ theo gi

,
a thiết bài ra. n

d̄u,ò,ng th
,
ăng d̄ầu chia m .̆at ph

,
ăng ra F(n) phần; còn d̄u,ò,ng th

,
ăng

thú, n + 1, g b.i c ´̆at t .ai n d̄iê
,
m khác nhau vó,i n d̄u,ò,ng th

,
ăng d̄ầu,

nhu, v .ây d̄u,ò,ng th
,
ăng g d̄u,.o

,c chia ra n + 1 phần. Suy ra d̄u,ò,ng
th

,
ăng g d̄i qua n + 1 phần d̄ã cho, mỗi phần d̄u,.o

,c chia làm d̄ôi,
do d̄ó g t .ao thêm ra n + 1 phần mó,i, nghı̃a là

F(n + 1) = F(n) + n + 1.

Thay n trong d̄
,
ăng thú,c trên b `̆ang n− 1, n− 2, . . . , 2, 1 ta có

F(n) = F(n− 1) + n,

F(n− 1) = F(n− 2) + n− 1,

. . . . . .

F(3) = F(2) + 3,

F(2) = F(1) + 2.

Do F(1) = 2 và c .ông các d̄
,
ăng thú,c trên ta nh .ân d̄u,.o

,c

F(n) = 1 + (1 + 2 + · · ·+ n) = 1 +
n(n + 1)

2
.

Ho .̆ac là

F(n) =
n2 + n + 2

2
. J

Vı́ d .u 2.27. (Bài toán tháp Hà n.ôi). Cho ba chiếc c .oc. C.oc thú,

nhất xâu n cái d̄ı̃a có d̄u,̀o,ng kı́nh khác nhau sao cho các d̄ı̃a có
d̄u,̀o,ng kı́nh ló,n ho,n

,
o,du,́o,i. Chúng ta muốn chuyê

,
n tất c

,
a các d̄ı̃a,
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,
ng quát hoá 51

mỗi lần m.ôt chiếc, sang c.oc thú,hai mà các d̄ı̃a vẫn xếp thú,t .u
,tù,

ló,n lên d̄ến nh
,
o. Trong thò,i gian chuyê

,
n qua các c .oc không d̄u,

.o
,c

d̄ .̆at d̄ı̃a ló,n lên d̄ı̃a nh
,
o (d̄ều này cần thiết có c .oc thú,ba). Số lần

ı́t nhất d̄ê
,
chuyê

,
n toàn b.ô d̄ı̃a trong c.oc m.ôt sang c.oc hai là bao

nhiêu?

Lò,i gi
,

ai. Ký hi .êu Mn là số lần nh
,
o nhất chuyê

,
n xong n d̄ı̃a tù,

c .oc m.ôt sang c.oc hai. Rõ ràng M1 = 1, nhu, v .ây ta gi
,
a s

,
u, n > 1.

Ðê
,
chuyê

,
n d̄u,.o

,c d̄ı̃a du,ó,i cùng sang c.ôt hai, ta ph
,
ai chuyê

,
n n− 1

d̄ı̃a
,
o, trên sang c.ôt ba. Nhu, v .ây ta có số lần chuyê

,
n ı́t nhất là

Mn−1. M.ôt lần chuyê
,
n d̄ı̃a to nhất sang c.ôt thú, hai, và l .ai ph

,
ai

th .u
,c hi .ên Mn−1 lần chuyê

,
n số n− 1 d̄ı̃a tù, c .ôt thú, ba về c .ôt thú,

hai. Nhu, v .ây,

Mn = 2Mn−1 + 1, M1 = 1.
Dễ dàng b `̆ang quy n .ap ta chú,ng minh d̄u,.o

,c Mn = 2n − 1. Th .ât
v .ây, vó,i n = 1 công thú,c d̄úng. Gi

,
a s

,
u, công thú,c d̄úng vó,i số n = k,

Mk = 2k − 1. Ta xét Mk+1 = 2Mk + 1 = 2(2k − 1) + 1 = 2k+1 − 1,
do d̄ó công thú,c d̄úng vó,i n = k + 1. J

2.6. Quy n .ap toán h .oc và tô
,
ng quát hoá

Rất nhiều bài toán dễ gi
,
ai ho,n

,
o, d .ang tô

,
ng quát. Nhất

là chú,ng minh b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap khi d .u
, d̄oán gi

,
a

thiết quy n .ap. Ch
,
ăng h .an nhu, ta ph

,
ai chú,ng minh dãy m.ênh

d̄ề P(1), P(2), . . . không có d̄
,
u thông tin d̄ê

,
th .u

,c hi .ên bu,ó,c quy
n .ap. Trong tru,ò,ng h.o

,p d̄ó ta xét dãy m.ênh d̄ề tô
,
ng quát ho,n

Q(1), Q(2), . . . mà vó,i mỗi n m.ênh d̄ề Q(n) kéo theo P(n), và sau
d̄ó ta l .ai áp d .ung phu,o,ng pháp quy n .ap cho Q(1), Q(2), Q(3), . . .
Trong m .uc này ta xét m.ôt số vı́ d .u nhu, v .ây:
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Vı́ d .u 2.28. Tı́nh tô
,
ng

Sn =
1
2
+

2
22 + · · ·+ n

2n . (2.24)

Lò,i gi
,

ai. Ta nh .ân xét tô
,
ng trên có thê

,
viết l .ai là

Sn(x) = 1x + 2x2 + · · ·+ nxn. (2.25)

Tô
,
ng ta cần tı́nh ch

,
ı là tru,ò,ng h.o

,p riêng c
,
ua (2.25) Sn(

1
2
). Ta có

thê
,
dùng kỹ thu .ât tı́nh tô

,
ng

,
o, cuối Chu,o,ng 1 d̄ê

,
có công thú,c tı́nh

tô
,
ng (2.25)(b .an d̄ .oc th .u

,c hi .ên nhu, m.ôt bài t .âp). Ta d̄u,a ra công
thú,c

,
o, d̄ây và chú,ng minh b `̆ang quy n .ap toán h.oc:

S(x) =
x− (n + 1)xn+1 + nxn+2

(1− x)2 , (2.26)

vó,i x 6= 1.

Vó,i n = 1 d̄
,
ăng thú,c (2.26) có d .ang x =

x− 2x2 + x3

(1− x)2 hiê
,
n nhiên

d̄úng.

Gi
,
a s

,
u, (2.26) d̄úng vó,i số t .u

, nhiên n. Khi d̄ó

Sn+1 = x + 2x2 + 3x3 + · · ·+ nxn + (n + 1)xn+1

=
x− (n + 1)xn+1 + nxn+2

(1− x)2 + (n + 1)xn+1 =

x− (n + 1)xn+1 + nxn+2 + (n + 1)xn+1 − 2(n + 1)xn+2 + (n + 1)xn+3

(1− x)2

=
x− (n + 2)xn+2 + (n + 1)xn+3

(1− x)2 .
Nhu, v .ây (2.26) d̄úng vó,i n + 1.

Áp d .ung (2.26) t .ai giá tr.i x =
1
2

ta có

Sn(
1
2
) =

1
2
− (n + 1)

1
2n+1 + n

1
2n+2

1
22

= 2− n + 2
2n . J
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Vı́ d .u 2.29. Chú,ng minh r `̆ang nếu A1 + · · ·+ An = π, 0 < Ai ≤
π, i = 1, 2, . . . , n, thı̀

sin A1 + sin A2 + · · ·+ sin An ≤ n sin
π

n
.

Lò,i gi
,

ai. Chú,ng minh b `̆ang quy n .ap toán h.oc d̄ến bu,ó,c quy n .ap
k, m.ênh d̄ề P(k) d̄úng có d .ang nếu A1 + · · ·+ Ak = π, 0 < Ai ≤
π, i = 1, 2, . . . , k, thı̀

sin A1 + · · ·+ sin Ak ≤ k sin
π

k
.

Ðê
,
chú,ng minh m.ênh d̄ề P(k + 1) d̄úng ta cho tru,ó,c A1 + · · ·+

Ak + Ak+1 = π, 0 < Ai ≤ π, i = 1, . . . , k + 1 ph
,
ai chú,ng minh

sin A1 + · · ·+ sin Ak + sin Ak+1 ≤ (k + 1) sin
π

k + 1
.

Nếu ta dùng gi
,
a thiết quy n .ap thı̀

sin A1 + · · ·+ sin Ak−1 + sin(Ak + Ak+1) ≤ k sin
π

k

không thê
,
suy ra d̄u,.o

,c bu,ó,c tiếp theo. Do vi .êc tô
,
ng c

,
ua các Ai

b `̆ang π dẫn d̄ến h .an chế rất nhiều khi chú,ng minh. Bây giò, ta
xét m.ênh d̄ề r .ông ho,n Q(n) :

Nếu 0 < Ai ≤ π, i = 1, . . . , n, khi d̄ó

sin A1 + · · ·+ sin An ≤ n sin
A1 + · · ·+ An

n
.

Ta thấy r `̆ang Q(n) suy ra P(n). rõ ràng Q(1) d̄úng. Gi
,
a s

,
u, Q(k)
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d̄úng, và gi
,
a s

,
u, có 0 < Ai ≤ π, i = 1, . . . , k + 1, khi d̄ó

sin A1 + · · ·+ sin Ak + sin Ak+1

≤ k sin(
A1 + · · ·+ Ak

k
) + sin Ak+1

= (k + 1)[
k

k + 1
sin(

A1 + · · ·+ Ak

k
) +

1
k + 1

sin Ak+1]

≤ (k + 1)[sin(
k

k + 1
(

A1 + · · ·+ Ak

k
) +

1
k + 1

Ak+1)]

≤ (k + 1) sin(
A1 + · · ·+ Ak + Ak+1

k + 1
).

Trong biến d̄ô
,
i hai bất d̄

,
ăng thú,c sau cùng cần ph

,
ai chú,ng minh

cho hai góc có d̄ánh giá nhu, trên có thê
,
chú,ng minh d̄u,.o

,c (b .an
d̄ .oc hãy kiê

,
m tra l .ai). Nhu, v .ây tù, s .u

, d̄úng d̄ ´̆an c
,
ua m.ênh d̄ề

Q(k + 1) suy ra P(k + 1) cũng d̄úng. J

Vı́ d .u 2.30. Cho ui là số h .ang thú, i c
,

ua dãy Fibonacci. Chú,ng
minh r `̆ang

u2
n+1 + u2

n = u2n+1.

Lò,i gi
,

ai. Kh
,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i n = 1. Gi

,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i

n = k. Khi d̄ó

u2
k+2 + u2

k+1 = (uk+1 + uk)
2 + u2

k+1

= u2
k+1 + 2uk+1uk + u2

k + u2
k+1

= (u2
k+1 + u2

k) + (2uk+1uk + u2
k+1)

= u2k+1 + (2uk+1uk + u2
k+1).

Theo công thú,c dãy Fibonacci thı̀ bu,ó,c quy n .ap d̄u,.o
,c chú,ng minh

hoàn toàn nếu ta ch
,
ı ra r `̆ang 2uk+1uk + u2

k+1 = u2k+2. Do có công
thú,c d̄ó nên u2k+1 + (2uk+1uk + u2

k+1) = u2k+1 + u2k+2 = u2k+3.
Bây giò, ch

,
ı còn chú,ng minh 2uk+1uk + u2

k+1 = u2k+2. Ta cũng tiến
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hành theo quy n .ap, vó,i n = 1 công thú,c d̄úng hiê
,
n nhiên, gi

,
a s

,
u,

d̄úng vó,i n = k ta có

2uk+2uk+1 + u2
k+2 = 2(uk+1 + uk)uk+1 + u2

k+2

= 2u2
k+1 + 2ukuk+1 + u2

k+2

= (2uk+1uk + u2
k+1) + (u2

k+1 + u2
k+2)

= u2k+2 + (u2
k+1 + u2

k+2).

Chúng ta l .ai vu,ó,ng ph
,
ai bài toán ban d̄ầu, nếu d̄

,
ăng thú,c sau

d̄úng u2
k+1 + u2

k+2 = u2k+3. Nếu có v .ây thı̀ u2k+2 + (u2
k+1 + u2

k+2) =

u2k+2 + u2k+3 = u2k+4 và bu,ó,c quy n .ap phần này hoàn toàn xong.
Kết qu

,
a là nếu d̄úng m.ênh d̄ề thú, nhất thı̀ d̄úng m.ênh d̄ề thú,

hai và ngu,.o
,c l .ai. Th .u

,c ra bài toán xét hai dãy m.ênh d̄ề

P(n) : u2
n+1 + u2

n+1 = u2n+1,

Q(n) : 2un+2un+1 + u2
n+2 = u2n+2.

P(1) và Q(1) d̄ều d̄úng. Theo lý lu .ân c
,
ua phần trên thấy r `̆ang

P(k) và Q(k) d̄úng suy ra P(k + 1) d̄úng, và vó,i P(k + 1) và Q(k)
l .ai suy ra Q(k+ 1) d̄úng. Nhu, v .ây tù, P(k) và Q(k) suy ra P(k+ 1)
và Q(k + 1) d̄ều d̄úng. J

2.7. Bài t .âp
... 2.31. Cho x1 < x2 < . . . < xn là nhũ,ng số nguyên du,o,ng.
Chú,ng minh bất d̄

,
ăng thú,c

(x5
1 + x5

2 + · · ·+ x5
n) + (x7

1 + x7
2 + · · ·+ x7

n) ≥ 2(x3
1 + x3

2 + · · ·+ x3
n)

2.
(2.27)

Chú,ng minh r `̆ang d̄
,
ăng thú,c ch

,
ı xâ

,
y ra khi và ch

,
ı khi xk = k

(k = 1, 2, . . . , n).
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... 2.32. Chú,ng minh bất d̄
,
ăng thú,c

(a1 + a2 + · · ·+ ak)
2 ≤ k(a2

1 + a2
2 + · · ·+ a2

k), (2.28)
,
o, d̄ây k ≥ 1 là số t .u

, nhiên và a1, a2, . . . , ak là nhũ,ng số th .u
,c bất

kỳ.

... 2.33. Cho f (x) = (x2− 1)1/2, x > 1. Chú,ng minh r `̆ang f (n)(x) >
0 vó,i n l

,
e và f (n)(x) < 0 vó,i n ch ˜̆an.

... 2.34. Chú,ng minh r `̆ang phu,o,ng trı̀nh x2 + y2 = zn có nghi .êm
nguyên (x, y, z) vó,i m.oi n = 1, 2, 3, . . .
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,
C TÔ

,
NG QUÁT
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Phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc gồm hai bu,ó,c nhu, hai chu,o,ng
tru,ó,c ta d̄ã kh

,
ao sát. Bu,ó,c co, s

,
o, chuyê

,
n sang bu,ó,c gi

,
a thiết quy

n .ap là rất quan tr.ong, nó d̄òi h
,
oi nhiều kinh nghi .êm gi

,
ai toán,

phán d̄oán d̄úng, d̄u,a ra kh
,
ăng d̄.inh chung chı́nh xác và có lý.

Chu,o,ng này ta dù,ng l .ai vi .êc thiết l .âp m.ôt số cách tı̀m công thú,c
tô

,
ng quát cho các m.ênh d̄ề kh

,
ăng d̄.inh là dãy số. Sau khi tı̀m ra

tô
,
ng ta có thê

,
chú,ng minh b `̆ang quy n .ap toán h.oc.

3.1. Cấp số c .ông và cấp số nhân
Trong các chu,o,ng trı̀nh phô

,
thông ta d̄ã h.oc cấp số c .ông và

cấp số nhân,
,
o, d̄ây ta nh´̆ac l .ai hai công thú,c tı́nh tô

,
ng nhu,ng

d̄u,.o
,c chú,ng minh b `̆ang quy n .ap.

Vı́ d .u 3.1. Chú,ng minh d̄
,

ăng thú,c sau:

1 + q + q2 + · · ·+ qn =
1− qn+1

1− q
, (3.1)
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,
ng quát

vó,i m.oi q 6= 1 và vó,i m.oi n = 0, 1, 2, . . . (cấp số nhân).

Lò,i gi
,

ai. Gi
,
a thiết quy n .ap có ngay trong d̄ầu bài.

Ð .̆at Sn = 1 + q + · · · + qn. Vó,i n = 0, S0 = 1 công thú,c (3.1)
d̄úng.

Gi
,
a s

,
u, vó,i số t .u

, nhiên n = k nào d̄ó ta có d̄
,
ăng thú,c

Sk =
1− qk+1

1− q
.

Ta sẽ chú,ng minh d̄
,
ăng thú,c d̄úng vó,i số t .u

, nhiên tiếp theo,
nghı̃a là

Sk+1 =
1− qk+2

1− q
.

Th .ât v .ây,

Sk+1 = Sk + qk+1 =
1− qk+1

1− q
+ qk+1 =

1− qk+2

1− q
. J

Vı́ d .u 3.2. Cho b và d là hai số. Tı̀m số h .ang tô
,
ng quát an c

,
ua

dãy, d̄u,
.o
,c xác d̄.inh theo công thú,c sau (cấp số c .ông):

a1 = b, an = an−1 + d (n = 2, 3, . . .).

Lò,i gi
,

ai. Ta cần tı̀m số h .ang an theo nhũ,ng số d̄ã cho b và d, cũng
nhu, ch

,
ı số n d̄ã cho. Ta tı́nh m.ôt số giá tr.i: a1 = b, a2 = a1 + d =

b + d, a3 = a2 + d = (b + d) + d = b + 2d, a4 = a3 + d = b + 3d. Dễ
dàng d̄u,a ra gi

,
a thiết quy n .ap

an = b + (n− 1).d. (3.2)

Ta sẽ chú,ng minh (3.2) d̄úng vó,i m.oi số t .u
, nhiên n. Th .ât v .ây,

Bu,́o,c co,s
,

o,: Vó,i n = 1, (3.2) d̄úng vó,i cách tı́nh phần trên.
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Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, (3.2) d̄úng vó,i số t .u

, nhiên n nào d̄ó. Khi
d̄ó, tù, (3.2) cho ta kết qu

,
a

an+1 = an + d = [b + (n− 1)d] + d = b + nd.

Nhu, v .ây (3.2) d̄úng vó,i m.oi số t .u
, nhiên n. J

Bây giò, ta xét cấp số c .ông và cấp số nhân mà công sai và công
b.ôi c

,
ua chúng không là h `̆ang số, chúng biến d̄ô

,
i nhu, số h .ang tô

,
ng

quát c
,
ua cấp số c .ông ho .̆ac cấp số nhân.

Vı́ d .u 3.3. Cho m.ôt dãy số n số h .ang

a1 = a1, a2 = a1 + d1, a3 = a2 + d2, . . . , an = an−1 + dn−1, (3.3)
,

o, d̄ây dãy số d1, d2, . . . , dn−1 là m.ôt cấp số c .ông vó,i công sai d 6= 0
(cấp số c .ông-c .ông) . Chú,ng minh r `̆ang

ak = a1 + (k− 1)d1 +
1
2
(k− 1)(k− 2)d, (3.4)

Sn = n(a1 + d− d1) +
n(n− 1)(2d1 − 3d)

4
+

n(n + 1)(2n + 1)d
12

.
(3.5)

Lò,i gi
,

ai. Công thú,c trên có thê
,
chú,ng minh b `̆ang phu,o,ng pháp

quy n .ap nhu,ng d̄ê
,
ng ´̆an g.on ta ch

,
ı dùng phu,o,ng pháp tı́nh toán

và biến d̄ô
,
i. Dãy số (3.3) g.oi là cấp số c .ông-c .ông vó,i số h .ang thú,

k, ak, công sai thú, k, dk và công sai d. Dễ dàng có ak = a1 + d1 +

d2 + · · ·+ dk−1. Vó,i dãy số là các số gia c
,
ua (3.3) ta có

dk = d1 + (k− 1)d,

d1 + d2 + · · ·+ dk =
d1 + dk

2
k =

2d1 + (k− 1)d
2

k.

V .ây

ak = a1 + (k− 1)d1 +
1
2
(k− 1)(k− 2)d.
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,
ng quát

Tô
,
ng c

,
ua nhũ,ng số h .ang cấp số c .ông-c .ông tı́nh d̄u,.o

,c nhu, sau:

Sn =
n

∑
k=1

ak =
n

∑
k=1

[(a1 + d− d1) + (d1 −
3
2

d)k +
d
2

k2]

= n(a1 + d− d1) + (d1 −
3
2

d)
n

∑
k=1

k +
d
2

n

∑
k=1

k2,

Tù, d̄ây suy ra công thú,c (3.5). J

Vı́ d .u 3.4. Cho m.ôt dãy số n số h .ang

a1 = a1, a2 = a1 + d1, a3 = a2 + d2, . . . , an = an−1 + dn−1,
,

o,d̄ây dãy số d1, d2, . . . , dn−1 là m.ôt cấp số nhân vó,i công b.ôi q 6= 1
(cấp số c .ông-nhân). Chú,ng minh r `̆ang

ak = a1 +
d1(qk−1 − 1)

q− 1
(3.6)

Sn = n(a1 +
d1

1− q
) +

d1(qn − 1)
(q− 1)2 . (3.7)

Lò,i gi
,

ai. Tù, gi
,
a thiết c

,
ua bài toán và công thú,c cho cấp số c .ông

và cấp số nhân ta có công thú,c

dk = d1qk−1, d1 + d2 + · · ·+ dk =
d1(qk − 1)

q− 1
.

Ta dễ dàng tı́nh d̄u,.o
,c

ak = a1 + d1 + d2 + · · ·+ dk−1 = a1 +
d1(qk−1 − 1)

q− 1
.

Tù, d̄
,
ăng thú,c sau cùng suy ra

Sn =
n

∑
k=1

ak =
n

∑
k=1

[(a1 +
d1

1− q
) +

d1

q− 1
qk−1]

= n(a1 +
d1

1− q
) +

d1(qn − 1)
(q− 1)2 . J
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Vı́ d .u 3.5. Cho dãy hũ,u h .an n số

a1 = a1, a2 = a1q1, a3 = a2q2, . . . , an = an−1qn−1, (3.8)

,
o,d̄ây dãy số q1, q2, . . . , qn−1 là cấp số c .ông vó,i công sai d 6= 0. Dãy
số (3.8) g.oi là cấp số nhân-c.ông vó,i số h .ang thú, k, ak, công b.ôi
thú,k, qk và công sai d. Hãy l .âp công thú,c tı́nh số h .ang tô

,
ng quát

c
,

ua cấp số nhân-c.ông và tô
,
ng nhũ,ng số h .ang d̄ầu c

,
ua nó.

Lò,i gi
,

ai. Vı̀ qk = q1 + (k− 1)d, thı̀ ta có

ak = a1q1q2 . . . qk−1 = a1

k−1

∏
l=1

ql = a1

k−1

∏
l=1

[q1 + (l − 1)d]

= a1[qk−1
1 + Sk−2

1 dqk−2
1 + Sk−2

2 d2qk−3
1 + · · ·+ Sk−2

k−3dk−3q2
1 + Sk−2

k−2dk−2q1]

ho .̆ac là

ak =

a1

k−2

∑
l=0

Sk−2
l dlqk−l−1

1 , vó,i k=2, 3, . . . , n ;

a1 vó,i k=1 ,

,
o, d̄ây Sn

0 = 1 vó,i n = 0, 1, 2, . . ., còn Sn
i vó,i 0 < i ≤ n và i nguyên,

là tô
,
ng c

,
ua tất c

,
a các tı́ch d .ang p1 p2..pi, Nhũ,ng thù,a số c

,
ua mỗi

tı́ch là i số, hoàn toàn khác nhau và nh .ân giá tr.i nguyên tù, 1 d̄ến
n. Nếu trong tô

,
ng Sn

i ta nhóm nhũ,ng số h .ang không chú,a số n
nhu, m.ôt số h .ang, và các số h .ang có chú,a n nhu, m.ôt thù,a số, và
sau d̄ó

,
o, nhóm thú, hai ta d̄u,a n ra ngoài ngo .̆ac, ta sẽ nh .ân d̄u,.o

,c

Sn
i = Sn−1

i + nSn−1
i−1 . (3.9)

Ta dùng (3.9) viết các giá tr.i Sn
i vào b

,
ang tam giác m

,
o, r .ông d̄ến

vô cùng nhu, sau
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t 0 1 2 3 4 5 6 7 . . .
0 1 . . .
1 1 1 . . .
2 1 3 2 . . .
3 1 6 11 6 . . .
4 1 10 35 50 24 . . .
5 1 15 85 225 274 120 . . .
6 1 21 175 735 1624 1764 720 . . .
7 1 28 322 1960 6769 13132 13068 5040 . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
... . . .

B
,
ang trên có nhiều tı́nh chất rất hay, vı́ d .u d̄u,ò,ng chéo là

an = n!, n = 0, 1, 2, . . ., nhu,ng ta không nghiên cú,u
,
o, d̄ây.

Bây giò, ta tı̀m công thú,c tô
,
ng Sn c

,
ua cấp số nhân-c .ông. Tù,

(3.9) ta có d̄
,
ăng thú,c

a1 = a1,

a2 = a1S0
0q1,

a3 = a1(S1
0.q2

1 + S1
1.d.q1)

...............................

ak = a1(Sk−2
0 qk−1

1 + Sk−2
1 dqk−2

1 + · · ·+ Sk−2
k−2dk−2q1)

C.ông theo vế c
,
ua các d̄

,
ăng thú,c trên và s ´̆ap xếp theo số mũ

tăng dần c
,
ua q1 ta nh .ân d̄u,.o

,c

Sk = a1[1 + q1
1(1 + S1

1d1 + S2
2d2 + · · ·+ Sk−2

k−1dk−2)

+ q2
1(1 + S2

1d1 + S3
2d2 + · · ·+ Sk−2

k−3dk−3) + · · ·
+ qk−2

1 (1 + Sk−2
1 d) + qk−1

1 ],

ho .̆ac là

Sn = a1[1 +
n−1

∑
i=1

(
n−i−1

∑
k=0

Si+k−1
k dk)qi

1]. J
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Vı́ d .u 3.6. Cho dãy hũ,u h .an n số

a1 = a1, a2 = a1q1, a3 = a2q2, . . . , an = an−1qn−1, (3.10)
,

o, d̄ây dãy số q1, q2, .., qn−1 là cấp số nhân vó,i công b.ôi q 6= 1. Dãy
số hũ,u h .an trên g.oi là cấp số nhân-nhân vó,i thù,a số thú, k là ak,
k-công b.ôi là qk và công b.ôi q. Hãy l .âp công thú,c tı́nh số h .ang
tô

,
ng quát và tô

,
ng n số h .ang d̄ầu tiên c

,
ua dãy cấp số nhân-nhân.

Lò,i gi
,

ai. Ta d̄ã biết qk = q1qk−1, khi d̄ó

ak = a1q1q2 . . . qk−1 = a1qk−1
1 q1+2+3+···+(k−2)

hay là

ak = a1qk−1
1 q

(k− 2)(k− 1)
2 ,

Sn =
n

∑
k=1

ak = a1q
n

∑
k=1

qk−1
1 q

k(k− 3)
2 .

Nhũ,ng dãy số
,
o, các bài t .âp trên g.oi là các dãy c .̆ap d̄ôi. Ðê

,

m
,
o, r .ông ho,n nũ,a d .u

,a trên co, s
,
o, c

,
ua cấp số c .ông và cấp số nhân

ngu,ò,i ta l .ai ghép thêm các cấp số c .̆ap d̄ôi m.ôt lần nũ,a, ta lấy vı́
d .u sau: Ta xét dãy hũ,u h .an tù, n số

b1, b2 = b1 + a1, b3 = b2 + a2, . . . , bn = bn−1 + an−1

,
o, d̄ây dãy số a1, a2, . . . , an−1 là cấp số c .ông-c .ông vó,i công sai d và
công sai thú, k là dk. Khi d̄ó vı̀ bk = b1 + a1 + a2 + · · ·+ ak−1 và vı̀
(3.4) ta tı̀m d̄u,.o

,c số h .ang thú, k c
,
ua cấp số c .̆ap ba

bk = b1 +(k− 1)(a1 + d− d1)+
(k− 1)k(2d1 − 3d)

4
+

(k− 1)k(2k− 1)d
12

.
(3.11)



64 Chu,o,ng 3. Tı̀m công thú,c tô
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Tô
,
ng nhũ,ng số h .ang c

,
ua dãy ta tı̀m d̄u,.o

,c

Sn =
n

∑
k=1

bk =
n

∑
k=1

[(b1 + d1 − a1 − d)

+ k(a1 −
3
2

d1 +
11
6

d) + k2(
d1

2
− d) + k2 d

6
].

Ta nh .ân d̄u,.o
,c

Sn = n(b1 + d1 − a1 − d) +
n(n + 1)(6a1 − 9d1 + 11d)

12
(3.12)

+
n(n + 1)(2n + 1)(d1 − 2d)

12
+

n2(n + 1)2d
24

. J

Ðê
,
minh h.oa áp d .ung công thú,c trên ta xét bài t .âp:

Vı́ d .u 3.7. Tı̀m số h .ang tô
,
ng quát c

,
ua dãy cấp số c .̆ap ba sau d̄ây

2, 5, 9, 17, 32, 57, 95, . . . (3.13)

và tı́nh tô
,
ng n số h .ang d̄ầu tiên.

Lò,i gi
,

ai. Dãy t .ao ra b
,
o,i nhũ,ng hi .êu liên tiếp c

,
ua dãy d̄ã cho là

3, 4, 8, 15, 25, 38, . . .

Tiếp t .uc t .ao ra dãy gồm nhũ,ng hi .êu c
,
ua các phần t

,
u, là

1, 4, 7, 10, 13, . . . (3.14)

d̄ây là cấp số c .ông có số h .ang d̄ầu tiên là d1 = 1 và công sai d = 3.
Vı̀ b1 = 2, a1 = 3, theo công thú,c (3.11) số h .ang tô

,
ng quát cho dãy

(3.13) là
bn =

1
2
(n3 − 5n2 + 14n− 6).

Về tô
,
ng c

,
ua n số h .ang d̄ầu theo công thú,c (3.12) ta có

Sn =
1

24
n(3n3 − 14n2 + 57n + 2). J
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Vı́ d .u 3.8. Tı̀m công thú,c tı́nh tô
,
ng

Sn = 3.2 + 5.5 + 7.8 + · · ·+ (2n + 1)(3n− 1).

Lò,i gi
,

ai. Nếu chúng ta l .ai l .̆ap l .ai cách th
,
u, mấy giá tr.i ban d̄ầu

và mầy mò tı̀m kết qu
,
a thı̀ khá vất v

,
a. Ta hãy nhı̀n kỹ vào d̄ề

bài và d̄ .̆at số h .ang tô
,
ng quát an = (2n + 1)(3n− 1). Ta thấy r `̆ang

thù,a số thú, nhất là cấp số c .ông và thù,a số thú, hai cũng là cấp số
c .ông. Câu h

,
oi d̄ .̆at ra là d .u

,a vào công thú,c d̄ã có c
,
ua cấp số c .ông

có tı́nh d̄u,.o
,c tô

,
ng Sn

,
o, trên không? Bài toán có thê

,
ph

,
ai d̄u,a về

tru,ò,ng h.o
,p tô

,
ng quát ho,n:

Tı́nh tô
,
ng Sn = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn vó,i a1, a2, . . . , an là cấp

số c .ông có công sai da và b1, b2, . . . , bn là cấp số c .ông có công sai
db. Ta có

Sn =
n

∑
k=1

akbk =
n

∑
k=1

[a1 + (k− 1)da].bk =
n

∑
k=1

[(a1 − da) + kda].bk

= (a1 − da)
n

∑
k=1

bk + da

n

∑
k=1

k.bk

= (a1 − da)
2b1 + (n− 1)db

2
n + da

n

∑
k=1

k.[(b1 − db) + kdb]

= (a1 − da)
2b1 + (n− 1)db

2
n + da(b

n

∑
k=1

k + dadb

n

∑
k=1

k2

= (a1 − da)(b1 − db)n +
1
2
[da(b1 − db) + db(a1 − da)]n(n + 1)+

+
1
6

dadbn(n + 1)(2n + 1).

Ho .̆ac là
Sn =

1
3

dadbn3 +
1
2
(dab1 + dba1 − dadb)n2

+
1
6
(6a1b1 − 3dba1 − 3dab1 + dadb)n. (3.15)
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Áp d .ung công thú,c (3.15) vào vı́ d .u trên vó,i a1 = 3, da = 2, b1 =

2, db = 3. Ta có kết qu
,
a

Sn =
1
2

n(4n2 + 7n + 1).

Công thú,c tô
,
ng quát trên d̄ã tı́nh d̄u,.o

,c qua tr .u
,c tiếp biến d̄ô

,
i. Vó,i

công thú,c này ta cũng có thê
,
chú,ng minh b `̆ang quy n .ap toán h.oc

(dành cho b .an d̄ .oc). Nhu,ng nhiều khi chú,ng minh b `̆ang quy n .ap
toán h.oc dẫn d̄ến biến d̄ô

,
i biê

,
u thú,c vô cùng phú,c t .ap làm n

,
an

lòng chúng ta. Mỗi phu,o,ng pháp ch
,
ı m .anh vó,i m.ôt ló,p bài toán

nào d̄ó thôi.

3.2. T́ınh tô
,
ng và số h .ang tô

,
ng quát

Chu,o,ng tru,ó,c ta d̄ã quan sát các phu,o,ng án khác nhau c
,
ua

phu,o,ng pháp quy n .ap, nhiều khi d̄i tı̀m m.ôt số h .ang tô
,
ng quát

ho .̆ac m.ôt tô
,
ng c

,
ua m.ôt dãy ngu,ò,i ta áp d .ung phu,o,ng pháp quy

n .ap toán h.oc m.ôt cách hiê
,
n nhiên do các bu,ó,c hồi quy liên tiếp

mà ta tı̀m d̄u,.o
,c công thú,c tô

,
ng quát. Nhũ,ng vı́ d .u sau d̄ây minh

h.oa phu,o,ng pháp quy n .ap này.

Vı́ d .u 3.9. Dẫy số a0, a1, a2, . . . d̄u,
.o
,c xây d .u

,ng theo cách sau: Hai
số d̄ầu a0 và a1 là nhũ,ng số d̄ã cho, mỗi số sau d̄ó là trung bı̀nh
c.ông c

,
ua hai số tru,́o,c d̄ó. Hãy biê

,
u diễn an theo a0, a1 và n.

Lò,i gi
,

ai. Ta có

a2 =
a0 + a1

2
, a3 =

a1 + a2

2
, a4 =

a2 + a3

2
, a5 =

a3 + a4

2
, . . .

tù, d̄ó suy ra
a2 − a1 =

a0 − a1

2
, a3 − a2 =

a1 − a2

2
, a4 − a3 =

a2 − a3

2
, . . .
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Suy ra a2 − a1 = − a1 − a0

2

a3 − a2 = − a2 − a1

2
=

a1 − a0

22

a4 − a3 = − a3 − a2

2
= − a1 − a0

23

................

Dễ thấy r `̆ang (phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc d̄u,.o
,c áp d .ung

,
o, d̄ây)

an − an−1 = (−1)n−1 a1 − a0

2n−1 .

C.ông theo vế c
,
ua các d̄

,
ăng thú,c trên, ta có

an − a1 = − a1 − a0

2
+

a1 − a0

22 − a1 − a0

23 + · · ·+ (−1)n−1 a1 − a0

2n−1

= − a1 − a0

2
(1− 1

2
+

1
22 + · · ·+ (−1)n−2 1

2n−2 )

=
a1 − a0

3
{(−1)n−1 1

2n−1 − 1}.

Tù, d̄ó suy ra

an =
2a1 + a0

3
+ (−1)n−1 a1 − a0

3.2n−1 . J

Vı́ d .u 3.10. Dãy số a1, a2, a3, . . . d̄u,
.o
,c xác d̄.inh theo công thú,c

a1 = 2 và an = 3an−1 + 1.

Hãy tı́nh a1 + a2 + · · ·+ an.

Lò,i gi
,

ai. Ta xét d̄
,
ăng thú,c ak = 3ak−1 + 1. Cho k giá tr.i

2, 3, 4, . . . , n và c .ông l .ai ta nh .ân d̄u,.o
,c

n

∑
k=2

ak = 3
n

∑
k=2

ak−1 + n− 1. Ta

d̄ .̆at a1 + a2 + · · ·+ an = S. Khi d̄ó ta có S− a1 = 3(S− an) + n− 1.
Suy ra

S =
1
2
{3an − a1 − n + 1}.
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Ta ch
,
ı còn biê

,
u diễn an qua a1. Ta có

an = 3an−1 + 1, an−1 = 3an−2 + 1.

Tù, d̄ó suy ra an − an−1 = 3(an−1 − an−2). Vı̀ thế

an − an−1 = 3(an−1 − an−2) = 32(an−2 − an−3) =

= 33(an−3 − an−4) = · · · = 3n−2(a2 − a1).

Nhu,ng a2 = 3a1 + 1 = 7, vı̀ v .ây an − an−1 = 5.3n−2 (quy n .ap toán
h.oc d̄ã dùng

,
o, d̄ây). Vó,i các giá tr.i n b `̆ang 2, 3, 4, . . . , n ta có

a2 − a1 = 5.1,

a3 − a2 = 5.3,

a4 − a3 = 5.32,

. . . . . . . . . . . .

an − an−1 = 5.3n−2.

C.ông theo các vế c
,
ua d̄

,
ăng thú,c, ta tı́nh d̄u,.o

,c

an − a1 = 5(1 + 3 + 32 + · · ·+ 3n−2) =
5
2
(3n−1 − 1).

Tù, biê
,
u thú,c c

,
ua S ta có

S =
1
2
{3(an − a1) + 2a1 − n + 1} =

=
1
2
{15

2
(3n−1 − 1) + 4− n + 1} = 1

4
{5(3n − 1)− 2n}. J

Vı́ d .u 3.11. Dãy số a1, a2, . . . xác d̄.inh theo công thú,c
an = kan−1 + l (n = 2, 3, . . .). Hãy biê

,
u diễn an theo a1, k, l và n.

Lò,i gi
,

ai. Ta có an = kan−1 + l, an−1 = kan−2 + l. Suy ra

an− an−1 = k(an−1− an−2) = k2(an−2− an−3) = . . . = kn−2(a2− a1),
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tù, d̄ó suy ra a2 − a1 = (a2 − a1),

a3 − a2 = k(a2 − a1),

a4 − a3 = k2(a2 − a1),

. . . . . . . . .

an − an−1 = kn−2(a2 − a1).

C.ông l .ai các d̄
,
ăng thú,c trên ta có

an = kn−1a1 +
kn−1 − 1

k− 1
l. J

Vı́ d .u 3.12. Cho dãy a1, a2, . . . tho
,

a mãn d̄
,

ăng thú,c sau:
an+1 − 2an + an−1 = 1. Hãy biê

,
u diễn an theo a1, a2 và n.

Lò,i gi
,

ai. Ta viết l .ai d̄
,
ăng thú,c du,ó,i d .ang sau:

an+1 − an − (an − an−1) = 1.

Ta d̄ .̆at an − an−1 = xn, (n = 2, 3, . . .). Khi d̄ó ta có xn+1 − xn = 1.
Thay vào d̄

,
ăng thú,c sau cùng giá tr.i n b `̆ang 2, 3, . . . , n− 1 và c .ông

l .ai, ta nh .ân d̄u,.o
,c xn − x2 = n− 2.

Ta l .ai thay n = 3, 4, . . . , n vào an − an−1 = xn và c .ông l .ai ta
nh .ân d̄u,.o

,c
an − a2 = x3 + x4 + · · ·+ xn.

Hay là
an = a2 + x3 + x4 + · · ·+ xn.

Nhu,ng
n

∑
k=3

xk =
n

∑
k=3

(x2 + k− 2)

= (n− 2)x2 + (n− 2) + (n− 3) + · · ·+ 1

= (n− 2)x2 +
(n− 1)(n− 2)

2
.
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Tù, d̄ó suy ra

an = a2 + (n− 2)x2 +
(n− 1)(n− 2)

2

= a2 + (n− 2)(a2 − a1) +
(n− 1)(n− 2)

2

=
(n− 1)(n− 2)

2
+ (n− 1)a2 − (n− 2)a1. J

Vı́ d .u 3.13. Cho hai dãy số
a1, a2, a3, . . .

b1, b2, b3, . . .
d̄u,

.o
,c xác d̄.inh theo công thú,c sau:

an+1 =
an + bn

2
; bn+1 =

2anbn

an + bn
,

o, d̄ây a0 và b0 là nhũ,ng số d̄ã cho a0 > b0 > 0. Tı́nh an và bn theo
a0, b0 và n.

Lò,i gi
,

ai. Dễ thấy r `̆ang an+1bn+1 = anbn, và suy ra anbn = a0b0

vó,i m.oi số nguyên n. Nhu,ng
√

an −
√

bn√
an +

√
bn

=
an −

√
anbn

an +
√

anbn
=

an −
√

an−1bn−1

an +
√

an−1bn−1

=

an−1 + bn−1

2
−
√

an−1bn−1

an−1+bn−1
2 +

√
an−1bn−1

=

(√
an−1 −

√
bn−1

√
an−1 +

√
bn−1

)2

.

Ta d̄ .̆at
√

an −
√

bn√
an +

√
bn

= un. Khi d̄ó ta có

un−1 = u2
n−2,

un−2 = u2
n−3,

. . . . . .
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u2 = u2
1,

u1 = u2
0.

Nâng b .âc lũy thù,a c
,
ua các d̄

,
ăng thú,c lần lu,.o

,t vó,i
1, 2, 22, . . . , 2n−2. Ta tı́nh d̄u,.o

,c un−1 = u2n−1

0 . Nhu,ng

un−1 =

√
an−1 −

√
bn−1

√
an−1 +

√
bn−1

=
an−1 −

√
a0b0

an−1 +
√

a0b0
,

u0 =

√
a0 −

√
b0√

a0 +
√

b0
=

a0 −
√

a0b0

a0 +
√

a0b0
.

Nhu, v .ây ta có

an−1 −
√

a0b0

an−1 +
√

a0b0
=

(
a0 −

√
a0b0

a0 +
√

a0b0

)2n−1

. J

3.3. Phu,o,ng tr̀ınh truy hồi tuyến t́ınh
M .uc tru,ó,c ta thấy các bài toán d̄ều cho dãy số và các số h .ang

d̄u,.o
,c liên h.ê vó,i nhau b `̆ang công thú,c truy hồi. Cách gi

,
ai d̄ều tı̀m

trong công thú,c truy hồi mối liên h.ê d̄ê
,
tı́nh d̄u,.o

,c số h .ang tô
,
ng

quát và tô
,
ng n số h .ang d̄ầu tiên. Không ph

,
ai lúc nào ta cũng

có các phu,o,ng trı̀nh truy hồi d̄ .ep d̄ẽ nhu, các bài t .âp phần tru,ó,c.
M .uc này ta ch

,
ı ra m.ôt cách tô

,
ng quát tı́nh số h .ang tô

,
ng quát và

tô
,
ng nhũ,ng dãy tho

,
a mãn phu,o,ng trı̀nh truy hồi.

Cho k số h .ang d̄ầu c
,
ua dãy số
x1, x2, x3, . . . , xn, . . . (3.16)

là x1 = u1, x2 = u2, . . . , xk = uk. Mỗi số h .ang thú, k + 1 c
,
ua dãy

(3.16) tồn t .ai mối liên h.ê
xk+n + a1xn+k−1 + a2xn+k−2 + · · ·+ akxn = bn, (3.17)

,
o, d̄ây a1, a2, . . . , ak là nhũ,ng số d̄ã cho, còn b1, b2, . . . , bn, . . . là dãy
d̄ã cho. Khi d̄ó (3.17) cho phép ta tı́nh d̄u,.o

,c m.oi phần t
,
u, liên tiếp
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,
ng quát

c
,
ua dãy (3.16) và sau d̄ó ta cố g ´̆ang biê

,
u diễn số h .ang tô

,
ng quát

c
,
ua chúng. Xét vı́ d .u

Vı́ d .u 3.14. Tı̀m công thú,c tô
,
ng quát c

,
ua dãy xác d̄.inh nhu,sau:

x1 = 5, x2 = 19, xn − 5xn−1 + 6xn−2 = 0.

Lò,i gi
,

ai. Tù, mối liên h.ê hồi quy xn = 5xn−1− 6xn−1, ta tı̀m d̄u,.o
,c

x1 = 5 = 32 − 22, x2 = 19 = 33 − 23,

x3 = 5x2 − 6x1 = 65 = 34 − 24, x4 = 5x3 − 6x2 = 211 = 35 − 25,

x5 = 5x4 − 6x3 = 665 = 35 − 25, x6 = 5x5 − 6x4 = 2059 = 36 − 26.

Ta gi
,
a thiết r `̆ang số h .ang tô

,
ng quát c

,
ua dãy có d .ang

xn = 3n+1 − 2n+1. (3.18)

Gi
,
a thiết d̄u,.o

,c chú,ng minh b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap.

1) Ta d̄ã kiê
,
m tra (3.18) d̄úng vó,i n = 1 và n = 2.

2) Ta gi
,
a thiết (3.18) d̄úng vó,i n = k và n = k + 1, nghı̃a là

xk = 3k+1 − 2k+1 và xk+1 = 3k+2 − 2k+2. Khi d̄ó ta tı̀m d̄u,.o
,c

xk+2 = 5xk+1 − 6xk = 5(3k+2 − 2k+2)− 6(3k+1 − 2k+1)

= (15− 6)3k+1 − (10− 6)2k+1 = 3k+3 − 2k+3.

Nhu, v .ây (3.18) d̄úng vó,i n = k + 2. Theo nguyên lý quy n .ap toán
h.oc suy ra (3.18) d̄úng vó,i m.oi n. J

Phu,o,ng trı̀nh (3.17) g.oi phu,o,ng trı̀nh hồi quy tuyến tı́nh b .âc
k. Nhũ,ng số a1, a2, a3, . . . , ak g.oi là nhũ,ng h.ê số, còn bn g.oi là số
h .ang t .u

, do. Khi vó,i m.oi n, bn = 0 phu,o,ng trı̀nh g.oi là thuần
nhất. Bài toán d̄ .̆at ra là tı̀m cách biê

,
u diễn số h .ang tô

,
ng quát

xn qua các d̄ .ai lu,.o
,ng ban d̄ầu d̄ã cho. Trong m .uc này ta ch

,
ı xét

phu,o,ng trı̀nh truy hồi b .âc hai.
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Vı́ d .u 3.15. Tı̀m số h .ang tô
,
ng quát xn cho phu,o,ng trı̀nh truy hồi

thuần nhất b .âc hai:

a0xn+2 + a1xn+1 + a2xn = 0. (3.19)

Lò,i gi
,

ai. Ta g.oi t1 và t2 là nghi .êm c
,
ua phu,o,ng trı̀nh b .âc hai

a0t2 + a1t + a2 = 0 (a0 6= 0, a2 6= 0).

Khi d̄ó theo công thú,c Viet a0(t1 + t2) = −a1, a0t1t2 = a2.

Phu,o,ng trı̀nh (3.19) có thê
,
viết du,ó,i d .ang

xn+2 − (t1 + t2)xn+1 + t1t2xn = 0. (3.20)

Số h .ang tô
,
ng quát c

,
ua dãy d̄ã cho ph .u thu.ôc vào hai giá tr.i t1 và

t2 khác nhau ho .̆ac b `̆ang nhau:

1) Tru,̀o,ng h.o
,p t1 6= t2:

Thay n b `̆ang n− 2 vào (3.20) ta nh .ân d̄u,.o
,c

xn − (t1 + t2)xn−1 + t1t2xn−2 = 0. (3.21)

Ta viết l .ai
xn − t2xn−1 = t1(xn−1 − t2xn−2). (3.22)

Thay n b `̆ang các giá tr.i n − 1, n − 2, . . . , 4, 3 vào (3.22) ta nh .ân
d̄u,.o

,c
xn−1 − t2xn−2 = t1(xn−2 − t2xn−3)

xn−2 − t2xn−3 = t1(xn−3 − t2xn−4)

. . . . . .

x4 − t2x3 = t1(x3 − t2x2)

x3 − t2x2 = t1(x2 − t2x1).

(3.23)

Nhân các vế tu,o,ng ú,ng c
,
ua (3.22) và (3.23), gi

,
an u,ó,c thù,a số

chung, ta nh .ân d̄u,.o
,c

xn − t2xn−1 = tn−2
1 (x2 − t2x1). (3.24)
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,
ng quát

Tu,o,ng t .u
, viết (3.21) du,ó,i d .ang

xn − t1xn−1 = t2(xn−1 − t2xn−2)

và sau d̄ó thay n b `̆ang các giá tr.i n− 1, n− 2, . . . , 4, 3, cũng tı́nh
d̄u,.o

,c
xn − t1xn−1 = tn−2

2 (x2 − t1x1). (3.25)
Tù, (3.24) và (3.25) ta có

t1xn − t2xn = tn−1
1 (x2 − t2x1)− tn−1

2 (x2 − t1x1).

Ho .̆ac là nghi .êm c
,
ua (3.19) có d .ang

xn = C1tn
1 + C2tn

2 , (3.26)
,
o, d̄ây C1 =

x2 − t2x1

t1(t1 − t2)
, C2 =

t1x1 − x2

t2(t1 − t2)
. (3.27)

Ngu,.o
,c l .ai, C1 và C2 là nhũ,ng h `̆ang số bất kỳ, kiê

,
m tra tr .u

,c tiếp
dãy vó,i số h .ang tô

,
ng quát (3.26) là nghi .êm c

,
ua phu,o,ng trı̀nh â

,
n

(3.19). Giá tr.i duy nhất c
,
ua dãy {xn} d̄u,.o

,c xác d̄.inh, nếu cho hai
giá tr.i ban d̄ầu c

,
ua dãy. Khi d̄ó C1 và C2 xác d̄.inh theo công thú,c

(3.27).

Tr
,
o, l .ai vı́ d .u trên thı̀ t1 = 3, t2 = 2 là nghi .êm c

,
ua phu,o,ng

trı̀nh b .âc hai t2 − 5t + 6 = 0. Khi d̄ó nếu C1 và C2 là nhũ,ng h `̆ang
số bất kỳ, thı̀ dãy vó,i số h .ang tô

,
ng quát

xn = C1.3n + C2.2n

là nghi .êm c
,
ua phu,o,ng trı̀nh truy hồi xn − 5xn−1 + 6xn−2 = 0. Vó,i

x1 = 5, x2 = 19, ta xác d̄.inh d̄u,.o
,c C1 = 3, C2 = −2 và nhu, v .ây số

h .ang tô
,
ng quát c

,
ua dãy là xn = 3n+1 − 2n+1.

Trong tru,ò,ng h.o
,p nghi .êm t1, t2 là nhũ,ng số phú,c., nghı̃a

là t1 = ρ(cos α + i sin α), t2 = ρ(cos α − i sin α), theo công thú,c
Moivre ta có

tn
1 = ρn(cos nα + i sin nα), tn

2 = ρn(cos nα− i sin nα)
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và nghi .êm tô
,
ng quát (3.26) tr

,
o, thành

xn = P1ρn cos nα + P2ρn sin nα, (3.28)

,
o, d̄ây P1 và P2 là h `̆ang số bất kỳ. Ðê

,
xác d̄.inh h `̆ang P1 và P2 trong

(3.28) khi cho hai giá tr.i d̄ầu x1 và x2, ta có

P1 = C1 + C2 =
(t1 + t2)x1 − x2

t1t2
,

P2 = i(C1 − C2) = i
(t1 + t2)x2 − (t2

1 + t2
2)x1

t1t2(t1 − t2)
,

ho .̆ac là

P1 =
2
ρ

cos α.x1 −
1
ρ2 .x2, P2 =

cotgα

ρ2 x2 −
cos 2α

ρ sin α
.x1. (3.29)

2) Tru,̀o,ng h.o
,p t1 = t2: Nhu, trong tru,ò,ng h.o

,p tru,ó,c chúng ta
suy ra tù, (3.24) và (3.25) vó,i t1 = t2

xn − t1xn−1 = tn−2
1 (x2 − t1x1). (3.30)

Ðê
,
xác d̄.inh d̄u,.o

,c xn cần tı̀m m.ôt phu,o,ng trı̀nh nũ,a cho xn và
xn−1. Tù, phu,o,ng trı̀nh xn − 2t1xn−1 + t2

1xn−2 = 0 có thê
,
viết du,ó,i

d .ang

(n− 2)xn − 2(n− 2)t1xn−1 + (n− 2)t2
1.xn−2 = 0

ho .̆ac là

(n− 2)xn − (n− 1)t1xn−1 = t1[(n− 3)xn−1 − (n− 2)t1xn−2].
(3.31)

Sau khi thế n tu,o,ng ú,ng b `̆ang n− 1, n− 2, . . . , 4, 3 vào (3.31) ta
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,
ng quát

nh .ân d̄u,.o
,c

(n− 3)xn−1 − (n− 2)t1xn−2 = t1[(n− 4)xn−2 − (n− 3)t1xn−3],

(n− 4)xn−2 − (n− 3)t1xn−3 = t1[(n− 5)xn−3 − (n− 4)t1xn−4],

. . . . . .

2x4 − 3t1x3 = t1(x3 − 2t1x2),

x3 − 2t1x2 = −t2
1x1.

(3.32)
Lần lu,.o

,t thế các vế tu,o,ng ú,ng c
,
ua (3.32) vào (3.31) ta nh .ân d̄u,.o

,c

(n− 2)xn − (n− 1)t1xn−1 = −tn−1
1 .x1. (3.33)

Tù, (3.30) và (3.33) ta tı̀m d̄u,.o
,c

(n− 1)xn − (n− 2)xn = (n− 1)tn−2
1 (x2 − t1x1) + tn−1

1 x1,

ho .̆ac là
xn = (C1 + C2.n)tn

1 , (3.34),
o, d̄ây

C1 =
2t1x1 − x2

t2
1

, C2 =
x2 − t1x1

t2
1

.

B .an d̄ .oc có thê
,
kiê

,
m tra dễ dàng (3.34) là kết qu

,
a c

,
ua (3.26) khi

ta cho t2 = t1. J

Vı́ d .u 3.16. Tı̀m số h .ang tô
,
ng quát c

,
ua dãy xác d̄.inh theo công

thú,c sau:
x1 = 10, x2 = −12, xn + 4xn−2 = 0.

Lò,i gi
,

ai. Tù, phu,o,ng trı̀nh t2 + 4 = 0 ta tı́nh d̄u,.o
,c t1 = 2i =

2(cos π
2 + i sin π

2 ), t2 = −2i = 2(cos π
2 − i sin π

2 ) hay là ρ = 2, α =
π
2 . Khi d̄ó nghi .êm c

,
ua phu,o,ng trı̀nh truy hồi là

xn = (P1 cos
nπ

2
+ P2 sin

nπ

2
)2n.
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Tù, (3.39) suy ra P1 = 3, P2 = 5, do d̄ó số h .ang tô
,
ng quát ph

,
ai tı̀m

là
xn = (3 cos

nπ

2
+ 5 sin

nπ

2
)2n.

ho .̆ac là

xn =


3.2n vó,i n = 4k
5.2n vó,i n = 4k + 1
−3.2n vó,i n = 4k + 2
−5.2n vó,i n = 4k + 3

Vı́ d .u 3.17. Bây giò, ta quan tâm câu h
,
oi tı̀m nghi.êm riêng c

,
ua

phu,o,ng trı̀nh truy hồi không thuần nhất b .âc hai vó,i h.ê số h `̆ang
số

a0xn+2 + a1xn+1 + a2xn = bn (a0 6= 0, a2 6= 0). (3.35)

Lò,i gi
,

ai. Ta cũng xét nghi .êm t1, t2 c
,
ua phu,o,ng trı̀nh a0t2 + a1t +

a2 = 0.

1) Tru,̀o,ng h.o
,p t1 6= t2: Khi d̄ó theo phần trên tn

1 và tn
2 là nhũ,ng

nghi .êm riêng c
,
ua phu,o,ng trı̀nh thuần nhất (3.17) và có nghi .êm

theo công thú,c (3.26).

Nghi .êm riêng c
,
ua phu,o,ng trı̀nh (3.35) ta sẽ tı̀m theo phu,o,ng

pháp biến d̄ô
,
i h `̆ang số nhu, sau: Ta ph

,
ai tı̀m nghi .êm riêng ξn có

d .ang
ξn = αntn

1 + βntn
2 , (3.36)

nó ch
,
ı khác (3.26) là h.ê số αn và βn có thê

,
ph .u thu.ôc vào n. Ta có

ξn+1 = αn+1tn+1
1 + βn+1tn+1

2

= αntn+1
1 + βntn+1

2 + (αn+1 − αn)tn+1
1 + (βn+1 − βn)tn+1

2 .

Bây giò, ta d̄ .̆at d̄iều ki .ên cho các dãy {αn} và {βn} tho
,
a mãn

∆αtn+1
1 + ∆βtn+1

2 = 0, (3.37)
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,
ng quát

,
o, d̄ây ∆α = αn+1 − αn, ∆β = βn+1 − βn. Khi d̄ó

ξn+1 = αntn+1
1 + βntn+1

2

ξn+2 = αn+1tn+2
1 + βn+1tn+2

2

= αntn+2
1 + βntn+2

2 + ∆αtn+2
1 + ∆βtn+2

2 .

Ta thế biê
,
u thú,c ξn, ξn+1, ξn+2 vào (3.35), ta nh .ân d̄u,.o

,c

(a0tn+2
1 + a1tn+1

1 + a2tn
1).αn + (a0tn+2

2 + a1tn+1
2 + a2tn

2).βn+

+ a0(∆αtn+2
1 + ∆βtn+2

2 ) = bn.

Do (a0tn+2
1 + a1tn+1

1 + a2tn
1).αn = 0 và (a0tn+2

2 + a1tn+1
2 + a2tn

2).βn =

0 suy ra

∆αtn+2
1 + ∆βtn+2

2 =
bn

a0
. (3.38)

Tù, (3.38) và (3.17) ta tı̀m d̄u,.o
,c

∆α = αn+1 − αn =
bn

a0
.

1
tn+1
1 (t1 − t2)

∆β = βn+1 − βn =
bn

a0
.

1
tn+1
1 (t2 − t1)

.
(3.39)

Sau khi thế lần lu,.o
,t n b `̆ang các giá tr.i tu,o,ng ú,ng n − 1, n −

2, . . . , 2, 1, 0 vào (3.39) ta nh .ân d̄u,.o
,c

αn − αn−1 =
bn−1

a0
.

1
tn
1(t1 − t2)

,

αn−1 − αn−2 =
bn−2

a0
.

1
tn−1
1 (t1 − t2)

,

. . . . . .

α3 − α2 =
b2

a0
.

1
t3
1(t1 − t2)

,

α2 − α1 =
b1

a0
.

1
t2
1(t1 − t2)

,
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α1 − α0 =
b0

a0
.

1
t1(t1 − t2)

.

Ta c.ông theo vế c
,
ua các d̄

,
ăng thú,c trên và chú ý α0 6= 0 ta tı̀m

d̄u,.o
,c

αn =
1

a0tn
1(t1 − t2)

(b0tn−1
1 + b1tn−2

1 + · · ·+ bn−2t1 + bn−1).

Tu,o,ng t .u
, ta cũng tı̀m d̄u,.o

,c

βn =
1

a0tn
2(t2 − t1)

(b0tn−1
2 + b1tn−2

2 + · · ·+ bn−2t2 + bn−1).

Nhu, v .ây tù, công thú,c (3.36) ta có

ξn =
f (t1)− f (t2)

a0(t1 − t2)
, (3.40)

,
o, d̄ây f (t) = b0tn−1 + b1tn−2 + · · ·+ bn−2t + bn−1.

2) Tru,̀o,ng h.o
,p t1 = t2: Tu,o,ng t .u

, cách làm trên ta cũng tı̀m
d̄u,.o

,c ξn d .ang ξn = (αn + nβn)tn
1 , và ta cũng nh .ân d̄u,.o

,c

ξn =
f ′(t1)

a0
.

Trên d̄ây ta d̄ã kh
,
ao sát phu,o,ng trı̀nh truy hồi b .âc hai.

Phu,o,ng trı̀nh b .âc cao ho,n ta cũng có thê
,
làm tu,o,ng t .u

,. Ta cũng
thành l .âp phu,o,ng trı̀nh

tk + a1tk−1 + a2tk−2 + · · ·+ ak−1t + ak = 0 (3.41)

g.oi là phu,o,ng trı̀nh d̄ .̆ac tru,ng c
,
ua (3.17). Phu,o,ng trı̀nh sau d̄ây

g.oi là phu,o,ng trı̀nh truy hồi tuyến tı́nh thuần nhất

xn+k + a1xn+k+1 + · · ·+ akxk = 0. (3.42)

Ta không chú,ng minh d̄.inh lı́ sau
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,
ng quát

Ð.inh lı́ 3.1: Nếu t1 nghi.êm b.ôi s lần c
,

ua (3.41), thı̀ s dãy số
vó,i số h .ang tô

,
ng quát

tn
1 , ntn

1 , n2tn
1 , . . . , ns−1tn

1

là nghi.êm riêng c
,

ua phu,o,ng trı̀nh thuần nhất (3.42)

Nhu, v .ây tất c
,
a các nghi .êm c

,
ua phu,o,ng trı̀nh d̄ .̆ac tru,ng theo

d̄.inh lı́ trên cho ta k nghi .êm riêng c
,
ua (3.42).

x(1)n , x(2)n , . . . , x(k)n .

Ð.inh lı́ 3.2: Nghi.êm chung c
,

ua phu,o,ng trı̀nh thuần nhất
(3.42) d̄u,

.o
,c cho b `̆ang công thú,c

xn = C1x(1)n + C2x(2)n + · · ·+ Ckx(k)n
,

o,d̄ây C1, C2, . . . , Ck là nhũ,ng hàng số bất kỳ.

Ð.inh lı́ 3.3: Nghi.êm chung c
,

ua phu,o,ng trı̀nh truy hồi tuyến
tı́nh (3.17) d̄u,

.o
,c cho b `̆ang công thú,c

xn = C1x(1)n + C2x(2)n + · · ·+ Ckx(k)n + ξn
,

o,d̄ây C1, C2, . . . , Ck là nhũ,ng hàng số bất kỳ và ξn là m.ôt nghi.êm
riêng c

,
ua (3.17).

H`̆ang số C1, C2, . . . , Ck d̄u,.o
,c xác d̄.inh b `̆ang giá tr.i k số h .ang

ban d̄ầu c
,
ua dãy.

Nghi .êm riêng c
,
ua phu,o,ng trı̀nh (3.17) d̄u,.o

,c tı̀m b `̆ang phu,o,ng
pháp biến d̄ô

,
i h `̆ang số có d .ang

ξn = α1nx(1)n + α2nx(2)n + · · ·+ αknx(k)n .

Tru,ò,ng h.o
,p riêng d̄.inh lı́ sau rất hay d̄u,.o

,c áp d .ung

Ð.inh lı́ 3.4: Nếu bn = qn.Ps(n),
,

o, d̄ây Ps(n) là d̄a thú,c c
,

ua n
b .âc s, còn q là m-lần nghi.êm l .̆ap c

,
ua (3.42), phu,o,ng trı̀nh (3.17)
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có nghi.êm riêng d .ang ξ = qnQm+s(n),
,

o, d̄ây Qm+s(n) là d̄a thú,c
c

,
ua n, b .âc m + s.

Sau d̄ây là m.ôt số vı́ d .u áp d .ung các Ð.inh lı́ trên

Vı́ d .u 3.18. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi số t .u
, nhiên n, số zn =

4n+1 + 6n + 5 chia hết cho 9.

Lò,i gi
,

ai. Nhũ,ng số z1 = 27, z2 = 81 và z3 = 279 chia hết cho 9.
Còn zn có thê

,
nh .ân d̄u,.o

,c theo công thú,c tô
,
ng quát

xn = C1.4n + C2.n.1n + C3.1n

vó,i C1 = 4, C2 = 6, C3 = 5.

Dãy vó,i số h .ang tô
,
ng quát xn là nghi .êm chung c

,
ua phu,o,ng

trı̀nh thuần nhất tuyến tı́nh vó,i h.ê số không d̄ô
,
i, mà nghi .êm

c
,
ua phu,o,ng trı̀nh thuần nhất có nghi .êm t1 = 4 và nghi .êm l .̆ap

t2 = t3 = 1. Suy ra phu,o,ng trı̀nh d̄ .̆ac tru,ng là (t− 4)(t− 1)2 = 0
ho .̆ac là t3 − 6t2 + 9t− 4 = 0, và phu,o,ng trı̀nh truy hồi là

xn+3 − 6xn+2 + 9xn+1 − 4xn = 0.

Vı̀ zn là nghi .êm riêng c
,
ua phu,o,ng trı̀nh truy hồi, ta có

zn+3 = 6zn+2 − 9zn+1 + 4zn.

Tù, d̄ây, nếu gi
,
a s

,
u, nhũ,ng số zn, zn+1 và zn+2 chia hết cho 9, thı̀

zn+3 cũng chia hết cho 9. Nhu, v .ây theo nguyên lý quy n .ap toán
h.oc bài toán d̄ã d̄u,.o

,c gi
,
ai d̄ầy d̄

,
u. J

Vı́ d .u 3.19. Tı̀m công thú,c tô
,
ng quát cho tô

,
ng

xn = 15 + 25 + 35 + · · ·+ n5.

Lò,i gi
,

ai. Ta có

x1 = 1, xn+1 − xn = (n + 1)5.
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Ta d̄ã có phu,o,ng trı̀nh truy hồi không thuần nhất b .âc m.ôt vó,i h.ê
số không d̄ô

,
i. Phu,o,ng trı̀nh d̄ .̆ac tru,ng t− 1 = 0 có nghi .êm t1 = 1.

Theo các d̄.inh lı́ 3.1 -3.3 nghi .êm chung c
,
ua phu,o,ng trı̀nh này là

xn = C1 + ξn,
,
o, d̄ây ξn là nghi .êm riêng c

,
ua phu,o,ng trı̀nh ta d̄ang

xét.

Nhu,ng vı̀ bn = 1n.(n+ 5)5 và số 1 là nghi .êm c
,
ua phu,o,ng trı̀nh

d̄ .̆ac tru,ng, theo d̄.inh lı́ 3.4 (m = 1, s = 5) ξn là d̄a thú,c b .âc sáu
c

,
ua n. Khi d̄ó

xn = B0 + B1n + B2n2 + B3n3 + B4n4 + B5n5 + B6n6.

Thay vào phu,o,ng trı̀nh ta thiết l .âp
,
o, phần d̄ầu, ta nh .ân d̄u,.o

,c

B1(n + 1) + B2(n + 1)2 + B3(n + 1)3 + B4(n + 1)4 + B5(n + 1)5

+B6(n + 1)6 − B1n− B2n2 − B3n3 − B4n4

−B5n5 − B6n6 = (n + 1)5.
Ðồng nhất h.ê số tru,ó,c d̄ồng b .âc c

,
ua n c

,
ua hai vế d̄

,
ăng thú,c, ta

có
6B6 = 1, 5B5 + 15B6 = 5, 4B4 + 10B5 + 20B6 = 10,

3B3 + 6B4 + 10B5 + 16B6 = 10,
2B2 + 3B3 + 4B4 + 5B5 + 6B6 = 5,
B1 + B2 + B3 + B4 + B5 + B6 = 1.

Tù, d̄ó suy ra

B6 =
1
6

, B5 =
1
2

, B4 =
5

12
, B3 = 0, B2 = − 1

12
, B1 = 0.

Khi d̄ó xn = B0 −
1
12

n2 +
5
12

n4 +
1
2

n5 +
1
6

n6.
Tù, d̄ây vó,i n = 1 ta nh .ân d̄u,.o

,c 1 = B0 + 1, nghı̃a là B0 = 0 suy ra

15 + 25 + · · ·+ n5 =
1
12

(2n6 + 6n5 + 5n4 − n2). J

Vı́ d .u 3.20. Gi
,

ai phu,o,ng trı̀nh

xn+1 − nxn = n!n5 (3.43)

vó,i d̄iều ki.ên ban d̄ầu là x1 = 1.
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Lò,i gi
,

ai. Ta xét phu,o,ng trı̀nh thuần nhất tu,o,ng ú,ng

yn+1 − nyn = 0. (3.44)

Sau khi thay n b
,
o,i lần lu,.o

,t giá tr.i n− 1, n− 2, . . . , 2, 1 vào (3.44)
ta có

yn = (n− 1)yn−1

yn−1 = (n− 2)yn−2

. . . . . .

y3 = 2y2

y2 = y1 = C.

Nhân theo vế các d̄
,
ăng thú,c trên ta tı̀m d̄u,.o

,c yn = C(n − 1)!.
Nghi.êm riêng ξn c

,
ua (3.43) ta tı̀m theo phu,o,ng pháp biến d̄ô

,
i

h `̆ang số d .ang ξn = (n− 1)!un. Khi ta thế vào (3.43), nh .ân d̄u,.o
,c

n!un+1 − n!un = n!n5, ho .̆ac là un+1 − un = n5. Ta nh .ân d̄u,.o
,c

phu,o,ng trı̀nh truy hồi có nghi .êm chung (kết qu
,
a bài t .âp tru,ó,c)

un = B0 +
1
12

n2(n− 1)2(2n2 − 2n− 1).

vó,i B0 = 0 ta có

ξn =
1
12

n2(n− 1)2(2n2 − 2n− 1)(n− 1)!.

Suy ra nghi .êm chung c
,
ua bài toán là

xn = yn + ξn = [C +
1
12

n2(n− 1)2(2n2 − 2n− 1)](n− 1)!.

Vó,i n = 1 cho giá tr.i ban d̄ầu ta nh .ân d̄u,.o
,c C = 1 và suy ra dãy

ph
,
ai tı̀m là:

xn = [
1

12
n2(n− 1)2(2n2 − 2n− 1) + 1](n− 1)!. J
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,
ng quát

3.4. Tô
,
ng c

,
ua nhũ,ng lũy thù,a cùng b .âc các số

t .u
, nhiên

Ta d̄ã g .̆ap m.ôt số bài về tı́nh tô
,
ng c

,
ua lũy thù, cùng b .âc các số

t .u
, nhiên, nhu, vó,i lũy thù,a b .âc hai, b .âc ba. Phần này ta áp d .ung

công thú,c Newton d̄ê
,
tı́nh d̄u,.o

,c tô
,
ng c

,
ua m.ôt số mũ nào d̄ó các

số t .u
, nhiên tù, 1 d̄ến n. Ðê

,
tı́nh tô

,
ng

Sk = 1k + 2k + 3k + · · ·+ nk (3.45)

vó,i k là m.ôt số t .u
, nhiên, ta áp d .ung d̄

,
ăng thú,c sau

(x + 1)k+1 = xk+1 + C1
k+1xk + C2

k+1xk−1 + · · ·+ Ck
k+1x + 1.

Thay x lần lu,.o
,t các giá tr.i 1, 2, 3, . . . , n ta nh .ân d̄u,.o

,c

2k+1 = 1k+1 + C1
k+11k + C2

k+11k−1 + · · ·+ Ck
k+11 + 1,

3k+1 = 2k+1 + C1
k+12k + C2

k+12k−1 + · · ·+ Ck
k+12 + 1,

4k+1 = 3k+1 + C1
k+13k + C2

k+13k−1 + · · ·+ Ck
k+13 + 1,

..............................................

nk+1 = (n− 1)k+1 + C1
k+1(n− 1)k + · · ·+ Ck

k+1(n− 1) + 1,

(n + 1)k+1 = nk+1 + C1
k+1nk + C2

k+1nk−1 + · · ·+ Ck
k+1n + 1.

C.ông theo vế c
,
ua các d̄

,
ăng thú,c và ta nh .ân d̄u,.o

,c

(n + 1)k+1 = C1
k+1Sk + C2

k+1Sk−1 + · · ·+ Ck
k+1S1 + n + 1

hay là

Sk =
1

k + 1
[(n + 1)k+1 − C2

k+1Sk−1 − · · · − Ck
k+1S1 − n− 1]. (3.46)

Tù, biê
,
u thú,c (3.46) cho phép ta tı́nh lần lu,.o

,t tô
,
ng (3.45). Vı́ d .u

vó,i k = 1, 2, . . . tù, (3.46) ta tı́nh d̄u,.o
,c

S1 =
1
2
[(n + 1)2 − n− 1] =

n(n + 1)
2

=
1
2

n2 +
1
2

n,
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, nhiên 85

S2 =
1
3
[(n + 1)3 − 3S1 − n− 1] =

n(n + 1)(2n + 1)
6

=
1
3

n3 +
1
2

n2 +
1
6

n,

S3 =
1
4
[(n + 1)4 − 6S2 − 4S1 − n− 1] = [

n(n + 1)
2

]2

=
1
4

n4 +
1
2

n3 +
1
4

n2,

S4 =
1
5
[(n + 1)5 − 10S3 − 10S2 − 5S1 − n− 1]

=
n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n + 1)

30
=

1
5

n5 +
1
2

n4 +
1
3

n3 − 1
30

n,

S5 =
1
6
[(n + 1)6 − 15S4 − 20S3 − 15S2 − 6S1 − n− 1]

=
1
12

n2(n + 1)2(2n2 + 2n− 1) =
1
6

n6 +
1
2

n5 +
5
12

n4 − 1
12

n2,

S6 =
1
42

n(n + 1)(2n + 1)(3n4 + 6n3 − 3n + 1)

=
1
7

n7 +
1
2

n6 +
1
2

n5 − 1
6

n3 +
1
12

n,

S7 =
1
24

n2(n + 1)2(3n4 + 6n3 − n2 − 4n + 2)

=
1
8

n8 +
1
2

n7 +
7
12

n6 − 7
24

n4 +
1
12

n2.

Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang tô
,
ng Sk là m.ôt d̄a thú,c b .âc k + 1 có số

h .ang t .u
,do b `̆ang không, h.ê số tru,́o,c nk+1 b `̆ang

1
k + 1

, h.ê số tru,́o,c

nk b `̆ang
1
2

, h.ê số tru,́o,c nk−1 b `̆ang
k

12
, h.ê số tru,́o,c nk−2 b `̆ang 0.

Th .ât v .ây, Gi
,
a thiết d̄iều kh

,
ăng d̄.inh trên d̄úng vó,i nhũ,ng

tô
,
ng S1, S2, . . . , Sk−1. Ta cần kết lu .ân kh

,
ăng d̄.inh cũng d̄úng vó,i

tô
,
ng Sk. Kh

,
ăng d̄.inh Sk là m.ôt d̄a thú,c theo n và h.ê số t .u

, do b `̆ang
0, suy ra tù, d̄

,
ăng thú,c (3.46). Các h.ê số ak, ak−1, ak−2 tu,o,ng ú,ng
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tru,ó,c nk, nk−1, nk−2 trong Sk cũng tù, (3.17) ta tı̀m d̄u,.o
,c

ak =
1

k + 1
[C1

k+1 − C2
k+1

1
k
] =

1
2

,

ak−1 =
1

k + 1
[C2

k+1 − C2
k+1.

1
2
− C3

k+1
1

k− 1
] =

k
12

,

ak−2 =
1

k + 1
[C3

k+1 − C2
k+1

k− 1
12
− C3

k+1.
1
2
− C4

k+1
1

k− 2
] = 0.

Nhu, v .ây trong tru,ò,ng h.o
,p chung ta có công thú,c

n

∑
i=1

ik =
1

k + 1
.nk+1 +

1
2

nk +
1
2

C1
k B2nk−1 +

1
4

C3
k B4nk−3+

+
1
6

C5
k B6nk−5 +

1
8

C7
k B8nk−7 + · · ·

(3.47)

số h .ang cuối cùng là n ho .̆ac n2. Trong (3.47) nhũ,ng số
B2, B4, B6, B8, . . . g.oi là nhũ,ng số Bernoulli. M.ôt số số Bernoulli
d̄u,.o

,c li .êt kê trong b
,
ang

B2 =
1
6

, B4 = − 1
30

, B6 =
1

42
, B8 = − 1

30
, B10 =

5
66

,

B12 = − 691
2730

, B14 = −7
6

, B16 =
3617
510

, B18 = −43867
798

,

B20 = −174611
330

, B22 =
854513

123
, B24 = −236364091

2730
,

B26 =
8553103

6
, B28 = −23749461029

870
, B30 =

8615841276005
14322

,

B32 = −7709321041217
510

, B34 =
2577867858367

6
.

Nhũ,ng số này d̄
,
u cho ta tı́nh d̄u,.o

,c công thú,c tô
,
ng lũy thù,a

b .âc m.ôt, hai, ba, . . . , ba mu,o,i tu, c
,
ua n chũ, số t .u

, nhiên d̄ầu tiên.

Bây giò, không khó khăn gı̀ tı́nh d̄u,.o
,c công thú,c d .ang

∑n
t=1[P(t)]k

,
o, d̄ây P(t) là d̄a thú,c theo t. Vı́ d .u chú,ng minh nhũ,ng

d̄
,
ăng thú,c sau d̄ây
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1) 12 + 32 + 52 + · · ·+ (2n− 1)2 =
1
3

n(2n− 1)(2n + 1);

2) 12 + 52 + 92 + · · ·+ (4n + 1)2 =
1
3
(n + 1)(16n2 + 20n + 3).

Th .ât v .ây,

1)
n

∑
t=1

(2t− 1)2 =
n

∑
t=1

(4t2 − 4t + 1) = 4
n

∑
t=1

t2 − 4
n

∑
t=1

t + n

= 4.
n(n + 1)(2n + 1)

6
− 4

n(n + 1)
2

+ n

=
1
3

n(2n− 1)(2n + 1).

2)
n

∑
t=1

(4t + 1)2 =
n

∑
t=1

(16t2 + 8t + 1) = 16
n

∑
t=1

t2 + 8
n

∑
t=1

t + n

= 16.
n(n + 1)(2n + 1)

6
+ 8.

n(n + 1)
2

+ n + 1

=
(n + 1)(16n2 + 20n + 3)

3
.

B .an d̄ .oc có thê
,
gi

,
ai nhiều bài toán tu,o,ng t .u

, nhu, v .ây.

3.5. Bài t .âp
... 3.21. Chú,ng minh r `̆ang

Sn = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn =
a1b1 − qanbn

1− q
− dqb1

qn−1 − 1
(1− q)2 .

vó,i a1, a2, . . . , an là cấp số c .ông có công sai d và b1, b2, . . . , bn là cấp
số nhân có b.ôi số q 6= 1.

... 3.22. Tı̀m số h .ang tô
,
ng quát c

,
ua cấp số c .ông

2, 5, 10, 17, 26, 37, . . .

và tı́nh tô
,
ng n số h .ang d̄ầu tiên c

,
ua nó.
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... 3.23. Hãy tı̀m công thú,c tô
,
ng

Sn = 3.2 + 5.5 + 7.8 + · · ·+ (2n + 1)(3n− 1).

... 3.24. Hãy tı̀m nghi .êm chung c
,
ua các phu,o,ng trı̀nh sau:

a) xn+1 + xn+1 + xn = 0;
b) xn+1 + 2xn+1 + xn = 0;
c) xn+2 − xn = 0;
d) xn+3 − 3xn+2 + 3xn+1 − xn = 0.

... 3.25. Tı̀m công thú,c tô
,
ng quát cho dãy xác d̄.inh theo công thú,c

sau:
a) x1 = 10, x2 = 16, xn+2 − 4xn+1 + 3xn = 0;
b) x1 = 1, x2 = −3, x3 = −29, xn+3 − 9xn+2 + 26xn+1 − 24xn = 0;
c) x1 = 1, x2 = −7, xn+2 − 6xn+1 + 9xn = −4.
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4.1. Phép chia hết
Trong số h.oc phép chia cho ta rất nhiều tı́nh chất về nhũ,ng

số nguyên. Nhiều bài toán phát biê
,
u du,ó,i d .ang các phép chia

nhũ,ng số nguyên và kê
,
c

,
a các thu .ât toán tı́nh toán. Ta nh´̆ac l .ai

m.ôt số khái ni .êm. Nếu a và b là nhũ,ng số nguyên, ta nói r `̆ang

b chia hết cho a, ký hi .êu là b
... a, khi tồn t .ai m.ôt số nguyên c sao

cho b = ca. Số c g.oi là thu,o,ng c
,
ua phép chia, a nhiều khi g.oi là

u,́o,c số c
,
ua b, số b g.oi là b.ôi số c

,
ua a. Tru,ò,ng h.o

,p không tồn t .ai c
theo d̄.inh nghı̃a trên ta nói r `̆ang b không chia hết cho a, ký hi .êu

b 6
... a. Tù, d̄.inh nghı̃a d̄o,n gi

,
an trên ta suy ra hàng lo .at các tı́nh

chất c
,
ua phép chia,

,
o, d̄ây ta ch

,
ı lấy m.ôt vı́ d .u d̄o,n gi

,
an: Nếu b

... a

và c
... a, thı̀ (ub + vc)

... a vó,i m.oi số nguyên bất kỳ u và v. Hai khái
ni .êm sau d̄ây rất hay d̄u,.o

,c dùng.

M.ôt số d g.oi là u,́o,c số chung ló,n nhất c
,
ua hai số nguyên a và
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b, ký hi .êu d=(a, b), khi
1) a và b d̄ều chia hết cho d;
2) d chia hết cho m.oi u,ó,c số chung khác c

,
ua a và b.

M.ôt số m g.oi là b.ôi số chung nh
,
o nhất c

,
ua hai số nguyên a và

b, ký hi .êu m=[a, b], khi
1) m chia hết cho c

,
a a và b;

2) M.oi b.ôi số chung khác c
,
ua a và b d̄ều chia hết cho m.

Công thú,c liên quan giũ,a hai khái ni .êm trên là

[a, b] =
ab

(a, b)
.

Vı́ d .u 4.1. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi số nguyên n ≥ 0, số 33n+3−
26n− 27 chia hết cho 169.

Lò,i gi
,

ai. Ta d̄ .̆at An = 33n+3 − 26n− 27. Khi d̄ó A0 = 33 − 27 = 0
suy ra A0 chia hết cho 169.

Gi
,
a s

,
u, An chia hết cho 169 vó,i n nào d̄ó. Ta biến d̄ô

,
i An+1 nhu,

sau

An+1 = 33(n+1)+3 − 26(n + 1)− 27

= An + 26.33n+3 − 26 = An + 26[(33)n+1 − 1]

= An + 26(33 − 1)(33n + · · ·+ 1) = An + 4.169.(33n + · · ·+ 1).

Tù, d̄ó suy ra An+1 chia hết cho 169. J

Vı́ d .u 4.2. Chú,ng minh r `̆ang vó,i số n nguyên du,o,ng

1) C = 7n + 3n− 1 chia hết cho 9;

2) E = a4n+1 − a chia hết cho 30, vó,i a là số nguyên.

Lò,i gi
,

ai. 1) Nếu n = 1, thı̀ C1 = 7 + 3− 1 chia hết cho 9. Gi
,
a s

,
u,

n = k ≥ 1 và Ck = 7k + 3k− 1 chia hết cho 9. Khi d̄ó vó,i n = k + 1
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số

Ck+1 = 7k+1 + 3(k + 1)− 1 = 7.7k + 3k + 2

= 7.7k + 21k− 7− 18k + 9 = 7(7k + 3k− 1)− 9(2k− 1)

= 7Ck − 9(2k− 1)

cũng chia hết cho 9. Theo phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc C chia
hết cho 9 vó,i m.oi n nguyên du,o,ng.

2) Nếu n = 1, thı̀

E1 = a5 − a = a(a2 − 1)(a2 + 1) = a(a− 1)(a + 1)[(a2 − 4) + 5]

= (a− 2)(a− 1)a(a + 1)(a + 2) + 5(a− 1)a(a + 1).

Thù,a số thú, nhất chia hết cho 5! = 120 = 4.30, còn thù,a số thú,

hai chia hết cho 5.3! = 30. Suy ra E1 chia hết cho 30.

Gi
,
a s

,
u, n = k ≥ 1 và Ek = a4k+1− a chia hết cho 30. Khi d̄ó vó,i

n = k + 1 số

Ek+1 = a4k+5 − a = a4k+5 − a + a4k+1 − a4k+1

= (a4k+1 − a) + (a4k+5 − a4k+1) = Ek + a4k.E1

cũng chia hết cho 30. J

Vı́ d .u 4.3. Chú,ng minh r `̆ang nếu vó,i nhũ,ng số t .u
, nhiên du,o,ng

a, b, c th
,
oa mãn a2 + b2 = c2, thı̀ m.oi số có d .ang Ek = a2k

+ b2k
+ c2k

và Fk = (ab)2k
+ (bc)2k

+ (ca)2k vó,i k ≥ 2 chia hết cho số

D =
1
2
(a4 + b4 + c4).

Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh d̄ồng thò,i số Ek và Fk chia hết cho D.
Tru,ó,c tiên ta kh

,
ăng d̄.inh a4 + b4 + c4 là số ch ˜̆an. Th .ât v .ây, nếu

c = 2k, thı̀ a và b là ho .̆ac d̄ồng thò,i l
,
e ho .̆ac d̄ồng thò,i ch ˜̆an và suy

ra a4 + b4 + c4 là ch ˜̆an. Nếu c = 2k + 1, thı̀ a2 + b2 là l
,
e và suy ra
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a4 + b4 = (a2 + b2)2 − 2a2b2 cũng là l
,
e. Do c4 = (2k + 1)4 là l

,
e nên

(a4 + b4) + c4 ch ˜̆an, vı̀ là tô
,
ng hai số l

,
e.

Ta xét số

F2 = (ab)4 + (bc)4 + (ca)4

= a4b4 + c4(a4 + b4) = 2Dc4 + a4b4 − c8

= 2Dc4 + (a2b2 − c4)(a2b2 + c4).

Vı̀ 2a2b2 = c4 − (a4 + b4), nên a2b2 − c4 =
c4 − (a4 + b4)

2
− c4 =

−D, Tù, d̄ó suy ra F2 chia hết cho D. Cũng nhu, v .ây E2 chia hết
cho D. M.ênh d̄ề c

,
ua bài toán suy ra tù, quy n .ap toán h.oc vó,i các

d̄
,
ăng thú,c Ek+1 + 2Fk = E2

k và Fk+1 + 2(a.b.c)2k
Ek = F2

k . J

Vı́ d .u 4.4. Chú,ng minh r `̆ang vó,i số t .u
,nhiên du,o,ng bất kỳ n, số

24n
+ 5 chia hết cho 21.

Tô
,
ng quát: Vó,i số t .u

, nhiên bất kỳ a > 1, n ≥ 1, biê
,
u thú,c

Bn = a4n
+ a3 − a− 1 chia hết cho (a− 1)(a + 1)(a2 + a + 1).

Lò,i gi
,

ai. Nếu n = 1, thı̀ B1 = a4 + a3− a− 1 = (a− 1)(a+ 1)(a2 +

a + 1).

Gi
,
a s

,
u, n = k ≥ 1 và Bk chia hết cho (a− 1)(a + 1)(a2 + a + 1).

Khi d̄ó vó,i n = k + 1 ta nh .ân d̄u,.o
,c

Bk+1 = a4k+1
+ a3 − a− 1 = (a4 − a + a)4k

+ a3 − a− 1

= [a(a3 − 1) + a]4
k
+ a3 − a− 1 = K(a− 1)(a2 + a + 1)+

+ a4k
+ a3 − a− 1 = K(a− 1)(a2 + a + 1) + Bk.

M .̆at khác

Bk+1 = (a4 + a− a)4k
+ a3 − a− 1 = [a(a3 + 1)− a]4

k
+ a3 − a− 1

= K(a + 1) + a4k
+ a3 − a− 1 = K(a + 1) + Bk.
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(Ký hi .êu K(a + 1) là biê
,
u thú,c luỹ thù,a c

,
ua a + 1.) Vı̀ các số

a− 1, a + 1 và a2 + a + 1 nguyên tố cùng nhau, suy ra Bk+1 chia
hết cho tı́ch c

,
ua chúng. Vó,i a = 2, ta có Bn = 24n

+ 5. J

Vı́ d .u 4.5. 1) Chú,ng minh r `̆ang 32n − 1 chia hết cho 2n+2 và không
chia hết cho 2n+3 vó,i n nguyên du,o,ng.

2) Chú,ng minh r `̆ang 23n
+ 1 chia hết cho 3n+1 và không chia hết

cho 3n+2 vó,i n nguyên du,o,ng.

Lò,i gi
,

ai. 1) Ta có

An+1 = 32n+1 − 1 = (32n
)2 − 1 = (32n − 1)(32n

+ 1).

Vó,i n = 1 m.ênh d̄ề d̄úng. Gi
,
a s

,
u, An = 32n − 1 chia hết cho 2n+2.

Vı̀ 32n
+ 1 chia hết cho 2, nên An+1 sẽ chia hết cho 2.2n+2 = 2n+3.

M .̆at khác, ta gi
,
a s

,
u, An = 32n − 1 không chia hết cho 2n+3.

Nhu,ng 32n
+ 1 không chia hết cho 4, vı̀ (32n

+ 1) − 2 = 32n − 1
chia hết cho 4 (th .âm chı́ chia hết cho 4.2n do phần trên. Vı̀ v .ây
(32n

+ 1) chia cho 4 du, 2) tù, d̄ây suy ra An+1 không chia hết cho
2n+4.

2) Chú,ng minh tu,o,ng t .u
, nhu, phần trên. Ta s

,
u, d .ung

23n+1
+ 1 = (23n

)3 + 1 = (23n
+ 1)(22,3n − 23n

+ 1)

= (23n
+ 1)[(23n

+ 1)2 − 3.23n
].

Số trong ngo .̆ac vuông chia hết cho 3, không chia hết cho 9. J

Vı́ d .u 4.6. 1) Chú,ng minh r `̆ang nếu p là số nguyên tố, thı̀ số
ap − a chia hết cho p vó,i m.oi a (a là số nguyên du,o,ng).

2) Chú,ng minh r `̆ang nếu p là số nguyên tố và a không chia hết
cho p, thı̀ số ap−1 − 1 chia hết cho p (d̄.inh lý Fermat).
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Lò,i gi
,

ai. 1) Vó,i a = 1 m.ênh d̄ề là hiê
,
n nhiên, vı̀ trong tru,ò,ng

h.o
,p này ap − a = 1− 1 = 0.

Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i m.ôt số a nào d̄ấy, nghı̃a là ap − a

chia hết cho p. Ta sẽ chú,ng minh m.ênh d̄ề cũng d̄úng cho a + 1.

Th .ât v .ây, áp d .ung phân tı́ch nh.i thú,c Newton, ta nh .ân d̄u,.o
,c

(a + 1)p − (a + 1) = ap + p f (a) + 1− a− 1 = (ap − a) + p f (a).
,
O
,
d̄ây f (a) là d̄a thú,c b .âc p− 1 theo a. Do áp d .ung công thú,c h.ê

số Newton và nhóm các thù,a số có p d̄u,a ra ngoài l .âp ra f (a).
M.ênh d̄ề d̄úng vó,i a + 1, theo nguyên lý quy n .ap toán h.oc nó
d̄úng vó,i m.oi a ≥ 1.

2) Tù, phần tru,ó,c suy ra ap − a chia hết cho số nguyên tố p.
Khi d̄ó tù, d̄

,
ăng thú,c

ap − a = a(ap−1 − 1).

Do d̄iều ki .ên d̄ầu bài a không chia hết p, nên ap−1 − 1 chia hết
cho p.

Chú ý: Nếu ta d̄ .̆at a = 2, 3, . . . , p− 1, thı̀ nhu, h.ê qu
,
a c

,
ua kết

lu .ân trên các số 2p−1− 1, 3p−1− 1, . . . , (p− 1)p−1− 1 chia hết cho
p ho .̆ac là 2p−1, 3p−1, . . . , (p− 1)p−1 chia cho p du, 1.

Trong tru,ò,ng h.o
,p này tô

,
ng 2p−1 + 3p−1 + · · ·+ (p− 1)p−1 chia

hết cho p, vó,i p là số nguyên tố. J

4.2. Thu .ât toán Euclide
Cho a > 0 và b > 0 là nhũ,ng số nguyên. Tı̀m u,ó,c số chung

ló,n nhất c
,
ua hai số d̄ã cho d̄u,.o

,c tı̀m theo thu .ât toán c
,
ua Euclide

nhu, sau:

Ðê
,
cho ti .ên d̄ .̆at r0 = a và r1 = b. Chia số a cho số b d̄u,.o

,c
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thu,o,ng q1 và số du, là r2. Ta có thê
,
viết

a = bq1 + r2, (0 ≤ r2 < r1).

Nếu b > a ta có q1 = 0 và r2 = a. Nếu r2 = 0, thı̀ a chia hết cho
b; trong tru,ò,ng h.o

,p này u,ó,c số chung ló,n nhất là b. Nếu r2 6= 0,
ta tiến hành bu,ó,c tiếp theo: Lấy b chia cho r2, lần này ký hi .êu
thu,o,ng và số du, là q2 và r3, ta có

b = r2q2 + r3 (0 ≤ r3 < r2).

Nếu r3 = 0, thı̀ thu .ât toán dù,ng. Tru,ò,ng h.o
,p ngu,.o

,c l .ai ta l .ai
lấy r2 chia cho r3 d̄u,.o

,c thu,o,ng q3 và số du, r4, hay là r2 = r3q3 +

r4 (0 ≤ r3 < r2). Cú, tiếp t .uc nhu, v .ây, vı̀ các số du, d̄ều thu.ôc
[0, b) và b > r1 > r2 > . . . ≥ 0 dãy số gi

,
am ng .̆at chú,ng t

,
o sau

m.ôt số bu,ó,c (số bu,ó,c không ló,n ho,n b) sẽ dẫn tó,i số du, b `̆ang 0 và
thu .ât toán sẽ dù,ng. Kết qu

,
a ta nh .ân d̄u,.o

,c dãy

r0 = r1q1 + r2

r1 = r2q2 + r3

r2 = r3q3 + r3

. . .

rn−2 = rn−1qn−1 + rn

rn−1 = rnqn (0 ≤ ri < ri−1, i = 1, 2, . . . , n).

(4.1)

Trong công thú,c trên rn là số du, cuối cùng khác 0.

Vı́ d .u 4.7. Ta chú,ng minh r `̆ang rn là u,́o,c số chung ló,n nhất c
,

ua
a và b.

Lò,i gi
,

ai. 1) Ta ch
,
ı ra r `̆ang rn là u,ó,c số chung c

,
ua a và b.

Do rn−1 chia hết cho rn và công thú,c hồi quy

ri−1 = riqi + ri+1 (i = 1, 2, . . . , n; rn+1 = 0). (4.2)
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Ðê
,
d̄ .at m .uc d̄ı́ch c

,
ua ta thı̀ ph

,
ai ch

,
ı ra rn là u,ó,c số chung c

,
ua

tất c
,
a rn−1, rn−2, . . . , r0. d̄

,
ăng thú,c cuối cùng c

,
ua (4.1) cho ta thấy

rn−2 chia hết cho rn (vı̀ rn−1 d̄ã chia hết cho rn ). Gi
,
a s

,
u, vó,i m.ôt

số nào d̄ó i(1 ≤ i ≤ n− 1) nhũ,ng số rn−1, rn−2, . . . , ri chia hết cho
rn. Khi d̄ó tù, (4.2) suy ra ri−1 chia hết cho rn. Nhu, v .ây b `̆ang quy
n .ap chúng ta kết lu .ân r1 = b cũng chia hết cho rn, còn d̄

,
ăng thú,c

d̄ầu tiên c
,
ua (4.1) cho ta rn là u,ó,c số c

,
ua a.

2) Ta chú,ng minh rn là u,ó,c số chung ló,n nhất c
,
ua a và b.

Th .ât v .ây, Ký hi .êu d là u,ó,c số chung bất kỳ c
,
ua a và b (nghı̃a

là r0, r1 có u,ó,c số chung d). Tù, d̄
,
ăng thú,c d̄ầu tiên c

,
ua (4.1) suy

ra r2 chia hết cho d. Vı̀ thế d cũng là u,ó,c số chung c
,
ua r1 và r2.

Gi
,
a s

,
u, d là u,ó,c số chung c

,
ua ri−1, ri vó,i số i(1 ≤ i ≤ n− 1) nào d̄ó;

khi d̄ó tù, (4.1) suy ra d là u,ó,c số chung c
,
ua ri+1. Theo nguyên lý

quy n .ap toán h.oc, d là u,ó,c số c
,
ua rn. B `̆ang cách này ta thấy r `̆ang

m.oi u,ó,c số chung c
,
ua a và b cũng là u,ó,c số chung c

,
ua rn, suy ra

rn là u,ó,c số chung ló,n nhất. J

D .ang quy n .ap toán h.oc d̄i tù, bu,ó,c i + 1 và i d̄ến bu,ó,c i − 1
nhu, trên g.oi là phép quy n .ap ngu,

.o
,c.

Ngu,ò,i ta có thê
,
biê

,
u diễn u,ó,c số chung ló,n nhất b `̆ang các tô

,

h.o
,p tuyến tı́nh c

,
ua hai số a và b thông qua bài t .âp sau.

Vı́ d .u 4.8. Cho a và b là hai số nguyên du,o,ng. Khi d̄ó

(a, b) = sna + tnb

vó,i n = 0, 1, 2 . . ., sn và tn là nhũ,ng số h .ang thú, n c
,

ua dãy {sn},
{tn} xác d̄.inh b

,
o,i

s0 = 1, t0 = 0, s1 = 0, t1 = 1
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và

si = si−2 − qi−1si−1,

ti = ti−2 − qi−2ti−1,

vó,i i = 2, 3, . . . , n,
,

o, d̄ây qi là thu,o,ng số thú, i trong thu .ât toán
Euclide khi tı̀m u,́o,c số chung ló,n nhất.

Lò,i gi
,

ai. Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang

ri = sia + tib, (4.3)

vó,i i = 0, 1, 2 . . . , n. Vı̀ (a, b) = rn nên tù, (4.3) có thê
,
suy ra lò,i

gi
,
ai.

Dùng phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc d̄ê
,
chú,ng minh (4.3).

Vó,i i = 0, ta có a = r0 = 1.a + 0.b = s0a + t0b. Do d̄ó (4.3) d̄úng
vó,i i = 0. M .̆at khác b = r1 = 0.a + 1.b = s1a + t1b, nhu, v .ây
(4.3) cũng d̄úng vó,i i = 1. Gi

,
a thiết ri = sia + tib d̄úng vó,i m.oi

i = 1, 2, . . . , k− 1. Khi d̄ó, tù, bu,ó,c k trong thu .ât toán Euclide ta
có

rk = rk−2 − rk−1qk−1
theo gi

,
a thiết quy n .ap suy ra

rk = (sk−2a + tk−2b)− (sk−1a + tk−1b)qk−1

= (sk−2 − sk−1qk−1)a + (tk−2 − tk−1qk−1)b

= ska + tkb. J

Vı́ d .u 4.9. Cho a là số t .u
,nhiên, a > 1. Hãy tı̀m (am − 1, an − 1),

,
o,d̄ây m và n là nhũ,ng số t .u

,nhiên.

Lò,i gi
,

ai. Ð .̆at (n, m) = d. Ta chú,ng minh r `̆ang (am − 1, an − 1) =
(ad − 1). Không mất tı́nh tô

,
ng quát ta có thê

,
gi

,
a thiết n ≥ m. Ta
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chú,ng minh quy n .ap theo m. Vó,i m = 0, d̄
,
ăng thú,c hiê

,
n nhiên.

Gi
,
a s

,
u, m > 0. Ta d̄ .̆at n = mq + r, 0 ≤ r < m. Ta có

an − 1 = amqar − 1 = amqar − ar + ar − 1

= ar(amq − 1) + (ar − 1) = A(am − 1) + (ar − 1),
,
o, d̄ây A là số nguyên. Tù, nhũ,ng d̄

,
ăng thú,c này suy ra

(an − 1, am − 1) = (am − 1, ar − 1)

và theo gi
,
a thiết quy n .ap toán h.oc ta có

(am − 1, ar − 1) = a(m,r) − 1 = ad − 1. J

Vı́ d .u 4.10. Chú,ng minh r `̆ang b.ôi số chung nh
,
o nhất (BSCN)

c
,

ua dãy 1, 2, . . . , 2n b `̆ang b.ôi số chung nh
,
o nhất c

,
ua n + 1, n +

2, . . . , 2n:

BSCN(1, 2, . . . , n) = BSCN(n + 1, n + 2, . . . , 2n).

Lò,i gi
,

ai. Ta d̄ .̆at [1, 2, . . . , 2n] = s và [n + 1, n + 2, . . . , 2n] = t. vı̀
s là m.ôt b.ôi số chung c

,
ua các số n + 1, n + 2, . . . , 2n, còn t là b .ôi

số nh
,
o nhất nên s chia hết cho t. Ðê

,
chú,ng minh ngu,.o

,c l .ai t chia
hết s ta ph

,
ai chú,ng minh r `̆ang mỗi số chia hết cho n + 1, n +

2, . . . , 2n cũng chia hết cho 1, 2, . . . , n. Ta sẽ chú,ng minh d̄iều d̄ó
b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap theo n. Vó,i n = 1 kh

,
ăng d̄.inh là

hiê
,
n nhiên. Gi

,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n, ta chú,ng minh nó cũng

d̄úng vó,i n + 1. Cho m là số chia hết cho (n + 1) + 1, (n + 1) +
2, . . . , 2(n + 1). Tù, m chia hết cho 2(n + 1) nên m chia hết cho
n + 1 và suy ra m chia hết cho n + 1, n + 2, . . . , 2n (ta ch

,
ı thêm

vào d̄ầu dãy các số mà theo gi
,
a thiết m d̄ã chia hết). Theo gi

,
a

thiết quy n .ap m chia hết cho 1, 2, . . . , n, còn tru,ó,c d̄ó ta d̄ã có m
chia hết cho n + 1. J
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Vı́ d .u 4.11. Chú,ng minh r `̆ang tô
,
ng tất c

,
a u,́o,c số c

,
ua số t .u

,nhiên
n > 2 nh

,
o ho,n n

√
n.

Lò,i gi
,

ai. Ta ký hi .êu tô
,
ng c

,
ua tất c

,
a u,ó,c số c

,
ua số n b `̆ang D(n).

Ta ph
,
ai chú,ng minh r `̆ang D(n) < n

√
n vó,i n ≥ 3. Ta ch.on tru,ò,ng

h.o
,p n = 2α (α là số nguyên, α ≥ 2). Khi d̄ó

D(n) = 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2α

= 2α+1 − 1 < 2α+ α
2 = n

√
n.

Gi
,
a thiết r `̆ang n 6= 2α và D(k) < k

√
k vó,i m.oi 3 ≤ k < n và chúng

ta sẽ chú,ng minh D(n) < n
√

n. Do nhũ,ng d̄iều kê
,
trên, ta có thê

,

xét n = mp,
,
o, d̄ây p là số nguyên tố l

,
e. Chú ý r `̆ang p ≥ 3, 1 + p <

p
√

p (th .ât v .ây, vó,i p ≥ 4, 1 +
1
p

< 2 <
√

p; vó,i p = 3, 1 + 3 <

3
√

3). Vı̀ thế, nếu m = 1, thı̀ D(p) = 1 + p < p
√

p; tu,o,ng t .u
,, nếu

m = 2, thı̀ D(n) = 1 + 2 + p + 2p = 3 + 3p < 2p
√

2p = n
√

n, nếu
m ≥ 3, thı̀ theo gi

,
a thiết quy n .ap D(m) < m

√
m. Nhu, v .ây mỗi

u,ó,c số c
,
ua n có d .ang d ho .̆ac dp,

,
o, d̄ây d là u,ó,c số c

,
ua m, nên

D(n) = D(m) + pD(m) = D(m)(1 + p)

< m
√

m.p
√

p = n
√

n. J

4.3. Số phú,c
Ta nh´̆ac l .ai khái ni .êm co, b

,
an c

,
ua số phú,c. M.ôt số phú,c z có

d .ang d̄ .ai số z = x + iy,
,
o, d̄ây x và y là nhũ,ng số th .u

,c, còn i là d̄o,n
v.i

,
ao có tı́nh chất i2 = −1; số x g.oi là phần th .u

,c, còn số y g.oi là
phần

,
ao c

,
ua số phú,c z.

Hai số phú,c z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 là b `̆ang nhau khi và
ch

,
ı khi x1 = x2, y1 = y2. Nếu x = y = 0, thı̀ z = 0 + i0 = 0. M.oi

số th .u
,c có thê

,
coi nhu, là m.ôt số phú,c khi phần

,
ao c

,
ua nó b `̆ang 0.
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Nhu, v .ây t .âp số th .u
,c ch

,
ı là t .âp con c

,
ua t .âp số phú,c. Nhũ,ng phép

toán d̄u,.o
,c d̄.inh nghı̃a trên t .âp số phú,c gồm:

(x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2),

(x1 + iy1)− (x2 + iy2) = (x1 − x2) + i(y1 − y2),

(x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1).

Số z̄ = x− iy g.oi là số liên h.o
,p c

,
ua z = x + iy. Rõ ràng nếu z1

là liên h.o
,p c

,
ua z2, thı̀ z2 cũng liên h.o

,p c
,
ua z1.

Số phú,c có liên h.ê ch .̆at chẽ vó,i h.ê t .oa d̄ .ô vuông góc nhu, hı̀nh
vẽ.

Mỗi số phú,c z = x + iy biê
,
u diễn nhu, m.ôt d̄iê

,
m (x, y) trong

h.ê t .oa d̄ .ô vuông góc.

Ð.ô dài tù, d̄iê
,
m gốc t .oa d̄ .ô d̄ến

Hı̀nh 4.1:

d̄iê
,
m số phú,c g.oi là modun c

,
ua z và

d̄u,.o
,c ký hi .êu |z|. Tù, hı̀nh vẽ ta thấy

|z| =
√

x2 + y2 ≥ 0. Góc giũ,a tr .uc
Ox và Oz d̄o theo chiều ngu,.o

,c kim
d̄ồng hồ g.oi là argumen c

,
ua z; và ký

hi .êu là argz. Rõ ràng{
x = |z| cos α,
y = |z| sin α,

,
o, d̄ây α = argz. Nhu, v .ây số phú,c z =

x + iy biê
,
u diễn qua d .ang lu,.o

,ng giác

z = ρ(cos α + i sin α), ρ = |z|, α = argz.

,
o, d .ang lu,.o

,ng giác số phú,c, có nhiều thu .ân l .o
,i trong các phép

tı́nh. Ch
,
ăng h .an ta lấy phép nhân hai số phú,c: z1 = ρ1(cos α1 +
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i sin α1), z2 = ρ2(cos α2 + i sin α2). Khi d̄ó

z1z2 =

= ρ1ρ2[(cos α1 cos α2 − sin α1 sin α2) + i(cos α1 sin α2 + cos α2 sin α1)]

= ρ1ρ2[cos(α1 + α2) + i sin(α1 + α2)].

Công thú,c nhân và chia số phú,c
,
o, d .ang này khá d̄ .ep. Kết qu

,
a

tô
,
ng quát:

Vı́ d .u 4.12. Cho nhũ,ng số phú,c

z1 = ρ1(cos α1 + i sin α1),

z2 = ρ2(cos α2 + i sin α2),

........................

zn = ρn(cos αn + i sin αn).

Khi d̄ó

z1z2 . . . zn = ρ1ρ2 . . . ρn(cos(α1 + α2 + · · ·+ αn)+

i sin(α1 + α2 + · · ·+ αn)) (4.4)

vó,i n = 2, 3, . . .

Lò,i gi
,

ai. Chú,ng minh d̄
,
ăng thú,c trên b `̆ang phu,o,ng pháp quy

n .ap toán h.oc theo n. Vó,i n = 2, công thú,c (4.4) d̄úng theo phép
nhân hai số phú,c. Gi

,
a s

,
u, d̄

,
ăng thú,c d̄úng cho m.ôt số n nào d̄ó. Ta

sẽ chú,ng minh d̄
,
ăng thú,c (4.4) d̄úng cho n+ 1. Th .ât v .ây, vó,i n+ 1

số phú,c zµ = ρµ(cos αµ + i sin αµ), µ = 1, 2, . . . , n + 1. S
,
u, d .ung gi

,
a

thiết quy n .ap

z1z2 . . . znzn+1 = ρ1ρ2 . . . ρn[cos(α1 + α2 + · · ·+ αn)

+ i sin(α1 + α2 + · · ·+ αn)].ρn+1(cos αn+1 + i sin αn+1)
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= ρ1ρ2 . . . ρnρn+1[cos(α1 + α2 + · · ·+ αn) cos αn+1

− sin(α1 + α2 + · · ·+ αn) sin αn+1

+ i[cos(α1 + α2 + · · ·+ αn) sin αn+1

+ sin(α1 + α2 + · · ·+ αn) cos αn+1]

= ρ1ρ2 . . . ρnρn+1[cos(α1 + α2 + · · ·+ αn+1)

+ i sin(α1 + α2 + · · ·+ αn+1)]. J

Tru,ò,ng h.o
,p riêng α1 = α2 = . . . = αn = α và ρ1 = ρ2 = . . . =

ρn = ρ công thú,c vù,a chú,ng minh tr
,
o, thành

zn = ρn(cos nα + i sin nα).

Nếu d̄iê
,
m z n`̆am trên d̄u,ò,ng tròn d̄o,n v.i thı̀ z = cos α + i sin α và

(cos α + i sin α)n = (cos nα + i sin nα).

Công thú,c sau cùng g.oi là công thú,c Moivre. Công thú,c Moivre
có nhiều ú,ng d .ung trong th .u

,c tế cũng nhu, gi
,
ai bài toán liên quan

d̄ến số phú,c. Nhiều bài toán rất hay nhu,ng không liên quan d̄ến
phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc tôi không xét d̄ến

,
o, d̄ây1 .

Vı́ d .u 4.13. Chú,ng minh r `̆ang nếu kết qu
,

a th .u
,c hi.ên m.ôt số hũ,u

h .an phép tı́nh (phép c.ông, phép trù,, phép nhân, phép chia) trên
dãy số x1, x2, . . . , xn là m.ôt số u, thı̀ kết qu

,
a th .u

,c hi.ên cũng các
phép tı́nh d̄ó trên dãy liên h.o

,p x̄1, x̄2, . . . , x̄n sẽ nh .ân d̄u,
.o
,c số ū

liên h.o
,p c

,
ua u.

Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co, s
,

o,: Ðầu tiên ta sẽ chú,ng minh m.ênh d̄ề d̄úng
vó,i tù,ng phép tı́nh trên hai số phú,c. Cho x1 = a + ib, x2 = c + id.

1B.an d̄ .oc có thê
,
tı̀m thấy m.ôt số ú,ng d .ung c

,
ua số phú,c trong [2].
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khi d̄ó

x1 + x2 = (a + c) + (b + d)i = u,

x̄1 + x̄2 = (a− ib) + (c− id) = (a + c)− (b + d)i = ū.

B`̆ang phu,o,ng pháp tu,o,ng t .u
, ta kiê

,
m tra phép trù,, nhân, chia hai

số phú,c, kh
,
ăng d̄.inh d̄ều d̄úng.

Bây giò, gi
,
a s

,
u, cho biê

,
u thú,c hũ,u h .an các số phú,c x1, x2, . . . , xn.

Th .u
,c hi .ên tı́nh toán biê

,
u thú,c nhu, v .ây là th .u

,c hi .ên m.ôt dãy các
phép tı́nh trên hai số phú,c, vi .êc th .u

,c hi .ên có thê
,
d̄ánh số thú, t .u

,

d̄u,.o
,c. Ch

,
ăng h .an biê

,
u thú,c

u =
x1x2 + x3x4

x1 + x2 − x3
.

Ðê
,
th .u

,c hi .ên u ngu,ò,i ta th .u
,c hi .ên các bu,ó,c sau:

1)x1x2 = u1, 4)u3 − x3 = u4,

2)x3x4 = u2, 5)u1 + u2 = u5,

3)x1 + x2 = u3, 6)u5 : u4 = u.

Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i tất c

,
a các biê

,
u thú,c mà trong s .u

, tı́nh
toán d̄òi h

,
oi không quá k bu,ó,c th .u

,c hi .ên, các bu,ó,c th .u
,c hi .ên

,
o,

d̄ây là: c .ông, trù,, nhân ho .̆ac chia hai số phú,c. Ta sẽ chú,ng minh
m.ênh d̄ề d̄úng vó,i các biê

,
u thú,c d̄òi h

,
oi k + 1 bu,ó,c th .u

,c hi .ên.
Th .ât v .ây, bu,ó,c th .u

,c hi .ên cuối cùng k + 1 trên hai số ui và uj, mà
nhũ,ng số này là kết qu

,
a c

,
ua vi .êc th .u

,c hi .ên không quá k phép
tı́nh. Kết qu

,
a khi ta thay x1, x2, . . . , xn b `̆ang các số liên h.o

,p c
,
ua

chúng thı̀ theo gi
,
a thiết quy n .ap các số ui và uj cũng thay b `̆ang

các số liên h.o
,p c

,
ua chúng trong kết qu

,
a th .u

,c hi .ên phép tı́nh. Khi
d̄ó u cũng thay b `̆ang số liên h.o

,p c
,
ua nó ū trong bu,ó,c th .u

,c hi .ên
thú, k + 1. J
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Vı́ d .u 4.14. Cho z là nghi.êm c
,

ua phu,o,ng trı̀nh b .âc hai x2 + x +

1 = 0. Chú,ng minh r `̆ang vó,i n = 0, 1, . . . ta có

1 + zn + z2n =

{
0, nếu n không chia hết cho 3,
3, nếu n chia hết cho 3.

Lò,i gi
,

ai. Nghi.êm c
,
ua phu,o,ng trı̀nh là b1 = −1

2
+ i
√

3
2

, b2 =

−1
2
− i
√

3
2

. Ta ký hi .êu z là nghi .êm bất kỳ c
,
ua phu,o,ng trı̀nh,

nghı̃a là z = −1
2
+ i
√

3
2

µ,
,
o, d̄ây µ = 1 khi z = b1 và µ = −1 khi

z = b2. Ð .̆at α = arg z(π ≤ α ≤ π); b
,
o,i vı̀ |z| = 1 nên cos α = −1

2

và sin α =

√
3

2
µ, tù, d̄ây ta có α =

2π

3
µ. Suy ra z có biê

,
u diễn

lu,.o
,ng giác sau

z = cos
2π

3
µ + i sin

2π

3
µ.

Áp d .ung công thú,c Moivre

δn = 1 + zn + z2n

= 1 + (cos
2nπ

3
µ + i sin

2nπ

3
µ) + (cos

4nπ

3
µ + i sin

4nπ

3
µ).

Áp d .ung công thú,c biến d̄ô
,
i lu,.o

,ng giác cho tô
,
ng cos và sin ta

nh .ân d̄u,.o
,c

δn = 1 + 2 cos nπµ cos
nπ

3
µ + 2i sin nπµ cos

nπ

3
µ

= 1 + (−1)n2 cos
nπ

3
.

Ta chú ý cos nπµ = cos nπ = (−1)n, sin nπµ = 0. Cho n chia hết
cho 3. Khi d̄ó n = 3k (k là số t .u

, nhiên) và

δn = δ3k = 1 + (−1)3k.2 cos
3kπ

3
= 1 + (−1)k.2(−1)k = 1 + 2 = 3.
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Ngu,.o
,c l .ai n có d .ang n = 3k + s ( s = 1 và s = 2) và

δn = δ3k+s = 1 + (−1)3k+s.2 cos
(3k + s)π

3

= 1 + (−1)k+s.2(−1)k. cos
sπ

3

= 1 + (−1)k+s.2.(−1)k.(−1)s+1.
1
2
= 0.

V.ây bài toán có thê
,
viết l .ai du,ó,i d .ang

δ3k+s = 1 + z3k+s + z6k+2s =

{
0, s 6= 0, (k = 0, 1, . . . ; s = 1, 2)
3, s = 0,

(4.5)

Vı̀ 1 + z + z2 = 0, nên 0 = (1− z)(1 + z + z2) = 1− z3 suy
ra z3 = 1. Vó,i k = 0 ta có δs = 1 + zs + z2s(s = 0, 1, 2); δ0 =

1+ 1+ 1 = 3, δ1 = 1+ z + z2 = 0, δ2 = 1+ z2 + z4 = 1+ z2(1+ z2,
,
o, d̄ây d̄ã áp d .ung 1 + z2 = −z. Và nhu, v .ây vó,i k = 0, (4.5) d̄úng.
Gi

,
a s

,
u, bây giò, (4.5) d̄úng vó,i k ≥ 0 nào d̄ó, ta sẽ chú,ng minh

r `̆ang nó cũng d̄úng cho k + 1. Th .ât v .ây,

δ3(k+1)+s = 1 + z3k+s+3 + z6k+2s+6 = 1 + z3k+sz3 + z6k+2sz6

= 1 + z3k+s + z6k+2s = δ3k+s,
,
o, d̄ây ta d̄ã s

,
u, d .ung z3 = 1, z6 = (z3)2 = 1. J

4.4. Nhũ,ng v́ı d .u khác
Vı́ d .u 4.15. Cho n và k là nhũ,ng số t .u

,nhiên, k ≥ 2. Chú,ng minh
r `̆ang tồn t .ai n số t .u

,nhiên liên tiếp, mỗi số trong chúng phân tı́ch
ra tı́ch ı́t nhất k thù,a số nguyên tố.

Lò,i gi
,

ai. Vó,i k = 2 kh
,
ăng d̄.inh c

,
ua bài toán có nghı̃a là tồn t .ai n

liên tiếp nhũ,ng h.o
,p số. Dãy nhu, v .ây vı́ d .u nhu, (n + 1)! + 2, (n +
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1)! + 3, . . . , (n + 1)! + (n + 1). Gi
,
a thiết vó,i số k nào d̄ó ta d̄ã tı̀m

d̄u,.o
,c n số t .u

, nhiên liên tiếp

N, N + 1, . . . , N + n− 1

mỗi số này phân tı́ch ra tı́ch ı́t nhất k thù,a số nguyên tố. Khi d̄ó
mỗi số trong nhũ,ng số sau

(N +n− 1)!+ N, (N +n− 1)!+ N + 1, . . . , (N +n− 1)!+ N +n− 1

phân tı́ch d̄u,.o
,c ra ı́t nhất k + 1 thù,a số nguyên tố. Th .ât v .ây, mỗi

số trong các số (N + n− 1)! + N + i (i = 0, 1, . . . , n− 1) chia hết
cho N + i, mà theo gi

,
a thiết quy n .ap nhũ,ng số này phân tı́ch d̄u,.o

,c

ra tı́ch ı́t nhất k thù, số nguyên tố, còn số
(N + n− 1)! + N + i

N + i
hiê

,
n nhiên là khác 1. J

Vı́ d .u 4.16. Cho m và n là nhũ,ng số t .u
,nhiên. Chú,ng minh r `̆ang

ı́t nhất m.ôt trong các số n
√

m, m
√

n không vu,
.o
,t quá 3

√
3.

Lò,i gi
,

ai. Ta sẽ chú,ng minh vó,i m.oi số t .u
, nhiên n có bất d̄

,
ăng

thú,c sau 3n ≥ n3. Chú,ng minh theo quy n .ap toán h.oc. Vó,i n =

1, 2, 3, 4 ta có 31 ≥ 13, 32 ≥ 23, 33 ≥ 33, 34 ≥ 43. Gi
,
a s

,
u, kh

,
ăng d̄.inh

d̄úng vó,i n = k, (k ≥ 4). Khi d̄ó theo gi
,
a thiết quy n .ap

3k+1 = 3.3k ≥ 3.k3 = k3 + 3k2 + 3k+(k− 3)k2 +(k2− 3)k > (k+ 1)3.

Vı̀ k > 3, (k− 3)k2 ≥ 1, (k2− 3)k > 1. Nhu, v .ây vó,i m.oi số t .u
, nhiên

n, ta có 3n ≥ n3 ho .̆ac là 3
√

3 ≥ n
√

n.

Cho m và n số t .u
, nhiên và n ≥ m. Khi d̄ó

n
√

m ≤ n
√

n ≤ 3
√

3. J

Vı́ d .u 4.17. B.ô ba Pythagore là m.ôt b.ô ba số t .u
, nhiên (x, y, z),

sao cho x < y < z và x2 + y2 = z2. Chú,ng minh r `̆ang vó,i số
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t .u
, nhiên bất kỳ n, số 2n+1 có m .̆at trong n b.ô ba Pythagore khác

nhau.

Lò,i gi
,

ai. Chú,ng minh b `̆ang quy n .ap toán h.oc theo n,

1) Vó,i n = 1 kết lu .ân hiê
,
n nhiên: Số 4 g .̆ap 1 lần trong các b.ô.

2) Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i bất kỳ k ≤ n. Khi d̄ó nếu b.ô

ba Pythagore (x, y, z) có chú,a số 2n+2, và nhũ,ng số x, y, z không
nguyên tố cùng nhau, thı̀ nhũ,ng số này có thù,a số chung 2 và
(

x
2

,
y
2

,
z
2
) là b .ô ba Pythagore trong d̄ó chú,a số 2n+1. Theo gi

,
a thiết

quy n .ap nhũ,ng b.ô ba nhu, v .ây có số lu,.o
,ng n. Gi

,
a s

,
u, (x, y, z) b.ô ba

Pythagore , mà các số c
,
ua chúng x, y, z nguyên tố cùng nhau, và

m.ôt trong chúng b `̆ang 2n+2.

Theo d̄iều ki .ên x2 + y2 = z2. Vı̀ thế nếu z là số ch ˜̆an thı̀ x và y
không ch ˜̆an (do chúng nguyên tố cùng nhau). Và suy ra x2 và y2

khi chia cho 4 cho du, 1. Khi d̄ó x2 + y2 khi chia cho 4 cho số du, 2,
nhu,ng trong khi d̄ó z2 chia hết cho 4. Dẫn d̄ến vô lý. Suy ra z là
số l

,
e và tru,ò,ng h.o

,p riêng z 6= 2n+2.

Nhu,ng x2 = (z − y)(z + y), và nếu x = 2n+2, thı̀
x2 = 22n+4 = (z − y)(z + y), tù, d̄ó z − y = 2k, z + y =

22n+4−k(0 ≤ k ≤ 2n + 4). Suy ra z =
1
2
(2k + 22n+4−k).

Nhu, v .ây z là l
,
e, thı̀ ho .̆ac là k = 1, ho .̆ac là k = 2n + 3.

Trong tru,ò,ng h.o
,p thú, nhất z = 1 + 22n+2, y = 22n+2 − 1,

x = 2n+2 và nhu, v .ây 0 < 2n+2 < 22n+2 − 1 < 22n+2 + 1 vó,i n ≥ 1,
thı̀ (2n+2, 22n+2 − 1, 22n+2 + 1) b.ô ba Pythagore . Trong tru,ò,ng
h.o

,p thú, hai z = 1 + 22n+2, y = 1− 22n+2. Nhu, v .ây trong tru,ò,ng
h.o

,p cuối cùng y < 0, thı̀ tồn t .ai m.ôt b.ô ba (x, y, z) sao cho x, y, z
nguyên tố cùng nhau và x = 2n+2.
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Cuối cùng cho y = 2n+2, khi d̄ó lý lu .ân tu,o,ng t .u
, nhu, phần

trên ta nh .ân d̄u,.o
,c z = 2n+2 + 1 và ho .̆ac là x = 22n+2 − 1, ho .̆ac là

x = 1− 22n+2. Nhu,ng vó,i n ≥ 1 trong tru,ò,ng h.o
,p thú, nhất x > y,

còn tru,ò,ng h.o
,p thú, hai −x < 0.

Nhu, v .ây, tồn t .ai m.ôt b.ô ba số Pythagore (x, y, z) sao cho x, y, z
nguyên tố cùng nhau và có m.ôt số là 2n+2. Vı̀ thế tất c

,
a c .̆ap b.ô

ba trong nó chú,a 2n+2, b `̆ang n + 1. J

Vı́ d .u 4.18. Chú,ng minh r `̆ang nếu a ≡ b (mod m), thı̀ amk ≡ bmk

(mod mk+1),
,

o,d̄ây k = 0, 1, 2, . . .

Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo k. Vó,i k = 0 thı̀
m.ênh d̄ề d̄úng hiê

,
n nhiên. Gi

,
a s

,
u, vó,i m.ôt k nào d̄ó, ta có amk ≡

bmk
(mod mk+1). Ta d̄ .̆at l = mk. Ta có

amk+1 − bmk+1
= (al − bl)(al(m−l) + al(m−2)bl + · · ·+ bl(m−1)).

Vı̀ theo gi
,
a thiết quy n .ap, thù,a số thú, nhất chia hết cho mk+1,

v .ây ch
,
ı còn chú,ng minh thù,a số thú, hai chia hết cho m. Nhu,ng

a ≡ b (mod m), tù, d̄ó al ≡ bl (mod m) và al(m−1) + al(m−2)bl +

· · · + bl(m−1) ≡ al(m−1) + al(m−1) + · · · + al(m−1) ≡ mal(m−1) ≡ 0
(mod m). J

4.5. Bài t .âp
... 4.19. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi số nguyên du,o,ng n, 11n+1 +

122n−1 chia hết cho 133.

... 4.20. Chú,ng minh r `̆ang vó,i số n nguyên du,o,ng

1) A = n7 + 6n chia hết cho 7;

2) B = 26n+1 + 32n+2 chia hết cho 11;

3) D = 22n+1 − 9n2 + 3n− 2 chia hết cho 54.
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... 4.21. Chú,ng minh r `̆ang vó,i n nguyên du,o,ng, số 23n+3− 7n + 41
chia hết cho 49. Tô

,
ng quát: Vó,i a, n là nhũ,ng số nguyên du,o,ng,

biê
,
u thú,c An = (a + 1)n − an− 1 chia hết cho a2.

... 4.22. Chú,ng minh r `̆ang m.ôt số có số ch ˜̆an chũ, số, chũ, số d̄ầu
tiên và chũ, số cuối cùng là 1, các số còn l .ai là 0, thı̀ nó chia hết
cho 11.

... 4.23. Chú,ng minh r `̆ang m.ôt số t .ao b
,
o,i 3n chũ, số 1, chia hết cho

3n.

... 4.24. Chú,ng minh r `̆ang vó,i số t .u
, nhiên n ≥ 2, nhũ,ng số có

d .ang N = 22n
+ 1 có chũ, số cuối cùng là chũ, số 7 (Số Fermat).

... 4.25. Cho dãy số a1, a2, a3, . . . sao cho a1 = a2 = 1 và an+2 =

an + an+1. Chú,ng minh r `̆ang a5n chia hết cho 5 vó,i n = 1, 2, . . ..
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Phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc d̄u,.o
,c áp d .ung cho rất nhiều

bài toán về dãy số. Kết h.o
,p vó,i các tı́nh chất c

,
ua bất d̄

,
ăng thú,c

và d̄
,
ăng thú,c thı̀ chú,ng minh b `̆ang phu,o,ng pháp này rất ng ´̆an

g.on và dễ hiê
,
u.

5.1. Dãy số t .u
, nhiên

Vı́ d .u 5.1. Cho dãy vô h .an số t .u
,nhiên a1 = 1, a2, a3, . . . , an, . . . và

tho
,

a mãn bất d̄
,

ăng thú,c sau

an ≤ 1 + a1 + a2 + · · ·+ an−1

vó,i m.oi số t .u
,nhiên n ≥ 2. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi số t .u

,nhiên
du,o,ng có thê

,
biê

,
u diễn nhu, tô

,
ng c

,
ua m.ôt vài số d̄u,

.o
,c ch.on trong

dãy.

Lò,i gi
,

ai. Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang m.oi số t .u
, nhiên N tho

,
a mãn
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bất d̄
,
ăng thú,c 0 < N < 1 + a1 + a2 + · · · + an, có thê

,
biê

,
u diễn

nhu, m.ôt tô
,
ng c

,
ua m.ôt vài số trong dãy a1, a2, . . . , an.

Vó,i n = 1 m.ênh d̄ề d̄úng vı̀ a1 = 1, khi d̄ó 0 < N < 1 + 1 ch
,
ı

là N = 1 = a1.

Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i số t .u

, nhiên n = k ≥ 1, nghı̃a là m.oi
số t .u

, nhiên N tho
,
a mãn bất d̄

,
ăng thú,c 0 < N < 1 + a1 + a2 +

· · ·+ ak, có thê
,
biê

,
u diễn nhu, m.ôt tô

,
ng c

,
ua m.ôt vài số trong dãy

a1, a2, . . . , ak. Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang nó cũng d̄úng vó,i n = k + 1.

Ta ch
,
ı xét tru,ò,ng h.o

,p sau d̄ây là d̄
,
u

1 + a1 + · · ·+ ak ≤ N < 1 + a1 + · · ·+ ak + ak+1

vı̀ nếu 0 < N < 1+ a1 + · · ·+ ak, thı̀ m.ênh d̄ề d̄úng suy ra tù, gi
,
ai

thiết quy n .ap.

Do d̄iều ki .ên d̄ầu bài, ta nh .ân d̄u,.o
,c

0 ≤ 1 + a1 + · · ·+ ak − ak+1 ≤ N − ak+1 < 1 + a1 + · · ·+ ak.

Nếu N − ak+1 = 0, thı̀ m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n = k + 1; nếu N −
ak+1 > 0, thı̀ theo gi

,
a thiết quy n .ap N − ak+1 có thê

,
biê

,
u diễn

nhu, tô
,
ng c

,
ua m.ôt vài số trong a1, a2, . . . , ak và khi d̄ó N biê

,
u d̄iễn

nhu, tô
,
ng trên và thêm vào ak+1. J

Vı́ d .u 5.2. Cho p1 < p2 < . . . < pn < . . . là dãy số nguyên tố.
Chú,ng minh r `̆ang giũ,a hai số p1 + p2 + · · ·+ pn và p1 + p2 + · · ·+
pn+1 luôn luôn có m.ôt số chı́nh phu,o,ng.

Lò,i gi
,

ai. Gi
,
a s

,
u, 2 = p1 < p2 < p3 . . . dãy số nguyên tố.

1) Ta chú,ng minh r `̆ang vó,i n ≥ 7, pn > 2n + 1: Ta chú,ng minh
b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap. Vó,i n = 7, ta có p7 = 17 > 15, m.ênh
d̄ề d̄úng. Gi

,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng cho n = k, pk > 2k + 1. Ta chú,ng
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minh m.ênh d̄ề cũng d̄úng vó,i n = k + 1, th .ât v .ây, do pn là số
l
,
e vó,i m.oi n > 1, nên pk+1 − pk ≥ 2, nghı̃a là pk+1 ≥ pk + 2 >

2k + 1 + 2 = 2(k + 1) + 1. Nhu, v .ây ta d̄ã chú,ng minh d̄úng cho
m.oi n ≥ 7, pn > 2n + 1.

2) Ta chú,ng minh vó,i m.oi n, yn ≥ n2: Ký hi .êu yn là tô
,
ng

yn = p1 + p2 + · · ·+ pn.

Ta có y1 = 2 > 12, y2 = 5 > 22, y3 = 10 > 33, y4 = 17 > 42, y5 =

28 > 52, y6 = 41 > 66 và y7 = 2 + 3 + 5 + 7 + 11 + 13 + 17 =

58 > 49 = 72. Ta sẽ chú,ng minh quy n .ap theo n, vó,i n ≥ 7 ta có
yn > n2.
Th .ât v .ây, Gi

,
a s

,
u, vó,i n = k, ta có yk > k2. Vó,i n = k + 1 ta tı́nh

yk+1 = yk + pk+1 > k2 + (2k + 1) = (k + 1)2, ta d̄ã s
,
u, d .ung kết

qu
,
a phần trên và gi

,
a thiết quy n .ap. Nghı̃a là ta d̄ã chú,ng minh

vó,i m.oi n, yn ≥ n2.

Lấy m2 là số chı́nh phu,o,ng ló,n nhất không ló,n ho,n yn (có thê
,

lấy d̄u,.o
,c theo chú,ng minh trên và tiên d̄ề thú, t .u

, ). Khi d̄ó theo
chú,ng minh trên m ≥ n ho .̆ac là m = n + k, k ≥ 0. Nhu, v .ây, vó,i
m.oi n ≥ 1 tồn t .ai số k ≥ 0 sao cho

(n + k)2 ≤ yn ≤ (n + k + 1)2.

Ta sẽ chú,ng minh pn+1 > 2(n + k) + 1. Gi
,
a s

,
u, ngu,.o

,c l .ai, ta có
pn+1 ≤ 2(n + k) + 1. Nhu,ng vó,i n ≥ 2, pn+1 ≥ pn + 2. Suy ra

pn ≤ 2(n + k) + 1− 2 = 2(n + k)− 1,

pn−1 ≤ 2(n + k) + 1− 4 = 2(n + k)− 3,

...............................

pn−j ≤ 2(n + k) + 1− 2(j + 1) = 2(n + k)− (2j + 1),

...............................
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3 = p2 ≤ 2(n + k) + 1− 2(n− 1) = 2(n + k)− (2n− 3),

2 = p1 ≤ 2(n + k) + 1− 2n = 2(n + k)− (2n− 1).

C.ông tù,ng vế các bất d̄
,
ăng thú,c trên, ta có

yn = p1 + p2 + · · ·+ pn ≤ 2n(n + k)− (1 + 3 + · · ·+ (2n− 1))

= 2n(n + k)− n2 = n2 + 2nk + 1− 1 = (n + k)2 − 1.

Nghı̃a là yn ≤ (n + k)2− 1. Nhu,ng theo gi
,
a thiết yn ≥ (n + k)2 và

yn là số nguyên. Dẫn d̄ến vô lý. Suy ra pn+1 > 2(n + k) + 1. Khi
d̄ó

yn+1 = yn + pn > (n + k)2 + 2(n + k) + 1 = (n + k + 1)2 > yn,

nghı̃a là
yn < (n + k + 1)2 < yn+1.

Suy ra (n + k + 1)2 n`̆am giũ,a yn và yn+1. J

Vı́ d .u 5.3. Cho dãy số chia thành tù,ng nhóm nhu, sau:
(1), (2, 3), (4, 5, 6), (7, 8, 9, 10), (11, 12, 13, 14, 15), . . . Tı́nh tô

,
ng S1 +

S3 + S5 + · · ·+ S2n−1,
,

o,d̄ây Sk là tô
,
ng nhũ,ng số c

,
ua nhóm thú,k.

Lò,i gi
,

ai. Số d̄ầu tiên c
,
ua nhóm thú, k b `̆ang

(1 + 2 + · · ·+ (k− 1)) + 1 =
k(k− 1)

2
+ 1.

Còn tô
,
ng c

,
ua k số

,
o, nhóm thú, k là

Sk =
k(

k(k− 1)
2

+ 1 +
(k + 1)k

2
)

2
=

k3 + k
2

.

B`̆ang quy n .ap toán h.oc theo n, ta chú,ng minh r `̆ang

S1 + S3 + · · ·+ S2n−1 = n4. (5.1)

1) Vó,i n = 1, ta có S1 = 1 = 14.
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2) Gi
,
a s

,
u, (5.1) d̄úng vó,i n nào d̄ấy, ta chú,ng minh cho n + 1.

S1 + S2 + · · ·+ S2(n+1)−1 = (S1 + S2 + · · ·+ S(2n−1)) + S2n+1

= n4 +
(2n + 1)3 + (2n + 1)

2
= n4 + (2n + 1)(2n2 + 2n + 1)

= n4 + 4n3 + 6n2 + 4n + 1 = (n + 1)4.

Ð
,
ăng thú,c (5.1) d̄úng vó,i m.oi n nguyên du,o,ng. J

Vı́ d .u 5.4. Cho dãy số F1, F2, F3, . . . , Fn, . . . d̄u,
.o
,c xác d̄.inh theo công

thú,c sau: F1 = −1, F2 = −1, Fn = −Fn−1− 2Fn−2 vó,i n ≥ 3. Chú,ng
minh r `̆ang vó,i n ≥ 2 số 2n+1 − 7F2

n−1 là số chı́nh phu,o,ng.

Lò,i gi
,

ai. Chú,ng minh b `̆ang quy n .ap toán h.oc theo n, m.ênh d̄ề
sau: Vó,i n ≥ 2,

2n+1 − 7F2
n−1 = (2Fn + Fn−1)

2.

Th .ât v .ây, n = 2 ta có 23 − 7 = (−2 + 1)2. Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng

vó,i m.oi k ≤ n,
,
o, d̄ây n ≥ 2. Khi d̄ó

(2Fn+1 + Fn)
2 = (−2Fn − 4Fn−1 + Fn)

2 = (−Fn − 4Fn−1)
2

= F2
n + 8FnFn−1 + 16F2

n−1

= 2(4F2
n + 4FnFn−1 + F2

n−1) + 14F2
n−1 − 7F2

n

= 2(2Fn + Fn−1)
2 + 14F2

n−1 − 7F2
n

= 2(2n+1 − 7F2
n−1) + 14F2

n−1 − 7F2
n

= 2n+2 − 7F2
n .

Nhu, v .ây m.ênh d̄ề d̄úng vó,i k = n + 1. J

Vı́ d .u 5.5. Cho n ≥ 1 là m.ôt số t .u
, nhiên. Ð.inh nghı̃a dãy số

x1, x2, . . . và y1, y2, . . . theo cách sau:

x1 = n, y1 = 1, xi+1 = [
xi + yi

2
], yi+1 = [

n
xi+1

] (i = 1, 2, . . .),
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[x] số nguyên ló,n nhất không ló,n ho,n x.

Chú,ng minh r `̆ang min{x1, x2, . . . , xn} = [
√

n].

Lò,i gi
,

ai. Ta sẽ chú,ng minh vó,i mỗi i (i = 1, 2, . . .), xi ≥ [
√

n].
Bất d̄

,
ăng thú,c d̄úng vó,i i = 1. Gi

,
a s

,
u, bất d̄

,
ăng thú,c d̄úng vó,i

i = k. Khi d̄ó xk = [
√

n] + t, t ≥ 0,

yk = [
n

[
√

n] + t
] ≥ [

[
√

n]2

[
√

n] + t
] ≥ [

[
√

n]2 − t2

[
√

n] + t
] = [
√

n]− t

suy ra

xk+1 = [
xk + yk

2
] ≥ [

[
√

n] + t + [
√

n]− t
2

] = [
√

n].

Khi d̄ó theo nguyên lý quy n .ap toán h.oc bất d̄
,
ăng thú,c cần chú,ng

minh d̄úng vó,i m.oi i = 1, 2, . . ..

Gi
,
a s

,
u, vó,i m.ôt số s nào d̄ó có xs = [

√
n] + t,

,
o, d̄ây t ≥ 1

(d̄iều này có thê
,
d̄u,.o

,c, ch
,
ăng h .an lấy s = 1). Ngoài ra nếu lấy

n = [
√

n]2 + p,
,
o, d̄ây số p tho

,
a mãn 0 ≤ p ≤ 2[

√
n] (ta cũng lấy

d̄u,.o
,c do p là số t .u

, nhiên và p tho
,
a mãn nhu, v .ây vı̀ nếu ngu,.o

,c l .ai
thı̀ dẫn tó,i d̄iều vô lý n ≥ ([

√
n + 1]2).

Khi d̄ó

ys = [
n

[
√

n] + t
] = [

[
√

n]2 + p
[
√

n] + t
] ≥ [

[
√

n]2 + 2[
√

n]
[
√

n] + 1
] = [
√

n]

vı̀

[
√

n] < [
[
√

n]2 + 2[
√

n]
[
√

n] + 1
] < [
√

n + 1].

Tù, ys ≤ [
√

n] < [
√

n] + t = xs ta nh .ân d̄u,.o
,c ys ≤ xs − 1 suy ra

xs+1 = [
xs + ys

2
≤ [

2xs − 1
2

] = xs − 1 < xs.
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Ðiều này nghı̃a là khi xs > [
√

n] vó,i s = 1, 2, . . . dãy x1, x2, . . . sẽ
gi

,
am th .u

,c s .u
, và vó,i s d̄

,
u ló,n (nhu,ng nh

,
o ho,n n, vı̀ x1 = n) thı̀ sẽ

có d̄
,
ăng thú,c xs = [

√
n]. J

Vı́ d .u 5.6. Cho dãy số a1, a2, . . . , an d̄u,
.o
,c d̄.inh nghı̃a theo d̄

,
ăng

thú,c sau: ak = k− 1 vó,i k = 1, 2, 3, 4 và a2n−1 = a2n−2 + 2n−2, a2n =

a2n−5 + 2n vó,i m.oi n ≥ 3. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi số t .u
,nhiên n

khác không d̄
,

ăng thú,c sau d̄úng:

a) 1 + a2n−1 =

[
12
7

.2n−1
]

; b) 1 + a2n =

[
17
7

.2n−1
]

.

Lò,i gi
,

ai. Vó,i n = 1 và n = 2 d̄
,
ăng thú,c d̄úng vó,i b `̆ang cách kiê

,
m

tra tr .u
,c tiếp. Gi

,
a s

,
u, hai d̄

,
ăng thú,c trên d̄úng vó,i hai số t .u

, nhiên
liên tiếp n− 1 và n. Ta sẽ chú,ng minh hai d̄

,
ăng thú,c d̄úng cho

giá tr.i tiếp theo n + 1.

Tù, d̄.inh nghı̃a c
,
ua dãy 1 + a2n+1 = 1 + a2n + 2n−1. Chú ý tó,i

d̄
,
ăng thú,c b) cho giá tr.i n, ta có 1 + a2n+1 =

[
17
7

.2n−1
]
+ 2n−1. Vı̀

d̄
,
ăng thú,c a) trong bài .2.4 nên có 1 + a2n+1 =

[
12
7

.2n
]

suy ra

d̄
,
ăng thú,c a) c

,
ua bài toán vó,i giá tr.i n + 1.

Tù, d̄.inh nghı̃a c
,
ua dãy 1+ a2n+2 = 1+ a2n−3 + 2n+1. Chú ý tó,i

d̄
,
ăng thú,c a) cho giá tr.i n− 1, ta có 1+ a2n+2 =

[
12
7

.2n−2
]
+ 2n+1.

Vı̀ d̄
,
ăng thú,c b) trong bài .2.4 nên có 1 + a2n+2 =

[
17
7

.2n
]

suy ra

d̄
,
ăng thú,c b) c

,
ua bài toán vó,i giá tr.i n + 1. J
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5.2. Dãy tr .ôi ho,n
Cho hai dãy

a1, a2, a3, . . . (5.2)

b1, b2, b3, . . . (5.3)

Ta g.oi dãy (5.2) tr .ôi ho,n dãy (5.3) nếu chúng tho
,
a mãn bất d̄

,
ăng

thú,c:
bn ≤ an, (n = 1, 2, . . .) (5.4)

Trong toán h.oc thu,ò,ng dùng lo .ai bất d̄
,
ăng thú,c này, d̄ .̆ac bi .êt các

bài toán về d̄ánh giá m.ôt quá trı̀nh, tı̀m gió,i h .an, ...

Vı́ d .u 5.7. Chú,ng minh bất d̄
,

ăng thú,c

4n

n + 1
<

(2n)!
(n!)2 , (n = 2, 3, . . .). (5.5)

Lò,i gi
,

ai. Chú,ng minh quy n .ap theo n. Bất d̄
,
ăng thú,c (5.5) d̄úng

vó,i n = 2 suy ra tù,

42

2 + 1
− (2.2)!

(2!)2 =
16
3
− 6 < 0.

Gi
,
a s

,
u, (5.5) d̄úng vó,i m.ôt số n nào d̄ó. Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang nó

cũng d̄úng cho n + 1,

4n+1

n + 2
<

(2n + 2)!
((n + 1)!)2 . (5.6)

Th .ât v .ây, ta viết vế trái c
,
ua (5.6) du,ó,i d .ang

4n+1

n + 2
=

4n

n + 1
4(n + 1)

n + 2
·

Tù, gi
,
a thiết quy n .ap ta có

4n+1

n + 2
=

4n

n + 1
4(n + 1)

n + 2
<

(2n + 2)!
((n + 1)!)2 .

2(n + 1)2

(2n + 1)(n + 2)
,
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m .̆at khác

0 <
2(n + 1)2

(2n + 1)(n + 2)
=

2n2 + 4n + 2
2n2 + 5n + 2

=

=
(2n2 + 5n + 2)− n

2n2 + 5n + 2
= 1− n

2n2 + 5n + 2
< 1

vó,i n = 1, 2, . . . và suy ra

4n+1

n + 2
<

(2n + 2)!
((n + 1)!)2 .

2(n + 1)2

(2n + 1)(n + 2)
<

(2n + 2)!
((n + 1)!)2 . J

Vı́ d .u 5.8. Chú,ng minh bất d̄
,

ăng thú,c

1 +
1√
2
+ · · ·+ 1√

n
>
√

n, (n = 2, 3, . . .). (5.7)

Lò,i gi
,

ai. Vó,i n = 2 ta có bất d̄
,
ăng thú,c 1 +

1√
2
>
√

2, bất d̄
,
ăng

thú,c này d̄úng qua kiê
,
m tra tr .u

,c tiếp. Gi
,
a s

,
u, (5.7) d̄úng vó,i m.ôt

giá tr.i n nào d̄ó và ta sẽ chú,ng minh bất d̄
,
ăng thú,c cũng d̄úng

vó,i n + 1, ho .̆ac là

1 +
1√
2
+ · · ·+ 1√

n + 1
>
√

n + 1, (n = 2, 3, . . .). (5.8)

Th .ât v .ây, c .ông hai vế bất d̄
,
ăng thú,c (5.7) vó,i số h .ang

1√
n + 1

, ta

có

1 +
1√
2
+ · · ·+ 1√

n
+

1√
n + 1

>
√

n +
1√

n + 1
. (5.9)

Nhu,ng

√
n +

1√
n + 1

=

√
n2 + n + 1√

n + 1
>

√
n2 + 1√
n + 1

=
√

n + 1.

Tù, d̄ây và (5.9) suy ra (5.8). J
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Vı́ d .u 5.9. Chú,ng minh r `̆ang

a1b1

a1 + b1
+

a2b2

a2 + b2
+ · · ·+ anbn

an + bn
≤ (a1 + · · ·+ an)(b1 + · · ·+ bn)

(a1 + · · ·+ an) + (b1 + · · ·+ bn)
,

(5.10)
,

o,d̄ây a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn là nhũ,ng số du,o,ng.

Lò,i gi
,

ai. Vó,i n = 1 bất d̄
,
ăng thú,c d̄úng. Vó,i n = 2 ta có d .ang

a1b1

a1 + b1
+

a2b2

a2 + b2
≤ (a1 + a2)(b1 + b2)

(a1 + a2) + (b1 + b2)
(5.11)

ho .̆ac là

(a1 + a2)(b1 + b2)(a1 + b1)(a2 + b2)− a1b1(a2 + b2)(a1 + a2 + b1 + b2)−
−a2b2(a1 + b1)(a1 + a2 + b1 + b2) ≥ 0

ho .̆ac là (a1b2 − a2b1)
2 ≥ 0 bất d̄

,
ăng thú,c này hiê

,
n nhiên d̄úng.

Gi
,
a s

,
u, (5.10) d̄úng vó,i số t .u

, nhiên n ≥ 2 nào d̄ó. Ta sẽ chú,ng
minh nó d̄úng vó,i n + 1. S

,
u, d .ung (5.10) và (5.11) ta có

a1b1

a1 + b1
+

a2b2

a2 + b2
+ · · ·+ anbn

an + bn
+

an+1.bn+1

an+1 + bn+1
≤

≤ (a1 + · · ·+ an)(b1 + · · ·+ bn)

(a1 + · · ·+ an) + (b1 + · · ·+ bn)
+

an+1.bn+1

an+1 + bn+1

≤ (a1 + · · ·+ an + an+1)(b1 + · · ·+ bn + bn+1)

(a1 + · · ·+ an + an+1) + (b1 + · · ·+ bn + bn+1)
. J

Vı́ d .u 5.10. Cho 0 < x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn . Chú,ng minh r `̆ang
x1

x2
+

x2

x3
+ · · ·+ xn−1

xn
+

xn

x1
≥ x2

x1
+

x3

x2
+ · · ·+ xn

xn−1
+

x1

xn
.

Lò,i gi
,

ai. Vó,i n = 2 bất d̄
,
ăng thú,c d̄úng. Vó,i n = 3 ta có

x1

x2
+

x2

x3
+

x3

x1
− x2

x1
− x3

x2
− x1

x3
=

(x3 − x2)(x3 − x1)(x2 − x
x1x2x3

≥ 0
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bất d̄
,
ăng thú,c d̄úng. Gi

,
a s

,
u, bất d̄

,
ăng thú,c d̄úng vó,i n = k− 1,

x1

x2
+

x2

x3
+ · · ·+ xk−1

x1
≥ x2

x1
+

x3

x2
+ · · ·+ x1

xk−1
.

Do chú,ng minh vó,i tru,ò,ng h.o
,p n = 3 nên ta có

x1

xk−1
+

xk−1

xk
+

xk

x1
≥ xk−1

x1
+

xk

xk−1
+

x1

xk
.

C.ông hai bất d̄
,
ăng thú,c sau cùng ta nh .ân d̄u,.o

,c bất d̄
,
ăng thú,c

ph
,
ai chú,ng minh cho n = k. J

Vı́ d .u 5.11. Chú,ng minh r `̆ang nếu tı́ch n số th .u
,c du,o,ng

b `̆ang 1, thı̀ tô
,
ng c

,
ua chúng không nh

,
o ho,n n. Nói cách khác,

cho x1, x2, . . . , xn là nhũ,ng số du,o,ng, chú,ng minh r `̆ang nếu
x1x2 . . . xn = 1 suy ra x1 + x2 + · · ·+ xn ≥ n vó,i m.oi n = 1, 2, . . .

Lò,i gi
,

ai. Vó,i n = 2, ta cần ph
,
ai chú,ng minh tù, x1x2 = 1 suy ra

x1 + x2 > 2. Th .ât v .ây, tù, bất d̄
,
ăng thú,c hiê

,
n nhiên (x1 − 1)2 ≥ 0,

suy ra x2
1 + 1 ≥ 2x1, chia hai vế cho x1 ta nh .ân d̄u,.o

,c x1 +
1
x1
≥ 2,

nghı̃a là x1 + x2 ≥ 2, d̄
,
ăng thú,c xâ

,
y ra khi x1 = 1, do d̄ó x1 =

x2 = 1.

Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄ã chú,ng minh d̄úng cho n ≥ 2. Ta sẽ chú,ng

minh d̄úng cho n + 1, nghı̃a là sẽ chú,ng minh tù,

x1x2 . . . xnxn+1 = 1 (5.12)

suy ra bất d̄
,
ăng thú,c

x1 + x2 + · · ·+ xn + xn+1 ≥ n + 1. (5.13)

Ð
,
ăng thú,c (5.12) ch

,
ı xâ

,
y ra hai tru,ò,ng h.o

,p sau:

I. Tất c
,
a các thù,a số b `̆ang nhau x1 = x2 = . . . = xn+1 = 1.

II. Không ph
,
ai các số d̄ều b `̆ang nhau.
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Trong tru,ò,ng h.o
,p I. Ta có x1 + x2 + · · ·+ xn+1 = n + 1.

Tru,ò,ng h.o
,p II. Trong các thù,a số có thù,a số ló,n ho,n 1 thı̀ cũng

có thù,a số nh
,
o ho,n 1. Nếu không có d̄ồng thò,i hai số có tı́nh chất

trên thı̀ tı́ch c
,
ua chúng sẽ khác 1. Ch

,
ăng h .an x1 < 1, xn+1 > 1.

Khi d̄ó ta có y1x2x3 . . . xn = 1,
,
o, d̄ây ta d̄ .̆at y1 = x1xn+1. Do gi

,
a

thiết quy n .ap d̄úng vó,i n, nên ta có y1 + x2 + · · ·+ xn ≥ n. Khi d̄ó

x1 + · · ·+ xn+1 = (y1 + x2 + · · ·+ xn) + xn+1 − y1 + x1

≥ n + xn+1 − y1 + x1 = (n + 1) + xn+1 − y1 + x1 − 1

= (n + 1) + xn+1 − x1xn+1 + x1 − 1

= (n + 1) + (xn+1 − 1)(1− x1).

Do ta có xn+1 > 1 và x1 < 1 suy ra d̄iều cần chú,ng minh. J

5.3. Nhũ,ng bất d̄
,
ăng thú,c nô

,
i tiếng

Bài t .âp về bất d̄
,
ăng thú,c vô cùng phong phú và ch

,
ung lo .ai

khác nhau, d̄ã có nhiều sách d̄ề c .âp d̄ến vấn d̄ề này. Trong m .uc
này chúng tôi ch

,
ı li .êt kê nhũ,ng bất d̄

,
ăng thú,c co, b

,
an, tất c

,
a d̄ều

d̄u,.o
,c chú,ng minh b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap.

Vı́ d .u 5.12. (Bất d̄
,

ăng thú,c Cauchy). Cho dãy số du,o,ng bất kỳ
x1, x2, . . . , xn chú,ng minh r `̆ang

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
≥ n
√

x1x2 . . . xn. (5.14)

Ð
,

ăng thú,c xâ
,
y ra khi và chi khi x1 = x2 = . . . = xn.

Lò,i gi
,

ai. Cách chú,ng minh thú, nhất: Ta d̄ .̆at a =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
và d̄ .̆at g = n

√
x1x2 . . . xn. Khi d̄ó d̄

,
ăng thú,c

(5.14) ch
,
ı là h .ê qu

,
a c

,
ua bài .5.11. Th .ât v .ây, gn = x1x2 . . . xn
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suy ra
x1

g
.
x2

g
. . .

xn

g
= 1. Do kết qu

,
a bài toán tru,ó,c ta só

x1

g
+

x2

g
+ · · ·+ xn

g
≥ n. Tù, d̄ó suy ra (5.14). Ð

,
ăng thú,c ch

,
ı xâ

,
y ra khi

x1

g
=

x2

g
= . . . =

xn

g
, nghı̃a là x1 = x2 = ... = xn.

Cách chú,ng minh thú, hai: Phu,o,ng pháp chú,ng minh theo
quy n .ap d .ang khác vó,i bı̀nh thu,ò,ng do chı́nh Cauchy d̄u,a ra. Có
thê

,
nói d̄ây là cách chú,ng minh quy n .ap cho tù,ng d̄o .an chú,a các

số t .u
, nhiên.

Vó,i n = 1 = 20 bất d̄
,
ăng thú,c (5.14) d̄úng. Vó,i n = 2 = 21,

(5.14) suy ra tù, (
√

x1 −
√

x2)2 ≥ 0 và dấu d̄
,
ăng thú,c x

,
ay ra khi

và ch
,
ı khi x1 = x2. Gi

,
a s

,
u, (5.14) d̄úng vó,i số n. Khi d̄ó

x1 + x2 + · · ·+ x2n

2n
=

x1 + x2

2
+

x3 + x4

2
+ · · ·+ x2n−1 + x2n

2
n

≥ n

√
x1 + x2

2
.
x3 + x4

2
. . .

x2n−1 + x2n

2

≥ n
√√

x1x2
√

x3x4 . . .
√

x2n−1x2n

= 2n
√

x1x2 . . . x2n.

Bất d̄
,
ăng thú,c (5.14) d̄úng vó,i 2n. Suy ra nó d̄úng vó,i tất c

,
a các

số có d .ang 2n−1 vó,i m.oi số t .u
, nhiên n.

Vó,i m là số t .u
, nhiên. Nếu m có d .ang 2n vó,i n là m.ôt số nào

d̄ó, thı̀ (5.14) d̄úng. Vı̀ v .ây ch
,
ı còn kiê

,
m tra m n`̆am trong kho

,
ang

giũ,a 2n−1 và 2n. nghı̃a là 2n−1 < m < 2n. Ta d̄ .̆at m + q = 2n. Khi
d̄ó

x1 + x2 + · · ·+ xm+q

m + q
≥ m+p
√

x1x2 . . . xm+q.

Bây giò, ta d̄ .̆at xm+1 = xm+2 = . . . = xm+q =
x1 + x2 + · · ·+ xm

m
,
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khi d̄ó

x1 + x2 + · · ·+ xm

m
=

x1 + x2 + · · ·+ xm+q + q
x1 + x2 + · · ·+ xm

m
m + q

≥ m+q

√
x1x2 . . . xm(

x1 + x2 + · · ·+ xm

m
)q

ho .̆ac là(
x1 + x2 + · · ·+ xm

m

)m+q

≥ x1x2 . . . xm

(
x1 + x2 + · · ·+ xm

m

)q

,(
x1 + x2 + · · ·+ xm

m

)m

≥ x1x2 . . . xm.

Tù, d̄ây suy ra (4.13) d̄úng. Nhu, v .ây nó d̄úng vó,i m.oi số t .u
, nhiên

n.

Bây giò, ta chú,ng minh (5.14) xâ
,
y ra d̄

,
ăng thú,c ch

,
ı khi x1 =

x2 = . . . = xn, th .ât v .ây, gi
,
a s

,
u, ı́t nhất có hai số trong x1, x2, . . . , xn,

ch
,
ăng h .an x1 và x2 không b `̆ang nhau. Khi d̄ó

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
=

x1 + x2

2
+

x1 + x2

2
+ x3 + · · ·+ xn

n

≥ n

√(
x1 + x2

2

)2

x3x4 . . . xn.

Nhu,ng tù, x1 6= x2 suy ra
x1 + x2

2
>
√

x1x2

Tù, hai bất d̄
,
ăng thú,c trên ta suy ra

(
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
) > n
√

x1x2 . . . xn.

Nhu, v .ây m.ênh d̄ề d̄u,.o
,c chú,ng minh. J
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Chú ý: số
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
g.oi là trung bı̀nh c.ông c

,
ua các số

x1, x2, . . . , xn. Còn số n
√

x1x2 . . . xn g.oi là trung bı̀nh nhân c
,
ua các

số d̄ã cho.

Vı́ d .u 5.13. (Bất d̄
,

ăng thú,c Bernoulli). Chú,ng minh r `̆ang vó,i
m.oi x > −1, x 6= 0 và vó,i m.oi số t .u

, nhiên n ≥ 2 bất d̄
,

ăng thú,c
sau d̄úng

(1 + x)n > 1 + nx. (5.15)

Lò,i gi
,

ai. Vó,i n = 2 bất d̄
,
ăng thú,c (5.15) có d .ang 1 + 2x + x2 >

1+ 2x và d̄úng là hiê
,
n nhiên. Gi

,
a s

,
u, (5.15) d̄úng vó,i m.ôt số n ≥ 2.

Ta sẽ chú,ng minh nó d̄úng cho n + 1, nghı̃a là ph
,
ai chú,ng minh

(1 + x)n+1 > 1 + (n + 1)x.

Th .ât v .ây, ta có

(1 + x)n+1 > (1 + nx)(1 + x) = 1 + (n + 1)x + nx2,

do nx2 > 0 suy ra d̄iều cần chú,ng minh. J

Chú ý: Bất d̄
,
ăng thú,c Bernoulli còn d̄úng cho m.oi số th .u

,c:

(1 + x)α > 1 + αx, x ≥ −1, α > 1,
,
o, d̄ây α là m.ôt số th .u

,c ló,n ho,n 1.

Vı́ d .u 5.14. (Bất d̄
,

ăng thú,c Cauchy-Bunyakovski). Chú,ng minh
r `̆ang

(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n)(y

2
1 + y2

2 + · · ·+ y2
n) ≥ (x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn)

2

(5.16)
vó,i x1, x2, . . . , y1, y2, . . . là nhũ,ng số th .u

,c và n = 1, 2, 3, . . .

Lò,i gi
,

ai. Vó,i n = 1, (5.16) d̄úng hiê
,
n nhiên. Vó,i n = 2, ta có

(x1y1 + x2y2)
2 = (x2

1 + x2
2)(y

2
1 + y2

2)− (x1y2 − x2y1)
2
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,
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i tiếng 125

tù, d̄ây suy ra bất d̄
,
ăng thú,c (5.16) d̄úng vó,i n = 2. Gi

,
a s

,
u, bất

d
,
ăng thú,c d̄úng vó,i n = k, ta ph

,
ai chú,ng minh nó cũng d̄úng vó,i

n = k + 1. Th .ât v .ây, do bất d̄
,
ăng thú,c d̄úng vó,i n = 2 và gi

,
a thiết

quy n .ap ta có

(x2
1 + x2

2+ · · ·+ x2
k+1)(y

2
1 + y2

2 + · · ·+ y2
k+1)

≥ (
√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
k

√
y2

1 + y2
2 + · · ·+ y2

k + xk+1yk+1)
2

≥ (x1y1 + x2y2 + · · ·+ xkyk + xk+1yk+1)
2. J

Vı́ d .u 5.15. (Bất d̄
,

ăng thú,c Chebychev). Cho dãy số x1, x2, ..., xn

và y1, y2, ..., yn là 2n số, sao cho tho
,

a mãn

x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn

y1 ≤ y2 ≤ . . . ≤ yn.
(5.17)

Chú,ng minh r `̆ang tı́ch c
,

ua trung bı̀nh c.ông các số x1, x2, . . . , xn

vó,i trung bı̀nh c.ông c
,

ua các số y1, y2, . . . , yn không vu,
.o
,t quá trung

bı̀nh c.ông c
,

ua các số x1y1, x2y2, . . . , xnyn, ho .̆ac là

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
.
y1 + y2 + · · ·+ yn

n
≤ x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

n
.

(5.18)

Lò,i gi
,

ai. Ta d̄ .̆at

An = x1 + x2 + · · ·+ xn,

Bn = y1 + y2 + · · ·+ yn,

Cn = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn,

Dn = nCn − AnBn.

(5.19)

Khi d̄ó bất d̄
,
ăng thú,c (5.18) có thê

,
viết l .ai

Dn ≥ 0 vó,i n = 1, 2, . . . (5.20)
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Ta chú,ng minh b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap. Vó,i n = 1. Khi d̄ó

D1 = 1C1 − A1B1 = x1y1 − x1y1 = 0.

Nhu, v .ây (5.20) d̄úng vó,i n = 1. Ta kiê
,
m tra vó,i n = 2,

D2 = 2C2 − A2B2 = 2(x1y1 + x2y2)− (x1 + x2)(y1 + y2)

= x1y1 + x2y2 − x1y2 − x2y1 = (x2 − x1)(y2 − y1) ≥ 0,

vı̀ x2 − x1 ≥ 0 và y2 − y1 ≥ 0 theo (5.17).

Nhu, v .ây nâ
,
y ra câu h

,
oi là biê

,
u diễn Dn theo các số

x1, x2, . . . , xn và y1, y2, . . . , yn nhu, thế nào? Ta ph
,
ai làm thêm

tru,ò,ng h.o
,p riêng nũ,a vó,i n = 3. Ta có

D3 = 3C3 − A3B3

= 3(x1y1 + x2y2 + x3y3)− (x1 + x2 + x3)(y1 + y2 + y3)

= (2x1y1 − x1y2 − x1y3) + (2x2y2 − x2y1 − x2y3)

+ (2x3y3 − x3y1 − x3y2)

= x1(y1 − y2) + x1(y1 − y3) + x2(y2 − y1) + x2(y2 − y3)+

+ x3(y3 − y1) + x3(y3 − y2).

Tù, d̄ây ta nh .ân d̄u,.o
,c

D3 = (x2 − x1)(y2 − y1) + (x3 − x1)(y3 − y1) + (x3 − x2)(y3 − y2).

So sánh hai tru,ò,ng h.o
,p n = 2, 3 ta có thê

,
gi

,
a thiết r `̆ang

Dn = Dn−1 + (xn − xn−1)(yn − yn−1) + · · ·+ (xn − x1)(yn − y1).
(5.21)

Ta chú,ng minh công thú,c này b `̆ang quy n .ap toán h.oc. Vó,i n = 2, 3
công thú,c (5.21) d̄úng. Gi

,
a s

,
u, nó d̄úng vó,i m.ôt số n nào d̄ó. Ta
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tı́nh Dn+1

Dn+1 = (n + 1)Cn+1 − An+1Bn+1

= (n + 1)(Cn + xn+1yn+1)− (An + xn+1))(Bn + yn+1)

= (nCn − AnBn) + (Cn − Bnxn+1) + (nxn+1yn+1 − Anyn+1).

Nhu,ng nCn − AnBn = Dn m .̆at khác

Cn − Bnxn+1 =

= x1y1 + · · ·+ xnyn − y1xn+1 − y2xn+1 − · · · − ynxn+1

= −y1(xn+1 − x1)− y2(xn+1 − x2)− · · · − yn(xn+1 − xn)

và

nxn+1yn+1 − Anyn+1 = nxn+1yn+1 − x1yn+1 − · · · − xnyn+1

= (xn+1 − x1)yn+1 + (xn+1 − x2)yn+1 + · · ·+ (xn+1 − xn)yn+1.
Và nhu, v .ây ta nh .ân d̄u,.o

,c

Dn+1 = Dn + [−y1(xn+1 − x1)− y2(xn+1 − x2)− · · · − yn(xn+1 − xn)]

+ [yn+1(xn+1 − x1)− yn+1(xn+1 − x2)− · · · − yn+1(xn+1 − xn)]

= Dn + (xn+1 − xn)(yn+1 − yn) + · · ·+ (xn+1 − x1)(yn+1 − y1).

Nhu, v .ây, b `̆ang quy n .ap ta kết lu .ân r `̆ang d̄
,
ăng thú,c (5.21) d̄úng

vó,i m.oi n = 2, 3, . . .

Chú ý r `̆ang d̄iều ki .ên (5.17) suy ra bất d̄
,
ăng thú,c

(xn+1 − xn)(yn+1 − yn) + · · ·+ (xn+1 − x1)(yn+1 − y1) ≥ 0

vó,i m.oi số t .u
, nhiên n > 1. Tù, d̄ây và (5.21) ta nh .ân d̄u,.o

,c bất
d̄

,
ăng thú,c

Dn ≥ Dn−1, (n = 2, 3, . . .). (5.22)
Bây giò, (5.20) suy ra tù, (5.22) và tru,ò,ng h.o

,p n = 1. J
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5.4. Dãy d̄o,n d̄i .êu
Cho dãy số

a1, a2, . . . , an, . . . (5.23)
Ta g.oi dãy (5.23) b.i ch .̆an bên ph

,
ai, khi tồn t .ai h `̆ang số a sao cho

an ≤ a, (n = 1, 2, . . .). Tu,o,ng t .u
, ta cũng d̄.inh nghı̃a b.i ch .̆an trái

(khi d̄ó an ≥ a). Nếu m.ôt dãy b.i ch .̆an c
,
a trái lẫn ph

,
ai g.oi là dãy

b.i ch .̆an. Suy ra m.ôt dãy b.i ch .̆an khi và ch
,
ı khi tồn t .ai h `̆ang số

K > 0 sao cho |an| ≤ K, (n = 1, 2, . . .). Dãy (5.23) g.oi là dãy tăng,
khi

a1 ≤ a2 ≤ . . . (5.24)
và là dãy gi

,
am khi

a1 ≥ a2 ≥ . . . (5.25)
M.ôt dãy mà nó có tı́nh chất (5.24) ho .̆ac (5.25) g.oi là dãy d̄o,n d̄i.êu.
Ta biết r `̆ang m.ôt dãy g.oi là h .ôi t .u khi n tiến tó,i vô cùng thı̀ dãy
d̄ó tiến tó,i m.ôt giá tr.i hũ,u h .an. Ta có thê

,
phát biê

,
u m.ôt m.ôt d̄.inh

lý co, b
,
an:

Ð.inh lı́ 5.1: Nếu m.ôt dãy d̄ã cho là tăng (gi
,

am) và b.i ch .̆an bên
ph

,
ai (b.i ch .̆an bên trái), thı̀ nó h.ôi t .u.

Theo d̄.inh lý trên nếu các d̄iều ki .ên c
,
ua d̄.inh lý tho

,
a mãn

thı̀ tồn t .ai lim
n→∞

an. Theo d̄.inh lý trên thı̀ nhũ,ng số h .ang c
,
ua dãy

không tho
,
a mãn tı́nh chất b.i ch .̆an, thı̀ lim

n→∞
an = ∞ vó,i dãy tăng

và lim
n→∞

an = −∞ vó,i dãy gi
,
am.

Nhũ,ng bài toán chú,ng minh tồn t .ai gió,i h .an c
,
ua m.ôt dãy,

tı́nh gió,i h .an c
,
ua dãy có thê

,
dùng nhũ,ng quy t ´̆ac d̄ã biết d̄ê

,
tı́nh.

Nhiều khi ta ph
,
ai áp d .ung d̄.inh lý co, b

,
an trên nhu,ng ph

,
ai chú,ng

minh dãy ta xét là d̄o,n d̄i .êu và b.i ch .̆an. Ðê
,
gi

,
ai nhũ,ng bài toán

về dãy d̄o,n d̄i .êu thu,ò,ng áp d .ung tr .u
,c tiếp phu,o,ng pháp quy n .ap

toán h.oc.



5.4. Dãy d̄o,n d̄i .êu 129

Vı́ d .u 5.16. Dãy số a1, a2, . . . d̄u,
.o
,c xác d̄.inh theo công thú,c

an+1 = an(2− αan), (5.26)
,

o,d̄ây α là m.ôt số du,o,ng, còn a1 là m.ôt số bất kỳ trong (0, 1
α ). Hãy

tı́nh lim
n→∞

an.

Lò,i gi
,

ai. 1) Dãy d̄ã cho là b.i ch .̆an: Tù, (5.26) ta viết l .ai

an+1 =
1
α
[1− (αan − 1)2]. (5.27)

B
,
o,i vı̀ α > 0 và 0 < a1 < 1

α , thı̀ (αa1 − 1)2 < 1 và tù, (5.27) suy
ra (vó,i n = 1) 0 < a2 < 1

α . Cũng b `̆ang phu,o,ng pháp nhu, v .ây
chú,ng minh r `̆ang nếu an trong d̄o .an (0, 1

α ), thı̀ an+1 cũng n `̆am
trong d̄o .an này. Theo nguyên lý quy n .ap toán h.oc tất c

,
a phần t

,
u,

c
,
ua dãy số d̄ều n `̆am trong d̄o .an (0, 1

α ). Suy ra dãy d̄ã cho là b.i
ch .̆an.

2) Tı́nh d̄o,n d̄i .êu: Ta l .ai có

an+1 − an = an(2− αan)− an = an(1− αan) > 0,

vı̀ 0 < an < 1
α . Nhu, v .ây dãy d̄o,n d̄i .êu tăng và ta có thê

,
áp d .ung

d̄.inh lý co, b
,
an, dãy d̄ã cho h.ôi t .u nghı̃a là có gió,i h .an.

3) Tı̀m gió,i h .an: Do nhũ,ng lý lu .ân phần trên ta g.oi lim
n→∞

an = l

áp d .ung vào (5.26) lim
n→∞

an+1 = ( lim
n→∞

an).(2− α lim
n→∞

an).

Ta nh .ân d̄u,.o
,c l = l(2− αl). Nghi.êm c

,
ua phu,o,ng trı̀nh này là

l = 0 ho .̆ac là l =
1
α

. Nhu,ng dãy số là tăng nên ta ch
,
ı có thê

,
lấy

l =
1
α

. J

Vı́ d .u 5.17. Dãy số a1, a2, . . . d̄u,
.o
,c xác d̄.inh theo công thú,c

an+1 =
1
2
(an +

α

an
), (5.28)
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,
o,d̄ây α là m.ôt số du,o,ng, còn a1 là m.ôt số du,o,ng bất kỳ. Hãy tı́nh
lim
n→∞

an.

Lò,i gi
,

ai. 1) Dãy d̄ã cho b.i ch .̆an du,ó,i: Tù, bất d̄
,
ăng thú,c α >

0, a1 > 0 và (5.28) vó,i n = 1 suy ra a2 > 0. Gi
,
a thiết vó,i m.ôt n

nào d̄ó an > 0; khi d̄ó tù, α > 0 và (5.28) suy ra an+1 > 0. Nhu,

v .ây theo nguyên lý quy n .ap toán h.oc bất d̄
,
ăng thú,c an > 0 vó,i

n = 1, 2, . . .

2) Dãy d̄ã cho là d̄o,n d̄i .êu gi
,
am: Tù, (5.28) và bất d̄

,
ăng thú,c

trung bı̀nh c.ông và trung bı̀nh nhân ta có

an+1 =
an +

α

an
2

≥
√

an.
α

an
=
√

α.

Ðiều này chú,ng t
,
o r `̆ang tất c

,
a các số h .ang không nh

,
o ho,n

√
α.

M .̆at khác ta có

an+1 − an =
1
2
(an +

α

an
)− an =

α− a2
n

2an
,

an > 0(n = 1, 2, . . .) và α− a2
n < 0 ( ı́t nhất vó,i n = 2, 3, . . .) suy ra

an+1 < an. Nghı̃a là dãy gi
,
am.

3) Tı́nh gió,i h .an: Cũng nhu, bài tru,ó,c cho gió,i h .an trong (5.28)
ta nh .ân d̄u,.o

,c phu,o,ng trı̀nh

l =
1
2
(l +

α

l
),

tù, d̄ó tı̀m d̄u,.o
,c gió,i h .an l =

√
α ( còn tru,ò,ng h.o

,p l = −
√

α không
d̄u,.o

,c). J
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5.5. Số e
M.ôt h `̆ang số toán h.oc rất quan tr .ong sau số π là số e. Số e

d̄u,.o
,c d̄.inh nghı̃a nhu, là gió,i h .an c

,
ua dãy

an = (1 +
1
n
)n, n = 1, 2, . . . (5.29)

ho .̆ac là

e = lim
n→∞

(1 +
1
n
)n. (5.30)

Vı́ d .u 5.18. Dãy (5.29) là dãy tăng.

Lò,i gi
,

ai. Ðiều kh
,
ăng d̄.inh không ph

,
ai ngẫu nhiên: Khi n tăng

số mũ trong (5.29) cũng tăng, nhu,ng phần co, số gi
,
am (nó tiến tó,i

1 và có giá tr.i ló,n ho,n 1). Ðê
,
thu .ân ti .ên tı́nh toán ta d̄u,a vào số

pn,k = (1− 1
n
)(1− 2

n
) . . . (1− k− 1

n
), (5.31)

vó,i n = 2, 3, . . . ; k = 2, 3, . . . , n.

Vó,i (0 < α < n) ta có bất d̄
,
ăng thú,c 0 < 1− α

n
< 1− α

n + 1
< 1

tù, d̄ó suy ra

0 < pn,k < pn+1,k < 1, (n = 2, 3, . . . ; k = 2, 3, . . . , n). (5.32)

Khai triê
,
n theo nh.i thú,c Newton ta có

an = (1 +
1
n
)n = 1 + C1

n
1
n
+ · · ·+ Ck

n
1
nk + · · ·+ 1

nn

= 2 +
n

∑
k=2

n(n− 1) . . . (n− k + 1)
nk .

1
k!

, (n = 2, 3, ...).

Ho .̆ac khi ta dùng (5.31), (1 +
1
n
)n = 2 +

n

∑
k=2

pn,k

k!
. Khi d̄ó ta có thê

,

viết (5.29) du,ó,i d .ang

an = 2 +
n

∑
k=2

pn,k

k!
(n = 1, 2, . . . ; k = 2, 3, . . . , n). (5.33)
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Ta có hi .êu an+1 − an theo (5.33)

an+1 − an = (2 +
n+1

∑
k=2

pn+1,k

k!
)− (2 +

n

∑
k=2

pn,k

k!
)

=
n

∑
k=2

pn+1,k − pn,k

k!
+

pn+1,n+1

(n + 1)!

và theo (5.32) ta có

an+1 − an >
pn+1,n+1

(n + 1)!
> 0. J

Bây giò,, ta d̄.inh nghı̃a dãy e1, e2, . . . theo phu,o,ng pháp sau:

e1 = 2, en = 2 +
n

∑
k=2

1
k!

, (n = 2, 3, . . .). (5.34)

Dễ thấy r `̆ang dãy này là tăng. Tù, (5.32) và (5.33) suy ra bất d̄
,
ăng

thú,c
an < en. (5.35)

Bài t .âp tiếp sau ch
,
ı ra dãy e1, e2, . . . là b.i ch .̆an và suy ra nó h.ôi

t .u. Tù, d̄ây và (5.35) suy ra a1, a2, . . . cũng b.i ch .̆an. B `̆ang cách này
ta chú,ng minh d̄u,.o

,c s .u
, tồn t .ai gió,i h .an c

,
ua dãy (5.30).

Vı́ d .u 5.19. Chú,ng minh r `̆ang nhũ,ng số h .ang c
,

ua dãy (5.34)
tho

,
a mãn

en < 3− 1
2n−1 , (n = 3, 4, . . .). (5.36)

Lò,i gi
,

ai. Vó,i n = 3 ta có e3 < 2, 67 < 3− 1
23−1 = 2, 75. Gi

,
a s

,
u,

(5.36) tho
,
a mãn vó,i số n nào d̄ấy. Ta s

,
u, d .ung bất d̄

,
ăng thú,c hiê

,
n

nhiên (n + 1)! > 2n vó,i n > 1 và gi
,
a thiết quy n .ap ta nh .ân d̄u,.o

,c

en+1 =en +
1

(n + 1)!
< (3− 1

2n−1 ) +
1

(n + 1)!

< 3− 1
2n−1 +

1
2n = 3− 1

2n . J
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Vı́ d .u 5.20. Gió,i h .an c
,

ua dãy (5.34) là số e.

Lò,i gi
,

ai. Ta d̄ã chú,ng minh d̄u,.o
,c r `̆ang dãy a1, a2, . . . và e1, e2, . . .

là h .ôi t .u. Ð .̆at e∗ = lim
n→∞

en. Tù, (5.30) và (5.35) suy ra

e ≤ e∗. (5.37)

Ta sẽ chú,ng minh cùng vó,i (5.37) cũng có

e∗ ≤ e,

Th .ât v .ây, ta ch.on số t .u
, nhiên s trong kho

,
ang (1, n). Nếu bên ph

,
ai

c
,
ua (5.33) ta b

,
o d̄i

pn,s+1

(s + 1)!
, . . . ,

pn,n

n!
, ta sẽ nh .ân d̄u,.o

,c m.ôt số nh
,
o

ho,n an, nghı̃a là

2 +
s

∑
k=2

pn,k

k!
< an, (n = 3, 4, . . . ; s = 2, 3, . . . , n− 1). (5.38)

Ta xét d̄
,
ăng thú,c (5.31). Khi n tiến tó,i vô cùng, còn k cố d̄.inh, mỗi

thù,a số tiến tó,i 1. Vı̀ thế lim
n→∞

pn,k = 1. Nếu ta cho n tiến tó,i vô
cùng trong (5.38) ta sẽ nh .ân d̄u,.o

,c

es = 2 +
s

∑
k=2

1
k!
≤ e (s = 2, 3, . . .).

Nhu, v .ây dãy tăng e1, e2, . . . . b.i ch .̆an tù, phı́a ph
,
ai số e, tù, d̄ó suy

ra bất d̄
,
ăng thú,c (5.38). Kh

,
ăng d̄.inh suy ra tù, (5.36) và (5.37).

J

Nhu, v .ây số e có thê
,
tı́nh toán d̄ến d̄ .ô chı́nh xác nào d̄ấy theo

công thú,c trên

en = 2 +
1
2!

+
1
3!

+ · · ·+ 1
n!

, (n = 2, 3, . . .).

Tù, bất d̄
,
ăng thú,c an < en < e ta thấy r `̆ang vó,i mỗi n cố d̄.inh số

en gần d̄úng e. Số en g.oi là xấp x
,
ı thú, n c

,
ua e, còn hi .êu

δn = e− en (5.39)
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g.oi là sai số c
,
ua e.

Vı́ d .u 5.21. Chú,ng minh nhũ,ng bất d̄
,

ăng thú,c sau

ei − en ≤
2

(n + 1)!
.(1− 1

2i−n ), n = 2, 3, . . . . ; i = n, n + 1, . . .

(5.40)

Lò,i gi
,

ai. Ta sẽ chú,ng minh (5.40) b `̆ang quy n .ap d̄ối vo,i i. Vó,i
i = n thı̀ 0 ≤ 0 (5.40) d̄úng. Gi

,
a s

,
u, (5.40) d̄úng vó,i số i nào d̄ó, ta

cần ph
,
ai chú,ng minh nó cũng d̄úng vó,i n = i + 1. Th .ât v .ây,

ei+1 − en =

(
ei +

1
(i + 1)!

)
− en = (ei − en) +

1
(i + 1)!

≤ 2
(n + 1)!

(
1− 1

2i−n

)
+

1
(i + 1)!

=
2

(n + 1)!

(
1− 1

2i−n +
1
2

.
1

(n + 2)(n + 3) . . . (i + 1)

)
.

Tı́ch (n+ 2)(n+ 3) . . . (i + 1) có i− n thù,a số, mỗi thù,a số ló,n ho,n
2. Khi d̄ó 2(n + 2)(n + 3) . . . (i + 1) > 2i−n+1,

,
o, d̄ây ei+1 − en <

2
(n + 1)!

(1 − 1
2i−n +

1
2i−n+1 ) =

2
(n + 1)!

(1 − 1
2(i+1)−n

). Nhu, v .ây,

(5.40) d̄úng vó,i m.oi i = n, n + 1, . . . J

5.6. Dãy số Fibonacci
M.ôt dãy số u1, u2, . . . d̄u,.o

,c d̄.inh nghı̃a b `̆ang công thú,c

un+2 = un+1 + un, (n = 1, 2, . . .) (5.41)

và

u1 = 1, u2 = 1. (5.42)
Nhũ,ng số u1, u2, u3, . . . g.oi là số Fibonacci. Dãy số này có rất
nhiều ú,ng d .ung trong bài toán th .u

,c tế. Theo d̄
,
ăng thú,c (5.41)
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m.oi số kê
,

tù, số thú, ba d̄ều là tô
,
ng c

,
ua hai số tru,ó,c d̄ó.

Nhũ,ng số d̄ầu tiên là 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,
144, 233, 377. Nhũ,ng bài t .âp sau liên quan d̄ến các tı́nh
chất c

,
ua dãy số này có chú,ng minh b `̆ang quy n .ap toán h.oc,

còn các tı́nh chất khác c
,
ua dãy số này thı̀ rất nhiều và chú,ng

minh b `̆ang các cách khác nhau.

Vı́ d .u 5.22. Tô
,
ng c

,
ua n số d̄ầu tiên b `̆ang số thú, n + 2 trù, d̄i 1,

ho .̆ac là
u1 + u2 + · · ·+ un = un+2 − 1 (n > 1). (5.43)

Lò,i gi
,

ai. Vó,i n = 2 d̄
,
ăng thú,c d̄úng vı̀ theo (5.41) và (5.42) ta có

u1 + u2 = 1 + 1 = 3− 1 = u4 − 1.

Gi
,
a s

,
u, (5.43) d̄úng vó,i số t .u

, nhiên n nào d̄ó. Tù, gi
,
a thiết quy n .ap

và công thú,c (5.41) vó,i tô
,
ng c

,
ua n + 1 số Fibonacci ta có :

u1 + u2 + · · ·+ un+1 = (u1 + u2 + · · ·+ un) + un+1

= (un+2 − 1) + un+1

= un+1 + un+2 − 1 = un+3 − 1.

Theo nguyên lý quy n .ap toán h.oc d̄
,
ăng thú,c d̄úng vó,i m.oi n ≥ 2.

J

Vı́ d .u 5.23. Chú,ng minh r `̆ang d̄
,

ăng thú,c

un+m = un−1um + unum+1 (5.44)

d̄úng vó,i số t .u
,nhiên bất kỳ n > 1 và vó,i m.oi m = 1, 2, . . .

Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap toán theo
m. Vó,i m = 1 ta có

un−1u1 + unu2 = un−1 + un = un+1,
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và vó,i m = 2:

un−1u2 + unu3 = un−1 + 2un

= (un−1 + un) + un

= un+1 + un = un+2,

d̄
,
ăng thú,c (5.44) d̄ều d̄úng. Gi

,
a s

,
u, vó,i số m nào d̄ó các d̄

,
ăng thú,c

sau d̄úng

un+m = un−1um + unum+1 (5.45)

un+m+1 = un−1um+1 + unum+2

Ta sẽ chú,ng minh d̄
,
ăng thú,c sau d̄úng

un+m+2 = un−1um+2 + unum+3. (5.46)

Th .ât v .ây, c .ông tù,ng vế c
,
ua hai d̄

,
ăng thú,c trong (5.45) ta nh .ân

d̄u,.o
,c

un+m+1 + un+m = un−1(um+1 + um) + un(um+2 + um+1)

d̄ây chı́nh là d̄
,
ăng thú,c (5.46) khi ta biến d̄ô

,
i và áp d .ung (5.41).

J

Vı́ d .u 5.24. Chú,ng minh r `̆ang m.oi số Fibonacci có thê
,
biê

,
u diễn

du,́o,i d .ang

un =

(
1 +
√

5
2

)n

−
(

1−
√

5
2

)n

√
5

, (n = 1, 2, . . .) (5.47)

Lò,i gi
,

ai. Vó,i n = 1 và n = 2 ta nh .ân d̄u,.o
,c u1 = 1 và u2 = 1. Gi

,
a

s
,
u, vó,i m.ôt số n nào d̄ó có un và un+1 theo công thú,c (5.47) là số

h .ang thú, n và n + 1 c
,
ua dãy Fibonacci. Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang
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số h .ang thú, n + 2 c
,
ua dãy cũng biê

,
u diễn theo công thú,c (5.47).

Ðê
,
cho g.on ta ký hi .êu

α =
1 +
√

5
2

, β =
1−
√

5
2

.

Khi d̄ó un =
αn − βn
√

5
, un+1 =

αn+1 − βn+1
√

5
. Do cách d̄ .̆at ta có

α + β = 1 và αβ = −1. Suy ra α và β là nghi .êm c
,
ua phu,o,ng trı̀nh

x2 − x− 1 = 0. Khi d̄ó α2 = α + 1, β2 = β + 1. Nhu, v .ây ta có

un+2 = un+1 + un =
αn+1 − βn+1
√

5
+

αn − βn
√

5

=
αn(α + 1)− βn(β + 1)√

5
=

αnα2 − βnβ2
√

5
=

αn+2 − βn+2
√

5
.

Theo quy n .ap toán h.oc biê
,
u diễn un b `̆ang (5.47) d̄úng vó,i m.oi n.

J

Vı́ d .u 5.25. Chú,ng minh r `̆ang

αn = unα + un−1
vó,i m.oi số t .u

,nhiên n ≥ 2. α nhu, ,
o,bài t .âp tru,́o,c.

Lò,i gi
,

ai. Vó,i n = 2, 3 d̄
,
ăng thú,c d̄úng. Gi

,
a s

,
u, d̄

,
ăng thú,c d̄úng

vó,i n = k và n = k + 1, nghı̃a là

αk = ukα + uk−1,

αk+1 = uk+1α + uk.
Ta c.ông hai d̄

,
ăng thú,c l .ai kết qu

,
a nh .ân d̄u,.o

,c

αk + αk+1 = (uk + uk+1)α + (uk−1 + uk),

ho .̆ac là
αk+2 = uk+2α + uk+1.
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Theo nguyên lý quy n .ap toán h.oc d̄
,
ăng thú,c trong bài cho là d̄ã

d̄úng. J

Hoàn toàn tu,o,ng t .u
, ta cũng có

βn = unβ + un−1.

Vı́ d .u 5.26. Chú,ng minh r `̆ang u2
n − un−1un+1 = (−1)n+1 vó,i n >

1.

Lò,i gi
,

ai. Vó,i n = 2, ta có u2
2 = u1u3 − 1 d̄

,
ăng thú,c d̄úng.

Gi
,
a s

,
u, r `̆ang u2

k − uk−1uk+1 = (−1)k, ta cần chú,ng minh d̄
,
ăng

thú,c trên cũng d̄úng cho n = k + 1, nghı̃a là u2
k+1 − ukuk+2 =

(−1)k+2. Th .ât v .ây,

u2
k+1 − ukuk+2 = u2

k+1 − uk(uk+1 + uk)

= uk+1(uk+1 − uk)− u2
k = uk+1uk−1 − u2

k

= −(u2
k − uk+1uk−1) = −(−1)k+1 = (−1)k+2. J

Vı́ d .u 5.27. Chú,ng minh r `̆ang nếu n chia hết cho m, thı̀ un chia
hết cho um.

Lò,i gi
,

ai. Vı̀ n chia hết cho m, nên ta có thê
,
viết n = mk. Ta sẽ

chú,ng minh quy n .ap theo k.

Vó,i k = 1, khi d̄ó n = m nhu, v .ây un chia hết cho um là
hiê

,
n nhiên. Gi

,
a s

,
u, umk chia hết cho um, ta xét um(k+1). Nhu,ng

um(k+1) = umk+m và theo công thú,c (5.44) ta có

um(k+1) = umk−1um + umkum+1.

Số h .ang thú, nhất có chú,a um nên nó chia hết cho um, còn số h .ang
thú, hai theo gi

,
a thiết quy n .ap umk chia hết cho um. Nhu, v .ây tô

,
ng

c
,
ua hai số h .ang chia hết cho um, suy ra um(k+1) chia hết cho um.

J
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5.7. Bài t .âp
... 5.28. Hãy tı̀m u,ó,c số chung ló,n nhất c

,
ua các số

222
+ 221

+ 1; 223
+ 222

+ 1; . . . ; 22n+1
+ 22n

+ 1; . . .

... 5.29. Chú,ng minh r `̆ang nếu pn là số nguyên tố thú, n, thı̀ pn <

22n
.

... 5.30. Chú,ng minh r `̆ang nếu 0 ≤ α1 ≤ β1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αn ≤
βn ≤

π

2
, thı̀

n

∑
i=1

(sin βi − sin αi) ≤ sin(
n

∑
i=1

(βi − αi)).

... 5.31. Chú,ng minh bất d̄
,
ăng thú,c

n

∑
i=1

1
n + i

>
13
24

, n = 2, 3, . . .

... 5.32. Tı̀m gió,i h .an c
,
ua dãy

a1 =
√

c, a2 =

√
c +
√

c, a3 =

√
c +

√
c +
√

c, . . .
,
o, d̄ây c là h `̆ang số du,o,ng.
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Phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc áp d .ung rất nhiều trong các
bài t .âp hı̀nh h.oc. B .an d̄ .oc có thê

,
tı̀m thấy trong [7] nhũ,ng khı́a

c .anh cần thiết cho phu,o,ng pháp này trong hı̀nh h.oc. Ta ch
,
ı li .êt

kê du,ó,i d̄ây m.ôt số bài rất d̄iê
,
n hı̀nh.

6.1. Vı́ d .u quy n .ap toán h .oc cho h̀ınh h .oc
Vı́ d .u 6.1. Trong m .̆at ph

,
ăng cho n hı̀nh lồi ( n > 3 ), mỗi c .̆ap ba

trong chúng có d̄iê
,
m chung. Chú,ng minh r `̆ang tồn t .ai d̄iê

,
m, mà

nó n `̆am trên tất c
,

a các hı̀nh.

Lò,i gi
,

ai. 1. Vó,i n = 4, ta ký hi .êu nhũ,ng hı̀nh b `̆ang C1, C2, C3, C4.
Cho C1 ∩ C2 ∩ C3 = A4, C1 ∩ C2 ∩ C4 = A3, C1 ∩ C3 ∩ C4 = A2,
C2 ∩ C3 ∩ C4 = A1.

a. Nếu A4 n`̆am trong tam giác A1A2A3, thı̀ b
,
o,i vı̀ A1A2A3

⊂ C4, ta có A4 ∈ C4 và suy ra A4 ∈ C,
,
o, d̄ây C ký hi .êu là giao c

,
ua

các hı̀nh C1, C2, C3, C4.

b. Nếu A1 A2 A3A4 là tú, giác lồi và A là d̄iê
,
m c ´̆at c

,
ua các d̄u,ò,ng

chéo c
,
ua chúng, thı̀ dễ thấy r `̆ang A ∈ C.
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2. Gi
,
a s

,
u, d̄ã chú,ng minh cho kh

,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i n − 1.

Ta xét n hı̀nh C1, C2, . . . , Cn. Lấy C = Cn−1 ∩ Cn. Ta xét dãy
C1, C2, . . . , Cn−1, C. Ta sẽ chú,ng minh m.oi c .̆ap ba các hı̀nh này
d̄ều c ´̆at nhau. Th .ât v .ây, nếu giũ,a ba hı̀nh c ´̆at nhau không là C,
thı̀ d̄iều kết lu .ân trên hiê

,
n nhiên d̄úng. Nếu C n`̆am trong số ba

hı̀nh và vı́ d .u nhu, C1, C2, C, thı̀ vı̀ thế nhũ,ng hı̀nh C1, C2, Cn−1, Cn

có d̄iê
,
m chung X (theo chú,ng minh t .ai d̄iê

,
m 1.). Suy ra X ∈

Cn−1 ∩ Cn = C. Tù, d̄ây kh
,
ăng d̄.inh c

,
ua bài toán suy ra b `̆ang quy

n .ap. J

Vı́ d .u 6.2. Cho n hı̀nh vuông bất kỳ. Chú,ng minh r `̆ang ta có thê
,

c ´̆at chúng ra thành m.ôt số phần d̄ê
,
tù,các phần d̄ó ta có thê

,
ghép

l .ai thành m.ôt hı̀nh vuông mó,i.

Lò,i gi
,

ai. Khi n = 1, d̄iều kh
,
ăng d̄.inh là hiê

,
n nhiên.

A B

CD

1 1

1 1

M

P

N

Q

A B

CD

2

2

2

2

A B

CD

N

P

Q

A

B

C

D

2

2

2

2O

Hı̀nh 6.1:

Ta chú,ng minh r `̆ang khi n = 2, d̄iều kh
,
ăng d̄.inh d̄ó cũng

d̄úng. G.oi d̄ .ô dài các c .anh c
,
ua hai hı̀nh vuông A1B1C1D1 và

A2B2C2D2 tu,o,ng ú,ng là x1 và x2. Gi
,
a s

,
u, x1 ≥ x2. Trên các c .anh

c
,
ua hı̀nh A1B1C1D1 vó,i c .anh x1 ta d̄ .̆at các d̄o .an A1M = B1N =

C1P = D1Q =
x1 + x2

2
và c ´̆at hı̀nh vuông d̄ó theo các d̄u,ò,ng
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MP và NQ, rõ ràng MP và NQ c ´̆at nhau t .ai O c
,
ua hı̀nh vuông

và t .ao vó,i nhau m.ôt góc vuông. Các d̄u,ò,ng d̄ó chia hı̀nh vuông
thành 4 phần b `̆ang nhau nhũ,ng hı̀nh d̄ó ghép vào hı̀nh vuông
A2B2C2D2 nhu, hı̀nh bên. Hı̀nh nh .ân d̄u,.o

,c sẽ là hı̀nh vuông vı̀
các giá tr.i góc M, N, P, Q bù nhau, các góc A, B, C, D là vuông và
AB = BC = CD = DA.

Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄ã d̄u,.o

,c chú,ng minh d̄ối vó,i n hı̀nh vuông và
gi

,
a s

,
u, ta có n + 1 hı̀nh vuông V1, V2, . . . , Vn, Vn+1. Ta lấy ra bất

kỳ hai hı̀nh vuông, ch
,
ăng h .an Vn và Vn+1 nhu, d̄ã chú,ng minh

,
o,

trên sau khi d̄ã c ´̆at m.ôt hı̀nh vuông và ghép vào hı̀nh vuông thú,

hai ta d̄u,.o
,c m.ôt hı̀nh vuông mó,i V ′. Do v .ây ta có n hı̀nh vuông

V1, V2, . . . , Vn−1, V ′ theo gi
,
a thiết quy n .ap có thê

,
c ´̆at ra d̄u,.o

,c các
phần và tù, các phần d̄ó có thê

,
ghép l .ai thành m.ôt hı̀nh vuông

mó,i. J

Vı́ d .u 6.3. Trong m .̆at ph
,

ăng cho n ≥ 3 d̄iê
,
m, tất c

,
a không n `̆am

trên d̄u,̀o,ng th
,

ăng. Chú,ng minh r `̆ang tất c
,

a các d̄u,̀o,ng th
,

ăng nối
hai d̄iê

,
m trong các d̄iê

,
m d̄ã cho t .ao ra số d̄u,̀o,ng th

,
ăng khác nhau

không nh
,
o ho,n n.

Lò,i gi
,

ai. Vó,i n = 3 d̄iê
,
m, m.ênh d̄ề hiê

,
n nhiên d̄úng: Ba d̄iê

,
m

không n`̆am trên m.ôt d̄u,ò,ng th
,
ăng nối tù,ng d̄ôi vó,i nhau t .ao ra

ba d̄u,ò,ng th
,
ăng khác nhau.

Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n ≥ 3 d̄iê

,
m. Ta chú,ng minh nó

cũng d̄úng vó,i n + 1 d̄iê
,
m. Ta có thê

,
chú,ng minh r `̆ang tồn

t .ai ı́t nhất m.ôt d̄u,ò,ng th
,
ăng ch

,
ı chú,a hai d̄iê

,
m. Ta ký hi .êu

d̄u,ò,ng th
,
ăng d̄i qua hai d̄iê

,
m An và An+1 là An An+1. Nếu nhũ,ng

d̄iê
,
m A1, A2, . . . , An n`̆am trên m.ôt d̄u,ò,ng th

,
ăng, thı̀ số lu,.o

,ng các
d̄u,ò,ng th

,
ăng sẽ d̄úng là n + 1: Gồm n d̄u,ò,ng th

,
ăng nối An+1 vó,i
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các d̄iê
,
m A1, A2, . . . , An và d̄u,ò,ng th

,
ăng chúng nối chung. Nếu

A1, A2, . . . , An không n`̆am trên m.ôt d̄u,ò,ng th
,
ăng, thı̀ theo gi

,
a

thiết quy n .ap có n d̄u,ò,ng th
,
ăng khác nhau. Bây giò, ta thêm

các d̄u,ò,ng th
,
ăng nối An+1 vó,i các d̄iê

,
m A1, A2, . . . , An. Vı̀ d̄u,ò,ng

th
,
ăng An An+1 không chú,a m.ôt d̄iê

,
m nào trong A1, A2, . . . , An−1,

thı̀ d̄u,ò,ng th
,
ăng này khác hoàn toàn vó,i n d̄u,ò,ng th

,
ăng t .ao ra

b
,
o,i A1, A2, . . . , An. Nhu, v .ây số d̄u,ò,ng th

,
ăng t .ao ra cũng không

nh
,
o ho,n n + 1. J

Vı́ d .u 6.4. Trong m .̆at ph
,

ăng cho n ≥ 3 d̄iê
,
m. Ðu,̀o,ng kı́nh c

,
ua

m.ôt h.ê thống d̄iê
,
m là d̄o .an th

,
ăng nối hai d̄iê

,
m trong h.ê thống và

d̄ .ô dài d c
,

ua d̄o .an này là ló,n nhất. Chú,ng minh r `̆ang số d̄u,̀o,ng
kı́nh không vu,

.o
,t quá n.

Lò,i gi
,

ai. Nếu xuất phát tù, m.ôt d̄iê
,
m A c

,
ua h.ê d̄ã cho, ta có ba

d̄u,ò,ng kı́nh AB, AC và AD. Khi d̄ó dễ thấy ba d̄iê
,
m B, C và D sẽ

n `̆am trên d̄u,ò,ng tròn k1(A, d). Tất c
,
a nhũ,ng d̄iê

,
m còn l .ai c

,
ua h.ê

thống sẽ n `̆am ho .̆ac trên k1 ho .̆ac bên trong nó. b
,
o,i vı̀ mỗi d̄o .an

th
,
ăng BC, BD và CD không ló,n ho,n d, thı̀ nhũ,ng d̄iê

,
m B, C và D

sẽ n `̆am trên cung c
,
ua k1, tu,o,ng ú,ng góc không ló,n ho,n 600. G.oi

d̄iê
,
m C bên trong cung

_
BD, vó,i nó

_
BD≤ 600.Ta vẽ d̄u,ò,ng tròn

k2(C, d); Nhũ,ng d̄iê
,
m cuối c

,
ua tất c

,
a d̄u,ò,ng kı́nh c

,
ua h.ê d̄ã cho

xuất phát tù, C, ph
,
ai n `̆am trên cung

_
MN c

,
ua k2 (M, N là giao

d̄iê
,
m c

,
ua k1 và k2) và n `̆am trong hı̀nh tròn k1. Nhu,ng mỗi d̄iê

,
m

c
,
ua cung

_
MN, ngoài A, d̄ú,ng cách xa nhũ,ng d̄iê

,
m B ho .̆ac D m.ôt

kho
,
ang cách ló,n ho,n d, tù, d̄ó suy ra CA là d̄u,ò,ng kı́nh duy nhất,

xuất phát tù, C.

Nhu, v .ây ta kết lu .ân r `̆ang vó,i m.ôt h.ê d̄ã cho n d̄iê
,
m, tồn t .ai

hai kh
,
a năng: ho .̆ac là trong h.ê có m.ôt d̄iê

,
m, tù, nó xuất phát
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không quá m.ôt d̄u,ò,ng kı́nh, ho .̆ac là tù, mỗi d̄iê
,
m d̄ều xuát phát

d̄úng hai d̄u,ò,ng kı́nh.

Kh
,
ăng d̄.inh c

,
ua bài toán chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo n.

Vó,i n = 3 kh
,
ăng d̄.inh hiê

,
n nhiên d̄úng. Gi

,
a s

,
u, nó d̄úng vó,i n =

k ≥ 3. Ta sẽ chú,ng minh nó còn d̄úng c
,
a vó,i h.ê có n = k + 1 d̄iê

,
m.

Th .ât v .ây, nếu trong h.ê có k+ 1 d̄iê
,
m: A1, A2, . . . , Ak+1 có d̄iê

,
m,

vı́ d .u A1, tù, nó không xuất phát d̄u,ò,ng kı́nh ho .̆ac tù, nó xuất
phát ch

,
ı m.ôt d̄u,ò,ng kı́nh, thı̀ số lu,.o

,ng nhũ,ng d̄u,ò,ng kı́nh c
,
ua

h.ê này nhiều ho,n số lu,.o
,ng d̄u,ò,ng kı́nh c

,
ua h.ê A2, A3, . . . , Ak+1

nhiều nhất là 1, nghı̃a là số lu,.o
,ng d̄u,ò,ng kı́nh c

,
ua h.ê ta d̄ang xét

không ló,n ho,n k + 1. Nếu m.ôt d̄iê
,
m nhu, v .ây không tồn t .ai, thı̀ tù,

mỗi d̄iê
,
m Ai xuất phát d̄úng hai d̄u,ò,ng kı́nh và tù, d̄ó suy ra số

lu,.o
,ng d̄u,ò,ng kı́nh b `̆ang

2(k + 1)
2

= k + 1, Nhu, v .ây kết lu .ân c
,
ua

bài toán d̄úng vó,i m.oi n. J

Vı́ d .u 6.5. Chú,ng minh r `̆ang n d̄u,̀o,ng th
,

ăng trong m.ôt m .̆at
ph

,
ăng chia m .̆at ph

,
ăng ra nhũ,ng miền khác nhau, có thê

,
tô màu

tr ´̆ang ho .̆ac d̄en cho mỗi miềm sao cho nhũ,ng miền c .anh nhau
khác màu nhau.

Lò,i gi
,

ai. 1) Ðu,ò,ng th
,
ăng AB chia m .̆at ph

,
ăng P ra hai n

,
u,a m .̆at

ph
,
ăng P1 và P2. Tô P1 màu tr ´̆ang, P2 màu d̄en và nhu, v .ây tho

,
a

mãn d̄òi h
,
oi bài toán. Vó,i n = 1 m.ênh d̄ề d̄u,.o

,c chú,ng minh.

2) Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n = k và m .̆at ph

,
ăng P d̄u,.o

,c tô
màu nhu, yêu cầu bài toán. Ðu,ò,ng th

,
ăng thú, k + 1, CD chia m .̆at

ph
,
ăng P ra hai n

,
u,a Q1 và Q2. Tất c

,
a các phần trong Q1 ta giũ,

nguyên màu d̄ã tô, còn trong n
,
u,a Q2 mỗi phần ta thay tr ´̆ang

thành d̄en và d̄en thành tr ´̆ang.

Gi
,
a s

,
u, O1 và O2 là hai phần bất kỳ c .anh nhau, sau khi k

,
e
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d̄u,ò,ng CD. Ch
,
ı có m.ôt trong hai kh

,
a năng sau xâ

,
y ra:

a) O1 và O2 n`̆am trên phần khác nhau c
,
ua CD,

b) O1 và O2 n`̆am trên cùng m.ôt phı́a c
,
ua CD.

Tru,ò,ng h.o
,p a) O1 và O2 sau khi k

,
e k d̄u,ò,ng th

,
ăng d̄ầu tiên,

nhu,ng CD chu,a k
,
e thı̀ chúng là m.ôt miền và d̄u,.o

,c tô cùng m.ôt
màu. Nhu,ng sau khi k

,
e CD thı̀ m.ôt miền Q1 giũ, nguyên màu ,

còn phần kia O2 d̄u,.o
,c d̄ô

,
i màu theo cách d .u

,ng. Nghı̃a là O1 và O2

khác màu nhau.

Tru,ò,ng h.o
,p b) Sau khi vẽ k d̄u,ò,ng th

,
ăng, mà CD còn chu,a

k
,
e , khi d̄ó O1 và O2 là hai miền c .anh nhau do k d̄u,ò,ng th

,
ăng

t .ao ra, theo gi
,
a thiết quy n .ap chúng khác màu nhau. Sau khi k

,
e

d̄u,ò,ng th
,
ăng CD, nếu O1 và O2 n`̆am cùng phı́a vó,i Q1 , thı̀ màu

c
,
ua chúng không d̄ô

,
i, vẫn khác màu nhau. Nếu chúng n `̆am cùng

phı́a vó,i Q2, thı̀ màu c
,
ua mỗi miền d̄ều d̄ô

,
i. Nhu, v .ây m.oi tru,ò,ng

h.o
,p O1 và O2 d̄ều có hai màu khác nhau. J

Vı́ d .u 6.6. Chú,ng minh r `̆ang nếu n m .̆at ph
,

ăng d̄i qua m.ôt d̄iê
,
m

sao cho không có ba m .̆at ph
,

ăng nào có chung m.ôt d̄u,̀o,ng th
,

ăng,
thı̀ chúng chia không gian ra An = n(n− 1) + 2 phần.

Lò,i gi
,

ai. 1) M.ôt m .̆at ph
,
ăng chia không gian làm hai phần và

A1 = 2. Vó,i n = 1 m.ênh d̄ề d̄úng.

2) Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n = k, ho .̆ac là k m .̆at ph

,
ăng chia

không gian ra k(k − 1) + 2 phần. Ta sẽ chú,ng minh k + 1 chia
không gian ra k(k + 1) + 2 phần.

Th .ât v .ây, Gi
,
a s

,
u, P là m .̆at ph

,
ăng thú, k + 1. Mỗi m .̆at ph

,
ăng

trong k m.̆at ph
,
ăng c ´̆at m .̆at ph

,
ăng P m.ôt d̄u,ò,ng th

,
ăng nào d̄ó sao

cho m .̆at ph
,
ăng P b.i chia ra nhũ,ng phần tù, k d̄u,ò,ng th

,
ăng khác
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nhau d̄i qua cùng m.ôt d̄iê
,
m. Theo bài tru,ó,c m .̆at ph

,
ăng P d̄u,.o

,c
chia ra 2k phần, mỗi phần là góc trong m .̆at ph

,
ăng vó,i d̄

,
ınh là

d̄iê
,
m d̄ã cho.

k m .̆at ph
,
ăng d̄ầu tiên chia không gian thành m.ôt số góc d̄a

di .ên. M.ôt số góc này b.i chia ra làm hai phần b
,
o,i m .̆at ph

,
ăng P.

Vó,i m .̆at chung c
,
ua hai phần có phần c

,
ua m .̆at ph

,
ăng gió,i h .an

b
,
o,i hai tia mà theo nó P c ´̆at nhũ,ng m .̆at c

,
ua góc d̄a di .ên m.ôt trong

2k góc m .̆at ph
,
ăng, mà nó chia ra b

,
o,i m .̆at ph

,
ăng P.

Ðiều này có nghı̃a là số góc d̄a di .ên, mà b.i chia làm hai phần
b

,
o,i P, không thê

,
ló,n ho,n 2k.

M .̆at khác, mỗi phần trong 2k phần, mà nó b.i chia do P c ´̆at k
m .̆at ph

,
ăng d̄ầu tiên, là m .̆at chung c

,
ua hai góc d̄a di .ên và nghı̃a

là chia góc d̄a di .ên t .ao b
,
o,i k m.̆at ph

,
ăng ra làm hai phần.

Ðiều này có nghı̃a số lu,.o
,ng nhũ,ng góc d̄a di .ên, mà nó b.i chia

ra làm hai phần b
,
o,i P, không thê

,
nh

,
o ho,n 2k.

Vı̀ m .̆at ph
,
ăng P chia d̄úng 2k phần c

,
ua không gian t .ao b

,
o,i

k m .̆at ph
,
ăng. Vı̀ thế nếu k m.̆at ph

,
ăng chia không gian ra k(k−

1) + 2 phần, thı̀ k + 1 m.̆at ph
,
ăng sẽ chia nó ra

[k(k− 1) + 2] + 2k = k(k + 1) + 2

phần. J

Vı́ d .u 6.7. 8n− 4 d̄iê
,
m n `̆am

,
o,d .ang chũ,th .âp (hı̀nh vẽ vó,i n = 4).

Có bao nhiêu kh
,

a năng d̄ê
,
ch.on bốn d̄iê

,
m trong chúng d̄ê

,
t .ao

thành d̄
,
ınh hı̀nh vuông ?

Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh số lu,.o
,ng hı̀nh vuông cần tı̀m là 10n− 9.

1) Vó,i n = 1, hiê
,
n nhiên d̄úng vı̀ ta có 1 = 10.1− 9 hı̀nh vuông.
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2) Không khó khăn l ´̆am vó,i n = 2, ta có thê
,
ch.on d̄u,.o

,c 11 =

10.2− 9 hı̀nh vuông.

3) Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i

Hı̀nh 6.2:

n = k, mà k ≥ 2.

Ta xét hı̀nh gồm 8(k + 1)−
4 d̄iê

,
m (trong hı̀nh vó,i k = 3)

(hı̀nh 5)

Theo gi
,
a thiết quy n .ap

ta có thê
,

ch.on d̄u,.o
,c 10k −

9 hı̀nh vuông, không có m.ôt
hı̀nh vuông nào trong chúng có
m.ôt d̄

,
ınh trùng vó,i các d̄iê

,
m

A, B, C, D, E, F, G, H. Bây giò, ta xét nhũ,ng hı̀nh vuông có d̄iê
,
m

trùng vó,i A. Không khó khăn ta ch
,
ı tı̀m d̄u,.o

,c 3 hı̀nh vuông
ABB1 A1, ACED, AC1F1H. Nhu, v .ây, ch

,
ı có 10 hı̀nh vuông khác

nhau khi ta thay d̄ô
,
i d̄

,
ınh A vó,i các d̄iê

,
m B, C, . . . , H: 4 hı̀nh

vuông d .ang AC1F1H, 4 hı̀nh vuông d .ang ABB1A1 và hai hı̀nh
vuông ACEF, BDFH. Tô

,
ng c.ông tất c

,
a là 10k − 9 + 10 = 10(k +

1)− 9 hı̀nh vuông. J

Vı́ d .u 6.8. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi số nguyên n ≥ 0 tồn t .ai
m.ôt d̄u,̀o,ng tròn trên m .̆at ph

,
ăng chú,a trong nó n d̄iê

,
m vó,i t .oa d̄ .ô

nguyên.

Lò,i gi
,

ai. Chú,ng minh quy n .ap theo n. Nếu n = 0, thı̀ th .u
,c

chất d̄u,ò,ng tròn K0 không chú,a trong nó m.ôt d̄iê
,
m nào có t .oa

d̄ .ô nguyên, d̄ê
,

có d̄iều d̄ó ta lấy d̄u,ò,ng tròn bất kỳ vó,i tâm
O(x0, y0),

,
o, d̄ây ta ch.on m.ôt trong x0, y0 không ph

,
ai là số nguyên

và bán kı́nh r thı́ch h.o
,p. Nếu, vı́ d .u nhu, x0 không nguyên, thı̀
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có thê
,
ch.on r là số nh

,
o nhất trong {x0} và 1− {x0}. Th .ât v .ây,

nếu M(x, y) d̄iê
,
m bất kỳ trong d̄u,ò,ng tròn vù,a d .u

,ng K0, thı̀
x ≤ x0 + |OM| < x0 + r ≤ x0 + 1 − {x0} = [x0] + 1 và x ≥
x0 − |OM| > x0 − r ≥ x0 − {x0} = [x0] hay là [x0] < x < [x0] + 1
và vı̀ thế x không là số nguyên.

Gi
,
a s

,
u, chúng ta d̄ã xây

Hı̀nh 6.3:

d .u
,ng d̄u,.o

,c d̄u,ò,ng tròn Kn vó,i
tâm On, chú,a trong nó n d̄iê

,
m

vó,i t .oa d̄ .ô nguyên. Ta sẽ tăng
bán kı́nh d̄u,ò,ng tròn d̄ó lên và
giũ, nguyên tâm, tăng d̄u,ò,ng
tròn d̄ến mú,c không chú,a
d̄iê

,
m có t .oa d̄ .ô nguyên bên

trong ngoài Kn. Ta nh .ân d̄u,.o
,c

vòng tròn L1 d̄ồng tâm vó,i Kn,
chú,a n d̄iê

,
m có t .oa d̄ .ô nguyên trong d̄u,ò,ng tròn Kn và ı́t nhất

m.ôt d̄iê
,
m có t .oa d̄ .ô nguyên A trên d̄u,ò,ng tròn.

Gi
,
a s

,
u, P và Q là d̄iê

,
m c ´̆at (On A) vó,i d̄u,ò,ng tròn Kn, ho,n nũ,a

On n`̆am giũ,a P và A. Ta d .u
,ng d̄u,ò,ng tròn L2 vó,i d̄u,ò,ng kı́nh [PA].

Khi d̄ó L2 chú,a d̄úng n + 1 d̄iê
,
m vó,i t .oa d̄ .ô nguyên: n d̄iê

,
m bên

trong và m.ôt d̄iê
,
m trên biên. Ta có thê

,
tăng không nhiều bán

kı́nh d̄u,ò,ng tròn L2 d̄ê
,
d̄u,.o

,c d̄u,ò,ng tròn Kn+1 d̄ồng tâm vó,i L2 ,
mà nó chú,a n + 1 d̄iê

,
m có t .oa d̄ .ô nguyên và không chú,a t .oa d̄ .ô có

số nguyên nào khác. J

Vı́ d .u 6.9. H.o
,p c

,
ua m.ôt số hı̀nh tròn có di.ên tı́ch 1. Chú,ng minh

r `̆ang tù, trong chúng có thê
,
ch.on d̄u,

.o
,c m.ôt số hı̀nh tròn, tù,ng d̄ôi

m.ôt không c ´̆at nhau, mà di.ên tı́ch chung không nh
,
o ho,n

1
9

.
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Lò,i gi
,

ai. Bài toán d̄u,.o
,c suy ra tù, m.ênh d̄ề sau:

Bô
,

d̄ề: Trong m .̆at ph
,

ăng cho n d̄u,̀o,ng tròn, chúng ph
,

u m .̆at
ph

,
ăng vó,i di.ên tı́ch S. Khi d̄ó có thê

,
ch.on d̄u,

.o
,c m.ôt ho .̆ac m.ôt

số hı̀nh tròn d̄ôi m.ôt không c ´̆at nhau, tô
,
ng di.ên tı́ch c

,
ua chúng

không nh
,
o ho,n

S
9

.

Chú,ng minh. Ta s
,
u, d .ung phu,o,ng pháp quy n .ap theo n. Vó,i

n = 1 kh
,
ăng d̄.inh d̄úng hiê

,
n nhiên. Ta gi

,
a thiết r `̆ang bô

,
d̄ề d̄úng

vó,i m.oi k < n. Ta xét t .âp h.o
,p R gồm n hı̀nh tròn, mà nó ph

,
u m .̆at

ph
,
ăng vó,i di .ên tı́ch S và ta ký hi .êu K là d̄u,ò,ng tròn có bán kı́nh

ló,n nhất r. G.oi S(K) là di .ên tı́ch d̄u,ò,ng tròn này. Nếu S(K) ≥ S
9

,

thı̀ hı̀nh tròn K th
,
ao mãn kết lu .ân c

,
ua bô

,
d̄ề. Vı̀ v .ây vó,i S(K) <

S
9

. Mỗi m.ôt hı̀nh tròn tù, R có bán kı́nh không ló,n ho,n r, và suy

ra, nếu nó có d̄iê
,
m chung vó,i K, thı̀ nó ph

,
ai n `̆am trong d̄u,ò,ng

tròn d̄ồng tâm vó,i K có bán kı́nh 3r. Vı̀ di .ên tı́ch c
,
ua d̄u,ò,ng tròn

ló,n này là 9S(K), t .âp h.o
,p R1 c

,
ua tất c

,
a hı̀nh tròn mà có d̄iê

,
m

chung vó,i K, ph
,
u m.ôt phần c

,
ua m .̆at ph

,
ăng vó,i di .ên tı́ch không

ló,n ho,n 9S(K), suy ra nh
,
o ho,n S, vı̀ 9S(K) < S. Khi d̄ó có d̄u,ò,ng

tròn trong R không có d̄iê
,
m chung vó,i K. Tất c

,
a nhũ,ng d̄u,ò,ng

tròn nhu, v .ây t .ao thành m.ôt t .âp khác rỗng R2 = R \ R1 và ph
,
u

m.ôt phần m .̆at ph
,
ăng vó,i di .ên tı́ch S2 ≥ S − 9S(K); Vó,i nhũ,ng

d̄u,ò,ng tròn nhu, v .ây tù, R2 số lu,.o
,ng nh

,
o ho,n n. Theo gi

,
a thiết

quy n .ap tù, t .âp h.o
,p R2 có thê

,
ch.on d̄u,.o

,c m.ôt ho .̆ac m.ôt số hı̀nh
tròn d̄ôi m.ôt không giao nhau, tô

,
ng di .ên tı́ch c

,
ua chúng không

nh
,
o ho,n

S2

9
, suy ra không nh

,
o ho,n

1
9
(S − 9S(K)) =

S
9
− S(K).

Hı̀nh tròn K không có nhũ,ng d̄iê
,
m chung vó,i bất cú, m.ôt d̄u,ò,ng

tròn nào trong nhũ,ng d̄u,ò,ng tròn ta d̄ang xét. Thêm vào t .âp h.o
,p
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nhũ,ng d̄u,ò,ng tròn d̄ang xét d̄u,ò,ng tròn K, ta sẽ nh .ân d̄u,.o
,c t .âp

h.o
,p nhũ,ng d̄u,ò,ng tròn d̄ôi m.ôt không giao nhau, mà tô

,
ng di .ên

tı́ch c
,
ua chúng không nh

,
o ho,n

S
9

. J

Vı́ d .u 6.10. Dãy nhũ,ng số t .u
,nhiên a1, a2, . . . , an, . . . xác d̄.inh theo

d̄
,

ăng thú,c

a1 = 2, an+1 = (n + 1)an + 1, n = 1, 2, . . .

Trong m.ôt m .̆at ph
,

ăng cho an + 1 d̄iê
,
m khác nhau, không có ba

d̄iê
,
m nào n `̆am trên m.ôt d̄u,̀o,ng th

,
ăng. Tất c

,
a các d̄o .an th

,
ăng nối

nhũ,ng d̄iê
,
m này d̄u,

.o
,c tô b `̆ang m.ôt trong n màu d̄ã cho. Chú,ng

minh r `̆ang vó,i m.oi n = 1, 2, . . . tồn t .ai tam giác vó,i nhũ,ng d̄
,
ınh

trong các d̄iê
,
m d̄ã cho, mà nhũ,ng c .anh c

,
ua nó d̄ều d̄u,

.o
,c tô cùng

m.ôt màu.

Lò,i gi
,

ai. Chú,ng minh quy n .ap theo n. Vó,i n = 1 kh
,
ăng d̄.inh

d̄úng hiê
,
n nhiên. Ta gi

,
a thiết r `̆ang nó cũng d̄úng vó,i n = k. Cho

ak+1 + 1 d̄iê
,
m th

,
oa mãn d̄iều ki .ên bài toán và O là m.ôt trong

nhũ,ng d̄iê
,
m d̄ó. Tất c

,
a d̄o .an th

,
ăng nối O vó,i mỗi d̄iê

,
m còn l .ai

tù, ak+1 d̄iê
,
m, là ak+1 = (k + 1)ak + 1. Nhũ,ng d̄o .an này d̄u,.o

,c tô
nhiều nhất b `̆ang k + 1 màu khác nhau. Suy ra tù, nhũ,ng d̄o .an
th

,
ăng xuất phát tù, O, có ı́t nhất ak + 1 d̄o .an th

,
ăng tô cùng m.ôt

màu (nguyên lý Dirichlet), lấy d̄ó là màu d̄
,
o. Ta xét nhũ,ng d̄iê

,
m

A1, A2, . . . , Aak+1, mà chúng nối vó,i O b `̆ang d̄o .an th
,
ăng màu d̄

,
o.

Nếu giũ,a chúng có hai Ai và Aj cũng nối b `̆ang d̄o .an th
,
ăng màu

d̄
,
o, thı̀ tam giác OAi Aj là cùng m.ôt màu. Nếu m.oi c .̆ap hai d̄iê

,
m

c
,
ua A1, A2, . . . , Aak+1 d̄u,.o

,c nối b `̆ang d̄o .an th
,
ăng không ph

,
ai màu

d̄
,
o, ta có ak + 1 d̄iê

,
m, nhũ,ng d̄o .an th

,
ăng giũ,a chúng d̄u,.o

,c tô b `̆ang
k màu. Theo gi

,
a thiết quy n .ap ba d̄o .an nào d̄ó trong chúng là

d̄
,
ınh c

,
ua m.ôt tam giác cùng màu. J
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Vı́ d .u 6.11. Trong m.ôt m .̆at ph
,

ăng cho 2000 d̄iê
,
m, không có ba

d̄iê
,
m nào n `̆am trên m.ôt d̄u,̀o,ng th

,
ăng. M.ôt số trong chúng d̄u,

.o
,c

nối thành d̄o .an th
,

ăng theo nguyên t ´̆ac sau: Nếu d̄iê
,
m A d̄u,

.o
,c nối

vó,i d̄iê
,
m B và d̄iê

,
m B d̄u,

.o
,c nối vó,i d̄iê

,
m C, thı̀ A không d̄u,

.o
,c

nối vó,i d̄iê
,
m C. Chú,ng minh r `̆ang vó,i cách nối trên ta thu d̄u,

.o
,c

không quá 1 000 000 d̄o .an th
,

ăng.

Lò,i gi
,

ai. B`̆ang quy n .ap theo n ta sẽ chú,ng minh r `̆ang
nếu trong m .̆at ph

,
ăng cho 2n d̄iê

,
m th

,
oa mãn d̄iều ki .ên

d̄ầu bài, thı̀ nhũ,ng d̄o .an th
,
ăng k

,
e d̄u,.o

,c không quá n2(n =

2, 3, . . .). Vó,i n = 2 kh
,
ăng d̄.inh là hiê

,
n nhiên. Gi

,
a thiết

r `̆ang kh
,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i 2n d̄iê

,
m, và ta xét 2n + 2 d̄iê

,
m.

Lấy hai d̄iê
,
m A và B tù, nhũ,ng d̄iê

,
m nối d̄u,.o

,c b `̆ang d̄o .an th
,
ăng.

Còn l .ai 2n d̄iê
,
m, theo gi

,
a thiết quy n .ap nhũ,ng d̄o .an th

,
ăng k

,
e

d̄u,.o
,c giũ,a 2n d̄iê

,
m này không ló,n ho,n n2. Nhũ,ng d̄o .an th

,
ăng k

,
e

tù, A và B tó,i 2n d̄iê
,
m còn l .ai, không quá 2n (vı̀ nếu m.ôt d̄iê

,
m

d̄u,.o
,c nối vó,i A, nó sẽ không d̄u,.o

,c nối vó,i B và ngu,.o
,c l .ai). Ch

,
ı còn

thêm m.ôt d̄o .an nối A và B. Nhu, v .ây tất c
,
a các d̄o .an th

,
ăng k

,
e

d̄u,.o
,c không quá n2 + 2n + 1 = (n + 1)2. J

Vı́ d .u 6.12. a) Ðiê
,
m O n `̆am trong phần trong c

,
ua d̄a giác lồi

A1A2 . . . An. Ta xét tất c
,

a các góc AiOAj,
,

o, d̄ây i và j là nhũ,ng
số t .u

, nhiên khác nhau giũ,a các số 1, 2, . . . , n. Chú,ng minh r `̆ang
giũ,a nhũ,ng góc này có ı́t nhất n− 1 góc ph

,
ai là góc nh.on (nghı̃a

là ho .̆ac là góc vuông, góc tù ho .̆ac là góc b.et).

b) Cùng bài toán cho d̄a di.ên vó,i n d̄
,
ınh.

Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo n. Vó,i n = 3 kh
,
ăng

d̄.inh d̄u,.o
,c chú,ng minh dễ dàng. Ta gi

,
a thiết r `̆ang nó d̄úng vó,i

n = k,
,
o, d̄ây k là m.ôt số t .u

, nhiên nào d̄ó và ta xét d̄a giác lồi có
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số c .anh k + 1, A1A2 . . . Ak+1. Ta k
,
e d̄u,ò,ng th

,
ăng l d̄i qua O vuông

góc vó,i OAk+1 (hı̀nh 7).

Ít nhất m.ôt trong nhũ,ng d̄
,
ınh

Hı̀nh 6.4:

c
,
ua (k + 1)-d̄a giác n `̆am trong n

,
u,a

m .̆at ph
,
ăng khác phı́a vó,i Ak+1 ngăn

b
,
o,i d̄u,ò,ng th

,
ăng l. Cho d̄ó là d̄

,
ınh

A2. Khi d̄ó góc A2OAk+1 là tù.
Theo gi

,
a thiết quy n .ap k-d̄a giác

lồi A1 A2 . . . Ak có ı́t nhất k − 1 góc
không nh.on d .ang AiOAj và chúng
khác vó,i góc A2OAk+1. B `̆ang cách d̄ó
chú,ng minh d̄u,.o

,c r `̆ang số lu,.o
,ng nhũ,ng góc AiOAj không nh.on

trong (k + 1)−d̄a giác A2 . . . Ak+1 ı́t nhất là k. J

Vı́ d .u 6.13. a) Chú,ng minh r `̆ang trong m.oi n− giác (n ≥ 4) có ı́t
nhất m.ôt d̄u,̀o,ng chéo n `̆am tr.on v.en bên trong d̄a giác.

b) Số nh
,
o nhất các d̄u,̀o,ng chéo nhu, v .ây trong n− giác là bao

nhiêu?

Lò,i gi
,

ai. a) Nếu d̄a giác là lồi thı̀ bài toán là hiê
,
n nhiên. Bây giò,

gi
,
a s

,
u, góc trong c

,
ua d̄a giác t .ai d̄

,
ınh A ló,n ho,n 1800. B

,
o,i góc nhı̀n

tr .on v.en m.ôt c .anh c
,
ua d̄a giác tù, d̄

,
ınh A luôn du,ó,i m.ôt góc nh

,
o

ho,n 1800, cho nên tù, d̄
,
ınh A sẽ nhı̀n d̄u,.o

,c tr .on v.en ı́t nhất hai
c .anh. Do d̄ó tồn t .ai tia xuất phát tù, d̄iê

,
m A mà trên d̄ó xâ

,
y ra

vi .êc d̄ô
,
i (các phần) các c .anh d̄u,.o

,c nhı̀n tù, d̄iê
,
m A (hı̀nh 9). Mỗi

tia d̄ó cho m.ôt d̄u,ò,ng chéo n `̆am tr.on v.en bên trong d̄a giác.

b) Tù, hı̀nh 8 ta thấy cách d .u
,ng m.ôt n− giác có d̄úng n − 3

d̄u,ò,ng chéo n `̆am tr.on v.en trong nó. Còn l .ai ta ph
,
ai chú,ng minh

r `̆ang trong m.oi n− giác có ı́t nhất n − 3 d̄u,ò,ng chéo n `̆am bên
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Hı̀nh 6.5: Hı̀nh 6.6:

trong. Vó,i n = 3 m.ênh d̄ề d̄ó dúng. Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄ó d̄úng

cho tất c
,
a các k− giác, vó,i k < n, ta ph

,
ai chú,ng minh nó cho

n−giác. Theo kết qu
,
a bài trên, n− giác có thê

,
d̄u,.o

,c chia b
,
o,i m.ôt

d̄u,ò,ng chéo n `̆am tr.on v.en bên trong thành hai d̄a giác (k + 1)−
giác và (n− k + 1)− giác, vó,i k + 1 < n và n− k + 1 < n. Trong
các d̄a giác d̄ó có ı́t nhất (k + 1) − 3 và (n − k + 1) − 3 d̄u,ò,ng
chéo n `̆am bên trong tu,o,ng ú,ng. Do d̄ó trong n−giác có ı́t nhất
1 + (k− 2) + (n− k− 2) = n− 3 d̄u,ò,ng chéo n `̆am bên trong. J

Vı́ d .u 6.14. Chú,ng minh r `̆ang m.oi n−giác có thê
,
c ´̆at ra thành

các tam giác b `̆ang các d̄u,̀o,ng chéo không c ´̆at nhau.

Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh m.ênh d̄ề này b `̆ang quy n .ap theo n. Vó,i
n = 3 m.ênh d̄ề d̄úng. Gi

,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng cho tất c

,
a k−giác, vó,i

k < n, ta cần chú,ng minh nó cho m.oi n− giác. M.ôt n− giác bất
kỳ có thê

,
d̄u,.o

,c chia b
,
o,i m.ôt d̄u,ò,ng chéo ra thành hai d̄a giác (bài

tru,ó,c), trong d̄os mỗi d̄a giác có số c .anh nh
,
o ho,n n, tú,c là chúng

có thê
,
d̄u,.o

,c chia ra thành các tam giác theo gi
,
a thiết quy n .ap. J

Vı́ d .u 6.15. Chú,ng minh r `̆ang tô
,
ng các góc trong c

,
ua m.ôt n−giác

bất kỳ b `̆ang (n− 2)1800.
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Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh m.ênh d̄ề b `̆ang quy n .ap. Vó,i n = 3 m.ênh
d̄ề d̄úng là hiê

,
n nhiên. Gi

,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄ã d̄u,.o

,c chú,ng minh cho
tất c

,
a các k−giác, vó,i k < n, ta ph

,
ai chú,ng minh nó cho m.oi n−

giác. M.ôt n− giác bất kỳ có thê
,
d̄u,.o

,c chia b
,
o,i m.ôt d̄u,ò,ng chéo ra

làm 2 d̄a giác (Xem bài tru,ó,c). Nếu số c .anh c
,
ua m.ôt d̄a giác d̄ó

b `̆ang k + 1, thı̀ số c .anh c
,
ua d̄a giác kia b `̆ang n− k + 1, ho,n nũ,a

c
,
a hai số d̄ó d̄ều nh

,
o ho,n n. Do d̄ó tô

,
ng các góc c

,
ua các d̄a giác

d̄ó tu,o,ng ú,ng b `̆ang (k− 1)1800 và (n− k− 1)1800. Cũng rõ ràng
r `̆ang tô

,
ng các góc c

,
ua n−giác b `̆ang tô

,
ng các góc c

,
ua các d̄a giác

d̄ó, tú,c là b `̆ang (k− 1 + n− k− 1)1800 = (n− 2)1800. J

Vı́ d .u 6.16. Chú,ng minh r `̆ang m.oi n−giác lồi vó,i n ≥ 5 d̄ều có
thê

,
c ´̆at ra thành ngũ giác lồi.

Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh b `̆ang quy n .ap r `̆ang m.oi n− giác lồi vó,i
n ≥ 5 d̄ều có thê

,
c ´̆at ra thành các ngũ giác lồi. Vó,i n = 5 d̄iều d̄ó

là hiê
,
n nhiên, còn vó,i n = 6 và 7 có thê

,
xem hı̀nh 10 và 11.

Bây giò, gi
,
a s

,
u, r `̆ang n ≥ 8 và m.oi m− giác lồi vó,i 5 ≤ m < n

d̄ều có thê
,
c ´̆at ra thành các ngũ giác. Tù, n− giác có thê

,
c ´̆at ra

m.ôt ngũ giác t .ao b
,
o,i 5 d̄

,
ınh liên tiếp. Khi d̄ó còn l .ai (n− 3)− giác.

B
,
o,i vı̀ 5 ≤ n− 3 < n, nên (n− 3)− giác l .ai có thê

,
c ´̆at ra thành

các ngũ giác theo gi
,
a thiết quy n .ap toán h.oc. J

6.2. Bài t .âp
... 6.17. Trong m .̆at ph

,
ăng cho n ≥ 3 d̄iê

,
m. Chú,ng minh r `̆ang mỗi

d̄iê
,
m có thê

,
nối vó,i m.ôt số d̄iê

,
m còn l .ai sao cho nhũ,ng d̄o .an th

,
ăng

nh .ân d̄u,.o
,c không t .u

, c ´̆at nhau và t .ao thành m.ôt d̄a giác lồi gép
b

,
o,i nhũ,ng tam giác.

... 6.18. Ð.ô dài c
,
ua mỗi d̄o .an th

,
ăng trong n ≥ 3 d̄o .an th

,
ăng d̄ã
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Hı̀nh 6.7: Hı̀nh 6.8:

cho ló,n ho,n 1. Biết r `̆ang không có k ( k = 3, 4, . . . , n ) số d̄o .an có
thê

,
t .ao ra các c .anh m.ôt d̄a giác. Chú,ng minh r `̆ang tô

,
ng d̄ .ô dài

c
,
ua các d̄o .an ló,n ho,n 2n−1.

... 6.19. Trên m .̆at ph
,
ăng b.i chia b

,
o,i n d̄u,ò,ng tròn ra các m

,
anh

khác nhau. Chú,ng minh r `̆ang m .̆at ph
,
ăng có thê

,
tô b `̆ang hai màu

sao cho mỗi m
,
anh tô m.ôt màu duy nhất và hai m

,
anh liền nhau

có màu khác nhau.

... 6.20.
,
O
,

d̄ầu d̄u,ò,ng kı́nh m.ôt d̄u,ò,ng tròn ta viết số 1. Mỗi n
,
u,a

d̄u,ò,ng tròn l .ai chia d̄ôi và
,
o, d̄iê

,
m giũ,a ta viết tô

,
ng nhũ,ng số

,
o,

hai d̄ầu cung. Sau d̄ó mỗi phần tu, cung ta l .ai chia làm d̄ôi và
,
o,

d̄iê
,
m giũ,a viết số tô

,
ng

,
o, hai d̄ầu cung. Cách làm này l .̆ap l .ai n

lần. Hãy tı́nh tô
,
ng các số d̄ã viết ra.
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7.1. Phân t́ıch d̄a thú,c ra thù,a số
Ða thú,c b .âc n g.oi là hàm số có d .ang

P(x) = a0xn + a1xn−1 + · · ·+ an, (a0 6= 0) (7.1)
,
o, d̄ây a0, a1, . . . , an là nhũ,ng h `̆ang số (h.ê số d̄a thú,c), còn n ≥ 0
là m.ôt số nguyên (b .âc c

,
ua d̄a thú,c). Ða thú,c là m.ôt ló,p hàm d̄o,n

gi
,
an, nhu,ng có rất nhiều ú,ng d .ung trong toán h.oc. Vó,i n = 0 d̄a

thú,c (7.1) là h `̆ang số a0, vó,i n = 1, P(x) tr
,
o, thành hàm tuyến

tı́nh P(x) = a0x + a1, còn vó,i n = 2, P là tam thú,c b .âc hai P(x) =
a0x2 + a1x+ a2. Ðê

,
d̄a thú,c có b .âc là n thı̀ luôn có d̄iều ki .ên a0 6= 0.

Trong tru,ò,ng h.o
,p ngu,.o

,c l .ai thı̀ b .âc cao nhất c
,
ua d̄a thú,c P là n.

Nếu P(x) và Q(x) là nhũ,ng d̄a thú,c, thı̀ P(x) + Q(x), P(x)−
Q(x) và P(x).Q(x) cũng là d̄a thú,c, nhu,ng phép chia hai d̄a thú,c
cho nhau không luôn luôn là m.ôt d̄a thú,c.

Số α g.oi là nghi .êm c
,
ua d̄a thú,c P(x), nếu P(α) = 0. Nhu,
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v .ây, Nếu tam thú,c b .âc hai P(x) = ax2 + bx + c, mà b2 − 4ac ≥ 0
thı̀ hai nghi .êm c

,
ua tam thú,c này x1, x2 d̄u,a ta d̄ến phân tı́ch

P(x) = a(x− x1)(x− x2). Tô
,
ng quát ho,n ta có

Vı́ d .u 7.1. Nếu P(x) là m.ôt d̄a thú,c b .âc n ≥ 1 và α là m.ôt số
th .u

,c, thı̀ α là nghi.êm c
,

ua P(x) khi và ch
,
ı khi tồn t .ai m.ôt d̄a thú,c

Q(x) b .âc n− 1, mà nó tho
,

a mãn d̄
,

ăng thú,c sau

P(x) = (x− α)Q(x) (7.2)

vó,i m.oi x.

Lò,i gi
,

ai. Ðiều ki .ên d̄
,
u là tất nhiên d̄úng. Ta chú,ng minh d̄iều

ki .ên cần, nếu P(x) là d̄a thú,c b .âc n

P(x) =
n

∑
i=0

an−ixi (7.3)

và P(α) = 0, nghı̃a là
P(α) =

n

∑
i=0

an−iα
i = 0. (7.4)

Ta s
,
u, d .ung d̄

,
ăng thú,c an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b + · · ·+

bn−1), tù, (7.3) và (7.4) ta nh .ân d̄u,.o
,c

P(x) = P(x)− P(α) =
n

∑
i=0

an−i(xi − αi) =

= (x− α)
n

∑
i=1

an−i(xi−1 + xi−2α + · · ·+ αn−1) = (x− α)Q(x),

,
o, d̄ây Q(x) =

n

∑
i=1

an−i(xi−1 + xi−2α + · · ·+ αn−1) hiê
,
n nhiên là d̄a

thú,c b .âc n− 1 (vı̀ a0 6= 0). J

Vı́ d .u 7.2. Không có m.ôt d̄a thú,c b .âc n có nhiều ho,n n nghi.êm
số khác nhau.
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Lò,i gi
,

ai. Chú,ng minh b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap theo n. Gi
,
a

s
,
u, P là m.ôt d̄a thú,c b .âc n và α1, α2, . . . là nghi .êm c

,
ua nó ( αi 6= αj

vó,i i 6= j). Vó,i n = 1, P(x) = a0x + a1(a0 6= 0) có m.ôt nghi .êm
duy nhất α1 = − a1

a0
. Gi

,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i số n. Ta sẽ chú,ng

minh nó cũng d̄úng vó,i n + 1. Vó,i m .uc d̄ı́ch này ta gi
,
a s

,
u, tồn

t .ai m.ôt d̄a thú,c Q b .âc n + 1, mà nó có n + 2 nghi .êm khác nhau
α1, α2, . . . , αn+2. Khi d̄ó Q có thê

,
biê

,
u diễn du,ó,i d .ang (do .7.1)

Q(x) = (x− αn+2)Q1(x)
,
o, d̄ây Q1 là d̄a thú,c b .âc n. Vı̀ thù,a số x− αn+2 không có nghi .êm
là m.ôt trong các số α1, α2, . . . , αn+1, thı̀ chúng là nghi .êm c

,
ua Q1.

Nhu,ng d̄iều này có nghı̃a là m.ôt d̄a thú,c b .âc n có n + 1 nghi .êm
hoàn toàn khác nhau, trái vó,i gi

,
a thiết quy n .ap. J

Vı́ d .u 7.3. Chú,ng minh r `̆ang mỗi d̄a thú,c

P(x) = a0xn + a1xn−1 + · · ·+ an, (a0 6= 0)

có thê
,
biê

,
u diễn du,́o,i d .ang

P(x) = a0(x− α1)(x− α2) . . . (x− αn),
,

o,d̄ây α1, α2, . . . , αn là nghi.êm c
,

ua d̄a thú,c.

Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo n. Nếu n = 1, thı̀
P(x) = a0x + a1 có m.ôt nghi .êm duy nhất α1 = − a1

a0
và hiê

,
n nhiên

P(x) = a0(x +
a1

a0
) = a0(x− α1).

Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề kh

,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i d̄a thú,c b .âc n− 1 và cho

deg P(x) = n. Ta biết r `̆ang P(x) tồn t .ai nghi .êm nhu, các bài t .âp
trên d̄ã chú,ng minh, lấy α1 là nghi .êm c

,
ua P(x). Khi d̄ó P(x) =

(x − α1)Q(x), dễ thấy deg Q(x) = n − 1 và h.ê số tru,ó,c b .âc cao
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nhất c
,
ua d̄a thú,c này trùng vó,i a0 c

,
ua P(x). Tù, d̄ó suy ra nhũ,ng

nghi .êm c
,
ua P(x) là α1 và nhũ,ng nghi .êm c

,
ua Q(x). Theo gi

,
a thiết

quy n .ap
Q(x) = a0(x− α2)(x− α3) . . . (x− αn),,

o, d̄ây α2, α3, . . . , αn là tất c
,
a nghi .êm c

,
ua Q(x). Khi d̄ó tất c

,
a

nghi .êm c
,
ua P(x) là α1, α2, . . . , αn và

P(x) = (x− α1)Q(x) = a0(x− α1)(x− α2) . . . (x− αn). J

Ký hi .êu F là m.ôt t .âp số: t .âp h.o
,p số phú,c, t .âp h.o

,p số th .u
,c và

t .âp h.o
,p số hũ,u t

,
y. Nhũ,ng d̄a thú,c không ph

,
ai h `̆ang số P(x) vó,i

h.ê số trong t .âp h.o
,p F g.oi là không phân tı́ch d̄u,

.o
,c trên F, nếu nó

không thê
,
biê

,
u diễn d̄u,.o

,c nhu, tı́ch c
,
ua hai d̄a thú,c (không ph

,
ai

d̄a thú,c h `̆ang số) có h.ê số thu.ôc F, có b .âc th .u
,c s .u

, nh
,
o ho,n b .âc

c
,
ua P(x).

Vı́ d .u 7.4. Chú,ng minh r `̆ang m.oi d̄a thú,c th .u
,c s .u

, vó,i h.ê
số thu.ôc F có thê

,
biê

,
u diễn nhu, tı́ch c

,
ua nhũ,ng thù,a số

không phân tı́ch d̄u,
.o
,c trên F. S .u

, biê
,
u diễn này là duy

nhất theo nghı̃a dãy c
,

ua các thù,a số có thê
,

khác nhau
tu,o,ng ú,ng vó,i h `̆ang số khác không c

,
ua F, nói các khác,

nếu

P(x) = P1(x).P2(x) . . . , Pr(x) = Q1(x).Q2(x) . . . Qs(x)

là hai biê
,
u diễn c

,
ua P(x) nhu, tı́ch các thù,a số không phân tı́ch

d̄u,
.o
,c trên F, thı̀ r = s và Pi(x) = αiQki(x),

,
o, d̄ây 0 6= αi ∈ F và

k1, k2, . . . , kr là nhũ,ng số nào d̄ó xếp thú, t .u
,theo 1, 2, . . . , r.

Lò,i gi
,

ai. Cho P(x) không ph
,
ai là d̄a thú,c h `̆ang trong t .âp h.o

,p F
và n = deg P(x). Nếu n = 1, thı̀ P(x) = a0x + a1 là không phân
tı́ch d̄u,.o

,c và nó biê
,
u diễn nhu, tı́ch duy nhất thù,a số không phân

tı́ch d̄u,.o
,c.
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Cho n là số t .u
, nhiên bất kỳ và gi

,
a thiết r `̆ang m.oi d̄a thú,c b .âc

nh
,
o ho,n n có thê

,
biê

,
u diễn nhu, tı́ch các thù,a số không phân tı́ch

d̄u,.o
,c trên F.

Nếu d̄a thú,c d̄ã cho P(x) là không phân tı́ch d̄u,.o
,c trên F, thı̀

có thê
,
công nh .ân nó biê

,
u diễn nhu, tı́ch c

,
ua m.ôt d̄a thú,c không

phân tı́ch d̄u,.o
,c.

Nếu d̄a thú,c phân tı́ch d̄u,.o
,c, thı̀ nó có d .ang

P(x) = Q(x).H(x),
,
o, d̄ây Q(x) và H(x) là nhũ,ng d̄a thú,c vó,i h .ê số trong F và
deg Q(x) < n và deg H(x) < n. Nhu,ng khi d̄ó theo gi

,
a thiết quy

n .ap Q(x) và H(x) biê
,
u diễn nhu, tı́ch c

,
ua các thù,a số d̄a thú,c

trên F. Suy ra cũng d̄úng cho P(x). Nghı̃a là m.oi d̄a thú,c trên F
có thê

,
biê

,
u diễn nhu, tı́ch các thù,a số không phân tı́ch d̄u,.o

,c có h.ê
số trong F. Chú,ng minh duy nhất dành cho b .an d̄ .oc. J

7.2. Nguyên lý so sánh các h .ê số
Cho hai hàm số P1(x) và P2(x) xác d̄.inh trên m.ôt t .âp con D

c
,
ua số th .u

,c. Chúng ta nói r `̆ang P1(x) và P2(x) trùng nhau trong
D, nếu d̄

,
ăng thú,c P1(x) = P2(x) d̄úng vó,i m.oi x ∈ D. T .âp h.o

,p các
d̄a thú,c là m.ôt ló,p hàm d̄ .̆ac bi .êt. Miền xác d̄.inh c

,
ua mỗi d̄a thú,c

là t .âp h.o
,p con c

,
ua số th .u

,c. Nhu, v .ây hai d̄a thú,c P(x) và Q(x)
trùng nhau, nếu P(x) = Q(x) d̄úng vó,i m.oi x số th .u

,c. Ló,p các d̄a
thú,c có m.ôt tı́nh chất rất d̄ .̆ac bi .êt là d̄ê

,
cho hai d̄a thú,c P(x) và

Q(x) trùng nhau ch
,
ı cần thiết kiê

,
m tra P(x) = Q(x) d̄úng vó,i

m.ôt số hũ,u h .an giá tr.i c
,
ua x.

Vı́ d .u 7.5. Cho

P(x) = a0xn + a1xn−1 + · · ·+ an
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và
Q(x) = b0xm + b1xm−1 + · · ·+ bm

là hai d̄a thú,c và n ≥ m. Chú,ng minh r `̆ang nếu tồn t .ai n + 1
nhũ,ng số tù,ng d̄ôi m.ôt khác nhau α1, α2, . . . , αn+1(αi 6= αj vó,i i 6=
j) sao cho P(αi) = Q(αi), i = 1, 2, . . . , n + 1, thı̀ n = m và a0 =

b0, a1 = b1, . . . , an = bn.

Lò,i gi
,

ai. Do không có d̄òi h
,
oi gı̀ về b0 6= 0 và l .ai có n ≥ m, ta có

thê
,
gi

,
a thiết (b `̆ang cách d̄ánh số l .ai các h.ê số)

Q(x) = b0xn + b1xn−1 + · · ·+ bn

Bu,́o,c co, s
,

o,: nếu n = 1, thı̀ P(x) = a0x + a1, Q(x) = b0x + b1 và
tho

,
a mãn các d̄

,
ăng thú,c sau

a0α1 + a1 = b0α1 + b1

a0α2 + a1 = b0α2 + b1

Trù, theo vế ta nh .ân d̄u,.o
,c

a0(α1 − α2) = b0(α1 − α2)

Nhu,ng theo d̄iều ki .ên α1 6= α2 ta có thê
,
gi

,
an u,ó,c cho α1 − α2 6= 0.

Ta nh .ân d̄u,.o
,c a0 = b0, tù, d̄ó cũng suy ra a1 = b1.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n− 1. Ta có

P(x)−P(αn+1) =
n

∑
i=0

aixn−i −
n

∑
i=0

aiα
n−i
n+1

= a0(xn − αn
n+1) + a1(xn−1 − αn−1

n+1) + · · ·+ an−1(x− αn+1)

= (x− αn+1)(a0xn−1 + a′1xn−2 + · · ·+ a′n−1) = (x− αn+1)P1(x)
,
o, d̄ây P1(x) = a0xn−1 + a′1xn−2 + · · ·+ a′n−1

Tu,o,ng t .u
, Q(x)− Q(αn+1) = (x − αn+1)Q1(x),

,
o, d̄ây Q1(x) =

b0xn−1 + b′1xn−2 + · · · + b′n−1. Khi d̄ó vó,i i = 1, 2, . . . , n ta nh .ân
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d̄u,.o
,c

P1(αi) =
P(αi)− P(αn+1)

αi − αn+1
=

Q(αi)−Q(αn+1)

αi − αn+1
= Q1(αi)

và theo gi
,
a thiết quy n .ap a0 = b0, a′1 = b′1, . . . , a′n−1 = b′n−1. Ta d̄ .̆at

P2(x) = a1xn−1 + a2xn−2 + · · ·+ an

Q2(x) = b1xn−1 + b2xn−2 + · · ·+ bn

vó,i i = 1, 2, . . . , n, n + 1 sẽ tho
,
a mãn

P2(αi) = P(αi)− a0αn
i = Q(αi)− b0αn

i = Q2(αi)

L .ai áp d .ung gi
,
a thiết quy n .ap ta có a1 = b1, a2 = b2, . . . , an = bn.

J

Vı́ d .u 7.6. Tı̀m tất c
,

a các d̄a thú,c P(x) tho
,

a mãn d̄
,

ăng thú,c
P(x) = P(x + 1).

Lò,i gi
,

ai. Dễ thấy, nếu P(x) là d̄a thú,c h `̆ang
số, thı̀ nó tho

,
a mãn d̄

,
ăng thú,c trên. Ta gi

,
a s

,
u,

deg P(x) ≥ 1 và cho P(x) = a0xn + a1xn−1 + · · · + an,
a0 6= 0 và P(x) tho

,
a mãn d̄

,
ăng thú,c P(x) = P(x + 1). Khi

d̄ó

a0(x + 1)n + a1(x + 1)n−1 + · · ·+ an = a0xn + a1xn−1 + · · ·+ an

tù, d̄ây so sánh h.ê số tru,ó,c xn−1, ta nh .ân d̄u,.o
,c na0 + a1 = a1, tú,c

là a0 = 0 nó vô lý vó,i gi
,
a thiết. Suy ra ch

,
ı có nhũ,ng d̄a thú,c h `̆ang

số là tho
,
a mãn d̄iều ki .ên d̄ầu bài ra. J

Vı́ d .u 7.7. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi số t .u
, nhiên k tồn t .ai duy

nhất m.ôt d̄a thú,c Pk(x) b .âc k + 1 sao cho Pk(0) = 0 và xk =

Pk(x + 1)− Pk(x).
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Lò,i gi
,

ai. Vi.êc tồn t .ai d̄a thú,c Pk(x) ta sẽ chú,ng minh quy n .ap
theo k. Vó,i k = 0 và k = 1 ta có

x0 = 1 = (x + 1)− x;

x = (
1
2
(x + 1)2 − 1

2
(x + 1))− (

1
2

x2 − 1
2

x)

Nghı̃a là P0(x) = x, P1(x) =
1
2

x2 − 1
2

x.

Gi
,
a thiết vó,i mỗi l ≤ k tồn t .ai d̄a thú,c Pl(x), vó,i nó Pl(0) = 0

và xl = Pl(x + 1)− Pl(x). Ta có

xk+1 = x.xk = xPk(x + 1)− xPk(x),

tù, d̄ó có

xk+1 + Pk(x + 1) = (x + 1)Pk(x + 1)− xPk(x).

Cho thêm

Pk(x + 1) = ak+1xk+1 + akxk + · · ·+ a1x + a0.

Khi d̄ó

(1+ak+1)xk+1 = (x + 1)Pk(x + 1)− xPk(x)−
k

∑
i=0

al Pl(x + 1)−
k

∑
l=1

al Pl(x)

= ((x + 1)Pk(x + 1)−
k

∑
l=0

al Pl(x + 1))− (xPk(x)−
k

∑
l=0

al Pl(x)).

Vó,i b .âc c
,
ua d̄a thú,c H(x) = xPk(x)−

k

∑
l=0

al Pl(x) cao nhất ch
,
ı là

k + 1 và dễ thấy r `̆ang h.ê số tru,ó,c xk+1 trong d .ang chuâ
,
n t ´̆ac c

,
ua

H(x) d̄úng là ak+1. Nếu gi
,
a s

,
u, r `̆ang 1 + ak+1 = 0, ta nh .ân d̄u,.o

,c
H(x + 1) = H(x) và khi d̄ó ta có H(x) là h `̆ang số (bài trên), nó
trái vó,i ak+1 6= 0. Suy ra 1 + ak+1 6= 0 và nếu ta d̄ .̆at

Pk+1(x) =
1

1 + ak+1
(xPk(x)−

k

∑
l=0

al Pl(x)),
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Ta nh .ân d̄u,.o
,c

xk+1 = Pk+1(x + 1)− Pk+1(x).

Chú,ng minh duy nhất dành cho b .an d̄ .oc. J

Vı́ d .u 7.8. Hãy tı̀m tất c
,

a d̄a thú,c P(x) tho
,

a mãn d̄iều ki.ên

P(x2 − 2) = (P(x))2 − 2.

Lò,i gi
,

ai. Ta chú ý nhu, bài tru,ó,c vó,i m.oi số t .u
, nhiên n tồn t .ai

nhiều nhất m.ôt d̄a thú,c Pn(x) b .âc n tho
,
a mãn

Pn(x2 − 2) = (Pn(x))2 − 2. (7.5)

Vó,i vi .êc so sánh h.ê số tru,ó,c số mũ cùng b .âc c
,
ua x trong phu,o,ng

trı̀nh trên ta tı̀m d̄u,.o
,c

P1(x) = x, P2(x) = x2 − 2, P3(x) = x3 − 3x,

P4(x) = x4 − 4x2 + 2, P5(x) = x5 − 5x3 + 5x.
Ngoài ra không khó khăn gı̀ thiết l .âp d̄u,.o

,c quan h.ê

P3(x) = xP2(x)− P1(x);

P4(x) = xP3(x)− P2(x);

P5(x) = xP4(x)− P3(x).

Ðiều này g.o
,i ý cho ta d̄u,a ra m.ôt gi

,
a thiết sau d̄ây:

M.oi d̄a thú,c trong dãy

P1(x), P2(x), P3(x), . . . , Pn(x), . . .

d̄u,
.o
,c xác d̄.inh theo các d̄

,
ăng thú,c sau

P1(x) = x, P2(x) = x2 − 2, . . . , Pn+1(x) = xPn(x)− Pn−1(x)

tho
,

a mãn d̄iều ki.ên (7.5).
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Vı̀ d̄a thú,c Pn(x) b .âc n, theo bài t .âp tru,ó,c, nếu gi
,
a thiết trên

là d̄úng thı̀ chúng là tất c
,
a các d̄a thú,c tho

,
a mãn d̄iều ki .ên bài

toán.

Bây giò, ta chú,ng minh gi
,
a thiết b `̆ang quy n .ap toán h.oc theo

n. Vó,i n = 1 và n = 2 gi
,
a thiết d̄úng. Gi

,
a s

,
u, vó,i n nào d̄ó d̄a thú,c

Pn(x) và Pn+1(x) tho
,
a mãn d̄iều ki .ên (7.5). Khi d̄ó d̄ối vó,i Pn+2(x)

ta có

Pn+2(x2 − 2)− (Pn+2(x))2 + 2 =

= (x2 − 2)Pn+1(x2 − 2)− Pn(x2 − 2)− (xPn+1(x)− Pn(x))2 + 2

= (x2 − 2)((Pn+1(x))2 − 2)− ((Pn(x))2 − 2)− x2(Pn+1(x))2+

+ 2xPn+1(x).Pn(x)− (Pn(x))2 + 2

= −2(Pn+1(x))2 − 2(P(x))2 + 2xPn+1(x).Pn(x)− 2x2 + 8

= −2Hn(x),
,
o, d̄ây ta d̄ .̆at

Hn(x) = (Pn+1(x))2 + (Pn(x))2 − xPn+1(x).Pn(x) + x2 − 4.

M .̆at khác

Hn(x) = (xPn(x)− Pn−1(x))2 + (Pn(x))2 − x(xPn(x)

− Pn−1(x)).Pn(x) + x2 − 4

= (Pn(x))2 + (Pn−1(x))2 − xPn(x).Pn−1(x) + x2 − 4

= Hn−1(x) = Hn−2(x) = . . . = H1(x)

= (P2(x))2 + P1(x))2 − xP2(x).P1(x) + x2 − 4

= (x2 − 2)2 + x2 − x(x2 − 2)x + x2 − 4.

Suy ra Pn+2(x2 − 2) = (Pn+2(x))2 − 2. J

Vı́ d .u 7.9. Cho P(x) là d̄a thú,c vó,i h.ê số th .u
,c nh .ân giá tr.i số hũ,u
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t
,
y vó,i m.oi số x hũ,u t

,
y và giá tr.i số vô t

,
y vó,i m.oi số x vô t

,
y. Chú,ng

minh r `̆ang P(x) là d̄a thú,c tuyến tı́nh vó,i h.ê số hũ,u t
,
y.

Lò,i gi
,

ai. 1) Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang các h.ê số c
,
ua P(x) là hũ,u

t
,
y. Chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo b .âc n c

,
ua P(x). Th .ât v .ây, vó,i

n = 0, P(x) là h `̆ang số và nó là m.ôt số hũ,u t
,
y (vı̀ b `̆ang vı́ d .u nhu,

P(0)). Gi
,
a thiết kh

,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i tất c

,
a các d̄a thú,c b .âc nh

,
o

ho,n số t .u
, nhiên n (tất nhiên tho

,
a mãn d̄iều ki .ên d̄ầu bài) và cho

P(x) = a0xn + a1xn−1 + · · ·+ an−1x + an. Dễ thấy an = P(0) là số
hũ,u t

,
y và nếu ta d̄ .̆at

Q(x) = a0xn−1 + a1xn−2 + · · ·+ an−1 =
P(x)− an

x
,

thı̀ Q(x) sẽ nh .ân giá tr.i hũ,u t
,
y vó,i biến hũ,u t

,
y x. Theo gi

,
a thiết

quy n .ap khi d̄ó nhũ,ng số a0, a1, . . . , an−1 là hũ,u t
,
y.

Nhu, v .ây h.ê số c
,
ua P(x) là hũ,u t

,
y. Vó,i d̄iều d̄ó P(x) không là

h `̆ang số, vı̀ trong tru,ò,ng h.o
,p ngu,.o

,c l .ai P(x) sẽ là hũ,u t
,
y vó,i m.oi

x. Cho P(x) = a0xn + a1xn−1 + · · · + an, n > 0. Không mất tı́nh
tô

,
ng quát có thê

,
cho r `̆ang ai là nguyên. Ngoài ra d̄a thú,c

Q(x) = an−1
0 .(P(x)− an)

= (a0x)n + a1(a0x)n−1 + · · ·+ an−1an−2
0 (a0x).

Nghı̃a là d̄a thú,c

H(y) = yn + a1yn−1 + · · ·+ an−1an−2
0 y

tho
,
a mãn d̄iều ki .ên d̄ầu bài.

Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi số nguyên d̄
,
u ló,n m phu,o,ng

trı̀nh H(y) = m có nghi .êm. Th .ât v .ây, lấy m > H(0) và ϕ(y) =

H(y) − m. Khi d̄ó ϕ(0) < 0 và lim
y→∞

ϕ(y) = +∞, vı̀ thế phu,o,ng

trı̀nh H(y) = m có nghi .êm du,o,ng ym. Lấy m = p là số nguyên tố
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d̄
,
u ló,n. Ta có H(yp) = p. Tù, d̄iều ki .ên suy ra yp là số hũ,u t

,
y và

vı̀ h .ê số b .âc cao nhất c
,
ua H(y) là 1, thı̀ yp là nguyên và ngoài ra

yp d̄u,.o
,c chia hết b

,
o,i số h .ang t .u

, do c
,
ua ϕ(y), ho .̆ac là yp là u,ó,c số

c
,
ua p. Nghı̃a là yp = 1 ho .̆ac là yp = p. Nhu,ng d̄

,
ăng thú,c yp = 1

ch
,
ı có kh

,
a năng nhiều nhất vó,i m.ôt p. Nghı̃a là yp = p cho tất c

,
a

số nguyên tố d̄
,
u ló,n p. Nói cách khác, ta d̄ã nh .ân d̄u,.o

,c H(p) = p
vó,i tất c

,
a số nguyên tố d̄

,
u ló,n. Tù, nguyên lý so sánh các h.ê số

suy ra khi d̄ó H(y) = y và nghı̃a là P(x) = a0x + a1. J

Vı́ d .u 7.10. Cho P(x) là d̄a thú,c vó,i h.ê số nguyên, vó,i nó P(0) =
P(1) = 1. và a0 là số nguyên bất kỳ. Ta d̄.inh nghı̃a an+1 = P(an)

vó,i n ≥ 0. Hãy chú,ng minh r `̆ang vó,i m 6= n có d̄
,

ăng thú,c sau
(am, an) = 1.

Lò,i gi
,

ai. Ta chia d̄a thú,c P(x) cho x(x− 1). Lấy

P(x) = x(x− 1)Q(x) + ax + b,

Tù, quá trı̀nh chia d̄a thú,c suy ra Q(x) là d̄a thú,c vó,i h .ê số
nguyên. Trong d̄

,
ăng thú,c trên ta cho x = 0 và x = 1 và chú

ý r `̆ang P(0) = P(1) = 1, d̄ối vó,i a và b ta nh .ân d̄u,.o
,c h.ê phu,o,ng

trı̀nh b = 1, a + b = 1, tù, d̄ây suy ra b = 1 và a = 0, và nhu, v .ây
ta có P(x) = x(x − 1)Q(x) + 1,

,
o, d̄ây Q(x) là d̄a thú,c vó,i h.ê số

nguyên.

Ta sẽ chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo n, d̄
,
ăng thú,c

an ≡ 1 (mod a0a1 . . . an−1),

tù, d̄ây suy ra kết lu .ân c
,
ua bài toán. Th .ât v .ây, cho m < n và

(am, an) = d, Khi d̄ó a0a1 . . . an−1 chia hết cho d và suy ra an − 1
chia hết cho d. Nhu,ng an chia hết cho d, tù, d̄ây an − 1− an chia
hết cho d hay là 1 chia hết cho d ho .̆ac là d = 1.
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Ch
,
ı còn chú,ng minh r `̆ang an ≡ 1 (mod a0a1a2 . . . an−1) vó,i m.oi

n. Vó,i n = 1 ta có a1 = a0(a0 − 1)Q(a0) + 1 và suy ra a1 ≡ 1
(mod a0). Gi

,
a thiết d̄úng vó,i n nào d̄ó an ≡ 1 (mod a0a1 . . . an−1)

ho .̆ac là an = 1 + ka0a1 . . . an−1,
,
o, d̄ây k là nguyên. Vó,i an+1 ta tı̀m

d̄u,.o
,c

an+1 = an(an − 1)Q(an) + 1 = ka0a1 . . . an−1anQ(an) + 1,

tù, d̄ây ta có an+1 ≡ 1 (mod a0a1 . . . an−1an). J

Vı́ d .u 7.11. Cho dãy các d̄a thú,c P0(x), P1(x), . . . , Pn(x), . . . trong
d̄ó P0(x) = 2, P1(x) = x và vó,i m.oi n ≥ 1 thı̀

Pn+1(x) + Pn−1(x) = xPn(x).

Chú,ng minh r `̆ang tồn t .ai ba số a, b và c sao cho vó,i m.oi n ≥ 1 ta
d̄ều có

(x2 − 4)[P2
n(x)− 4] = [aPn+1(x) + bPn(x) + cPn−1(x)]2. (7.6)

Lò,i gi
,

ai. Gi
,
a s

,
u, tồn t .ai a, b, c d̄ê

,
(7.6) d̄úng vó,i m.oi n. Khi d̄ó

(7.6) d̄úng vó,i n = 1. Thay n = 1 vào (7.6) suy ra

(x2 − 4)(x2 − 4) = [a(x2 − 2) + bx + 2c]2.

Ta nh .ân thấy nếu ch.on a = 1, b = 0 và c = −1 thı̀ d̄
,
ăng thú,c trên

d̄u,.o
,c tho

,
a mãn.

Bây giò, ta chú,ng minh: nếu ch.on a = 1, b = 0, c = −1 thı̀ (7.6)
d̄úng vó,i m.oi n ≥ 2, tú,c là ta ph

,
ai chú,ng minh

(x2 − 4)(P2
n(x)− 4) = (Pn+1(x)− Pn−1(x))2. (7.6´)

Vı̀ Pn+1(x) = xPn(x)− Pn−1(x) nên (7.6´) tu,o,ng d̄u,o,ng vó,i

x2P2
n(x)− 4P2

n(x)− 4x2 + 16 = (xPn(x)− 2Pn−1(x))2

= x2P2
n(x)− 4xPn(x)Pn−1(x) + 4P2

n−1(x).
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Tu,o,ng d̄u,o,ng vó,i

P2
n(x) + x2 − 4 = Pn−1(x)(xPn(x)− Pn−1(x)) = Pn−1(x)Pn+1(x).

(7.7)
Ta sẽ chú,ng minh (7.7) b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap. Vó,i n = 1 thı̀
P2(x) = x2 − 2, nên dễ dàng thấy (7.7) d̄úng. Gi

,
a s

,
u, (7.7) d̄úng

vó,i n = k, tú,c là

P2
k (x) + x2 − 4 = Pk−1(x)Pk+1(x). (7.8)

Ta ph
,
ai chú,ng minh (7.7) d̄úng vó,i n = k + 1. Ta có

xPk+1(x)Pk(x) = xPk(x)Pk+1(x)⇔
⇔(Pk+2(x) + Pk(x))Pk(x) = (Pk+1(x) + Pk−1(x))Pk+1(x)

⇔P2
k (x) + Pk(x)Pk+2(x) = P2

k+1(x) + Pk−1(x)Pk+1(x)

⇔P2
k+1(x) = P2

k (x)− Pk−1(x)Pk+1(x)) + Pk(x)Pk+2(x).

Tù, (7.8) suy ra

P2
k+1(x) = −(x2 + 4)− Pk(x)Pk+2(x).

d̄ó là d̄iều cần chú,ng minh. J

7.3. Ð .ao hàm c
,
ua d̄a thú,c

Cho d̄a thú,c

P(x) = a0xn + a1xn−1 + · · ·+ an, (a0 6= 0).

Ða thú,c

P′(x) = na0xn−1 + (n− 1)a1xn−2 + · · ·+ 2an−2x + an−1, (a0 6= 0)

g.oi là d̄ .ao hàm b .âc nhất c
,
ua d̄a thú,c P(x). Ð.ao hàm c

,
ua d̄ .ao

hàm b .âc nhất P′(x) g.oi là d̄ .ao hàm b .âc hai c
,
ua P(x) và ký hi .êu

là P′′(x). Ta có thê
,
d̄.inh nghı̃a theo quy n .ap: d̄ .ao hàm b .âc k c

,
ua
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d̄a thú,c P(x) là d̄ .ao hàm c
,
ua d̄ .ao hàm b .âc k− 1 c

,
ua hàm P(x) và

ký hi .êu là P(k)(x). Ho .̆ac là, P(k)(x) = (P(k−1)(x))′.

Tù, d̄.inh nghı̃a d̄ .ao hàm c
,
ua d̄a thú,c ta dễ thấy các tı́nh chất

sau d̄úng:

1. Nếu b .âc c
,
ua P(x) là n, thı̀ b .âc c

,
ua P′(x) là n − 1 và

P(n+1)(x) = 0.

2. Các phép tı́nh d̄ối vó,i d̄ .ao hàm: nếu P(x) và Q(x) là nhũ,ng
d̄a thú,c bất kỳ, còn α là m.ôt số bất kỳ, thı̀

a) (P(x)±Q(x))′ = P′(x)±Q′(x); (αP(x))′ = αP′(x);

b) (P(x).Q(x))′ = P′(x)Q(x) + P(x)Q′(x).

Vı́ d .u 7.12. Chú,ng minh r `̆ang ((P(x))n)′ = n(P(x))n−1.P′(x).

Lò,i gi
,

ai. 1) Nếu n = 1 thı̀ P′(x) = P′(x).(P(x))0.

2) Gi
,
a s

,
u,

((P(x))n−1)′ = (n− 1)(P(x))n−2.P′(x).

Khi d̄ó theo tı́nh chất b) ta có

((P(x))n)′ = (P(x))n−1.P′(x) + (n− 1)(P(x))n−2.P′(x).P(x)

= n(P(x))n−1.P′(x). J

Vı́ d .u 7.13. Chú,ng minh r `̆ang nếu P(x) là d̄a thú,c bất kỳ b .âc n,
còn a là m.ôt số bất kỳ, thı̀

P(x) = P(a)+
P′(a)

1!
(x− a)+

P′′(a)
2!

(x− a)2 + · · ·+ P(n)(a)
n!

(x− a)n.

(Công thú,c Taylor).

Lò,i gi
,

ai. Chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo n b .âc c
,
ua d̄a thú,c P(x).
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1) Nếu n = 1, gi
,
a s

,
u, P(x) = A0 + A1(x − a). Khi d̄ó P′(x) =

A1(x − a)′ = A1 và nhu, v .ây P(a) = A0 và P′(a) = A1, suy công
thú,c Taylor d̄úng cho d̄a thú,c b .âc nhất. Gi

,
a s

,
u, công thú,c d̄úng

cho d̄a thú,c b .âc n− 1. Nếu P(x) là d̄a thú,c b .âc n và nếu

P(x) = A0 + A1(x− a) + · · ·+ An−1(x− a)n−1 + An(x− a)n.

Khi d̄ó Q(x) = A0 + A1(x− a) + · · ·+ An−1(x− a)n−1 là d̄a thú,c
b .âc n− 1 và theo gi

,
a thiết quy n .ap

A0 = Q(a), A1 =
Q′(a)

1!
, . . . , An−1 =

Q(n−1)(a)
(n− 1)!

.

Ngoài ra ta còn có

P(i)(x) = Q(i)(x) + n(n− 1) . . . (n− i + 1)An(x− a)n−i

tù, d̄ó suy ra vó,i i < n: P(i)(a) = Q(i)(a) và P(n)(a) = n!An. Cuối
cùng chúng ta nh .ân d̄u,.o

,c:

A0 = P(a), A1 =
P′(a)

1!
, . . . , An−1 =

P(n−1)(a)
(n− 1)!

An =
P(n)(a)

n!
.

Suy ra công thú,c Taylor d̄úng vó,i m.oi giá tr.i n. J

Vı́ d .u 7.14. Chú,ng minh r `̆ang nếu P(x) và Q(x) là nhũ,ng d̄a
thú,c bất kỳ và k là m.ôt số t .u

,nhiên, thı̀

(P(x).Q(x))(k) = C0
k P(k)(x).Q(x) + C1

k P(k−1)(x)Q′(x)+

· · ·+ Ck
k P(x)Q(k)(x).

(Công thú,c Leibniz).

Lò,i gi
,

ai. Chú,ng minh b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap theo k.

1) Vó,i k = 1 ta có
(P.Q)′ = P′.Q + PQ′ = C0

1 P′Q + C1
1 P.Q′.

Công thú,c d̄úng vó,i k = 1.
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2) Gi
,
a s

,
u, công thú,c d̄úng vó,i số t .u

, nhiên k. Khi d̄ó vó,i k + 1
ta nh .ân d̄u,.o

,c

(P.Q)(k+1) = ((P.Q)(k))′ = (C0
k P(k).Q + · · ·+ Cs

kP(k−s).Q(s) + · · · )′

= C0
k (P(k+1).Q + PkQ′) + C1

k (P(k).Q′ + P(k−1).Q′′) + · · ·
+ Cs

k(Pk−s+1Q(s) + P(k−s)Q(s+1)) + · · ·+ Ck
k(P′Q(k) + PQ(k+1)

= C0
k P(k+1).g + (C0

k + C1
k )P(k).Q′ + . . .

+ (Cs−1
k + Cs

k)P(k+1−s.Q(s) + · · ·+ Ck
k P.Q(k+1)

= C0
k+1P(k+1).g + C1

k+1P(k).Q′ + · · ·
+ Cs

k+1P(k+1−s).Q(s) + · · ·+ Ck+1
k+1 PQ(k+1).

Nhu, v .ây công thú,c d̄úng vó,i m.oi số t .u
, nhiên k. J

7.4. Ða thú,c Chebychev
Trong phần này ta xét m.ôt d .ang d̄ .̆ac bi .êt c

,
ua d̄a thú,c giũ, vai

trò rất quan tr.ong trong nhiều bài toán về lý thuyết cũng nhu,

kỹ thu .ât.

Vı́ d .u 7.15. Hàm số cos nθ, (n ∈ N) vó,i thê
,
biê

,
u diễn nhu,d̄a thú,c

b .âc n c
,

ua cos θ. Nghı̃a là,

cos nθ =
n

∑
i=0

an−i cosi θ, a0 6= 0. (7.9)

Lò,i gi
,

ai. 1) n = 0 và n = 2 m.ênh d̄ề hiê
,
n nhiên d̄úng. Vó,i n = 2

và n = 3 ta nh .ân d̄u,.o
,c d̄a thú,c tu,o,ng ú,ng b .âc hai, b .âc ba theo

công thú,c lu,.o
,ng giác.

cos 2θ = 2 cos2 θ − 1,

cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ.
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2) Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n− 1 và n, nghı̃a là

cos(n− 1)θ =
n−1

∑
i=0

bn−1−i cosi θ, b0 6= 0. (7.10)

cos nθ =
n

∑
i=0

cn−i cosi θ, c0 6= 0.

Ta sẽ chú,ng minh trong tru,ò,ng h.o
,p d̄ó cos(n + 1)θ cũng có thê

,

biê
,
u diễn nhu, d̄a thú,c c

,
ua cos θ có b .âc n + 1.

cos(n + 1)θ =
n+1

∑
i=0

dn+1−i cosi θ, d0 6= 0. (7.11)

Ta áp d .ung công thú,c

cos nθ = 2 cos θ cos(n− 1)θ − cos(n− 2)θ,

d̄úng vó,i m.oi n và θ. Tù, (7.11) và (7.10) suy ra

cos(n + 1)θ = 2 cos θ cos nθ − cos(n− 1)θ

= 2 cos θ
n

∑
i=0

cn−i cosi θ −
n−1

∑
i=0

bn−1−i cosi θ

= d0 cosn+1 θ + d1 cosn θ + · · ·

Ta nh .ân thấy ngay d̄ây là d̄a thú,c b .âc n+ 1 c
,
ua cosθ, Vı̀ d02c0 6= 0

theo gi
,
a thiết quy n .ap.

Trong d̄a thú,c (7.9) c
,
ua cosθ, ta có thê

,
d̄u,a về d .ang m.ôt d̄a

thú,c chuâ
,
n t ´̆ac b `̆ang cách d̄ .̆at x = cosθ và ta ký hi .êu d̄a thú,c này

là Tn(x). Theo cách này
Tn(x) =

n

∑
i=0

an−ixi. (7.12)

Ða thú,c (7.12) g.oi là d̄a thú,c thú, n-c
,
ua Chebychev. Nhu, v .ây do
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công thú,c (7.9) thı̀ d̄a thú,c thú, n c
,
ua Chebychev Tn ta có:

T0(x) = 1, T1(x),

Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x), (n = 2, 3, . . .).

Tù, d̄
,
ăng thú,c trên ta tı̀m d̄u,.o

,c lần lu,.o
,t các d̄a thú,c c

,
ua Cheby-

chev vó,i n = 2, 3, . . ..

T0(x) = 1,

T1(x) = x,

T2(x) = 2x2 − 1,

T3(x) = 4x3 − 3x,

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1,

T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x,

. . . . . .

Vı́ d .u 7.16. Cho Tn là d̄a thú,c thú,n c
,

ua Chebychev. Chú,ng minh
m.ênh d̄ề sau: H.ê số

,
o,d̄ối số có số mũ cao nhất là 2n−1(n > 0).

Lò,i gi
,

ai. Tù, các d̄
,
ăng thú,c

,
o, bài tru,ó,c m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n =

1, 2, 3, 4, 5. Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i số n nào d̄ó. Ta chú,ng minh

d̄úng cho n + 1 b `̆ang cách suy ra tù, công thú,c

Tn+1(x) = 2xT(x)− Tn−1(x)

và nguyên lý so sánh các h.ê số c
,
ua d̄a thú,c. J

7.5. Bàii t .âp
... 7.17. Cho n là số t .u

, nhiên và P(x) là d̄a thú,c b .âc nh
,
o ho,n n.

Chú,ng minh r `̆ang tồn t .ai m.ôt hàm hũ,u t
,
y R(x) sao cho

P(x) = x(x + 1) . . . (x + n)(R(x + 1)− R(x)).
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... 7.18. Ký hi .êu P0(x), P1(x), P2(x), . . . , Pn(x) là nhũ,ng d̄a thú,c

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
x(x− 1)

1.2
, . . .

Pn(x) =
x(x− 1)(x− 2) . . . (x− n + 1)

1.2.3 . . . n
.

Chú,ng minh r `̆ang m.oi d̄a thú,c P(x) b .âc n có thê
,
biê

,
u diễn du,ó,i

d .ang
P(x) = b0P0(x) + b1P1(x) + · · ·+ bnPn(x),,

o, d̄ây b0, b1, . . . , bn là nhũ,ng số nào d̄ó.

... 7.19. Cho dãy số Fibonacci u1 = 1, u2 = 1, ui+2 = ui+1 + ui, d̄ .̆at

Fn(x) =
n

∑
i=1

uixi. Chú,ng minh r `̆ang

Fn(x) =
unxn+2 + un+1xn+1 − x

x2 + x− 1
, (x2 + x− 1 6= 0)

... 7.20. Chú,ng minh r `̆ang hàm
sin(n + 1)θ

sin θ
có thê

,
biê

,
u diễn nhu,

d̄a thú,c Un b .âc n c
,
ua cos θ (g .oi là d̄a thú,c lo .ai hai b .âc thú, n c

,
ua

Chebychev).

... 7.21. Chú,ng minh r `̆ang nhũ,ng d̄a thú,c lo .ai hai Chebychev
tho

,
a mãn nhũ,ng d̄

,
ăng thú,c sau:

U0(x) = 1, U1(x) = 2x, Un+1(x) = 2xUn(x)−Un−1(x).

... 7.22. Cho d̄a thú,c P(x) = a0 + a1x + · · · + anxn b .âc n vó,i h.ê
số th .u

,c và a ≥ 3 là m.ôt số th .u
,c. Chú,ng minh r `̆ang ı́t nhất m.ôt

trong các số |1− P(0)|, |a− P(1)|, |a2− P(2)|, . . . , |an+1− P(n+ 1)|
không nh

,
o ho,n 1.

... 7.23. Chú,ng minh r `̆ang vó,i d̄a thú,c Pn(x) = xn + xn−2 + xn−4 +

· · · Bất d̄
,
ăng thú,c sau d̄úng vó,i m.oi x > 0 và n = 1, 2, . . .

Pn(x) + Pn(
1
x
) ≥ n + 1 +

1
2
(1 + (−1)n).
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8.3. Bài t .âp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

Trong chu,o,ng này ta chú,ng minh m.ôt số d̄
,
ăng thú,c và d̄.inh

lý liên quan d̄ến d̄
,
ăng thú,c, cố g ´̆ang chú,ng minh b `̆ang phu,o,ng

pháp quy n .ap toán h.oc. Ðê
,
ng ´̆an g.on khi áp d .ung nguyên lý quy

n .ap toán h.oc ta trı̀nh bày lần lu,.o
,t các bu,ó,c m.ôt cách t .u

, nhiên,
không nhấn m.anh nhu, các chu,o,ng tru,ó,c nũ,a.

8.1. M .ôt số công thú,c tô
,
h .o

,p
Trong m .uc này ta quan tâm tó,i t .âp h.o

,p gồm hũ,u h .an
các phần t

,
u,, vı́ d .u nhu, t .âp gồm n phần t

,
u, ký hi .êu X =

{a1, a2, . . . , an}. Khi xem xét các t .âp này chúng ta quan tâm tó,i
v.i trı́ s ´̆ap xếp c

,
ua các phần t

,
u,. Khi d̄ó ta nói t .âp X là t .âp d̄u,.o

,c
s ´̆ap. Nhũ,ng bài toán tô

,
h.o

,p quan tâm tó,i số lu,.o
,ng cách s ´̆ap xếp

nhũ,ng phần t
,
u, trong m.ôt t .âp h.o

,p hũ,u h .an. Chúng ta quan tâm
tó,i nhũ,ng d .ang co, b

,
an c

,
ua bài toán tô

,
h.o

,p nhu, sau:

M.ôt dãy n phần t
,
u, khác nhau c

,
ua t .âp h.o

,p X s ´̆ap xếp theo
m.ôt thú, t .u

, nhất d̄.inh d̄u,.o
,c g.oi là m.ôt hoán v.i c

,
ua X.

G.oi Pn là số hoán v.i c
,
ua n phần t

,
u,. Ta có thê

,
xét m.ôt số tru,ò,ng
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h.o
,p c .u thê

,
sau

n T .âp X Các hoán v.i c
,
ua X Số hoán v.i

0 ∅ ∅ 1 = 0!
1 {a} (a) 1 = 1!
2 {a1, a2} (a1, a2); (a2, a1) 2 = 2!
3 {a1, a2, a3} (a1, a2, a3); (a1, a3, a2); 6 = 3!

(a2, a1, a3); (a2, a3, a1);
(a3, a1, a2); (a3, a2, a1);

. . . . . . . . . . . .

Vó,i phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc ta d .u
, d̄oán và chú,ng minh

Vı́ d .u 8.1. Số lu,
.o
,ng hoán v.i c

,
ua n phần t

,
u,có thê

,
tı́nh b `̆ang công

thú,c
Pn = n!. (8.1)

Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh công thú,c (8.1) b `̆ang phu,o,ng pháp quy
n .ap toán h.oc:

1) Theo b
,
ang trên công thú,c (8.1) d̄úng vó,i n = 1.

2) Gi
,
a s

,
u, (8.1) d̄úng vó,i n = k ≥ 1. Hoán v.i c

,
ua k + 1 phần

t
,
u, có thê

,
l .âp nhu, sau: cố d̄.inh v.i trı́ thú, nhất cho mỗi phần t

,
u,

(nghı̃a là có k + 1 cách) rồi s ´̆ap k phần t
,
u, còn l .ai vào các v.i trı́

tiếp theo (theo gi
,
a thiết có Pk cách). Do d̄ó

Pk+1 = (k + 1)Pk = (k + 1)k! = (k + 1)!

Nhu, v .ây công thú,c (8.1) d̄úng vó,i n = k + 1. J

M.ôt dãy m phần t
,
u, khác nhau (m ≤ n) c

,
ua t .âp h.o

,p X s ´̆ap
xếp theo m.ôt thú, t .u

, xác d̄.inh d̄u,.o
,c g.oi là m .ôt ch

,
ınh h .o

,p ch .âp
m c

,
ua n phần t

,
u, trong X.

Ký hi .êu Am
n là số lu,.o

,ng các ch
,
ınh h.o

,p ch .âp m c
,
ua n phần t

,
u,.

Ta xét m.ôt số vı́ d .u sau
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,
h.o

,p và d̄
,
ăng thú,c

m Các ch
,
ınh h.o

,p c
,
ua X = {a1, a2, a3, a4} Số ch

,
ınh h.o

,p
1 (a1); (a2); (a3); (a4); 4 = 4
2 (a1, a2); (a2, a1); (a1, a3); (a3, a1); 12 = 4.3

(a1, a4); (a4, a1); (a2, a3); (a3, a2);
(a2, a4); (a4, a2); (a3, a4); (a4, a3);

3 (a1, a2, a3); (a1, a2, a4); (a2, a1, a4) 24 = 4.3.2
(a1, a3, a4); (a2, a3, a4); (a3, a1, a4)

. . . . . . . . .

Ta chú,ng minh công thú,c sau:

Vı́ d .u 8.2. Số lu,
.o
,ng ch

,
ınh h.o

,p ch .âp m c
,

ua n phần t
,

u, d̄u,
.o
,c tı́nh

theo công thú,c sau:

Am
n = n(n− 1) . . . (n−m + 1). (8.2)

Lò,i gi
,

ai. Chú,ng minh b `̆ang quy n .ap toán h.oc

1) Vó,i m = 1 ta có A1
n = n, suy ra công thú,c (8.2) d̄úng vó,i

m = 1.

2) Gi
,
a s

,
u, (8.2) d̄úng vó,i m = k ≥ 1, nghı̃a là

Ak
n = n(n− 1) . . . (n− k + 1)

Các ch
,
ınh h.o

,p ch .âp k + 1 nh .ân d̄u,.o
,c tù, nhũ,ng ch

,
ınh h.o

,p ch .âp
k b `̆ang cách thêm vào cuối dãy m.ôt trong n− k phần t

,
u, còn l .ai.

Nhu, v .ây m.ôt ch
,
ınh h.o

,p ch .âp k sẽ cho n− k ch
,
ınh h.o

,p ch .âp k + 1.
Do d̄ó

Ak+1
n = (n− k)Ak

n = n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)(n− k)

Suy ra (8.2) d̄úng vó,i m = k + 1. J

Chú ý: Có thê
,
viết công thú,c (8.2) du,ó,i d .ang khác

Am
n =

n!
(n−m)!

. (8.3)
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Mỗi t .âp con m phần t
,
u, khác nhau c

,
ua t .âp X(m ≤ n) d̄u,.o

,c g.oi
là tô

,
h.o

,p ch .âp m c
,

ua n phần t
,
u, c

,
ua X.

G.oi Cm
n (ho .̆ac nhu, các phần tru,ó,c d̄ã ký hi .êu là Cm

n ). Ta xét
m.ôt số vı́ d .u sau

m Các tô
,
h.o

,p c
,
ua X = {a1, a2, a3, a4} Số tô

,
h.o

,p
1 (a1); (a2); (a3); (a4); 4
2 (a1, a2); (a1, a3); (a1, a4); 6

(a2, a3); (a2, a4); (a3, a4);
3 (a1, a2, a3); (a1, a2, a4); 4

(a1, a3, a4); (a2, a3, a4);
4 (a1, a2, a3, a4); 1

. . . . . . . . .

Chúng ta nh .ân ra ngay là các ch
,
ınh h.o

,p ch .âp m c
,
ua n phần t

,
u,

nh .ân d̄u,.o
,c tù, các tô

,
h.o

,p ch .âp m b `̆ang cách hoán v.i m phần t
,
u,

này. Vı̀ v .ây ta có liên h.ê sau

Am
n = Cm

n .Pm.

Tù, d̄ó suy ra
Cm

n =
Am

n
Pm

=
n!

m!(n−m)!
.

Ðê
,
chú,ng minh theo phu,o,ng pháp quy n .ap ta chú,ng minh

Vı́ d .u 8.3. Số lu,
.o
,ng tô

,
h.o

,p ch .âp m c
,

ua n d̄u,
.o
,c tı́nh theo công

thú,c sau
Cm

n =
n(n− 1) . . . (n−m + 1)

1.2 . . . m
. (8.4)

Lò,i gi
,

ai. 1) Ta chú ý r `̆ang C1
n = n, nghı̃a là vó,i m = 1 công thú,c

d̄úng.

2) Gi
,
a s

,
u, ta có

Ck
n =

n(n− 1) . . . (n− k + 1)
1.2 . . . k

.
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,
h.o

,p và d̄
,
ăng thú,c

Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang

Ck+1
n =

n(n− 1) . . . (n− k + 1)(n− k)
1.2 . . . k(k + 1)

.

Ðê
,
nh .ân tất c

,
a tô

,
h.o

,p k + 1 phần t
,
u, trong n phần t

,
u,: d̄ầu tiên

ngu,ò,i ta viết tất c
,
a các tô

,
h.o

,p ch .âp k c
,
ua n phần t

,
u, và thêm

vào mỗi tô
,
h.o

,p này m.ôt phần t
,
u, thú, k + 1 b

,
o,i m.ôt trong n − k

phần t
,
u, còn l .ai. Nhu, v .ây ta nh .ân d̄u,.o

,c tất c
,
a tô

,
h.o

,p ch .âp k + 1
c

,
ua n phần t

,
u,, nhu,ng sẽ nh .ân d̄u,.o

,c b.ôi k + 1 lần. Th .ât v .ây,
tô

,
h.o

,p a1, a2, . . . , ak, ak+1 sẽ cùng nh .ân d̄u,.o
,c theo cách; khi tô

,

h.o
,p a2, a3, . . . , ak, ak+1 thêm vào phần t

,
u, a1; cũng nhu, khi tô

,
h.o

,p
a1, a3, . . . , ak, ak+1 thêm vào phần t

,
u, a2; . . . ; cuối cùng khi tô

,
h.o

,p
a1, a2, a3, . . . , ak thêm vào ak+1. Nghı̃a là

Ck
n = Ck

n
m− k
k + 1

=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)(n− k)

1.2 . . . k(k + 1)
. J

Vı́ d .u 8.4. Chú,ng minh r `̆ang h.ê số Newton Ck
n là nhũ,ng số l

,
e khi

và ch
,
ı khi n = 2s − 1.

Lò,i gi
,

ai. Vó,i n ≤ 8 m.ênh d̄ề khiê
,
m tra tr .u

,c tiếp d̄úng. Gi
,
a s

,
u,

n là số t .u
, nhiên bất kỳ và gi

,
a s

,
u, m.ênh d̄ề kh

,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i

m.oi số t .u
, nhiên nh

,
o ho,n n. Dễ thấy h.ê số d̄a thú,c là

n
1

,
n(n− 1)

1.2
,

n(n− 1)(n− 2)
1.2.3

, . . . ,
n(n− 1)(n− 2) . . . 3.2

1.2.3 . . . (n− 1)
,

tất c
,
a là số l

,
e khi và ch

,
ı khi h.ê số d̄a thú,c ngoài cùng (mà nó

b `̆ang n) là số l
,
e và nhũ,ng số nh .ân d̄u,.o

,c tù, các h.ê số d̄a thú,c còn
l .ai b `̆ang cách b

,
o d̄i các thù,a số l

,
e

,
o, mẫu số và t

,
u, số, cũng là l

,
e. Ta

d̄ .̆at n = 2m + 1. Trong tru,ò,ng h.o
,p nhu, v .ây h.ê số d̄a thú,c không

có số cuối biê
,
u diễn b `̆ang các số trong dãy

m
1

,
m(m− 1)

1.2
,

m(m− 1)(m− 2)
1.2.3

, . . . ,
m(m− 1)(m− 2) . . . 3.2

1.2.3 . . . (m− 1)
.
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Tù, d̄ây theo gi
,
a thiết quy n .ap toán h.oc nhũ,ng h.ê số d̄a thú,c cuối

cùng, còn suy ra tất c
,
a h.ê số d̄a thú,c sẽ là l

,
e khi và ch

,
ı khi m có

d .ang 2k − 1 nghı̃a là khi d̄ó n2(2k − 1) + 1 = 2k+1 − 1. J

Vı́ d .u 8.5. Chú,ng minh r `̆ang tù, các chũ, số 1 và 2 ta có thê
,
l .âp

2n+1 số mà mỗi số d̄ều có 2n chũ, số và cú, hai số m.ôt thı̀ các chũ,

số
,

o, hàng tu,o,ng ú,ng (v.i trı́ tu,o,ng ú,ng) khác nhau không ı́t ho,n
2n−1.

Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo n. Vó,i n = 1 ta d̄u,.o
,c

bốn số 11; 21; 12; và 22 tho
,
a mãn m.ênh d̄ề.

G.oi a′ là số có d̄u,.o
,c khi thay trong a chũ, số 1 b `̆ang chũ, số 2 và

thay 2 b `̆ang 1 và ab là số t .ao thành khi viết b c .anh a. Gi
,
a s

,
u, d̄ã

xây d .u
,ng d̄u,.o

,c t .âp h.o
,p An tù, 2n+1 số, mỗi số có 2n chũ, số, ngoài

ra cú, hai số m.ôt khác nhau không ı́t ho,n 2n−1 v.i trı́ hàng số.

Xét t .âp h.o
,p An+1 gồm các số aa và aa′ trong d̄ó a ∈ An. Tất c

,
a

nhũ,ng số này có 2n+1 chũ, số và tất c
,
a có 2n+2 số. Ngoài ra bất cú,

hai số nào d̄ều khác nhau không ı́t ho,n 2n hàng số. Th .ât v .ây, các
số aa và aa′, cũng nhu, các số aa và bb′ vó,i m.oi a, b d̄ều khác nhau
d̄úng 2n hàng số (trong các hàng số này a và b khác nhau, a′ và
b′ trùng nhau, và ngu,.o

,c l .ai). Các số aa và bb theo gi
,
a thiết quy

n .ap khác nhau không ı́t ho,n 2n h`̆ang số. J

Vı́ d .u 8.6. Vó,i các số nguyên m, n (0 ≤ m ≤ n) xây d .u
,ng các số

d(n, m) theo công thú,c sau:

1) d(n, 0) = d(n, m) = 1, vó,i m.oi n ≥ 0;

2) m.d(n, m) = m.d(n− 1, m) + (2n− m).d(n− 1, m− 1), vó,i m.oi
0 < m < n.

Chú,ng minh r `̆ang tất c
,

a các số d(n, m) d̄ều nguyên.
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,
h.o

,p và d̄
,
ăng thú,c

Lò,i gi
,

ai. Ta sẽ chú,ng minh b `̆ang quy n .ap r `̆ang d(n, m) = (Cm
n )

2.
Th .ât v .ây, vó,i n = 1 thı̀

d(1, 0) = 1 =
(
C0

1
)2

; d(1, 1) = 1 =
(
C0

1
)2

.

Gi
,
a s

,
u, bài toán d̄úng vó,i n = k: d(k, m) = (Cm

k )
2, vó,i m.oi 0 ≤ m ≤

k. Khi d̄ó vó,i n = k + 1, ta có

1) Nếu 0 < m < k + 1 thı̀

m.d(k + 1,m) = m.d(k, m) + [2(k + 1)−m]d(k, m− 1)

= m. (Cm
k )

2 + (2k + 2−m)
(

Cm−1
k

)2

=

[
k!

m!(k + 1−m)!

]2

[m(k + 1−m)2 + (2k + 2−m)m

= m.
(
Cm

k+1
)2 .

2) Nếu m = 0 ho .̆ac k + 1, thı̀ d(k + 1, 0) = 1 = (C0
k+1)

2 và
d(k + 1, k + 1) = 1 = (Ck+1

k+1)
2. V.ây theo nguyên lý quy n .ap toán

h.oc, ta có

d(n, m) = (Cm
n )

2 , ∀0 ≤ m ≤ n. J

Vı́ d .u 8.7. Cho số lu,
.o
,ng 3n d̄ồng xu ( n ≥ 1 ), m.ôt d̄ồng xu trong

d̄ó là gi
,

a và nh.e ho,n số còn l .ai. Cho m.ôt chiếc cân d̄ı̃a không có
qu

,
a cân. Chú,ng minh r `̆ang b `̆ang n lần cân có thê

,
phát hi.ên ra

d̄ồng tiền gi
,

a. Có thê
,
b `̆ang n lần cân luôn luôn phát hi.ên ra d̄ồng

tiền gi
,

a hay không, nếu số lu,
.o
,ng d̄ồng xu không nh

,
o ho,n 3n + 1?

Lò,i gi
,

ai. Xét tru,ò,ng h.o
,p n = 1. Ta d̄ .̆at hai d̄ồng xu lên mỗi bên

m.ôt d̄ı̃a cân. Nếu cân thăng b `̆ang, thı̀ d̄ồng xu gi
,
a là d̄ồng xu còn

l .a
,
o, ngoài cân, còn trên cân không cân b `̆ang, d̄ồng tiền gi

,
a n `̆am

,
o, bên nào nh.e ho,n.
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Ta gi
,
a s

,
u, kh

,
ăng d̄.inh c

,
ua bài toán d̄úng vó,i n− 1. Bây giò, ta

có 3n. Ta chia chúng ra làm ba nhóm theo 3n−1 d̄ồng xu và d̄ .̆at
hai nhóm lên tù,ng d̄ı̃a cân. Nếu cân cân b `̆ang, thı̀ d̄ồng xu gi

,
a

,
o,

nhóm thú, 3, còn ngu,.o
,c l .ai thı̀

,
o, nhóm trên d̄ı̃a cân nh.e ho,n. Và

c
,
a hai tru,ò,ng h.o

,p kh
,
ăng d̄.inh c

,
ua bài toán suy ra theo quy n .ap.

Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang nếu số lu,.o
,ng d̄ồng xu ló,n ho,n 3n, thı̀

không ph
,
ai lúc nào cũng phát hi .ên ra d̄ồng xu gi

,
a b `̆ang n lần cân

và th .âm trı́ trong tru,ò,ng h.o
,p d̄ã biết m.ôt số d̄ồng xu th .ât rồi.

Tru,ò,ng h.o
,p n = 1, kh

,
ăng d̄.inh trên d̄úng hiê

,
n nhiên. Gi

,
a

s
,
u, kh

,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i tất c

,
a số t .u

, nhiên k(k ≤ n − 1) và xét
tru,ò,ng h.o

,p k = n. Ta ký hi .êu F t .âp h.o
,p tất c

,
a các d̄ồng xu d̄ã

cho, còn J t .âp h.o
,p tất c

,
a các d̄ồng xu th .ât. Chú ý r `̆ang số lu,.o

,ng
d̄ồng xu trong F ló,n ho,n 3n, còn số lu,.o

,ng trong J là bất kỳ, có
thê

,
là 0. Dễ thấy r `̆ang trên hai d̄ı̃a cân ph

,
ai d̄ .̆at số d̄ồng xu b `̆ang

nhau. B`̆ang cách nhu, v .ây trên m.ôt d̄ı̃a cân ho .̆ac ngoài hai d̄ı̃a
cân có m.ôt nhóm nhiều ho,n 3n−1 d̄ồng xu tù, F. Ta ký hi .êu nhóm
d̄ó b `̆ang N.

Nếu N ngoài hai d̄ı̃a cân, thı̀ theo d̄iều kiên hai d̄ı̃a cân cân
b `̆ang, d̄ồng xu gi

,
a

,
o, nhóm N và theo gi

,
a thiết quy n .ap nó không

thê
,
tách d̄ồng tiền gi

,
a d̄u,.o

,c b `̆ang n− 1 lần cân.

Nếu nhóm N là m.ôt trong hai d̄ı̃a cân và d̄ó là d̄ı̃a cân nh.e
ho,n, thı̀ d̄ồng xu gi

,
a n `̆am trong nó, khi d̄ó theo gi

,
a thiết quy n .ap

cũng không tách d̄u,.o
,c d̄ồng xu gi

,
a. J

Vı́ d .u 8.8. Cho b
,

ang hı̀nh vuông các số
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . .
...

an1 an2 . . . ann.
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,
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,
ăng thú,c

Chú,ng minh r `̆ang nếu M là m.ôt h `̆ang số sao cho
n

∑
j=1
|x1aj1 + x2aj2 + · · ·+ xnajn| ≤ M

vó,i m.oi cách ch.on nhũ,ng số xi = ±1, thı̀

|a11|+ |a22|+ · · ·+ |ann| ≤ M.

Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh m.ênh d̄ề b `̆ang quy n .ap theo n. Vó,i
n = 1 m.ênh d̄ề d̄úng. Gi

,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n − 1. Cho

x1, x2, . . . , xn−1 là m.ôt cách ch.on bất kỳ c
,
ua ±1. Khi d̄ó ta dùng

bất d̄
,
ăng thú,c sau

2|α| = |2α| = |(α + β) + (α− β)| ≤ |α + β|+ |α− β|,

ta nh .ân d̄u,.o
,c

2
n−1

∑
j=1
|x1aj1 + · · ·+ xn−1aj,n−1|+ 2|ann|

≤
n−1

∑
j=1
|x1aj1 + · · ·+ xn−1aj,n−1 + ann|+

+
n−1

∑
j=1
|x1aj1 + · · ·+ xn−1aj,n−1 − ann|+

+ |ann + x1aj1 + · · ·+ xn−1aj,n−1|+
+ |ann − x1aj1 − · · · − xn−1aj,n−1|

=
n−1

∑
j=1
|x1aj1 + · · ·+ xn−1aj,n−1 + ann|+

+
n−1

∑
j=1
|x1aj1 + · · ·+ xn−1aj,n−1 − ann| ≤ 2M.
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Tú,c là
n−1

∑
j=1
|x1aj1 + · · ·+ xn−1aj,n−1| ≤ M− |ann|,

tù, d̄ây theo gi
,
a thiết quy n .ap suy ra

|a11|+ |a22|+ · · ·+ |an−1,n−1| ≤ M− |ann|,

nghı̃a là |a11|+ |a22|+ · · ·+ |ann| ≤ M. J

Vı́ d .u 8.9. Cho các số t .u
,nhiên a1, a2, . . . , an(n > 1), sao cho ak ≤

k, (k = 1, 2, . . . , n) và tô
,
ng a1 + a2 + · · ·+ an là ch ˜̆an. Chú,ng minh

r `̆ang m.ôt trong các tô
,
ng d̄ .ai số a1 ± a2 ± a3 . . .± an b `̆ang 0.

Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo n. Khi n = 2, ta dễ
thấy a1 = a2 = 1. Do d̄ó a1 − a2 = 0. Ðối vó,i n + 1 số t .u

, nhiên
a1, a2, . . . , an+1 (n ≥ 2) tho

,
a mãn các d̄iều ki .ên c

,
ua bài toán, ta

xét hai tru,ò,ng h.o
,p sau:

1. an 6= an+1. Ð .̆at a′n = |an − an+1|, khi d̄ó do 1 ≤ an ≤ n và
1 ≤ an+1 ≤ n + 1 nên 1 ≤ a′n ≤ (n + 1)− 1 = n. M .̆at khác, tô

,
ng

a1 + a2 + · · ·+ an + an+1 ch ˜̆an, riêng an + an+1 có cùng tı́nh ch ˜̆an
l
,
e vó,i a′ = |an − an+1|, do d̄ó tô

,
ng a1 + a2 + · · ·+ an−1 + a′n cũng

tho
,
a mãn các d̄iều ki .ên c

,
ua bài toán. Theo gi

,
a thiết quy n .ap ta

có m.ôt trong các tô
,
ng a1 ± a2 ± . . .± an−1 ± a′n = a1 ± a2 ± . . .±

an−1 ± |an − an+1| b `̆ang 0. Tù, d̄ó suy ra d̄iều ph
,
ai chú,ng minh.

2. an = an+1. Lúc này do a1 + a2 + · · · + an + an+1 ch ˜̆an và
an + an+1 = 2an ch ˜̆an nên a1 + a2 + . . . + an−1 cũng ch ˜̆an. V .ây
n− 1 số a1, a2, . . . , an−1 cũng tho

,
a mãn các d̄iều ki .ên bài toán nếu

ch
,
ı cần n− 1 > 1 hay n ≥ 3. Nhu,ng d̄iều này là hiê

,
n nhiên vı̀ nếu

n = 2, (rõ ràng ch
,
ı cần chú ý tru,ò,ng h.o

,p này mà thôi vı̀ n ≥ 2),
thı̀ tù, gi

,
a thiết a1 ≤ 1, a2 ≤ 2 và a3 ≤ 3 và tô

,
ng a1 + a2 + a3 ch ˜̆an,

ta suy ra a1 = 1 và a2 6= a3 tú,c là ro,i vào tru,ò,ng h.o
,p 1. d̄ã xét. Do
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d̄ó có thê
,
s

,
u, d .ung gi

,
a thiết quy n .ap d̄ê

,
suy ra r `̆ang ı́t nhất m.ôt

trong các biê
,
u thú,c a1± a2± . . .± an−1 b `̆ang 0 và do d̄ó m.ôt trong

các tô
,
ng a1 ± a2 ± . . .± an−1 + an − an+1 cũng b `̆ang 0. J

8.2. M .ôt số d̄
,
ăng thú,c

Phần này ta chú,ng minh m.ôt số h `̆ang d̄
,
ăng thú,c d̄áng nhó,.

Vı́ d .u 8.10. Chú,ng minh nh.i thú,c Newton

(a + b)n =
n

∑
i=0

Ci
naibn−i, (8.5)

,
o,d̄ây n là số nguyên du,o,ng.

Lò,i gi
,

ai. Bu,́o,c co,s
,

o,: Dễ thấy (8.5) d̄úng vó,i n = 1.

Bu,́o,c quy n .ap: Gi
,
a s

,
u, d̄

,
ăng thú,c (8.5) d̄úng vó,i n, ta sẽ chú,ng

minh nó cũng d̄úng cho n + 1. Th .ât v .ây,

(a + b)n+1 = (a + b)n(a + b) =

= [an + C1
nan−1b + · · ·+ Ck

nan−kbk + · · ·+ bn](a + b)

= an+1 + C1
nanb + · · ·+ Ck

nan+1−kbk + · · ·+ abn+

+ anb + C1
nan−1b2 + · · ·+ Ck

nan−kbk+1 + · · ·+ bn+1.

Suy ra

(a + b)n+1 = an+1 +
[
1 + C1

n

]
anb +

[
C1

n + C2
n

]
an−1b2 + · · ·

· · ·+
[
Ck−1

n + Ck
n

]
an+1−kbk + · · ·+ bn+1.

Nhũ,ng h.ê số trong công thú,c trên rút g.on theo công thú,c (2.8)
và ta có

(a + b)n+1 =
n+1

∑
i=0

Ci
n+1an+1−ibi.

V .ây d̄
,
ăng thú,c (8.5) d̄úng vó,i n + 1. J



8.2. M.ôt số d̄
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Vı́ d .u 8.11. Vó,i a1, a2, . . . , an là nhũ,ng số th .u
,c, chú,ng minh r `̆ang

(a1 + a2 + · · ·+ an)
2 = a2

1 + a2
2 + · · ·+ a2

n + 2(a1a2 + a1a3 + · · ·+ an−1an)

(8.6)
vó,i m.oi số t .u

,nhiên n ≥ 2.

Lò,i gi
,

ai. Vó,i n = 2 công thú,c (8.6) là h `̆ang d̄
,
ăng thú, d̄áng nhó,.

Gi
,
a s

,
u, công thú,c (8.6) d̄úng vó,i n = k− 1, nghı̃a là

(a1 + a2 + · · ·+ ak−1)
2 = a2

1 + a2
2 + · · ·+ a2

k−1 + 2S
,
o, d̄ây S là tô

,
ng tất c

,
a các kh

,
a năng tù,ng d̄ôi c

,
ua dãy

a1, a2, . . . , ak−1. Ta sẽ chú,ng minh
(a1 + a2 + · · ·+ ak)

2 = a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
k + 2S1

,
o, d̄ây S1 = S + (a1 + a2 + · · ·+ ak−1)ak. Th .ât v .ây,

(a1 + a2 + · · ·+ ak)
2 = [(a1 + a2 + · · ·+ ak−1) + ak]

2

= (a1 + a2 + · · ·+ ak−1)
2 + 2(a1 + · · ·+ ak−1)ak + a2

k

= (a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
k−1) + 2S + 2(a1 + · · ·+ ak−1)ak + a2

k

= (a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
k−1) + 2S1. J

Vı́ d .u 8.12. Cho số nguyên du,o,ng n và số th .u
,c x, chú,ng minh

r `̆ang

[x] + [x +
1
n
] + [x +

2
n
] + · · ·+ [x +

n− 1
n

] = [nx].

Lò,i gi
,

ai. Bài ra không rõ cho ta ph
,
ai quy n .ap theo thông số

nào. ý tu,
,
o,ng d̄ê

,
chú,ng minh là ch

,
ı lấy giá tr.i x trong kho

,
ang nh

,
o

[
k
n

,
k + 1

n
) vó,i k = 0,±1,±2, . . .

Ðầu tiên gi
,
a s

,
u, x n`̆am trong kho

,
ang con [0,

1
n
). Khi d̄ó [x +

i
n
] = 0 vó,i i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, nhu, v .ây

n−1

∑
i=0

[x +
i
n
] = 0. Cũng có
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[nx] = 0, nhu, v .ây ta d̄ã chú,ng minh kết qu
,
a d̄úng cho kho

,
ang

con d̄ầu tiên.

Bây giò, ta gi
,
a s

,
u, kh

,
ăng d̄.inh d̄úng cho kho

,
ang [

k− 1
n

,
k
n
),

,
o,

d̄ây k là số nguyên du,o,ng, và cho x số th .u
,c bất kỳ trong kho

,
ang

này. Khi d̄ó

[x] + [x +
1
n
] + [x +

2
n
] + · · ·+ [x +

n− 1
n

] = [nx].

C.ông thêm
1
n

vào x (ta làm d̄u,.o
,c vı̀ b `̆ang cách này ta nh .ân d̄u,.o

,c

số bất kỳ trong [
k
n

,
k + 1

n
)), mỗi số h .ang

,
o, bên trái ngoài số h .ang

cuối cùng, d̄ều chuyê
,
n sang số h .ang bên ph

,
ai nó, và số h .ang cuối

cùng là [x +
n− 1

n
] tú,c là [x + 1] th .u

,c chất c .ông 1 vào [x]. Nhu,

v .ây thay x b `̆ang x +
1
n

vào vế trái, d̄
,
ăng thú,c trên tăng lên 1.

Ðồng thò,i khi d̄ó khi x
,
o, [nx] thay b `̆ang x +

1
n

, giá tr.i c
,
ua nó

cũng tăng lên 1. Do mỗi bên c
,
ua d̄

,
ăng thú,c d̄ều tăng lên 1 khi

thay x b `̆ang x +
1
n

, kết qu
,
a vẫn còn d̄úng cho tất c

,
a các số trong

kho
,
ang [

k
n

,
k + 1

n
).

Theo gi
,
a thiết quy n .ap kết qu

,
a còn d̄úng cho tất c

,
a giá tr.i

du,o,ng c
,
ua x. Hoàn toàn tu,o,ng t .u

, cũng d̄úng cho tất c
,
a các giá tr.i

âm c
,
ua x. J

Vı́ d .u 8.13. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi số t .u
,nhiên n ≥ 1

(n + 1)(n + 2) . . . (n + n) = 2n.1.3.5 . . . (2n− 1).

Lò,i gi
,

ai. Ký hi .êu tı́ch
,
o, vế trái là Tn. Dùng phu,o,ng pháp quy n .ap

toán h.oc theo n. Vó,i n = 1 công thú,c d̄úng vı̀ T1 = (1 + 1) = 21.
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Gi
,
a s

,
u, công thú,c d̄úng vó,i n = k. Ta có

Tk = (k + 1)(k + 2) . . . (k + k) = 2k.1.3.5 . . . (2k− 1).

Ta cần chú,ng minh

[(k+ 1)+ 1][(k+ 1)+ 2] . . . [(k+ 1)+ k][(k+ 1)+ (k+ 1)] = 2k+1.1.3.5 . . . (2k+ 1).

Ho .̆ac là
(k + 2)(k + 3) . . . (k + 1 + k)(2k + 2) = 2k+1.1.3.5 . . . (2k + 1).

Th .ât v .ây,
Tk+1 = (k + 2)(k + 3) . . . (k + 1 + k)(2k + 2)

=
(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + k)

(k + 1)
.(k + 1 + k)(2k + 2)

= Tk
(2k + 1).2(k + 1)

k + 1
. J

Vı́ d .u 8.14. Chú,ng minh d̄
,

ăng thú,c vó,i m.oi số nguyên n ≥ 0

cos α cos 2α cos 4α . . . cos 2nα =
sin 2n+1α

2n+1 sin α
.

Lò,i gi
,

ai. 1) Vó,i n = 0 d̄
,
ăng thú,c d̄úng, vı̀ cos α =

sin 2α

2 sin α
.

2) Gi
,
a s

,
u, d̄

,
ăng thú,c d̄úng vó,i n = k, tú,c là

cos α cos 2α cos 4α . . . cos 2kα =
sin 2k+1α

2k+1 sin α
.

Khi d̄ó nó cũng d̄úng vó,i n = k + 1. Th .ât v .ây,

cos α cos 2α cos 4α . . . cos 2kα cos 2k+1α =
sin 2k+1α cos 2k+1α

2k+1 sin α

=
sin 2k+2α

2k+2 sin α
. J

Vı́ d .u 8.15. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi số t .u
,nhiên n ≥ 1

sin x + sin 2x + · · ·+ sin nx =
sin

n + 1
2

x

sin
x
2

sin
nx
2

.
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ăng thú,c

Lò,i gi
,

ai. 1) Vó,i n = 1 kh
,
ăng d̄.inh trên là d̄úng.

2) Cho

sin x + sin 2x + · · ·+ sin kx =
sin

k + 1
2

x

sin
x
2

sin
kx
2

.

Khi d̄ó

sin x + sin 2x + · · ·+ sin kx + sin(k + 1)x =

=
sin

k + 1
2

x

sin
x
2

sin
kx
2

+ sin(k + 1)x =

=
sin

k + 1
2

x

sin
x
2

sin
kx
2

+ 2 sin
k + 1

2
x cos

k + 1
2

x

=
sin

k + 2
2

x

sin
x
2

sin
k + 1

2
x,

vı̀
2 cos

k + 1
2

x sin
x
2
= sin

k + 2
2

x− sin
kx
2

. J

Vı́ d .u 8.16. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi số t .u
,nhiên n ≥ 1

sin x+ 2 sin 2x+ 3 sin 3x+ · · ·+n sin nx =
(n + 1) sin nx− n sin(n + 1)x

4 sin2 x
2

.

Lò,i gi
,

ai. 1) Vó,i n = 1 kh
,
ăng d̄.inh d̄úng, vı̀

2 sin x− sin 2x

4 sin2 x
2

=
2 sin x(1− cos x)

4 sin2 x
2

= sin x.
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2) gi
,
a s

,
u, kh

,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i n = k tú,c là

sin x+ 2 sin 2x+ 3 sin 3x+ · · ·+ k sin kx =
(k + 1) sin kx− k sin(k + 1)x

4 sin2 x
2

.

Khi d̄ó

sin x + 2 sin 2x + 3 sin 3x + · · ·+ k sin kx + (k + 1) sin(k + 1)x =

=
(k + 1) sin kx− k sin(k + 1)x

4 sin2 x
2

+ (k + 1) sin(k + 1)x

=
(k + 1) sin kx− k sin(k + 1)x + 2(k + 1) sin(k + 1)x(1− cos x)

4 sin2 x
2

=
(k + 2) sin(k + 1)x + (k + 1) sin kx

4 sin2 x
2

− 2(k + 1) cos x sin(k + 1)x

4 sin2 x
2

=
(k + 2) sin(k + 1)x + (k + 1) sin kx

4 sin2 x
2

− (k + 1)[sin(k + 2)x + sin kx]

4 sin2 x
2

=
(k + 2) sin(k + 1)x− (k + 1) sin(k + 2)x

4 sin2 x
2

. J

Vı́ d .u 8.17. Chú,ng minh r `̆ang

1
2

tg
x
2
+

1
22 tg

x
22 + · · ·+ 1

2n tg
x
2n =

1
2n cotg

x
2n − cotg x

vó,i x 6= mπ.

Lò,i gi
,

ai. 1) Vó,i n = 1 kh
,
ăng d̄.inh d̄úng, vı̀

1
2

cotg
x
2
− cotg x =

1
2

cotg
x
2
−

1− tg2 x
2

2 tg
x
2

=
tg2 x

2
2 tg

x
2

=
1
2

tg
x
2

.
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2) Gi
,
a s

,
u, kh

,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i n = k, tú,c là

1
2

tg
x
2
+

1
22 tg

x
22 + · · ·+ 1

2k tg
x
2k =

1
2k cotg

x
2k − cotg x.

Khi d̄ó
1
2

tg
x
2
+

1
22 tg

x
22 + · · ·+ 1

2k tg
x
2k +

1
2k+1 tg

x
2k+1 =

=
1
2k cotg

x
2k − cotg x +

1
2k+1 tg

x
2k+1

=
1

2k+1

cotg2 x
2k+1 − 1

cotg
x

2k+1

+
1

2k+1 cotg
x

2k+1

− cotg x

=
1

2k+1 cotg
x

2k+1 − cotg x. J

Vı́ d .u 8.18. Cho a và A > 0 là nhũ,ng số bất kỳ và d̄ .̆at

a1 =
1
2
(a +

A
a
), a2 =

1
2
(a1 +

A
a1
), . . . , an =

1
2
(an−1 +

A
an−1

).

Chú,ng minh r `̆ang

an −
√

A
an +

√
A

=

(
a1 −

√
A

a1 +
√

A

)2n−1

,

vó,i m.oi số nguyên n ≥ 1.

Lò,i gi
,

ai. 1) Bu,ó,c co, s
,
o,: Dễ thấy d̄

,
ăng thú,c d̄úng vó,i n = 1.

2) Bu,ó,c quy n .ap: Gi
,
a thiết d̄

,
ăng thú,c d̄úng vó,i n. Ta cần

chú,ng minh nó cũng d̄úng vó,i n + 1. Th .ât v .ây

an+1 −
√

A
an+1 +

√
A

=

1
2
(an +

A
an

)−
√

A

1
2
(an +

A
an

) +
√

A
=

a2
n − 2

√
Aan + A

a2
n + 2

√
Aan + A

= (
an −

√
A

an +
√

A
)2.
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Nhu,ng theo gi
,
a thiết quy n .ap

an −
√

A
an +

√
A

=

(
a1 −

√
A

a1 +
√

A

)2n−1

.

Vı̀ v .ây

an+1 −
√

A
an+1 +

√
A

=

(
an −

√
A

an +
√

A

)2

=

(
a1 −

√
A

a1 +
√

A

)2.2n−1

=

(
a1 −

√
A

a1 +
√

A

)2n

J

8.3. Bài t .âp
... 8.19. Chú,ng minh r `̆ang

cos x+ 2 cos 2x+ · · ·+n cos nx =
(n + 1) cos nx− n cos(n + 1)x− 1

4 sin2 x
2

.

... 8.20. Chú,ng minh r `̆ang

(1 + i)n = 2
n
2 (cos

nπ

4
+ i sin

nπ

4
).

... 8.21. Cho hai dãy số a1, a2, . . . và b1, b2, . . . Chú,ng minh d̄
,
ăng

thú,c
n

∑
µ=1

aµbµ = anBn −
n−1

∑
µ=1

(aµ+1 − aµ)Bµ, (n = 2, 3, . . .),

,
o, d̄ây Bk =

k

∑
j=1

bj, k = 1, 2, . . . , n.

... 8.22. Hãy tı̀m tô
,
ng

1− k
m + 1

+
k(k− 1)

(m + 1)(m + 2)
−· · ·+(−1)k k(k− 1) . . . 2.1

(m + 1)(m + 2) . . . (m + k)
,

,
o, d̄ây m là số t .u

, nhiên cố d̄.inh, k là số t .u
, nhiên bất kỳ.
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9.6. Bài t .âp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210

9.1. Khái ni .êm liên phân số
M.ôt biê

,
u thú,c có d .ang

q0 +
1

q1 +
1

q2 +
...+

1
qn

(9.1)

trong d̄ó q1, q2, . . . , qn là số du,o,ng, còn q0 là số không âm, g.oi là
liên phân số . Nhũ,ng số q0, q1, . . . , qn g.oi là phần thu,o,ng không
d̄ầy d̄

,
u (phần t

,
u,), còn liên phân số
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q0 +
1

q1 +
1

q2 +
...+

1
qn

(9.2)

g.oi là thu,o,ng d̄ầy d̄
,

u c
,
ua phân số (9.1).

Ðê
,
thu .ân ti .ên liên phân số (9.1) d̄u,.o

,c viết theo cách sau:

(q0, q1, . . . , qn). (9.3)

Dễ thấy r `̆ang vó,i n ≥ 1 liên phân số (9.3) biê
,
u diễn m.ôt số du,o,ng

nào d̄ó ω, g .oi là giá tr.i c
,
ua nó. Ta ký hi .êu

ω = (q0, q1, . . . , qn).

Cho m.ôt liên phân số ( nghı̃a là cho các phần t
,
u, c

,
ua nó

q0, q1, . . . , qn) vó,i giá tr.i ω. Ta ký hi .êu ωk(0 ≤ k ≤ n) phần d̄ầy d̄
,
u

c
,
ua (9.2). Khi d̄ó

ωk = qk +
1

qk+1 +
1

qk+2 +
...+

1
qn

Ta thấy r `̆ang ωk có thê
,
giũ, vai trò nhu, phần không d̄ầy d̄

,
u cuối

cùng (thú, k). B
,
o,i v .ây ta có thê

,
chú ý d̄ến cách viết sau:

(q0, q1, . . . , qk−1, qk, . . . , qn) = (q0, q1, . . . , qk−1, ωk); (9.4)

ωk = (qk, qk+1, . . . , qn), k = 0, 1, . . . , n.

Dễ thấy vó,i k = 0 phần d̄ầy d̄
,
u c

,
ua (9.2) trùng vó,i liên phân số

d̄ã cho, vó,i k = n là phần không d̄ầy d̄
,
u cuối cùng qn, nghı̃a là

ω0 = ω, ωn = qn.
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Vı́ d .u: a) Số ω = (1, 2, 2) biê
,
u diễn nhu, phân số bı̀nh thu,ò,ng.

Th .ât v .ây

ω = 1 +
1

2 +
1
2

= 1 +
1
5
2

= 1 +
2
5
=

7
5

.

b) Số
88
67

có thê
,
biê

,
u diễn nhu, liên phân số vó,i nhũ,ng phần t

,
u,

nguyên. Th .ât v .ây

88
67

= 1 +
21
67

, (q0 = 1),

67
21

= 3 +
4

21
, (q1 = 3),

21
4

= 5 +
1
4

, (q3 = 5, q4 = 4).

V .ây ta có thê
,
viết

88
67

= (1, 3, 5, 4).

9.2. Phân t́ıch số hũ,u t
,
y thành liên phân số

Theo d̄.inh nghı̃a phần tru,ó,c nếu số phần t
,
u, c

,
ua liên phân số

là hũ,u h .an thı̀ ta có thê
,
chuyê

,
n liên phân số thành m.ôt phân

số bı̀nh thu,ò,ng. Ngu,.o
,c l .ai, m.ôt phân số bı̀nh thu,ò,ng có thê

,
biê

,
u

diễn du,ó,i d .ang liên phân số.

Vı́ d .u 9.1. Chú,ng minh r `̆ang m.oi số hũ,u t
,
y du,o,ng d̄ều có thê

,

phân tı́ch thành liên phân số.

Lò,i gi
,

ai. Cho ω =
a
b

,
,
o, d̄ây a và b là số t .u

, nhiên nguyên tố cùng
nhau. Theo thu .ât toán Euclide chu,o,ng tru,ó,c ta có
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a = bq0 + r1

b = r1q1 + r2

. . . . . .

rn−2 = rn−1qn−1 + rn,

rn−1 = rnqn,

(9.5)

,
o, d̄ây b > r1 > r2 > . . . > rn−1 > rn = 1. Tù, d̄ây và nhũ,ng d̄

,
ăng

thú,c (9.5) suy ra qn ≥ 2. Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang ω phân tı́ch d̄u,.o
,c

thành liên phân số

ω = (q0, q1, . . . , qn). (9.6)

Muốn v .ây ta d̄ .̆at r0 = b, ωi =
ri−1

ri
, (i = 1, 2, . . . , n).

Ð
,
ăng thú,c d̄ầu tiên c

,
ua (9.5) cho ta

ω =
a
b
= q0 +

r1

r0
= q0 +

1
ω1

= (q0, ω1).

Tu,o,ng t .u
, tù, d̄

,
ăng thú,c thú, hai ta tı̀m d̄u,.o

,c ω = (q0, q1, ω2). Ta
chú,ng minh r `̆ang

ω = (q0, q1, . . . , qi−1, ωi), i = 1, 2, . . . , n. (9.7)

Th .ât v .ây, gi
,
a s

,
u, d̄

,
ăng thú,c (9.7) d̄úng vó,i số i nào d̄ó (1 ≤ i ≤

n− 1). Ta sẽ chú,ng minh khi d̄ó nó cũng d̄úng c
,
a cho i + 1. Th .ât

v .ây, ta chia d̄
,
ăng thú,c ri−1 = riqi + ri+1 vó,i ri, ta nh .ân d̄u,.o

,c
ri−1

ri
=

qi +
ri+1

ri
, theo d̄.inh nghı̃a c

,
ua ωi là ωi = qi +

1
ωi+1

= (qi, ωi+1).

Suy ra ω = (q0, q1, . . . , qi−1, ωi) = (q0, q1, . . . , qi−1, qi, ωi+1), nhu,

v .ây (9.7) d̄ã chú,ng minh. Tù, (9.7) suy ra (9.6) vó,i i = n.

Vı́ d .u 9.2. Chú,ng minh r `̆ang s .u
, phân tı́ch thành liên phân số

c
,

ua mỗi số hũ,u t
,
y là duy nhất.
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Lò,i gi
,

ai. Gi
,
a s

,
u, cùng vó,i s .u

, khai triê
,
n (9.6) ω còn có biê

,
u diễn

khác
ω = (q′0, q′1, . . . , q′m), q′m > 1. (9.8)

Ta cho r `̆ang m ≥ n. Cho ω′i là phần d̄ầy d̄
,
u

ω′i = (q′i, q′i+1, . . . , q′m), (i = 1, 2, . . . , m).

Hiê
,
n nhiên ta có

ω = q0 +
1

ω1
= q′0 +

1
ω′1

,

tù, d̄ây suy ra r `̆ang chúng b `̆ang nhau phần nguyên cũng nhu,

phần phân số
,
o, hai vế c

,
ua d̄

,
ăng thú,c. Nghı̃a là q0 = q′0, ω1 = ω′1.

Ð
,
ăng thú,c sau cũng có thê

,
viết:

q1 +
1

ω2
= q′1 +

1
ω′2

,

tù, d̄ó suy ra q1 = q′1, ω2 = ω′2. Theo cách này (phu,o,ng pháp quy
n .ap toán h.oc) ta sẽ dẫn d̄ến d̄

,
ăng thú,c qn−1 = q′n−1 và

ωn = ω′n, (9.9)
,
o, d̄ây ωn = qn. Ta gi

,
a thiết r `̆ang m > n. Khi d̄ó ω′n = q′n +

1
ω′n+1

,
,
o, d̄ây ω′n+1 > 1 và (9.9) suy ra

qn = q′n +
1

ω′n+1
.

Nhu,ng d̄
,
ăng thú,c d̄ó không thê

,
xâ

,
y ra, vı̀ vế ph

,
ai không ph

,
ai là

m.ôt số nguyên. Ðiều vô lý d̄ó suy ra m = n, ω′n = q′n = qn. J

9.3. Phân số xấp x
,
ı

Cho liên phân số (q0, q1, q2, . . . , qn). Ta xét dãy liên phân số

α0 = (q0), α1 = (q0, q1), . . . , αn = (q0, q1, . . . , qn). (9.10)
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Ta biết r `̆ang số αi là số hũ,u t
,
y. Vı̀ thế chúng có thê

,
biê

,
u diễn

nhu, nhũ,ng phân số tối gi
,
an (D(a, b) là u,ó,c số chung ló,n nhất c

,
ua

a và b)

αi = (q0, q1, . . . , qi) =
Pi

Qi
, (D(Pi, Qi) = 1; i = 0, 1, 2, ..., n). (9.11)

Phân số
Pi

Qi
g.oi là i-phân số xấp x

,
ı c

,
ua liên phân số (q0, q1, . . . , qn).

Phân số xấp x
,
ı giũ, vai trò quan trong trong lý thuyết liên phân

số. Nhũ,ng vı́ d .u sau d̄ây ch
,
ı ra m.ôt số tı́nh chất c

,
ua chúng:

Vı́ d .u 9.3. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi liên phân số ta d̄ều có

Pi+1 = Piqi+1 + Pi−1, (9.12)

Qi+1 = Qiqi+1 + Qi−1, (9.13)

Pi+1Qi − PiQi+1 = (−1)i, (9.14)

vó,i (i = 1, 2, . . . , n− 1).

Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh quy n .ap theo i. Vó,i i = 1, ta tı́nh Pi và

Qi vó,i i = 1, 2. Tù, (9.11) ta tı̀m d̄u,.o
,c q0 =

P0

Q0
=

q0

1
và vı̀ phân số

P0

Q0
tối gi

,
an (theo d̄.inh nghı̃a), nên

P0 = q0, Q0 = 1. (9.15)

Vó,i i = 1 ta có (q0, q1) = q0 +
1
q1

=
q0q1 + 1

q1
. Số q0q1 + 1 và q1

nguyên tố cùng nhau. Ta d̄ễ chú,ng minh

D(a + c, b) = D(a, b) (9.16)

vó,i d̄iều ki .ên c chia hết cho b. Áp d .ung (9.16) cho c = q0q1, b =

q1, a = 1, ta sẽ nh .ân d̄u,.o
,c D(q0q1 + 1, q1) = D(q1, 1) = 1. bây giò,
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tù, (9.11) ta có
q0q1 + 1

q1
=

P1

Q1
và

P1 = q0q1 + 1, Q1 = q1. (9.17)

Vó,i i = 2 ta có (q0, q1, q2) =
q0(q1q2 + 1) + q2

q1q2 + 1
=

P2

Q2
.

Ð
,
ăng thú,c sau cùng là d̄

,
ăng thú,c giũ,a các phân số tối gi

,
an.

Th .ât v .ây
P2

Q2
tối gi

,
an theo d̄.inh nghı̃a, còn bên vế trái ta sẽ áp

d .ung hai lần (9.16)

D(q0(q1q2 + 1) + q2, q1q2 + 1) = D(q1q2 + 1, q2) = D(q2, 1) = 1.

Suy ra
P2 = q0(q1q2 + 1) + q2, Q2 = q1q2 + 1. (9.18)

S
,
u, d .ung (9.17) và (9.18) vó,i s .u

, kiê
,
m tra tr .u

,c tiếp suy ra (9.12),
(9.13) và (9.14) vó,i i = 1.

Gi
,
a s

,
u, kh

,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i số i nào d̄ó ( (1 ≤ i ≤ n − 2).

Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang chúng cũng d̄úng vó,i i + 1 nghı̃a là tho
,
a

mãn nhũ,ng d̄
,
ăng thú,c sau

Pi+2 = Pi+1qi+2 + Pi, (9.12a)

Qi+2 = Qi+1qi+2 + Qi, (9.13a)

Pi+2Qi+1 − Pi+1Qi+2 = (−1)i+1, (9.14a)

Tù, d̄.inh nghı̃a (9.11) và theo (9.4) ta có

Pi+2

Qi+2
= (q0, . . . , qi, qi+1, qi+2) = (q0, . . . , qi, q∗i+1), (9.19)

,
o, d̄ây q∗i+1 = qi+1 +

1
qi+2

. (9.20)

Ta so sánh (9.19) vó,i (9.11), d̄u,a d̄ến d̄
,
ăng thú,c

Pi+2

Qi+2
= (

Pi+1

Qi+1
)∗, (9.21)
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,
o, d̄ây dấu * ch

,
ı ra r `̆ang thu,o,ng không d̄ầy d̄

,
u cuối cùng qi+1 c

,
ua

phân số trong ngo .̆ac cần d̄u,.o
,c thế b `̆ang q∗i+1 tù, (9.20). Theo gi

,
a

thiết quy n .ap, nghı̃a là tù, (9.12) và (9.13), suy ra

Pi+1

Qi+1
=

Piqi+1 + Pi−1

Qiqi+1 + Qi−1
. (9.22)

Tù, (9.11) thấy r `̆ang Pi−1, Qi−1, Pi và Qi không ph .u thu.ôc vào qi+1.
Khi d̄ó áp d .ung trên (9.22) toán t

,
u, *, ta nh .ân d̄u,.o

,c

(
Pi+1

Qi+1

)∗
=

(
Piqi+1 + Pi−1

Qiqi+1 + Qi−1

)∗
=

Pi(qi+1 +
1

qi+2
) + Pi−1

Qi(qi+1 +
1

qi+2
)

+ Qi−1

=
qi+2(Piqi+1 + Pi−1) + Pi

qi+2(Qiqi+1 + Qi−1) + Qi
.

Tù, kết qu
,
a này cùng vó,i (9.12), (9.13) và (3.21) cho ta

Pi+2

Qi+2
=

Pi+1qi+2 + Pi

Qi+1qi+2 + Qi
. (9.23)

Vı̀
Pi+2

Qi+2
là phân số tối gi

,
an theo d̄.inh nghı̃a, Ðê

,
chú,ng minh

(9.12a) và (9.13a) ch
,
ı còn kh

,
ăng d̄.inh vế ph

,
ai (9.23) cũng là phân

số tối gi
,
an. Gi

,
a s

,
u, ngu,.o

,c l .ai, khi d̄ó Pi+1qi+2 + Pi và Qi+1qi+2 + Qi

có u,ó,c số chung d > 1. Dễ thấy d cũng là u,ó,c số chung c
,
ua c

,
a số

Pi+1(Qi+1qi+2 + Qi)−Qi+1(Pi+1qi+2 + Pi) = Pi+1Qi −Qi+1Pi.

Nhu,ng theo gi
,
a thiết quy n .ap hi .êu sau cùng là (−1)i và không

chia hết cho d, trái vó,i d̄iều gi
,
a s

,
u, ngu,.o

,c l .ai. Nhu, v .ây phân số
,
o,

vế ph
,
ai c

,
ua (9.23) cũng là tối gi

,
an, suy ra (9.12a) và (9.13a) d̄ã

chú,ng minh.
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Ta dùng các kết qu
,
a nh .ân d̄u,.o

,c d̄ê
,
chú,ng minh (9.14a). Ta có

Pi+2Qi+1 − Pi+1Qi+2 = (Pi+1qi+2 + Pi)Qi+1 − Pi+1(Qi+1qi+2 + Qi)

= −(Pi+1Qi − PiQi+1) = −(−1)i = (−1)i+1,

,
o, d̄ây ta d̄ã dùng (9.14) nhu, gi

,
a thiết quy n .ap. J

Vı́ d .u 9.4. Chú,ng minh nhũ,ng d̄
,

ăng thú,c sau

a)
Pi−1

Qi−1
− Pi

Qi
= (−1)i.

1
QiQi−1

, (i ≥ 1);

b) QiPi−2 − PiQi−2 = (−1)i−1.qi, (i ≥ 2);

c)
Pi−2

Qi−2
− Pi

Qi
= (−1)i−1.

qi

QiQi−2
, (i ≥ 2);

d)
Qi

Qi − 1
= (qi, qi−1, . . . , q1), (i ≥ 1).

Lò,i gi
,

ai. a) Suy ra tù, d̄
,
ăng thú,c

Pi−1

Qi−1
− Pi

Qi
=

Pi−1Qi − PiQi−1

QiQi−1
,

vó,i t
,
u, số

,
o, vế ph

,
ai dùng (9.14).

b) Theo (9.12) ta có Pi−2 = Pi − qiPi−1, Qi−2 = Qi −
qiQi−1.Khi d̄ó QiPi−2 − PiQi−2 = Qi(Pi − qiPi−1) − Pi(Qi −
qiQi−1) = qi(PiQi−1−QiPi−1) = (−1)i−1qi,

,
o, d̄ây ta d̄ã dùng (3.5).

c) Áp d .ung phần b).

d) Vó,i i = 1 d̄
,
ăng thú,c d̄ã cho có d .ang

Q1

Q0
= (q1), d̄iều này

d̄úng vı̀ Q0 = 1, Q1 = q1, (q1) = q1. Gi
,
a s

,
u, kh

,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i

i(1 ≤ i ≤ n− 1). Ta sẽ ch
,
ı ra r `̆ang khi d̄ó nó cũng d̄úng vó,i i + 1

hay là
Qi+1

Qi
= (qi+1, qi, . . . , q1).
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Th .ât v .ây, tù, (9.13) ta nh .ân d̄u,.o
,c

Qi+1

Qi
= qi+1 +

Qi−1

Qi
= qi+1 +

1
Qi

Qi−1

= (qi+1,
Qi

Qi−1
). J

9.4. Liên phân số vô h .an
Cho dãy số nhũ,ng số th .u

,c a0, a1, . . . ký hi .êu

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
...

(9.24)

g.oi là liên phân số vô h .an, còn số a0, a1, . . . g.oi là phần thu,o,ng
không d̄ầy d̄

,
u c

,
ua (9.24). Ðê

,
thu .ân ti .ên chúng ta viết (9.24) du,ó,i

d .ang
(a0, a1, . . .). (9.25)

Nhu, ta d̄ã biết, m.oi liên phân số hũ,u h .an d̄ều biê
,
u diễn m.ôt số

(giá tr.i phân số), giá tr.i này nh .ân d̄u,.o
,c qua hũ,u h .an bu,ó,c th .u

,c
hi .ên tı́nh toán hũ,u t

,
ı trên phần thu,o,ng không d̄ầy d̄

,
u. Nhu,ng

liên phân số vô h .an không có d̄iều d̄ó.

Tu,o,ng t .u
, nhu, phân số hũ,u h .an

αi = (a0, a1, . . . , ai) (9.26)

g.oi là phân số xấp x
,
ı thú, i, còn mỗi liên phân số vô h .an

(ak, ak+1, . . .) (k = 0, 1, . . .)

g.oi là phần du, c
,
ua (9.24). Số (9.26) xác d̄.inh theo công thú,c (9.11)

αi =
Pi

Qi
. Theo cách này m.oi phân số vô h .an (9.24) tồn t .ai dãy

phân số xấp x
,
ı

P0

Q0
,

P1

Q1
, . . . ,

Pn

Qn
, . . . (9.27)



204 Chu,o,ng 9. Liên phân số

Mỗi m.ôt phân số xấp x
,
ı là m.ôt số th .u

,c. Nếu dãy (9.27) h.ôi t .u và
gió,i h .an c

,
ua nó là m.ôt số ω thı̀ phân số (9.24) g.oi là h.ôi t .u, còn

ω là giá tr.i c
,
ua liên phân số vô h .an. Ta có thê

,
viết

ω = (a0, a1, . . .)

Trong tru,ò,ng h.o
,p ngu,.o

,c l .ai, liên phân số (9.24) g.oi là phân kỳ.

9.5. Vı́ d .u
Vı́ d .u 9.5. Cho liên phân số

b0 +
a1

b1 +
a2

b2 +
...+

an

bn

Ta d̄ .̆at
P0 = b0, Q0 = 1, P1 = b0b1 + a1, Q1 = b1, . . .

và công thú,c chung

Pk+1 = bk+1Pk + ak+1Pk−1,

Qk+1 = bk+1Qk + ak+1Qk−1.

Chú,ng minh r `̆ang

Pn

Qn
= b0 +

a1

b1 +
a2

b2 +
...+

an

bn

Lò,i gi
,

ai. Dễ thấy r `̆ang vó,i k = 0, 1 công thú,c d̄úng. Gi
,
a thiết

nó d̄úng vó,i k = n− 1, ta sẽ chú,ng minh r `̆ang nó cũng d̄úng cho
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k = n. Nhu, v .ây gi
,
a thiết có

b0 +
a1

b1 +
a2

b2 +
...+

an−1

bn−1

=
Pn−1

Qn−1

Nhu,ng tù, công thú,c cho Pk và Qk ta có

Pn−1

Qn−1
=

bn−1Pn−2 + an−1Pn−3

bn−1Qn−2 + an−1Qn−3
,
o, d̄ây Pn−2, Pn−3, Qn−2, Qn−3 không ph .u thu.ôc vào an−1 và bn−1.
M .̆at khác, dùng gi

,
a thiết quy n .ap ta nh .ân d̄u,.o

,c

b0 +
a1

b1 +
a2

b2 +
...+

an−1

bn−1 +
an

bn

=
(bn−1 +

an

bn
)Pn−2 + an−1Pn−3

(bn−1 +
an

bn
)Qn−2 + an−1Qn−3

=
Pn−1 +

an

bn
Pn−2

Qn−1 +
an

bn
Qn−2

=
bnPn−1 + anPn−2

bnQn−1 + anQn−2
=

Pn

Qn
.

Vı́ d .u 9.6. Chú,ng minh r `̆ang (số mẫu số trong liên phân số b `̆ang
n).

r

r + 1−
r

r + 1−
...−

r
r + 1

=
rn+1 − r
rr+1 − 1
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Lò,i gi
,

ai. Ta ký hi .êu liên phân số theo
Pn

Qn
. Ta có

P1 = r; Q1 = r + 1;

P2 = r(r + 1); Q2 = r2 + r + 1;

Ta chú,ng minh b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap

Pn = r
rn − 1
r− 1

; Qn =
rn+1 − 1

r− 1
.

Vó,i n = 1 công thú,c này d̄úng. Gi
,
ai thiết nó d̄úng vó,i n = m, ta

sẽ chú,ng minh nó d̄úng vó,i n = m + 1. Ta có (theo vı́ d .u trên)

Pm+1 = bm+1Pm + am+1Pm−1.

Trong tru,ò,ng h.o
,p c

,
ua chúng ta thı̀

Pm+1 = (r + 1)r
rm−1 − 1

r− 1
− r2 rm−1 − 1

r− 1
= r

rm−1 − 1
r− 1

.

Tu,o,ng t .u
, ta cũng có Qm+1 =

rm+2 − 1
r− 1

. J

Vı́ d .u 9.7. Chú,ng minh r `̆ang

1
u1

+
1
u2

+ · · ·+ 1
un

=
1

u1 −
u2

1

u1 + u2 −
u2

2

u2 + u3 −
...−

u2
n−1

un−1 + un

.

Lò,i gi
,

ai. Ta d̄ .̆at
1
ur

+
1

ur+1
=

1
ur + xr

. Khi d̄ó ta tı̀m d̄u,.o
,c xr =

− u2
r

ur + ur+1
. Vı̀ thế

1
u1

+
1
u2

=
1

u1 −
u2

1
u1 + u2

. Ho,n nũ,a,

1
u1

+
1
u2

+
1
u3

=
1
u1

+
1

u2 + x2
=

1
u1 + x′2

,
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,
o, d̄ây x′2 = − u2

1
u1 + u2 + x2

. Nhu, v .ây

1
u1

+
1
u2

+
1
u3

=
1

u1 −
u2

1
u1 + u2 + x2

=
1

u1 −
u2

1

u1 + u2 −
u2

2
u2 + u3

.

Tu,o,ng t .u
, b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap ta có thê

,
chú,ng minh công

thú,c chung. J

Vı́ d .u 9.8. Hãy chú,ng minh d̄
,

ăng thú,c sau

a1

b1 +
a2

b2 +
...+

an

bn

=
a1c1

b1c1 +
a2c1c2

b2c2 +
...+

ancncn−1

bncn

,

,
o,d̄ây c1, c2, c2, . . . , cn là nhũ,ng số bất kỳ khác 0.

Lò,i gi
,

ai. Ta ký hi .êu bên trái b `̆ang phân số
Pn

Qn
, bên ph

,
ai b `̆ang

phân số
P′n
Q′n

. Ta ph
,
ai chú,ng minh

Pn

Qn
=

P′n
Q′n

vó,i m.oi số nguyên

du,o,ng n. Ta có
P1

Q1
=

a1

b1
;

P2

Q2
=

a1b2

b1b2 + a2
; · · ·

P′1
Q′1

=
c1a1

c1b1
;

P′2
Q′2

=
c1c2a1b2

c1c2(b1b2 + a2)
; · · ·

Ta có thê
,
d̄ .̆at P1 = a1; Q1 = b1; P2 = a1b2; Q2 = b1b2 + a2 và khi

d̄ó ta có các d̄
,
ăng thú,c sau (do bài 9.6)

Pn+1 = bn+1Pn + an+1Pn−1, Qn+1 = bn+1Qn + an+1Qn−1.

Ta l .ai d̄ .̆at

P′1 = c1a1; P′2 = c1c2a1b2; Q′1 = c1b1; Q′2 = c1c2(b1b2 + a2).
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Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi n các d̄
,
ăng thú,c sau d̄úng

P′n = c1c2 . . . cnPn; Q′n = c1c2 . . . cnQn.

Th .ât v .ây, ta chú,ng minh b `̆ang quy n .ap, gi
,
a thiết các d̄

,
ăng thú,c

d̄úng vó,i m.oi số nh
,
o ho,n hay b `̆ang n, ta sẽ chú,ng minh nó cũng

d̄úng vó,i n + 1. Ta có

P′n+1 = cn+1bn+1P′n + cncn+1an+1P′n−1,

Q′n+1 = cn+1bn+1Q′n + cncn+1an+1Q′n−1.

Tù, d̄ó suy ra

P′n+1 = cn+1bn+1c1c2 . . . cnPn + cncn+1an+1c1c2 . . . cn−1Pn−1

= c1c2 . . . cn+1(bn+1Pn + an+1Pn−1) = c1c2 . . . cn+1Pn+1.

Tu,o,ng t .u
, ta cũng chú,ng minh d̄u,.o

,c Q′n+1 = c1c2 . . . cn+1Qn+1. J

Vı́ d .u 9.9. Chú,ng minh các d̄
,

ăng thú,c sau

1)
sin(n + 1)x

sin nx
= 2 cos x−

1

2 cos x−
1

2 cos x +
...+

1
2 cos x

liên phân số b .âc n.

2) 1 + b2 + b2b3 + · · · + b2b3 . . . bn =
1

1−
b2

b2 + 1−
b3

b3 + 1−
...+

bn

bn + 1

Lò,i gi
,

ai. 1) Ta d̄ .̆at liên phân số bên ph
,
ai b `̆ang

Pn

Qn
. Dễ thấy
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P1

Q1
= 2 cos x. Vı̀ thế ta có thê

,
d̄ .̆at P1 =

sin 2x
sin x

; Q1 =
sin x
sin x

. Vó,i

n=2, thı̀
P2

Q2
= 2 cos x− 1

2 cos x
=

4 cos2 x− 1
2 cos x

.

Suy ra có thê
,
d̄ .̆at

P2 =
sin 3x
sin x

; Q2 =
sin 2x
sin x

.

Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang Pn =
sin(n + 1)x

sin x
; Qn =

sin nx
sin x

vó,i m.oi

x. Th .ât v .ây, gi
,
a thiết công thú,c d̄úng vó,i n, ta sẽ chú,ng minh nó

d̄úng vó,i n + 1. Ta có (theo bài .9.5 )

Pn+1 = 2 cos x
sin(n + 1)x

sin x
− sin nx

sin x
=

1
sin x

sin(n + 2)x.

Hoàn toàn tu,o,ng t .u
, ta chú,ng minh cho Qn+1 =

sin(n + 1)x
sin x

, vı̀

thế ta có công thú,c

Pn

Qn
=

sin(n + 1)x
sin nx

vó,i m.oi số nguyên du,o,ng n.

2) Ta ký hi .êu
Pn

Qn
cho vế ph

,
ai c

,
ua d̄

,
ăng thú,c. Ta cần ph

,
ai

chú,ng minh

Pn

Qn
= 1 + b2 + b2b3 + · · ·+ b2b3 . . . bn

vó,i m.oi n nguyên du,o,ng.

Th .ât v .ây,
P1

Q1
=

1
1

;
P2

Q2
=

b2 + 1
1

vı̀ thế P1 = 1, Q1 = 1, P2 = b2 + 1, Q2 = 1. Khi d̄ó b `̆ang quy n .ap
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ta có thê
,
chú,ng minh d̄u,.o

,c

Pn = 1 + b2 + b2b3 + · · ·+ b2b3 . . . bn

Qn = 1.

Suy ra d̄
,
ăng thú,c cần chú,ng minh là d̄úng. J

Vı́ d .u 9.10. Chú,ng minh r `̆ang nếu m.ôt liên phân số có n phần

t
,

u, b `̆ang 1, thı̀ giá tr.i phân số này b `̆ang
un+1

un
,

,
o, d̄ây u1 = u2 =

1, u3 = 2, . . . là nhũ,ng số Fibonacci.

Lò,i gi
,

ai. Ta s
,
u, d .ung quy n .ap theo n. Vó,i n = 1 và n = 2 kh

,
ăng

d̄.inh d̄úng:

ω1 = (1) = 1 =
1
1
=

u2

u1
, ω2 = (1, 1) = 1 +

1
1
=

2
1
=

u3

u2
.

Gi
,
a thiết kh

,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i n nào d̄ó, nghı̃a là ωn =

(1, 1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
n

=
un+1

un
. Ta sẽ chú,ng minh trong tru,ò,ng h.o

,p nhu, v .ây

nó cũng d̄úng cho n + 1. Th .ât v .ây,

ωn+1 = (1, 1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
n+1

= (1, ωn)

= 1 +
1

ωn
=

un + un+1

un+1
=

un+2

un+1
. J

9.6. Bài t .âp
... 9.11. Cho liên phân số vô h .an (q0, q1, . . .),

,
o, d̄ây q0 ≥ q1 > 0, . . .

là nhũ,ng số t .u
, nhiên. Hãy chú,ng minh nhũ,ng kh

,
ăng d̄.inh sau:

a) Dãy
P0

Q0
,

P2

Q2
, . . . , là dãy tăng.
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b) Dãy
P1

Q1
,

P3

Q3
, . . . , là dãy gi

,
am.

... 9.12. Cho (q0, q1, . . .) là liên phân số
,
o, bài trên. Chú,ng minh

m.ênh d̄ề sau

a) (q0, q1, . . .) h.ôi t .u.

b) Số ω = (q0, q1, . . .) là số vô t
,
ı.

... 9.13. Chú,ng minh r `̆ang (1, 1, . . .) =
1 +
√

5
2

.

... 9.14. Cho ω = (q0, q1, . . . , qn). Chú,ng minh r `̆ang nếu ta lấy

phân số xấp x
,
ı thú, i

Pi

Qi
d̄ối vó,i ω, thı̀ vó,i sai số δi = |ω−

Pi

Qi
|(i =

0, 1, . . . , n− 1) tho
,
a mãn d̄ánh giá sau

1
Qi(Qi + Qi+1)

< δi <
1

QiQi+1
.



CHU
,
O

,
NG 10

M .ÔT SỐ ÐỀ THI VÔ Ð.ICH

Rất nhiều nu,ó,c hàng năm d̄ều tô
,
chú,c thi vô d̄.ich quốc gia về

môn toán cho các h.oc sinh tru,ò,ng phô
,
thông. Nhũ,ng kỳ thi d̄ó

có rất nhiều bài gi
,
ai b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap. Sau d̄ây ch

,
ı là

m.ôt số nh
,
o các d̄ề d̄ã có, bên c .anh số bài là tên nu,ó,c và năm ra

d̄ề thi.

Vı́ d .u 10.1. (Hungari 1932). Chú,ng minh r `̆ang nếu a, b và n là
nhũ,ng số t .u

,nhiên và b chia hết cho an, thı̀ số (a + 1)b− 1 chia hết
cho an+1.

Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap theo n. Vó,i
n = 0 m.ênh d̄ề kh

,
ăng d̄.inh d̄úng, vı̀ (a + 1)b − 1 chia hết cho a.

Gi
,
a s

,
u, kh

,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i số k nào d̄ó, nghı̃a là ta gi

,
a thiết nếu

b
... ak, thı̀ ((a + 1)b − 1)

... ak+1. Cho b′ là số t .u
, nhiên chia hết cho

ak+1. Ta d̄ .̆at b =
b′

a
. Khi d̄ó b

... ak và vı̀

(a + 1)b′ = (a + 1)ab − 1 = [(a + 1)b]a − 1 =

= [(a + 1)b − 1][(a + 1)(a−1)b + (a + 1)(a−2)b + · · ·+ (a + 1)b + 1],

nên (a + 1)b′ − 1 chia hết cho ak+2. Th .ât v .ây, theo gi
,
a thiết quy

n .ap thù,a số thú, nhất trong biê
,
u thú,c sau cùng chia hết cho ak+1,

còn thù,a số thú, hai biê
,
u diễn du,ó,i d .ang

[(a + 1)(a−1)b − 1] + [(a + 1)(a−2)b − 1] + · · ·+ [(a + 1)b − 1] + a

212
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tù, d̄ó d̄ễ thấy nó chia hết cho a. Suy ra ((a + 1)b′ − 1)
... ak+2. J

Vı́ d .u 10.2. (Hungari 1979). Nhũ,ng d̄
,
ınh c

,
ua m.ôt d̄a giác lồi có

số c .anh là số l
,
e d̄u,

.o
,c tô màu sao cho m.oi c .̆ap hai d̄iê

,
m c .anh nhau

có màu khác nhau. Chú,ng minh r `̆ang b `̆ang m.ôt số d̄u,̀o,ng chéo
không c ´̆at nhau c

,
ua d̄a giác này có thê

,
c ´̆at thành nhũ,ng hı̀nh

tam giác, mà nhũ,ng d̄
,
ınh c

,
ua mỗi tam giác d̄u,

.o
,c tô vó,i nhũ,ng

màu khác nhau.

Lò,i gi
,

ai. Chú,ng minh b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap d̄ối vó,i số
c .anh n c

,
ua d̄a giác. Vó,i n = 3 kh

,
ăng d̄.inh c

,
ua bài toán là hiê

,
n

nhiên. cho n > 3. Dễ thấy tồn t .ai ba d̄
,
ınh kề nhau V1, V2 và V3

c
,
ua d̄a giác d̄u,.o

,c tô tu,o,ng ú,ng ba màu khác nhau A, B và C.

Nếu V4 không tô màu A; ho .̆ac là
nếu V4 tô màu A, còn V5 không tô
màu B; ho .̆ac là nếu V4 có màu A,
V5 có màu B, còn V6 không ph

,
ai

màu C, còn l .ai ta áp d .ung gi
,
a

thiết quy n .ap . Nếu V4 có màu
A, V5 có màu B và V6 có màu C,
hı̀nh l .uc giác V1V2V3V4V5V6 ta có
thê

,
chia ra nhu, hı̀nh vẽ (hı̀nh 12),

phần còn l .ai c
,
ua d̄a giác ta áp

d .ung gi
,
a thiết quy n .ap. J

Vı́ d .u 10.3. (Moscow 1945). M.ôt số trong các số a1, a2, . . . , an b `̆ang
+1, số còn l .ai b `̆ang -1. Chú,ng minh r `̆ang

2 sin(a1 +
a1a2

2
+ · · ·+ a1a2 . . . an

2n−1 )
π

4
= a1

√
2 + a2

√
2 + · · ·+ an

√
2.
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Lò,i gi
,

ai. Chú,ng minh b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc. Vó,i
n = 1 ta cần kiê

,
m tra công thú,c 2 sin a1

π

4
= a1

√
2, hiê

,
n nhiên

d̄úng. Gi
,
a s

,
u, công thú,c sau d̄úng vó,i số k nào d̄ó

2 sin(a1 +
a1a2

2
+ · · ·+ a1a2 . . . ak

2k−1 )
π

4
= a1

√
2 + a2

√
2 + · · ·+ ak

√
2.

Khi d̄ó

2 + a1

√
2 + a2

√
2 + · · ·+ ak

√
2 =

= 2 + 2 sin(a1 +
a1a2

2
+

a1a2a3

4
+ · · ·+ a1a2 . . . ak

2k−1 )
π

4

= 2− 2 cos(
π

2
+ (a1 ++

a1a2

2
+

a1a2a3

4
+ · · ·+ a1a2 . . . ak

2k−1 )
π

4
)

= 2(1− cos2(1 +
a1

2
++

a1a2

4
+

a1a2a3

8
+ · · ·+ a1a2 . . . ak

2k )
π

4
)

= 4 sin2(1 +
a1

2
+

a1a2

4
+

a1a2a3

8
+ · · ·+ a1a2 . . . ak

2k )
π

4
.

Vı̀ 0 < 1+
a1

2
+

a1a2

4
+ · · ·+ a1a2 . . . ak

2k < 2, tù, bất d̄
,
ăng thú,c trên

suy ra√
2 + a1

√
2 + · · ·+ ak

√
2 = 2 sin(1+

a1

2
+

a1a2

4
+ · · ·+ a1a2 . . . ak

2k )
π

4
.

B
,
o,i vı̀ hàm sin là hàm l

,
e, vó,i a0 = ±1, ta nhân vào hai vế c

,
ua

d̄
,
ăng thú,c trên và biến d̄ô

,
i

a0

√
2 + a1

√
2 + · · ·+ ak

√
2 =

= a02 sin(1 +
a1

2
+

a1a2

4
+

a1a2a3

8
+ · · ·+ a1a2 . . . ak

2k )
π

4
=

= 2 sin(a0 +
a0a1

2
+

a0a1a2

4
+

a0a1a2a3

8
+ · · ·+ a0a1a2 . . . ak

2k )
π

4
.

d̄iều d̄ó ch
,
ı ra r `̆ang công thú,c d̄u,.o

,c chú,ng minh d̄úng vó,i n =

k + 1. Theo nguyên lý quy n .ap công thú,c d̄úng vó,i m.oi n. J



215

Vı́ d .u 10.4. (Moscow 1984). Cho X = (x1, x2, . . . , xn) là dãy n,
n ≥ 4, nhũ,ng số không âm, tô

,
ng c

,
ua chúng b `̆ang 1.

a) Chú,ng minh r `̆ang

x1x2 + x2x3 + · · ·+ xnx1 ≤
1
4

.

b) Chú,ng minh r `̆ang tồn t .ai m.ôt tô
,
h.o

,p Y = (y1, y2, . . . , yn) c
,

ua
X, sao cho

y1y2 + y2y3 + · · ·+ yny1 ≤
1
n

.

Lò,i gi
,

ai. a) Áp d .ung phu,o,ng pháp quy n .ap d̄ối vó,i n, ta chú,ng
minh

(x1 + x2 + · · ·+ xn)
2 ≥ 4(x1x2 + x2x3 + · · ·+ xnx1), (10.1)

,
o, d̄ây xi ≥ 0 và n ≥ 4. Tù, d̄ó vó,i

n

∑
i=1

xi = 1 ta nh .ân d̄u,.o
,c kết qu

,
a.

Nếu n = 4, bất d̄
,
ăng thú,c (10.1) tu,o,ng d̄u,o,ng vó,i bất d̄

,
ăng

thú,c
(x1 − x2 + x3 − x4)

2 ≥ 0
Ta chú ý d̄

,
ăng thú,c x

,
ay ra khi và ch

,
ı khi x1 + x3 = x2 + x4.

Bây giò, bất d̄
,
ăng thú,c (10.1) d̄úng vó,i m.ôt số cố d̄.inh bất kỳ

nào d̄ó n = k ≥ 4. Ta cần chú,ng minh

(x1 + x2 + · · ·+ xk + xk+1)
2 ≥ 4(x1x2 + x2x3 + · · ·+ xkxk+1 + xk+1x1).

(10.2)

Vı̀ tô
,
ng hai vế c

,
ua bất d̄

,
ăng thú,c (10.2) là vòng tròn theo ch

,
ı

số, ta có thê
,
gi

,
a thiết xk+1 ≤ xi vó,i i = 1, 2, . . . , k. Khi d̄ó tù, gi

,
a

thiết quy n .ap suy ra

(x1 + x2 + · · ·+ xk−1 + (xk + xk+1))
2 ≥

≥ 4(x1x2 + x2x3 + · · ·+ xk−1(xk + xk+1) + (xk + xk+1)x1). (10.3)
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B
,
o,i vı̀

(x1x2 + x2x3 + · · ·+ xk−1(xk + xk+1) + (xk + xk+1)x1) =

(x1x2 + x2x3 + · · ·+ xkxk+1 + xk+1x1) + xk−1xk+1 + xk(x1 − xk+1))

và x1 − xk+1 ≥ 0, thı̀ tù, (10.3) suy ra (10.2).

b) Vó,i tô
,
h.o

,p bất kỳ Y = (y1, y2, . . . , yn) c
,
ua X ta d̄ .̆at

SY = y1y2 + y2y3 + · · ·+ yny1.

Ta ký hi .êu ∑ SY = S (tô
,
ng tı́nh theo tất c

,
a n! hoán v.i c

,
ua X). Vó,i

s .u
, cố d̄.inh i và j, i 6= j số lu,.o

,ng c
,
ua nhũ,ng tô

,
h.o

,p c
,
ua X, trong d̄ó

xi d̄ú,ng tru,ó,c xj (xếp theo vòng l .̆ap!), là n(n− 2)!. Tù, d̄ây

S = n(n− 2)!
n

∑
i,j=1,i 6=j

xixj = n(n− 2)!(1−
n

∑
i=1

x2
k ≤

≤ n(n− 2)!(1− 1
n
(

n

∑
k=1

xk)
2) = n(n− 2)!(1− 1

n
) = (n− 1)!.

Suy ra số nh
,
o nhất trong SY không vu,.o

,t quá

S
n!
≤ (n− 1)!

n!
=

1
n

. J

Vı́ d .u 10.5. (Ba lan 1952-1953). Chú,ng minh r `̆ang nếu n là m.ôt
số t .u

,nhiên, thı̀
(
√

2− 1)n =
√

m−
√

m− 1

vó,i m.ôt số t .u
,nhiên thı́ch h.o

,p nào d̄ó m.

Lò,i gi
,

ai. Ta sẽ chú,ng minh b `̆ang quy n .ap toán h.oc kh
,
ăng d̄.inh

sau, vó,i m.oi số t .u
, nhiên n tồn t .ai nhũ,ng số t .u

, nhiên an và bn sao
cho {

(1−
√

2)n = an − bn
√

2
a2

n − 2b2
n = (−1)n.

(10.4)
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Th .ât v .ây, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n = 1, vı̀ trong tru,ò,ng h.o
,p này

a1 = b1 = 1 d̄u,a các vế c
,
ua d̄

,
ăng thú,c trên b `̆ang nhau. Ta gi

,
a

thiết r `̆ang vó,i n cố d̄.inh bất kỳ ta có nhũ,ng số thı́ch h.o
,p an và bn,

vó,i chúng (10.4) d̄úng. Khi d̄ó nhũ,ng d̄
,
ăng thú,c

(1−
√

2)n+1 = (1−
√

2)n(1−
√

2)

= (an − bn
√

2)(1−
√

2)

= (an + 2bn)− (an + bn)
√

2,

suy ra s .u
, tồn t .ai c

,
ua nhũ,ng số tu,o,ng ú,ng

an+1 = an + 2bn và bn+1 = an + bn,

t .ai vı̀

a2
n+1− 2b2

n+1 = (an + 2bn)
2− 2(an + bn)

2 = −(a2
n− 2b2

n) = (−1)n+1.

Nhu, v .ây d̄iều kh
,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i m.oi n.

Ta ch
,
ı còn d̄ .̆at m = a2 vó,i n là số ch ˜̆an, và m = 2b2

n vó,i n là số
l
,
e, d̄ê

,
nh .ân d̄u,.o

,c lò,i gi
,
ai bài toán. J

Vı́ d .u 10.6. (Liên xô 1976). Cho x0 và x1 là nhũ,ng số t .u
, nhiên

nh
,
o ho,n 1000, và d̄ .̆at

x2 = |x0 − x1|, x3 = |x1 − x2|, x4 = |x2 − x3|, . . .

Chú,ng minh r `̆ang ı́t nhất m.ôt trong nhũ,ng số x2, x3, . . . , x1500

b `̆ang 0.

Lò,i gi
,

ai. Chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo n kết qu
,
a m.anh ho,n

d̄ề ra: Nếu trong dãy số nhu, d̄ề ra số x0 và x1 nh
,
o ho,n 2n, thı̀ ı́t

nhất m.ôt trong nhũ,ng số x1, x2, . . . , x3n b `̆ang 0.

Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄ã d̄u,.o

,c chú,ng minh vó,i m.oi số nguyên nh
,
o

ho,n n. Nếu trong dãy th .u
,c s .u

, có bất d̄
,
ăng thú,c x3 < 2n− 2, x4 <
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2n− 2, thı̀ tù, gi
,
a thiết quy n .ap suy ra kết qu

,
a m.ênh d̄ề cần chú,ng

minh.

B
,
o,i vı̀ theo d̄iều ki .ên có x0 ≤ 2n− 1, x1 ≤ 2n− 1, thı̀ vó,i x2 ≥ 1

ta có x3 ≤ 2n− 2, x4 ≤ 2n− 3.

Nếu x3 6= 2n− 2, thı̀ l .ai d̄u,a về gi
,
a thiết quy n .ap. Nếu x3 =

2n − 2, thı̀ x2 = 1, x1 = 2n − 1, x0 = 2n − 2. Ta sẽ chú,ng minh
kh

,
ăng d̄.inh trong tru,ò,ng h.o

,p này. Ta có

x3 = 2n− 2, x4 = 2n− 3, x5 = 1, x6 = 2n− 4, x7 = 2n− 5,

x8 = 1, . . . , x3k = 2n− 2k, . . . , x3n = 0. J
Vı́ d .u 10.7. (Canada 1979). Cho a, b, c, d và e là nhũ,ng số nguyên
th

,
oa mãn d̄iều ki.ên 1 ≤ a < b < c < d < e. Chú,ng minh r `̆ang

1
[a, b]

+
1

[b, c]
+

1
[c, d]

+
1

[d, e]
≤ 15

16
,

,
o,d̄ây [m, n] ký hi.êu là b.ôi số chung nh

,
o nhất c

,
ua m và n.

Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh theo quy n .ap bất d̄
,
ăng thú,c tô

,
ng quát

ho,n.
1

[a0, a1]
+

1
[a1, a2]

+ · · ·+ 1
[an−1, an]

≤ 1− 1
2n (10.5)

,
o, d̄ây 0 < a0 < a1 < . . . < an là nhũ,ng số t .u

, nhiên. Vó,i n = 1 thı̀
(10.5) d̄úng hiê

,
n nhiên. Ta gi

,
a s

,
u, r `̆ang (10.5) d̄úng vó,i n nào d̄ó,

và ta xét nhũ,ng số t .u
, nhiên bất kỳ 0 < a0 < a1 < . . . < an < an+1.

Nếu an+1 ≥ 2n+1, thı̀ [an, an+1] ≥ 2n+1 và tù, (10.5) suy ra
1

[a0, a1]
+

1
[a1, a2]

+ · · ·+ 1
[an−1, an]

+
1

[an, an+1]
≤

≤ (1− 1
2n ) +

1
2n+1 = 1− 1

2n+1 .
Bây giò, cho an+1 < 2n+1. Ta chú ý r `̆ang vó,i nhũ,ng số t .u

, nhiên bất
kỳ p và q, p < q, ta có1

[p, q]
=

(p, q)
pq
≤ q− p

pq
=

1
p
− 1

q
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(Ta d̄ã áp d .ung d̄
,
ăng thú,c [p, q](p, q) = pq và q− p chia hết cho

(p, q)). Suy ra1
[a0, a1]

+
1

[a1, a2]
+ · · ·+ 1

[an−1, an]
+

1
[an, an+1]

≤

(
1
a0
− 1

a1
) + (

1
a1
− 1

a2
) + · · ·+ (

1
an
− 1

an+1
) =

=
1
a0
− 1

an+1
< 1− 1

2n+1 ,

Bất d̄
,
ăng thú,c (10.5) tr

,
o, thành d̄

,
ăng thú,c vó,i ai = 2i, i =

0, 1, . . . , n. J

Vı́ d .u 10.8. (Canada 1982). Cho a, b và c là nhũ,ng nghi.êm c
,

ua
phu,o,ng trı̀nh

x3 − x2 − x− 1 = 0.
Chú,ng minh r `̆ang số

b1982 − c1982

b− c
+

c1982 − a1982

c− a
+

a1982 − b1982

a− b
là m.ôt số nguyên.

Lò,i gi
,

ai. Ta d̄ .̆at

rn =
bn − cn

b− c
, sn =

cn − an

c− a
, tn =

an − bn

a− b
vó,i n = 1, 2, . . .

Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang

rn+3 = rn+2 + rn+1 + rn, n ≥ 1.

Vı̀ nhũ,ng nghi .êm b và c th
,
oa mãn d̄

,
ăng thú,c

b3 = b2 + b + 1, c3 = c2 + c + 1,

nên

rn+3 =
bn+3 − cn+3

b− c
=

bn(b2 + b + 1)− cn(c2 + c + 1)
b− c

=
bn+2 − cn+2

b− c
+

bn+1 − cn+1

b− c
+

bn − cn

b− c
= rn+2 + rn+1 + rn.
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Theo cùng phu,o,ng pháp nhu, v .ây ta nh .ân d̄u,.o
,c

sn+3 = sn+2 + sn+1 + sn, tn+3 = tn+2 + tn+1 + tn, n ≥ 1.

Ta sẽ chú,ng minh b `̆ang phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc d̄ối vó,i n,
sao cho rn + sn + tn là số nguyên vó,i m.oi n ≥ 1. Vı̀

r1 + s1 + t1 = 3,

r2 + s2 + t2 = 2(a + b + c) = 2,

r3 + s3 + t3 = 2(a + b + c)2 − 3(bc + ca + ab) = 5.

Kh
,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i n = 1, 2, 3. Ta gi

,
a s

,
u, r `̆ang kh

,
ăng d̄.inh

cũng d̄úng vó,i n = 1, 2, . . . , k + 2, k ≥ 1. Khi d̄ó

rk+3 + sk+3 + tk+3 = (rk+2 + sk+2 + tk+2)+ (rk+1 + sk+1 + tk+1)+ (rk + sk + tk).

Theo gi
,
a thiết quy n .ap nó là tô

,
ng c

,
ua ba số nguyên và suy ra

tô
,
ng

,
o, d̄ề bài là số nguyên. J

Vı́ d .u 10.9. (CHLB Ðú,c 1981). Dãy a1, a2, a3, . . . d̄u,
.o
,c cho nhu,

sau: a1 là số t .u
,nhiên, an+1 = [1, 5an] + 1 vó,i m.oi n = 1, 2, . . .. Có

thê
,
ch.on a1 nhu,thế nào d̄ê

,
cho 100 000 số h .ang d̄ầu tiên c

,
ua dãy

trên là nhũ,ng số ch ˜̆an, còn số h .ang thú,100 001 là m.ôt số l
,
e ?

Lò,i gi
,

ai. Có thê
,
ch.on d̄u,.o

,c m.ôt số nhu, d̄ầu bài d̄ .̆at ra là a1 =

2100001 − 2. B `̆ang quy n .ap theo n ta sẽ chú,ng minh vó,i m.oi n =

1, 2, . . . , 100001 d̄
,
ăng thú,c sau d̄úng

an = 3n−1.2100001−n. (10.6)

Th .ât v .ây, vó,i n = 1 ta có 31−1.2100001−n− 2 = 2100001− 2 = a1. Nếu
ta gi

,
a thiết (10.6) d̄úng vó,i n nào d̄ó n ≤ 100000, thı̀

an+1 = [1, 5an] + 1 = [1, 5(3n−1.2100001−n − 2)] + 1

= [3n.2100000−n − 3] + 1 = 3n2100000−n − 2.
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Khi d̄ó vó,i n = 1, 2, . . . , 100000 số 2100001−n là số ch ˜̆an,

còn 2100001−100001 = 1 là m.ôt số l
,
e. Dễ thấy nhũ,ng số

a1, a2, . . . , a100000 là số ch ˜̆an, còn a100001 là số l
,
e. J

Vı́ d .u 10.10. (A´o-Balan 1980). Chú,ng minh r `̆ang

∑
1

i1i2 . . . ik
= n,

,
o, d̄ây tô

,
ng th .u

,c hi.ên theo tất c
,

a t .âp h.o
,p con khác rỗng

{i1, i2, . . . , ik} c
,

ua {1, 2, . . . , n}

Lò,i gi
,

ai. Ta áp d .ung phu,o,ng pháp quy n .ap theo n. Vó,i n = 1 ta

có
1
1
= 1, d̄iều hiê

,
n nhiên d̄úng. Ta gi

,
a thiết d̄

,
ăng thú,c theo d̄iều

ki .ên bài toán d̄úng vó,i số n ≥ 1 nào d̄ó. Mỗi t .âp con khác rỗng
c

,
ua t .âp h.o

,p {1, 2, . . . , n, n + 1} là m.ôt trong nhũ,ng d .ang sau d̄ây:

a) T .âp h.o
,p con c

,
ua t .âp h.o

,p {1, 2, . . . , n};
b) T .âp h.o

,p con c
,
ua t .âp h.o

,p {1, 2, . . . , n} và số n + 1;

c) T .âp h.o
,p m.ôt phần t

,
u, {n + 1}.

Khi d̄ó vó,i tô
,
ng theo d̄iều ki .ên c

,
ua bài toán trong tru,ò,ng h.o

,p
n + 1 ta nh .ân d̄u,.o

,c

n + 1
1

n + 1
.n +

1
n + 1

= n + 1.

Nhu, v .ây chú,ng minh theo quy n .ap d̄ã xong và bài toán d̄ã d̄u,.o
,c

gi
,
ai. J

Vı́ d .u 10.11. (Balan 1981). Cho các dãy số x1, x2, . . . ; y1, y2, . . .
tho

,
a mãn các d̄iều ki.ên xn+1 = x3

n − 3xn; yn+1 = y3
n − 3yn vó,i m.oi

n ≥ 1 và x2
1 = y1 + 2. Chú,ng minh r `̆ang x2

n = yn + 2 vó,i m.oi
n ≥ 1.
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Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo n. Vó,i n = 1, công
thú,c d̄úng theo gi

,
a thiết. Gi

,
a s

,
u, nó d̄úng vó,i n = k, tú,c là x2

k =

yk + 2 (k ≥ 2). Ta ph
,
ai chú,ng minh bài toán d̄úng vó,i n =

k + 1, tú,c là x2
k+1 = yk+1 + 1. Th .ât v .ây,

x2
k+1 = (x3

k − 3xk)
2 = x6

k − 6x4
k + 9x2

k

= (yk + 2)3 − 6(yk + 2)2 + 9(yk + 2)

= y3
k − 3yk + 2 = yk+1 + 2

tú,c là x2
k+1 = yk+1 + 2. J

Vı́ d .u 10.12. (Balan 1982). Cho q là m.ôt số t .u
,nhiên ch ˜̆an th .u

,c s .u
,

ló,n ho,n 0. Chú,ng minh r `̆ang vó,i mỗi số t .u
,nhiên n, số q(q+1)n

+ 1
chia hết cho (q + 1)n+1 và không chia hết cho (q + 1)n+2.

Lò,i gi
,

ai. Ta chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo theo n. Vó,i n = 0,
q(q+1)0

+ 1 = q + 1 không chia hết cho (q + 1)0+2. Bài toán d̄úng
vó,i n = 0.

Gi
,
a s

,
u, bài toán d̄úng vó,i n(n > 0), tú,c là q(q+1)n

+ 1 chia hết
cho (q + 1)n+1 và không chia hết cho (q + 1)n+2. Nói cách khác
q(q+1)n

+ 1 = (q + 1)n+1s chia hết cho q + 1. Ta ph
,
ai chú,ng minh

bài toán d̄úng vó,i c
,
a n + 1. Th .ât v .ây

q(q+1)n+1
+ 1 = ((q(q+1)n

+ 1)− 1)q+1 + 1 = ((q+ 1)n+1s− 1)q+1 + 1

=
q+1

∑
j=0

Cj
q+1(q + 1)(n+1)j.sj.(−1)q+1−j + 1

=
q+1

∑
j=1

Cj
q+1(q + 1)(n+1)j.sj.(−1)q+1−j = (q + 1)(q + 1)n+1s−

− C2
q+1(q + 1)2(n+1)s2 + · · ·+ (q + 1)(q+1)(n+1)sq+1 =

= (q + 1)n+2(s− C2
q+1(q + 1)ns2 + · · ·+ (q + 1)qn+q−1sq+1).
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Thù,a số thú, hai chia hết cho (q + 1). Do d̄ó q(q+1)n+1
+ 1 chia hết

cho (q + 1)n+2 và không chia hết cho (q + 1)n+3. J

Vı́ d .u 10.13. (Anh 1978). Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi n ≥ 1, n ∈ N
thı̀ 2 cos nθ là m.ôt d̄a thú,c b .âc n c

,
ua 2 cos θ vó,i h.ê số nguyên.

Lò,i gi
,

ai. Ta sẽ chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo n. vó,i n = 1,
m.ênh d̄ề d̄úng. Vó,i n = 2, 2 cos 2θ = 2(2 cos2 θ − 1) = (2 cos θ)2 −
2, tú,c là m.ênh d̄ề d̄úng. Gi

,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i m.oi n, n ≤

k(k ≥ 2). Ta ph
,
ai chú,ng minh m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n = k + 1. Ta có

2 cos(k + 1)θ + 2 cos(k− 1)θ = 4 cos kθ. cos θ = (2 cos kθ)(2 cos θ).
Suy ra 2 cos(k + 1)θ = 2 cos θ(2 cos kθ)− 2 cos(k− 1)θ. Vế ph

,
ai rõ

ràng là m.ôt d̄a thú,c b .âc k + 1 c
,
ua 2 cos θ vó,i h.ê số nguyên. Tù, d̄ó

suy ra m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n = k + 1 và do d̄ó nó d̄úng vó,i m.oi n.
J

Vı́ d .u 10.14. (Ðề thi Olympic Toán quốc tế lần thú, 18, 1976).

Dãy u0, u1, u2, . . . d̄u,
.o
,c xác d̄.inh theo cách sau u0 = 2; u1 =

5
2

;

un+1 = un(u2
n−1 − 2)− u1, (n ≥ 1).

Chú,ng minh r `̆ang vó,i n ≥ 1 [un] = 2
2n − (−1)n

3 ,
,

o, d̄ây [x] là số
nguyên ló,n nhất không ló,n ho,n x.

Lò,i gi
,

ai. Ta d̄ .̆at αk =
2k − (−1)k

3
, k ≥ 0. Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang

αn+1 = 2αn + (−1)n vó,i m.oi số nguyên n ≥ 0. Th .ât v .ây

2αn + (−1)n = 2
2n − (−1)n

3
+ (−1)n =

2n+1 − 2(−1)n + 3(−1)n

3

=
2n+1 + (−1)n

3
=

2n+1 − (−1)n+1

3
= αn+1.
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Vı̀ α0 = 0 và α1 = 1 tù, các d̄
,
ăng thú,c này suy ra tất c

,
a αk là

nguyên. Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang un = 2αn + 2−αn , n ≥ 0. Vó,i k =

0, 1 d̄iều này dễ kiê
,
m tra. Gi

,
a s

,
u, nó d̄úng vó,i k = n− 1 và k = n,

và s
,
u, d .ung mối liên quan giũ,a αn và αn−1, ta sẽ nh .ân d̄u,.o

,c

un+1 = un(u2
n−1 − 2)− 5

2

= (2αn + 2−αn).[(2αn−1 + 2αn−1)2 − 2]− 5
2

= (2αn + 2−αn).(22αn−1 + 22αn−1)2)− 5
2

= (2αn + 2−αn).(2αn−(−)n−1
+ 2(−1)n−1−αn)2)− 5

2

= 22αn+(−1)n
+ 2(−1)n−1

+ 2−(−1)n−1
+ 2−2αn−(−1)n − 5

2
= 2αn+1 + 2−αn+1 ,

vı̀ 2(−1)k
+ 2−(−1)k

=
5
2

vó,i mỗi k ≥ 1. Bài toán d̄ã d̄u,.o
,c gi

,
ai vı̀

[un] = [2αn + 2−αn ] = 2αn , do
1

2αn
< 1 vó,i n ≥ 1. J

Vı́ d .u 10.15. (Ðề thi Olympic Toán quốc tế lần thú, 22, 1981).
Biết r `̆ang hàm số f (x, y) tho

,
a mãn nhũ,ng d̄iều ki.ên:

a) f (0, y) = y + 1;

b) f (x + 1, 0) = f (x, 1);

c) f (x + 1, y + 1) = f (x, f (x + 1, y)) vó,i tất c
,

a nhũ,ng số nguyên
không âm x và y. Hãy tı̀m f (4, 1981).

Lò,i gi
,

ai. Ta có f (1, 0) = f (0, 1) = 2, f (1, 1) = f (0, f (1, 0)) =

f (0, 2) = 3. Ta sẽ chú,ng minh b `̆ang quy n .ap r `̆ang f (1, y) = y + 2.
Vó,i y = 1, kh

,
ăng d̄.inh d̄úng. gi

,
a s

,
u, vó,i số t .u

, nhiên k nào d̄ó ta có
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f (1, k) = k + 2. Khi d̄ó

f (1, k + 1) = f (0, f (1, k)) = f (0, k + 2) = k + 3.

Tù, b) ta nh .ân d̄u,.o
,c f (2, 0) = f (1, 1) = 3, còn tù, c) f (2, 1) =

f (1, f (2, 0)) = f (1, 3) = 5.

Bây giò, ta chú,ng minh r `̆ang f (2, k) = 2k+ 3. Th .ât v .ây, cho vó,i
k nào d̄ó ta có f (2, k) = 2k + 3. Khi d̄ó f (2, k + 1) = f (1, f (2, k)) =
f (1, 2k + 3) = 2k + 5.

Ta nh .ân d̄u,.o
,c f (3, 0) = f (2, 1) = 5. Ngoài ra f (3, y + 1) =

f (2, f (3, y)) = 2 f (3, y) + 3, ho .̆ac là vó,i m.oi số t .u
, nhiên y ta có

f (3, y + 1) = 2 f (3, y) + 3. Ta áp d .ung d̄
,
ăng thú,c k lần, nh .ân d̄u,.o

,c

f (3, y + 1) = 2k+1. f (3, y− k) + 3(2k + 2k−1 + · · ·+ 2 + 1),

tù, d̄ây vó,i k = y ta nh .ân d̄u,.o
,c f (3, y + 1) = 52y+1 + 3.(2y+1 − 1).

Suy ra f (3, y) = 2y+3 − 3 vó,i m.oi số t .u
, nhiên y. Tù, d̄

,
ăng thú,c

cuối cùng ta nh .ân d̄u,.o
,c

f (4, y) = f (3, f (4, y− 1)) = 2 f (4,y−1)+3 − 3

= 22 f (4,y−2)+3−3+3 − 3 = 22 f (4,y−2)+3 − 3

= 2

y−1︷︸︸︷
22

...
2

13+3

− 3 = 2

y+2︷︸︸︷
22

...
2

− 3

,
o, d̄ây ta áp d .ung d̄

,
ăng thú,c f (4, 0) = f (3, 1) = 24 − 3 = 13. Thay

giá tr.i vào d̄
,
ăng thú,c trên ta có d̄u,.o

,c f (4, 1981). J
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... 11.1. Chú,ng minh r `̆ang

a) 1.2.3 . . . p+ 2.3 . . . p.(p+ 1) + · · ·+ n(n+ 1) . . . (n+ p− 1) =

=
n(n + 1) . . . (n + p)

p + 1
.

b) 2.12 + 3.22 + · · ·+ (n + 1).n2 =
n(n + 1)(n + 2)(3n + 1)

12
.

c) 1− 1
2
+

1
3
− 1

4
+ · · ·+ 1

2n− 1
− 1

2n
=

1
n + 1

+
1

n + 2
+ · · ·+

1
2n

.

d) 12 − 22 + 32 − 42 + · · ·+ (−1)n−1.n2 = (−1)n−1 n(n + 1)
2

.

... 11.2. Chú,ng minh các d̄
,
ăng thú,c sau

a + 1
2

+
a + 3

4
+

a + 7
8

+ · · ·+ a + 2n − 1
2n =

(a− 1)(2n − 1)
2n + n.

... 11.3. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi số t .u
, nhiên n

a) 62n − 1 chia hết cho 35;

b) n6 − 3n5 + 6n4 − 7n3 + 5n2 − 2n chia hết cho 24;

c) 2n+2.3n + 5n− 4 chia hết cho 25;

d) 52n+1 + 2n+4 + 2n+1 chia hết cho 23.

... 11.4. Chú,ng minh r `̆ang

226
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a)
√

n < 1 +
1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
< 2
√

n vó,i n ≥ 2.

b) 2
1
2

n(n−1)
> n! vó,i n ≥ 3.

... 11.5. Chú,ng minh bất d̄
,
ăng thú,c

log(n + 1) >
log1 + log2 + · · ·+ logn

n
.

... 11.6. Chú,ng minh d̄
,
ăng thú,c

(1 + x)(1 + x2)(1 + x4) . . . (1 + x2n−1
) =

= 1 + x + x2 + x3 + · · ·+ x2n−1.

... 11.7. Chú,ng minh d̄
,
ăng thú,c sau

1 +
1
a
+

a + 1
ab

+
(a + 1)(b + 1)

abc
+ · · ·

· · ·+ (a + 1)(b + 1) . . . (s + 1)(l + 1)
abc . . . skl

=

=
(a + 1)(b + 1) . . . (k + 1)(l + 1)

abc . . . kl
.

... 11.8. Chú,ng minh r `̆ang
n

∑
k=1

(1− an)(1− an−1) . . . (1− an−k+1)

1− ak = n.

... 11.9. Hãy tı́nh tô
,
ng

Sn =
a
b
+

a(a− 1)
b(b− 1)

+
a(a− 1)(a− 2)
b(b− 1)(b− 2)

+
a(a− 1) . . . (a− n + 1)
b(b− 1) . . . (b− n + 1)

.

( b không b `̆ang m.ôt trong các số 0, 1, 2, . . . , n− 1)

... 11.10. Cho

Sn = a1 + (a1 + 1)a2+(a1 + 1)(a2 + 1)a3 + · · ·
· · ·+ (a1 + 1)(a2 + 1) . . . (an−1 + 1)an.
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Chú,ng minh r `̆ang

Sn = (a1 + 1)(a2 + 1) . . . (an + 1)− 1.

... 11.11. Cho {un} là dãy Fibonacci, chú,ng minh r `̆ang

un =

[
n− 1

2
]

∑
k=0

Ck
n−k−1.

... 11.12. Hãy tı̀m tất c
,
a nghi .êm nguyên du,o,ng c

,
ua phu,o,ng trı̀nh

x1 + x2 + · · ·+ xn = m (m là số nguyên du,o,ng).

... 11.13. Chú,ng minh r `̆ang số nghi .êm chung nguyên du,o,ng c
,
ua

nhũ,ng phu,o,ng trı̀nh x + 2y = n; 2x + 3y = n − 1; . . . ; nx + (n +

1)y = 1; (n + 1)x + (n + 2)y = 0; b `̆ang n + 1.

... 11.14. Chú,ng minh r `̆ang số nghi .êm chung nguyên không âm
c

,
ua nhũ,ng phu,o,ng trı̀nh sau x + 4y = 3n− 1; 4x + 9y = 5n− 4;

9x + 16y = 7n− 9, . . . , n2x + (n + 1)2y = n(n + 1); b `̆ang n.

... 11.15. Chú,ng minh r `̆ang vó,i giá tr.i tuỳ ý α ≤ 1 và các số tuỳ ý
x1, . . . , xn tho

,
a mãn các d̄iều ki .ên 1 ≥ x1 ≥ x2 ≥ . . . ≥ xn > 0, ta

có bất d̄
,
ăng thú,c

(1 + x1 + x2 + · · ·+ xn)
α ≤ 1 + 1α−1xα−1

1 + 2α−1xα
2 + · · ·+ nα−1xα

n.

... 11.16. Chú,ng minh r `̆ang vó,i các giá tr.i tuỳ ý m, n ∈ N và các
số tuỳ ý x1, x2, . . . , xn, y1 . . . , yn ∈ [0, 1] tho

,
a mãn các d̄iều ki .ên

xi + yi = 1 vó,i i = 1, 2, . . . , n, ta có bất d̄
,
ăng thú,c

(1− x1 · x2 · . . . · xn)
m + (1− ym

1 ) · . . . · (1− ym
n ) ≥ 1.

... 11.17. Vó,i mỗi giá tr.i n ∈ N hãy tı̀m giá tr.i ló,n nhất k ∈ Z+ d̄ê
,

số [(3 +
√

11)2n−1] chia hết cho 2k.
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... 11.18. Ngu,ò,i ta tô màu các d̄
,
ınh c

,
ua m.ôt d̄a giác lồi có số c .anh

l
,
e, sao cho bất kỳ 2 d̄

,
ınh lân c .ân d̄u,.o

,c tô b `̆ang 2 màu khác nhau.
Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi cách tô màu tho

,
a mãn d̄iều ki .ên trên

d̄a giác có thê
,
chia thành các tam giác b

,
o,i các d̄u,ò,ng chéo không

c ´̆at nhau, mà hai d̄ầu mỗi d̄u,ò,ng chéo, có hai màu khác nhau.

... 11.19. Dãy số du,o,ng a,a2, ..., an tho
,
a mãn bất d̄

,
ăng thú,c a2

n ≤
an − an+1 vó,i n ∈ N. Chú,ng minh r `̆ang vó,i bất kỳ giá tr.i n ∈ N

có d̄ánh giá an <
1
n

.

... 11.20. Cho dãy số {an} tho
,
a mãn bất d̄

,
ăng thú,c {ak+m − ak −

am} ≤ 1, vó,i k, m ∈ N. Chú,ng minh r `̆ang vó,i bất kỳ p, q ∈ N có
bất d̄

,
ăng thú,c ∣∣∣∣ ap

p
−

aq

q

∣∣∣∣ < 1
p
+

1
q

.

... 11.21. Chú,ng minh r `̆ang mỗi số h .ang c
,
ua dãy số(

3 +
√

5
2

)n

+

(
3−
√

5
2

)n

− 2, (n ∈ N)

là số t .u
, nhiên và biê

,
u diễn du,ó,i d .ang 5m2 ho .̆ac m2(m ∈ N) vó,i n

tu,o,ng ú,ng ch ˜̆an ho .̆ac l
,
e.

... 11.22. Chú,ng minh r `̆ang tồn t .ai d̄úng m.ôt dãy số nguyên
a1, a2, . . . tho

,
a mãn d̄iều ki .ên a1 = 1, a2 > 1, a3

n+1 + 1 = anan+2

vó,i n ∈ N.

... 11.23. Chú,ng minh r `̆ang vó,i các số tuỳ ý m, n ∈ N, số

Sm,n = 1 +
m

∑
k=1

(−1)k (n + k + 1)!
n!(n + k)

chia hết cho m!, nhu,ng vó,i m.ôt số giá tr.i m, n ∈ N số Sm,n không
chia hết cho m!(n + 1).
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... 11.24. Trên m .̆at ph
,
ăng có n d̄u,ò,ng tròn khác nhau có bán kı́nh

d̄ều b `̆ang 1 d̄u,.o
,c s ´̆ap xếp khác nhau. Chú,ng minh r `̆ang ch

,
ı có m.ôt

trong số d̄ó chú,a m.ôt cung, không c ´̆at m.ôt d̄u,ò,ng tròn trong số

nhũ,ng d̄u,ò,ng tròn còn l .ai và có d̄ .ô dài không nh
,
o ho,n

2P
n

.

... 11.25. Có thê
,
chia m.ôt d̄a giác d̄ều 2n− giác bất kỳ thành các

hı̀nh thoi hay không?

... 11.26. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi a ∈ N, a > 2 tồn t .ai vô số các
số n ∈ N d̄ê

,
số an − 1 chia hết cho n. Kh

,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i a = 2

không?

... 11.27. Chú,ng minh r `̆ang vó,i số n ∈ N tuỳ ý phu,o,ng trı̀nh
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n = y2 có nghi .êm số t .u
, nhiên.

... 11.28. Dãy a1, a2, . . . , an, . . . nhũ,ng số t .u
, nhiên d̄u,.o

,c t .ao thành
theo cách sau: Ch.on m.ôt số có ba chũ, số bất kỳ a1, còn a2 là
tô

,
ng c

,
ua các bı̀nh phu,o,ng c

,
ua các chũ, số a1, a3 là tô

,
ng các bı̀nh

phu,o,ng các chũ, số c
,
ua a2 và tiếp t .uc quá trı̀nh nhu, v .ây. Chú,ng

minh r `̆ang trong dãy a1, a2, a3, . . . b ´̆at g .̆ap ho .̆ac là số 1, ho .̆ac số 4.

... 11.29. Chú,ng minh r `̆ang không tồn t .ai dãy vô h .an các số t .u
,

nhiên n1, n2, . . . th
,
oa mãn hai d̄iều ki .ên sau d̄ây:

a) nk < nk+1 vó,i k = 1, 2, . . .

b) nkl = nk + nl vó,i m.oi k = 1, 2, . . . và l = 1, 2, . . .

... 11.30. Chú,ng minh r `̆ang vó,i m.oi giá tr.i số t .u
, nhiên bất d̄

,
ăng

thú,c sau d̄úng
2n > n2.
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ai và g .o
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12.1. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý bài t .âp chu,o,ng 1

... 1.11. a) Lò,i gi
,
ai: Ta thiết l .âp b

,
ang cho m.ôt số giá tr.i c

,
ua n.

n = 1 2 3 4 5
Sn = 1 -3 6 -10 15

Ta so sánh vó,i b
,
ang số

,
o, bài d̄ầu tiên dễ d̄u,a d̄ến gi

,
ai thiết

Sn = (−1)n−1.
n(n + 1)

2
.
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Gi
,
a s

,
u, d̄úng vó,i n nào d̄ó, ta sẽ chú,ng minh d̄

,
ăng thú,c d̄ó cũng

d̄úng cho n + 1. Ta có

Sn+1 = Sn + (−1)n(n + 1)2 = (−1)n−1 n(n + 1)
2

+ (−1)n(n + 1)2

= (−1)n (n + 1)(n + 2)
2

.

b) Tr
,
a lò,i: Sn = [

n(n + 1)
2

]2.

c) Lò,i gi
,
ai: Ta l .âp b

,
ang m.ôt số giá tr.i ban d̄ầu
n = 1 2 3 4
Sn = 1 5 23 119

T .ai vı̀ 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120, ta có thê
,
làm gi

,
ai

thiết Sn = (n + 1)!− 1. Vó,i Sn+1 ta nh .ân d̄u,.o
,c

Sn+1 = (1.1! + 2.2! + · · ·+ n.n!) + (n + 1).(n + 1)!

= (n + 1)!− 1 + (n + 1).(n + 1)!

= (n + 1)!(1 + n + 1)− 1 = (n + 2)!− 1.

... 1.12. a) Lò,i gi
,
ai: Ta áp d .ung tı́nh chất c

,
ua tô

,
ng

n

∑
µ=1

(2µ− 1)2 = 4
n

∑
µ=1

µ2 − 4
n

∑
µ=1

µ +
n

∑
µ=1

1 =
n(4n2 − 1)

3
.

,
o, d̄ây ta áp d .ung công thú,c tı́nh tô

,
ng luỹ thù,a c

,
ua các số t .u

,

nhiên.

b) G .o
,i ý: Tu,o,ng t .u

, phần a).

c) G .o
,i ý: Ta áp d .ung công thú,c

1
x(x + 1)

=
1
x
− 1

x + 1
, ta tı̀m

d̄u,.o
,c

n

∑
µ=1

1
µ(µ + 1)

=
n

∑
µ=1

1
µ
−

n

∑
µ=1

1
µ + 1

= 1− 1
n + 1

=
n

n + 1
.
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... 1.13. Lò,i gi
,
ai: Chú,ng minh b `̆ang quy n .ap toán h.oc theo k

d̄
,
ăng thú,c sau

x0 + x1 + · · ·+ xk =
1

n− k
vó,i 0 ≤ k ≤ n− 1.

Vó,i k = 0, kh
,
ăng d̄.inh d̄úng hiê

,
n nhiên. Gi

,
a s

,
u, nó d̄úng vó,i m.oi

n ≤ k. Khi d̄ó

x0 + x1 + · · ·+ xk + xk+1 =
1

n− k
+ xk+1

=
1

n− k− 1
(x0 + x1 + · · ·+ xk) +

1
n− k

=
1

(n + k− 1)(n− k)
+

1
n− k

=
1

n− k− 1
.

Suy ra m.ênh d̄ề cũng d̄úng vó,i k + 1. Tru,ò,ng h.o
,p riêng, vó,i k =

n− 1 ta nh .ân d̄u,.o
,c x0 + x1 + · · ·+ xn−1 = 1.

12.2. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý bài t .âp chu,o,ng 2

... 2.31. Lò,i gi
,
ai: Ta ký hi .êu bất d̄

,
ăng thú,c d̄ề ra là (2.27). Chú,ng

minh quy n .ap theo n. Vó,i n = 1, tù, (2.27) ta có x5
1 + x7

1 ≥ 2x6
1, nó

tu,o,ng d̄u,o,ng vó,i (1− x1)
2 ≥ 0, nhu, v .ây trong tru,ò,ng h.o

,p này bất
d̄

,
ăng thú,c d̄úng.

Gi
,
a s

,
u, bất d̄

,
ăng thú,c d̄úng vó,i số n ≥ 1 nào d̄ó. Ta sẽ chú,ng

minh nó cũng d̄úng vó,i n + 1. Cho x1 < x2 < . . . < xn < xn+1 vó,i
nhũ,ng số nguyên du,o,ng. Theo gi

,
a thiết quy n .ap ta có (2.27) và

trong nó có d̄
,
ăng thú,c khi và ch

,
ı khi xk = k, k = 1, 2, . . . , n. Ngoài

ra bất d̄
,
ăng thú,c sau d̄úng (chú,ng minh sau)

x5
n+1 + x7

n+1 ≥ 2[2(x3
1 + x3

2 + · · ·+ x3
n)x3

n+1 + (x3
n+1)

2] (12.1)

và d̄
,
ăng x

,
ay ra ch

,
ı khi xk = k, k = 1, 2, . . . , n + 1 . C.ông theo vế
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c
,
ua (2.27) và (12.1) ta nh .ân d̄u,.o

,c

x5
1 + x5

2 + · · ·+ x5
n + x5

n+1 + x7
1 + x7

2 + · · ·+ x7
n + x7

n+1 ≥
≥ 2(x3

1 + x3
2 + · · ·+ x3

n + x3
n+1)

2

và d̄
,
ăng thú,c ch

,
ı xâ

,
y ra khi và ch

,
ı khi có d̄

,
ăng thú,c trong (2.27)

và (12.1), nghı̃a là xk = k, k = 1, 2, . . . , n, n + 1. Nhu, v .ây kh
,
ăng

d̄.inh d̄úng vó,i n + 1.

Ta ch
,
ı còn chú,ng minh (12.1). Bất d̄

,
ăng thú,c (12.1) tu,o,ng

d̄u,o,ng vó,i

x5
n+1(xn+1 − 1)2

4
≥ x3

1 + x3
2 + · · ·+ x3

n. (12.2)

Bất d̄
,
ăng thú,c (12.2) d̄u,.o

,c suy ra tù, nhũ,ng bất d̄
,
ăng thú,c và

d̄
,
ăng thú,c sau

x3
1 + x3

2 + · · ·+ x3
n ≤ 13 + 23 + · · ·+ x3

n, (12.3)

13 + 23 + · · ·+ x3
n =

x2
n(xn + 1)2

4
,

xn ≤ xn+1 − 1, (12.4)

x2
n(xn + 1)2

4
≤

(xn+1 − 1)2x2
n+1

4
.

Ð
,
ăng thú,c trong (12.2) khi và ch

,
ı khi có d̄

,
ăng thú,c trong (12.3)

và (12.4), hay là xk = k, k = 1, 2, . . . , n + 1. J

... 2.32. Lò,i gi
,
ai: Vó,i k = 1 bất d̄

,
ăng thú,c d̄ã cho hiê

,
n nhiên d̄úng

và tr
,
o, thành d̄

,
ăng thú,c. Gi

,
a s

,
u, (2.28) d̄úng vó,i số nguyên k ≥ 1.

Ta d̄ .̆at

N = (a1 + a2 + · · ·+ ak + ak+1)
2

= (a1 + a2 + .. + ak)
2 + a2

k+1 + 2ak+1(a1 + a2 + · · ·+ ak).
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Ta thế thù,a số thú, nhất
,
o, bên ph

,
ai phu,o,ng trı̀nh trên b `̆ang biê

,
u

thú,c ló,n ho,n nó trong (2.28), ta nh .ân d̄u,.o
,c

N ≤ k(a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
k) + a2

k+1 + 2ak+1(a1 + a2 + · · ·+ ak)

= (k + 1)(a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
k + a2

k+1)− a2
1 − a2

2 − · · · − a2
k − ka2

k+1+

+ 2a1ak+1 + 2a2ak+1 + · · ·+ 2akak+1 =

= (k + 1)(a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
k+1)− (a1 − ak+1)

2 − (a2 − ak+1)
2 − · · ·

· · · − (ak − ak+1)
2.

Tù, d̄ây suy ra bất d̄
,
ăng thú,c (2.28) vó,i k + 1, hay là

N ≤ (k + 1)(a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
k+1). J

... 2.33. G .o
,i ý: Ta biê

,
u diễn f (k+1)(x) theo f (k)(x) b `̆ang m.ôt số giá

tr.i

f ′(x) =
x

(x2 − 1)1/2 , f ′′(x) = − 1
(x2 − 1)3/2

f ′′′(x) =
3x

(x2 − 1)5/2 , f (iv)(x) = − 12x2 + 1
(x2 − 1)7/2

f (v)(x) =
60x3 + 31x
(x2 − 1)9/2 , f (vi)(x) = −522x4 + 266x2 + 31

(x2 − 1)11/2 .

Bây giò, ta phát biê
,
u l .ai bài toán: nếu f (x) = (x2 − 1)1/2, x > 1,

khi d̄ó
f (n)(x) =

gn(x)
(x2 − 1)(2n−1)/2,

o, d̄ây gn(x) là d̄a thú,c b .âc n− 2, và

gn(x) là

{
hàm ch˜̆an vó,i tất c

,
a các h.ê số không âm, nếu n ch ˜̆an

hàm l
,
e vó,i tất c

,
a các h.ê số không du,o,ng, nếu n l

,
e.

M.ênh d̄ề này có thê
,
chú,ng minh b `̆ang quy n .ap.

... 2.34. G .o
,i ý: Chia hai tru,ò,ng h.o

,p n ch ˜̆an và l
,
e.
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12.3. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý bài t .âp chu,o,ng 3

... 3.21. Lò,i gi
,
ai: Ta có

Sn =
n

∑
k=1

akbk = a1b1 +
n−1

∑
k=1

ak+1bk+1 = a1b1 +
n−1

∑
k=1

(ak + d)qbk

= a1b1 + q
n−1

∑
k=1

akbk + dq
n

∑
k=1

bk = a1b1 + q(Sn − anbn) + dqb1
qn−1 − 1

q− 1
.

Tù, d̄ó suy ra công thú,c bài toán.

... 3.22. Tr
,
a lò,i: bn = n2 + 1, Sn =

1
6

n(2n2 + 3n + 7).

... 3.23. Tr
,
a lò,i: Sn =

1
2

n(4n2 + 7n + 1).

... 3.24. Tr
,
a lò,i:

a) xn = C1 cos
2πn

3
+ C2 sin

2πn
3

;

b) xn = (C1 + C2.n)(−1)n;

c) xn = C1 + C2(−1)n;

d) xn = C1 + C2n + C3n2.

... 3.25. Tr
,
a lò,i:

a) xn = 7+ 3n; b) xn = 2n + 3n − 4n; c) xn = 2(3− 2n).3n−1− 1.

12.4. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý bài t .âp chu,o,ng 4

... 4.19. Lò,i gi
,
ai: Khi n = 1, thı̀ 112 + 12 = 133, m.ênh d̄ề d̄úng

vó,i n = 1. Gi
,
a s

,
u, 11k+1 + 122k−1 chia hết cho 133. Ta sẽ chú,ng
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minh 11k+2 + 122k+1 cũng chi hết cho 133. Th .ât v .ây,

11k+2 + 122k+1 = 11.11k+1 + 122.122k−1

= 11.(11k+1 + 122k−1) + 133.122k−1.

Tô
,
ng thu d̄u,.o

,c chia hết cho 133. V .ây m.ênh d̄ề d̄úng vó,i m.oi n ≥ 1.
J

... 4.20. G .o
,i ý: Tiến hành nhu, bài 4.2 phần 1).

... 4.21. G .o
,i ý: Tiến hành nhu, bài 4.2 phần 2).

... 4.22. G .o
,i ý: Bài toán d̄u,a về chú,ng minh công thú,c 102n−1 + 1

chia hết cho 11 vó,i m.oi n ≥ 1.

12.5. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý bài t .âp chu,o,ng 5

... 5.28. Lò,i gi
,
ai: Ta ký hi .êu an = 22n+1

+ 22n
+ 1.

1) Vó,i n = 1, a1 = 221+1
+ 221

+ 1 = 21.

2) Vó,i n = 2, a2 = 222+1
+ 222

+ 1 = 28 + 24 + 1 = 256+ 16+ 1 =

273 = 21.13 , nhu, v .ây, a2 chia hết 21.

3) Ta sẽ chú,ng minh an chia hết cho 21 vó,i m.oi số t .u
, nhiên n.

Vó,i n = 1 và n = 2 ta d̄ã kiê
,
m tra.

Gi
,
a s

,
u, ak = 22k+1

+ 22k
+ 1 = 21m. Ta xét ak+1 = 22k+2

+ 22k+1
+

1. Nhu,ng 22k+1
= ak − 22k − 1 = 21m − 22k − 1, nhu, v .ây ak+1 =

22k+2
+ (21m − 22k − 1) + 1 = 22k.4 − 22k

+ 21m = 22k
(22k.3 − 1) +

21m,

ak+1 = 22k
[(26)2k−1 − 1] + 21m = 22k

[(64)2k−1 − 1] + 21m.

Nhu,ng (64)2k−1 − 1 chia hết cho 64− 1 = 63 = 21.3 và suy ra
ak+1 chia hết cho 21. Nhu, v .ây an chia hết cho 21 vó,i m.oi n và vı̀
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a1 = 21 là số nh
,
o nhất trong tất c

,
a các số, thı̀ u,ó,c số chung ló,n

nhất c
,
ua tất c

,
a an, n = 1, 2, . . . là 21. J

... 5.29. Lò,i gi
,
ai: Nh´̆ac l .ai cách chú,ng minh c

,
ua Euclide về tồn

t .ai vô h .an số nguyên tố. Nếu p1 p2 . . . pn + 1 là nhũ,ng số nguyên tố
bất kỳ, số P = p1 p2 . . . pn + 1 khác 1 và suy ra nó chia hết cho m.ôt
u,ó,c số nguyên tố nào d̄ó, tất nhiên nó ph

,
ai khác p1, p2, . . . , pn.

Nhu, v .ây theo cách này ta tı̀m d̄u,.o
,c m.ôt số nguyên tố mó,i. Nếu

p1, p2, . . . , pn là n số nguyên tố d̄ầu tiên. Trong tru,ò,ng h.o
,p d̄ó

u,ó,c số trên sẽ là số nguyên tố thú, n + 1 : pn+1. Do d̄ó pn+1 ≤
p1 p2 . . . pn + 1. Bây giò, bất d̄

,
ăng thú,c pn < 22n chú,ng minh theo

phu,o,ng pháp quy n .ap toán h.oc. Vó,i n = 1 ta có p1 = 2 bất d̄
,
ăng

thú,c là hiê
,
n nhiên. Gi

,
a s

,
u, bất d̄

,
ăng thú,c d̄úng vó,i m.oi giá tr.i

nh
,
o ho,n n. Ta sẽ chú,ng minh nó d̄úng cho n + 1. Th .ât v .ây,

pn+1 ≤ p1 p2 . . . pn + 1 < 22.222
. . . 22n

+ 1 = 22n+1−2
+ 1 < 22n+1

. J

... 5.30. Lò,i gi
,
ai: 1) Vó,i n = 1 ta có

sin β1 − sin α1 = 2 sin
β1 − α1

2
cos

β1 + α1

2

≤ 2 sin
β1 − α1

2
cos

β1 − α1

2
= sin(β1 − α1)

(vı̀ 0 ≤ β1 − α1

2
≤ β1 + α1

2
≤ π

2
)

2) Gi
,
a s

,
u, bất d̄

,
ăng thú,c d̄ã cho d̄úng vó,i n− 1. Khi d̄ó

n

∑
i=1

(sin βi − sin αi) =
n−1

∑
i=1

(sin βi − sin αi) + sin βn − sin αn

=
n−1

∑
i=1

(sin βi − sin αi) + 2 sin
βn − αn

2
cos

βn + αn

2



12.5. Lò,i gi
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≤ sin(
n−1

∑
i=1

βi −
n−1

∑
i=1

αi) + 2 sin
βn − αn

2
cos(

n−1

∑
i=1

(βi − αi) +
βn − αn

2
)

= sin(
n−1

∑
i=1

(βi − αi)) + sin(
n

∑
i=1

(βi − αi)) + sin(−
n−1

∑
i=1

(βi − αi))

= sin(
n

∑
i=1

(βi − αi).

Vı̀ c .ông các bất phu,o,ng trı̀nh α1 ≥ 0, α2 ≥ β1, α3 ≥ β2, . . . , αn ≥
βn−1 ta nh .ân d̄u,.o

,c α1 + α1 + · · ·+ αn ≥ β1 + β2 + · · ·+ βn−1 tù, d̄ó
suy ra

0 ≤
n−1

∑
i=1

(βi − αi) +
βn − αn

2
≤ βn + αn

2
≤ π

2
. J

... 5.31. Lò,i gi
,
ai: Ta d̄ .̆at Sn =

n

∑
i=1

1
n + i

. Vó,i n = 2 ta có S2 =

1
2 + 1

+
1

2 + 2
=

14
24

>
13
24

. Ta gi
,
a thiết r `̆ang Sn >

13
24

, vó,i số n nào

d̄ấy. Ta sẽ chú,ng minh khi d̄ó cũng có bất d̄
,
ăng thú,c cho Sn+1 >

13
24

. Ta sẽ chú,ng minh bất d̄
,
ăng thú,c sau là d̄

,
u Sn+1 − Sn > 0.

Th .ât v .ây,

Sn+1 − Sn =
n+1

∑
i=1

1
n + i + 1

−
n

∑
i=1

1
n + i

=
1

2n + 1
+

1
2n + 2

− 1
n + 1

=
1

2(n + 1)(2n + 1)
> 0.

... 5.32. Lò,i gi
,
ai: Dãy d̄ã cho tho

,
a mãn phu,o,ng trı̀nh truy hồi

an =
√

c + an−1. Gi
,
a s

,
u, gió,i h .an l = lim

n→∞
an tồn t .ai. Khi d̄ó

lim
n→∞

an = lim
n→∞

√
c + an−1 =

√
c + lim

n→∞
an−1 ho .̆ac là l =

√
c + l,

tù, d̄ây vó,i chú ý l > 0, ta tı̀m d̄u,.o
,c l =

1
2
(1 +

√
4c + 1). Ta cần
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ph
,
ai chú,ng minh gió,i h .an tồn t .ai. Ta chú ý r `̆ang dãy a1, a2, . . .

tăng, suy ra ch
,
ı còn kiê

,
m tra nó là b.i ch .̆an. Chı́nh xác ho,n ta sẽ

chú,ng minh bất d̄
,
ăng thú,c

an < 1 +
√

c, (n = 1, 2, 3, . . .).

Th .ât v .ây, vó,i n = 1 (1) tho
,
a mãn a1

√
c < 1+

√
c. Gi

,
a s

,
u, bất d̄

,
ăng

thú,c (1) tho
,
a mãn vó,i n nào d̄ó. Khi d̄ó

an+1 =
√

c + an <
√

c + (1 +
√

c) < 1 +
√

c. J

12.6. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý bài t .âp chu,o,ng 6
... 6.17. G .o

,i ý: Dễ dàng chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo n.

... 6.18. G .o
,i ý: Tù, m.ôt số do .an th

,
ăng có thê

,
t .ao thành d̄a giác

khi và ch
,
ı khi d̄o .an ló,n nhất trong chúng ph

,
ai nh

,
o ho,n tô

,
ng các

d̄o .an còn l .ai.

... 6.19. G .o
,i ý: Nhũ,ng m

,
anh do n d̄u,ò,ng tròn c ´̆at ra d̄ã d̄u,.o

,c tô
so,n theo gi

,
a thiết quy n .ap. Ta vẽ thêm m.ôt d̄u,ò,ng tròn thú, n + 1

, khi d̄ó ta d̄ô
,
i màu tất c

,
a các m

,
anh n`̆am trong du,ò,ng tròn thú,

n + 1. Nhu, v .ây ta có m .̆at ph
,
ăng ph

,
ai tı̀m.

... 6.20. G .o
,i ý: Tô

,
ng các số là 2.3n.

12.7. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý bài t .âp chu,o,ng 7

... 7.17. Lò,i gi
,
ai: Ta chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo n. Vó,i n = 1

m.ênh d̄ề d̄úng, vı̀
a

x(x + 1)
=

a
x
− a

x + 1
= (− a

x + 1
)− (− a

x
).
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Cho n > 1. Ta biê
,
u diễn d̄a thú,c P(x) du,ó,i d .ang

P(x) = c + (x + n)P1(x),
,
o, d̄ây c là h `̆ang số, còn b .âc c

,
ua P1(x) nh

,
o ho,n n − 1. Theo gi

,
a

thiết quy n .ap

P1(x) = x(x + 1) . . . (x + n− 1)(R1(x + 1)− R1(x)).
,
o, d̄ây R1(x) là m.ôt hàm hũ,u t

,
y nào d̄ó và khi d̄ó

P(x) = x(x + 1) . . . (x + n)(R(x + 1)− R(x)).
,
o, d̄ây

R(x) = R1(x)− c
n

.
1

x(x + 1) . . . (x + n− 1)
.

Chú ý: Nếu b .âc c
,
ua P(x) là n, d̄iều kh

,
ăng d̄.inh trên là không

d̄úng, ta hãy xem ph
,
an vı́ d .u sau

P(x) = x(x + 1) . . . (x + n− 1). J

... 7.18. Lò,i gi
,
ai: Chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo n. Nếu n = 0,

P(x) = a m.ôt h `̆ang số và khi d̄ó P(x) = a.P0(x). Gi
,
a thiết kh

,
ăng

d̄.inh d̄úng vó,i tất c
,
a d̄a thú,c b .âc nh

,
o ho,n n và P(x) = anxn + · · · .

Ta d̄ .̆at bn = n!an. Ða thú,c P(x)− bnPn(x) sẽ có b .âc không ló,n ho,n
n − 1 và có nghı̃a là theo gi

,
a thiết quy n .ap có số b0, b1, . . . , bn−1

sao cho

P(x)− bnPn(x) = bn−1Pn−1 + · · ·+ b0P0(x).

Suy ra kh
,
ăng d̄.inh d̄úng cho c

,
a d̄a thú,c P(x). J

... 7.19. Lò,i gi
,
ai: 1) Vó,i n = 1 d̄

,
ăng thú,c có d .ang u1x =

u1x3 + u2x2 − x
x2 + x− 1

ho .̆ac là x =
x3 + x2 − x
x2 + x− 1

, d̄
,
ăng thú,c này d̄úng.
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2) Chú,ng minh r `̆ang d̄
,
ăng thú,c d̄úng vó,i số n nào d̄ó. Ta sẽ

chú,ng minh d̄
,
ăng thú,c cũng d̄úng cho n+ 1. Th .ât v .ây, ta biến d̄ô

,
i

Fn+1(x) =
n+1

∑
i=1

ui
n = Fn(x) + un+1xn+1

=
unxn+2 + un+1xn+1 − x

x2 + x− 1
+ un+1xn+1.

Biến d̄ô
,
i d .u

,a vào công thú,c un+2 = un + un+1 ta nh .ân d̄u,.o
,c

Fn+1(x) =
un+1xn+3 + un+2xn+2 − x

x2 + x− 1
, (x2 + x− 1 6= 0)

... 7.20. G .o
,i ý: Tiến hành nhu, 7.16

... 7.21. G .o
,i ý: Tiến hành nhu, 7.16

... 7.22. Lò,i gi
,
ai: Chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo n.

1) n = 0, Khi d̄ó P(x) = a0. Nếu |1− a0| < 1 và |a− a0| < 1.
Khi d̄ó |a− 1| = |a− a0 + a0 − 1| ≤ |a− a0|+ |a0 − 1| < 2, nhu,ng
a ≥ 3 dẫn d̄ến vô lý!.

2) Gi
,
a s

,
u, m.ênh d̄ề d̄úng vó,i k ≤ n− 1. Ta xét d̄a thú,c

Q(x) =
P(x + 1)− P(x)

a− 1
.

Dễ dàng thấy r `̆ang Q(x) là d̄a thú,c b .âc n− 1. Theo gi
,
a thiết quy

n .ap tồn t .ai số i(0 ≤ i ≤ n− 1) sao cho

1 ≤ |ai −Q(i)| = |ai − P(i + 1)− P(i)
a− 1

|

=
|ai+1 − P(i + 1)− ai + P(i)|

a− 1
≤ |a

i+1 − P(i + 1)|
a− 1

+
|ai − P(i)|

a− 1
.
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Có ı́t nhất m.ôt trong các số h .ang không nh
,
o ho,n

1
2

. Gi
,
a s

,
u, d̄ó là

biê
,
u thú,c thú, nhất, thı̀ vı̀

a− 1
2
≥ 1 do a ≥ 3, |ai+1 − P(i + 1)| ≥

a− 1
2
≥ 1.

Tu,o,ng t .u
,, nếu biê

,
u thú,c thú, hai không nh

,
o ho,n

1
2

, thı̀ |ai −
P(i)| ≥ 1. J

... 7.23. Lò,i gi
,
ai: 1) Vó,i n = 1. Khi d̄ó P1(x) + P1(

1
x
) = x +

1
x

và

bất d̄
,
ăng thú,c nh .ân d̄u,.o

,c có d .ang

x +
1
x
≥ 2, (x > 0). (12.5)

Vı̀ x > 0, nên bất d̄
,
ăng thú,c vu `̆a nh .ân d̄u,.o

,c tu,o,ng d̄u,o,ng vó,i
(x− 1)2 ≥ 0 và suy ra m.ênh d̄ề d̄úng.

Vó,i n = 2 ta có P2(x) + P2(
1
x
) = (x2 + 1) + (

1
x2 + 1) = x2 +

2+
1
x2 . Cần ph

,
ai chú,ng minh r `̆ang P2(x) + P2(

1
x
) ≥ 2+ 1+

1
2
(1+

(−1)2) = 4 ho .̆ac là x2 +
1
x2 ≥ 2; d̄iều này suy ra tù, (12.5). Gi

,
a s

,
u,

m.ênh d̄ề d̄úng vó,i n. Ta có bất d̄
,
ăng thú,c sau d̄úng

Pn(x) + Pn(
1
x
) ≥ n + 1 +

1
2
(1 + (−1)n).

Ta sẽ chú,ng minh tru,ó,c tiên bất d̄
,
ăng thú,c d̄úng cho n + 2

Pn+2(x) + Pn+2(
1
x
) ≥ n + 3 +

1
2
(1 + (−1)n+2).

Chú ý Pn tho
,
a mãn d̄

,
ăng thú,c Pn+2(x) = xn+2 + Pn(x). Suy ra

Pn+2(x) + Pn+2(
1
x
) = [Pn(x) + Pn(

1
x
)] + [xn+2 +

1
xn+2 ]
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,i ý bài t .âp

Theo (*) bất d̄
,
ăng thú,c sau d̄úng xn+2 +

1
xn+2 ≥ 2. Tù, các d̄

,
ăng

thú,c và bất d̄
,
ăng thú,c sau cùng và gi

,
a thiết quy n .ap ta có:

Pn+2(x) + Pn+2(
1
x
) ≥ n + 1 +

1
2
(1 + (−1)n) + 2.

= (n + 2) + 1 +
1
2
(1 + (−1)n+2).

Ta chú ý r `̆ang (−1)n = (−1)n+2. Theo nguyên lý quy n .ap m.ênh
d̄ề d̄úng vó,i m.oi số l

,
e n (vı̀ nó d̄úng vó,i n = 1) và d̄úng vó,i m.oi

n ch ˜̆an (vı̀ nó d̄úng vó,i n = 2). Nhu, v .ây bất d
,
ăng thú,c d̄úng vó,i

m.oi n ≥ 1. J

12.8. Lò,i gi
,
ai và g .o
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... 8.19. Lò,i gi
,
ai: 1) vó,i n = 1 kh

,
ăng d̄.inh d̄úng, vı̀

2 cos x− cos 2x− 1

4 sin2 x
2

=
2 cos x− 2 cos2 x

4 sin2 x
2

=
cos x(1− cos x)

2 sin2 x
2

= cos x.

2) Cho

cos x+ 2 cos 2x+ · · ·+ k cos kx =
(k + 1) cos kx− k cos(k + 1)x− 1

4 sin2 x
2

.

Khi d̄ó

cos x + 2 cos 2x + · · ·+ k cos kx + (k + 1) cos(k + 1)x =

=
(k + 1) cos kx− k cos(k + 1)x− 1

4 sin2 x
2

+ (k + 1) cos(k + 1)x

=
(k + 1) cos kx− k cos(k + 1)x− 1

4 sin2 x
2

+
2(1− cos x)(k + 1) cos(k + 1)x

4 sin2 x
2

=
(k + 2) cos(k + 1)x + (k + 1) cos kx

4 sin2 x
2

− 2(k + 1) cos x cos(k + 1)x + 1

4 sin2 x
2
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=
(k + 2) cos(k + 1)x + (k + 1) cos kx

4 sin2 x
2

−

− (k + 1)[cos(k + 2)x + cos kx] + 1

4 sin2 x
2

=
(k + 2) cos(k + 1)x− (k + 1) cos(k + 2)x− 1

4 sin2 x
2

. J

... 8.20. Lò,i gi
,
ai: 1) Vó,i n = 1 kh

,
ăng d̄.inh d̄úng, vı̀

1 + i = 2
1
2 (cos

π

4
+ i sin

π

4
).

2) Gi
,
a s

,
u, d̄úng vó,i n = k, tú,c là

(1 + i)k = 2
k
2 (cos

kπ

4
+ i sin

kπ

4
).

Khi d̄ó

(1 + i)k+1 = 2
k
2 (cos

kπ

4
+ i sin

kπ

4
).2

1
2 (cos

π

4
+ i sin

π

4
).

.2
k+1

2 (cos
(k + 1)π

4
+ i sin

(k + 1)π
4

). J

... 8.21. Lò,i gi
,
ai: Vó,i n = 2 d̄

,
ăng thú,c d̄úng: a1b1 + a2b2 =

a2(b1 + b2)− (a2 − a1)b1 = a2B2 − (a2 − a1)B1. Ta sẽ chú,ng minh
nếu kh

,
ăng d̄.inh d̄úng vó,i n nào d̄ó, thı̀ nó cũng d̄úng vó,i n + 1.

Ta có
n+1

∑
µ=1

aµbµ =
n

∑
µ=1

aµbµ + an+1bn+1

= [anBn −
n−1

∑
µ=1

(aµ+1 − aµ)Bµ] + an+1bn+1.

(12.6)
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Nhu,ng bn+1 = Bn+1 − Bn
,
o, d̄ây anBn + an+1bn+1 = anBn +

an+1(Bn+1 − Bn). Tù, kết qu
,
a cuối cùng và (12.6) ta nh .ân d̄u,.o

,c
n+1

∑
µ=1

aµbµ = an+1bn+1 − (an+1 − an)Bn −
n−1

∑
µ=1

(aµ+1 − aµ)Bµ

= an+1bn+1 −
n

∑
µ=1

(aµ+1 − aµ)Bµ.

... 8.22. Lò,i gi
,
ai: Ta chú,ng minh b `̆ang quy n .ap theo k. Vó,i k = 1

tô
,
ng này b `̆ang

1− 1
m + 1

=
m

m + 1
. (12.7)

Vó,i k = 2 ta tı́nh d̄u,.o
,c

1− 2
m + 1

+
2.1

(m + 1)(m + 2)
=

m
m + 2

. (12.8)

Tù, d̄
,
ăng thú,c (12.7) và (12.8) d̄u,a d̄ến gi

,
ai thiết tô

,
ng (12.6) b `̆ang

m
m + k

. Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang

1− k + 1
n + 1

+
(k + 1)k

(m + 1)(m + 2)
− · · ·+ (−1)k+1 (k + 1)k . . . 2.1

(m + 1)(m + 2) . . . (m + k + 1)

=
m

m + k + 1
. (12.9)

Ta d̄u,a vào d̄.inh nghı̃a sau

Qi(k) =

0, nếu ho .̆ac i < 0, ho .̆ac i > k;

(−1)i .
k(k− 1) . . . (k− i + 1)
(m + 1) . . . (m + i)

, nếu 0 ≤ i ≤ k

Khi d̄ó (12.9) có thê
,
viết

k+1

∑
i=0

Qi(k + 1) =
k+1

∑
i=0

[Qi(k)−
i

m + i
Qi−1(k)] =

=
k+1

∑
i=0

Qi(k)−
k+1

∑
i=0

i
m + i

Qi−1(k) =
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=
k

∑
i=0

Qi(k)−
k

∑
i=0

i + 1
m + i + 1

Qi(k)

=
k

∑
i=0

m
m + i + 1

Qi(k)

=
k

∑
i=0

m
m + i + 1

.
m

m + k + 1
.
m + k + 1

m
Qi(k)

=
m

m + k + 1

k

∑
i=0

m + k + 1
m + i + 1

Qi(k)

=
m

m + k + 1

k

∑
i=0

m + k + 1 + i− i
m + i + 1

Qi(k)

=
m

m + k + 1
[

k

∑
i=0

Qi(k) +
k

∑
i=0

k− i
m + i + 1

Qi(k)]

=
m

m + k + 1
[

k

∑
i=0

Qi(k)−
k

∑
i=0

Qi+1(k)] =
m

m + k + 1
.

J

12.9. Lò,i gi
,
ai và g .o

,i ý bài t .âp chu,o,ng 9
... 9.11. G .o

,i ý: a) áp d .ung d̄
,
ăng thú,c

,
o, bài 9.4 ta nh .ân d̄u,.o

,c

P2i

Q2i
− P2i−2

Q2i−2
= −(−1)2i−1.

q2i

Q2iQ2i−2
,

tù, d̄ó có
P2i

Q2i
>

P2i−2

Q2i−2
(i = 1, 2, . . .).

b) tu,o,ng t .u
, nhu, phần a).

... 9.12. Lò,i gi
,
ai: a) Dãy

P1

Q1
,

P3

Q3
, . . . h.ôi t .u, b

,
o,i vı̀ theo bài t .âp

trên thı̀ dãy gi
,
am, m .̆at khác số h .ang c

,
ua nó d̄ều du,o,ng. Ta d̄ .̆at



248 Chu,o,ng 12. Lò,i gi
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ω′ = lim
i→∞

P2i+1

Q2i+1
. Ta sẽ ch

,
ı ra r `̆ang dãy

P0

Q0
,

P2

Q2
, . . . cũng h.ôi t .u; d̄ê

,

chú,ng minh d̄u,.o
,c d̄iều d̄ó cần ch

,
ı ra nó b.i ch .̆an ph

,
ai, vı̀ ta d̄ã biết

nhu, bài t .âp trên nó d̄ã là dãy tăng. Th .ât v .ây, tù, (9.13) ta có

P2i+1Q2i − P2iQ2i+1 = (−1)2i = 1,

tù, d̄ây
P2i+1

Q2i+1
− P2i

Q2i
=

P2i+1Q2i − P2iQ2i+1

Q2iQ2i+1
=

1
Q2iQ2i+1

> 0. (12.10)

Ta d̄ .̆at α′′ = limi→∞
P2i

Q2i
. B

,
o,i vı̀ dãy phân số xấp x

,
ı vó,i ch

,
ı số l

,
e

tr .ôi ho,n phân số vó,i ch
,
ı số ch ˜̆an, thı̀ ω′′ ≤ ω′. M .̆at khác

P2m

Q2m
<

ω′′, (m = 0, 1, . . .) và ω′ <
P2n+1

Q2n+1
, (n = 0, 1, . . .). Suy ra bất d̄

,
ăng

thú,c
P2m

Q2m
< ω′′ ≤ ω′ <

P2n+1

Q2n+1
tho

,
a mãn tất c

,
a số t .u

, nhiên m, n. Ta sẽ chú,ng minh r `̆ang ω′ =

ω′′. Ðê
,
d̄ .at m .uc d̄ı́ch này ta ph

,
ai kết lu .ân

P2i+1

Q2i+1
− P2i

Q2i
có thê

,
tr

,
o,

thành rất nh
,
o khi i d̄

,
u ló,n. Theo bài trên dãy Q0, Q1, . . . d̄o,n d̄i .êu

tăng suy ra Qn ≥ n, (n = 0, 1, . . .). Khi d̄ó tù, (12.10) ta nh .ân d̄u,.o
,c

0 <
P2i+1

Q2i+1
− P2i

Q2i
=

1
Q2iQ2i+1

≤ 1
2i(2i + 1)

,

tù, d̄ây

lim
i→∞

(
P2i+1

Q2i+1
− P2i

Q2i
) = lim

i→∞

P2i+1

Q2i+1
− lim

i→∞

P2i

Q2i
= ω′ −ω′′ = 0.

Ta ký hi .êu ω giá tr.i chung c
,
ua ω′ và ω′′ có thê

,
viết ω = lim

n→∞

Pn

Qn
.

Theo d̄.inh nghı̃a gió,i h .an này là giá tr.i c
,
ua liên phân số. Ta d̄a

chú,ng minh xong m.oi liên phân số vó,i các phần t
,
u, nguyên là h.ôi

t .u. J
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... 9.13. G .o
,i ý: Theo bài trên liên phân số d̄ã cho là h.ôi t .u, ta có

thê
,
viết

ω = (1, 1, . . .) = (1, ω) = 1 +
1
ω

,

Ta thấy r `̆ang ω là nghi .êm c
,
ua phu,o,ng trı̀nh ω2 − ω − 1 = 0. Vı̀

ω > 0, thı̀ ω =
1 +
√

5
2

.

... 9.14. Lò,i gi
,
ai: Tù, nhũ,ng tı́nh chất c

,
ua liên phân số ta nh .ân

d̄u,.o
,c

ω− Pi

Qi
=

Piωi+1 + Pi−1

Qiωi+1 + Qi−1
− Pi

Qi
=

QiPi−1 −Qi−1Pi

Qi(Qiωi+1 + Qi−1)

và theo (9.13) ta có

δi = |ω−
Pi

Qi
| = 1

Qi(Qiωi+1 + Qi−1)
. (12.11)

Vı̀
ωi+1 > qi+1, (12.12)

thı̀ Qi(Qiωi+1 + Qi−1) > Qi(Qiqi+1 + Qi−1) = QiQi+1 tù, d̄ây

δi <
1

QiQi+1
. m.̆at khác Qi(Qiωi+1 +Qi−1) = Qi(Qi(ωi+1− qi+1)+

Qiqi+1 + Qi−1) và dùng bất d̄
,
ăng thú,c (12.12 ) ta nh .ân d̄u,.o

,c
Qi(Qiωi+1 + Qi−1) < Qi(Qi + (Qiqi+1 + Qi−1)) = Qi(Qi + Qi+1).
Tù, d̄ây và (12.11) ta tı̀m d̄u,.o

,c

δi >
1

Qi(Qi + Qi+1)
. J
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1.2. Nguyên lý quy n .ap toán h.oc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3. Giai d̄o .an quy n .ap và gi
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ăng thú,c nô
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,
ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
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,i ý bài t .âp chu,o,ng 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . 240

12.7. Lò,i gi
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,
ai và g .o
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