UNG DUNG PHUONG PHAP TOA PO PE GIAI TOAN HINH
HOC KHONG GIAN

Buérc 1. Chon hé truc toa do Oxyz trong khong gian
Ta co6: Ox, Oy, Oz vudng goc v6i nhau tmg d6i mot. Do d6, néu hinh v€ bai toan cho ¢6 chira cac canh vuong goc
thi ta vu tién chon cac canh d6 lam truc toa do. Cu the:

1. Véi hinh 14p phwong hodc hinh hop chir nhat ABCD.A’B’C’D’
7 ok

A D'

x /B C

Véi hinh 1ap phwong

Chon hé truc toa do sao cho:

A(0;0;0); B(a;0;0); C(a;a;0); D(0;a;0)
A’(0; 0;a); B’(a; 0;a); C’(a;a;0); D’(0; a; @)

Véi hinh hop chir nhat.

Chon hé truc toa do sao cho:

A(0; 0; 0); B(a; 0;0); C(a; b;0); D(0;b;0)
A’(0;0;¢); B’(a; 0;¢); C(a;b;c); D(0;b; )

2. Véi hinh hop day la hinh thei ABCD.A’B’C’D’

Chon hé truc toa do sao cho:

o Gbc toa d6 trung véi giao diém O cua hai duong chéo cua hinh thoi ABCD
e Truc Oz di qua 2 tdm cua 2 day

3. Vé6i hinh chép tir giac déu S.ABCD
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Chon hé truc toa d nhu hjnh ve
Gia stir canh hinh vuong bang a va duong cao SO =h
Chon O(0;0;0) 1a tam cta hinh vuéng

Khi do
A(‘ioo) c(®= [ 10;0); ;B(O;—g;ox D(O;#;O)
S(0,0,h)

4. Véi hinh chép tam giac déu S.ABC
A

cach 1: Chon hé truc toa d(f)‘nhu hinh vé i i
Gia st canh tam giac déu bang a va duong cao bang h. Goi I 1a trung diém cua BC
Chon hé truc toa d¢ nhu hinh v€ sao cho 1(0;0;0)

Khi do:
A(—%;O;O);B(E;O;O)
C(o; */_ :0);S(0; 2= */_ :h)

cach 2: chon H tring véi gbc toa do O

V3, a3 _ aV3 a3

tinh Cl = 7AB— > =>CH _T HI :——> suy ra dc toa do céac dinh
A(—E;—ﬂ;meow;s(E a3, :0) e Oxy, C(0; 22 a3, :0) € oy

2 6 6 3
S(0;— g/_h) Oyz; 1(0;— %/_O) Oy

cach 3: tir A ta duyng dwdng thang Az // SH, Ax // BC
chon h¢ truc sao cho A= 0 (0;0;0),
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aa\/_

( ;0) € Oxy;

a aJ_
a\/_

SO;—;h 0z
( 3 ) e

;0) € Oxy,

5. Véi hinh chép S.ABCD ¢6 ABCD Ia hinh chit nhat va SA L (ABCD)

ABCD 4 hinh chit nhat AB = a; AD = b va chiéu cao bang h
Chon hé truc toa d¢ nhu hinh v€ sao cho A(0;0;0)
Khi d6: B(a;0;0); C(a;0;0);  D(0;b;0);  S(0;0;h)

6. Véi hinh chép S.ABC c¢6 ABCD la hinh thoi va SA L (ABCD)

sf

A A

ABCD 14 hinh thoi canh a va chiéu cao bang h
Chon hé tryc toa d¢ nhu hinh v€ sao cho O(0;0;0)

7. Véi hinh chop S.ABC ¢6 SA 1L (ABC) va A ABC vuong tai A
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Arz

S
A —I\C_z
X

\Q‘

Tam giac ABC vudng tai A c6 AB =a; AC = b duong cao bang h.
Chon hé truc toa do6 nhu hinh v€ sao cho A(0;0;0)

Khi dé: B(a;0;0); C(0;b;0); S(0;0;h)

8. V6i hinh chop S.ABC ¢6 SA 1 (ABC) va A ABC vuong tai B

S z
zxﬂ\Lg

A /
B
Tam giac ABC vudng tai B c6 BA = a; BC = b dudng cao bang h.
Chon hé tryc toa d¢ nhu hinh v€ sao cho B(0;0;0)
Khi d6: A(a;0;0);  C(0;b;0); S(a;0;h)

9. V6i hinh chop S.ABC c6 (SAB) L (ABC), A SAB cén tai S va A ABC vuong tai C
Az

S

e

AABC vudng tai C voi CA=a; CB=bva chiéu cao b?mg h
H la trung diém cua AB

Chon hé tryc toa d¢ nhu hinh v€ sao cho C(0;0;0)

Khi d6: A(a; 0; 0); B (0; b;0); S(a/2; b/2; h)

10. V6i hinh chép S.ABC c6 (SAB) L (ABC), A SAB cén tai S va A ABC vuéng tai A
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'y
= Z
'y
S s
A c ., 3
\ }1
H
B X

hinh a)

AABC vuédng tai A: AB =a; AC =b va chiéu cao bang h
H Ia trung diém cua AB

Chon hé tryc toa d¢ nhu hinh v€ sao cho A(0;0;0)

Khi d6: B(a;0;0); C(0;b;0); S(0; a/2; h)

hinh b)

Tam giac ABC vuodng can tai C cé

CA = CB = a dudng cao bang h.

H 14 trung diém cua AB

Chon hé truc toa d¢ nhu hinh v€ sao cho H(0;0;0)

e A A a .
Khi do: A(O,\/E,O), B(0, ﬁ,O), C(ﬁ,0,0) S(0;0; h)

11.Hinh lang tru c¢6 day la tam giac vuong tai O

I

X

Buéc 2: Sir dung cac kién thirc vé toa d6 dé giai quyét bai todn:

Cac dang ciu héi thuwong gap
1.khoang cach giira 2 di€m : (y phu)
<> Khoang cach gitra hai diém A(xa;Ya;za) Va B(Xs;ys;zs) la:

AB = \/(XB _XA)Z +(Yg — YA)2 +(25 - ZA)2

2.khoéng cach tir diém dén doan thftl}g:
<> Khoang cach tir M dén duong thang (d)

Cach 1:(d diqua Mocdvtcp U)
(MM, u]]

ol(M,A):T
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Céch 2: Phuong

phap :

= Lép ptmp(a )di qua M vavudng gocvdi (d)
* Tim toa d¢ giao diém H ctia mp(«a ) va d

= d(M, d) =MH

3. Khoang cach tir diém dén mit pl’n:lng 7
< Khoang cach ttr Mo(Xo;Y0;Z0) dén mat phang (a): Ax+By+Cz+D=0 cho bdi congthire
Ax,+By,+Cz,+D
d (MO,O{) — | 0 yO 0 |

JA?+B*+C?
4.khoang cach giira 2 mat phzzmg I

Dinh nghia: Khoang cach gitra hai mat phang song song 1a khoang cach tir mot diém bat ki
cua mat phang nay dén mat phang kia.
5.khoang cich giira 2 dwong thiang
A, Khoang céch gitra hai duong chéo nhau
<> Céch 1: (d) diqua M(xo;Yo;20);covicp a=(a;;a,;a,)
(d’)quaM’(x’0;y’0;2°0)
‘[a a'l.MM ‘

hop

d(d,d") =

‘ a,a ]‘ Sday

< Cach 2:

d diqua M(xo;Yo0;Z0);CO vicp a=(a,;a,;a,)

d’quaM’(x’0;y’0;2’0) ; VICp a'= (a';a'y;a’y)

Phuong phap :

= Lap ptmp(«a )chura d va songsong voi d’

d(d,d’)=d(M’,(«))

PAC BIET: Tinh khoang cach giita hai duong thang AB, CD khi biét toa d6 cua

[B.cD|AC
=

B. khoang cach giira 2 dwong thing //:

-Khoang cach gitra 2 duong thang // bang khoang cach tir 1 diém bt ki thudc dudng thang nay dén duong
thang kia => quay vé dang toan khoang cach tir 1 diém dén duong thang ©

chingd(AB,CD) =

6. goc giira 2 duong thing
& Gobc gitra hai duong thing

(A) di qua M(Xo;Y0;20) €O VTCP a= (a;a,;a,)
(A%) di qua M’(x’0;y°0;20) 6 VTCP @' =(a';a’,;a’;)

-~ — ‘5-5' a'+a.a',+a..a'
COS¢:‘COS(a,a')‘: L _ |a1 1 2 2 a3 3|

‘aH?‘ Jai+al+aJa?+a?+ta’

7.g6c giira 2 mit phing i

< Goig 1a gbc gitta hai mat phang (0°<p<90°)
(P):Ax+By+Cz+D=0 va (Q):A’x+B’y+C’z+D’=0

\n |/AA'+BB'+CC|
n HnQ\ JAZ+B? +C? A%+ B24+C7
8.goc giira dwong thing va mit phiang

cosp= cos(np, nQ)‘
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(A) di qua Moc6 VTCP a, mp(a) c6 VTPT n= (A B;C)
Goi ¢ 1a goc hop bdi (A) va mp(a)
|Aa, +Ba,+Ca,|

‘:\/A2+BZ+C2.\/af+a22+a§

sing = ‘cos(é, n)

9. dién tich thiét di¢n
<> Dién tich tam gidc : S, = %‘[ﬁ E]‘

<> Dién tich hinh binh hanh: Sascp= ‘[NE%, ﬁ].‘

10.thé tich khéi da dién
- Thétich chop: Vchop = %Sday.h Hoic VABCD:%‘[E, E].ﬁ‘ (néu biét hét toa do cac dinh)

- Thé tich khéi hop:
VABCDA'B'C'D’ = ‘[ﬁ, E]ﬁ\

MOT SO KIEN THUC HINH HQC BO XUNG
1. Déu hiéu nhian biét cac hinh:
1): Ddu hiéu nhdn biét hinh thang, hinh thang vudng, hinh thang can:
- T giac co hai canh déi song song.
- Hinh thang c6 mot goc vudng la hinh thang vudng
- Hinh thang c6 hai goc ké mot day la hinh thang can
- Hinh thang cé hai canh bén bang nhau la hinh thang can
- Hinh thang c6 hai duong chéo bang nhau la hinh thang can

2): Ddu hiéu nhdn biét hinh binh hanh (Cé 5 ddu higu nhan biét):
- T giac co cac cap canh dbi song song

- T giac co cac cap canh dbi bang nhau

- T giac co hai canh ddi song song va bang nhau

- T giac co cac goc ddi bang nhau

- T giac ¢6 hai dudng chéo cét nhau tai trung diém mdi duong.

3): Hinh ché nht (co 4 ddu higu nhdn biét):
- Tr giac ¢o 3 goc vudng

- Hinh thang can co mot gocvudng

- Hinh binh hanh c6 mét goc vudng

- Hinh binh hanh ¢ hai duong chéo bang nhau

4): Hinh thoi (cé 4 ddu hiéu nhdn biét):

- Tt giac ¢ 4 canh bang nhau

- Hinh binh hanh c4 hai canh ké bang nhau

- Hinh binh hanh ¢6 hai duong chéo vudng goc nhau

- Hinh binh hanh co 1 duong chéo la duong phéan giac cua 1 goc.

5): Hinh vudng (ce 5 ddu higu nhan biét):

- Hinh chir nhat c6 hai canh ké bang nhau

- Hinh chtr nhat co hai duong chéo vubng goc

- Hinh chir nhat c6 duwong chéo la duong phan giac cua mot goc
- Hinh thoi co mot goc vudng

- Hinh thoi ¢6 hai dwong chéo bang nhau.

I1: Bai tap van dung:
Dang 1: Hinh 14p phwong hodc hinh h¢p chir nhat ABCD.A’B’C’D’
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Bai 1.(PHA-2006) Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B’C’D’ c¢6 d6 dai cac canh béng 1.Goi M, N lan luot 1a
trung diém ctia AB va CD .

A, tinh thé tich khdi chép M.A’B’D’

b. Tinh khoang cach giira hai dudng thing A’C va MN

b/S:d= i

22
Bai 2: (PHB- 2002) Cho hinh 14p phuong ABCD.A’B’C’D’ ¢6 canh bang a.
A. Tinh theo a khoang cach giira hai duong thang A’B va B’D.
B Goi M, N, P lan luot 1a cac trung diém ctia cac canh BB’, CD, A’D’. Tinh goc giita hai duong thang MP

va C’N
D/S: Dap sb: A. % B.MP IC'N.
Bai 3: (PH A —2003): Cho hinh hop chit nhit ABCD.A'B ‘C'D‘c6 AB=a, AD=a, AA’=b (a>0,b>0).
Goi M la trung diém canh CC’ .
a. Tinh the tich lgh()i tl'l’vdiél’l BDA’M theoavab.
b. Xac dinh ty so a b dé hai mit phang (A’BD) va (MBD) vudng goc vdi nhau
2

b/S: a, V:aTb,b. ab=1

Dang 2: hinh h¢p day la hinh thoi ABCD.A’B’C’D’

a3

Bai 1: (PH- 2006) Cho hinh hgp dimg ABCD. A’ B’ C’ D’ ¢6 cac canh AB=AD = a, AA'=T va goc

BAD =60° . Goi M va N lan luot 1a trung diém cua cac canh A’ D’ va A’B’
A,Chirg minh AC ' vudng goc voi mit phang (BDM ).
B, Tinh thé tich kh6i chop A. BDMN
C, Tinh khoang céch giita 2 duong thang AB va C’D’
3
b/S:V = sa
16

Dang 3.Hinh chép tam gisc déu S.ABC (D4u hiéu: Pay 1a tam giac déu canh a, duong cao vudng goc voi day)
Bai 1: (PH — A 2002) Cho hinh chép tam giac déu S.ABC dinh S, ¢6 d6 dai canh ddy bang a. Goi M va N
lan Iugt 14 trung diém cia cac canh SB va SC .

A,Tinh theo a dién tich tam giac AMN , biét rang mit phang (AMN) vudng goc véi mit phiang (SBC)

B, Tinh khoang céach giita 2 duong thang SC va AB

Bai tap tong hop

Cau 1: THPT Péng Son 1- 1an 2- 2015

Cho hinh chép S.ABC c6 day ABC 1a tam giac vudng tai A, mit bén SAB la tam giac déu va nim trong
mit phing vudng gbc v6i mit phang (ABC), goi M 1a trung diém cua SC. Biét AB=a, BC =a+/3. Tinh thé
tich ctia khdi chop S.ABC va khoang cach giira hai dudng thang AC va BM.
a6

12

b/S: V=

Cau 2: THPT Chuyén ban Ha Long — 2015

Cho hinh chop S.ABC c6 ABC, SBC la céc tam gidc d‘éu canh a. Goc gitra 2 mat phéng (SBC) va
(ABC) 1a 60 d6. Hinh chiéu vudng goc cua S xudng (ABC) nam trong tam giac ABC. Tinh thé tich kho1
chop S.ABC va khoang cach tir B dén (SAC) theo a

a3J§_d_3aJ1_3
16 '

13

D/S:V =
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Céu 3: THPT H4u Lgc 2 - 2015

Cho hinh chép S.ABC c¢6 day la tam giac ABC vuong tai A, AB=2a, AC = 2a+/3 . Hinh chiéu vuong
goc cua S trén (ABC) la H, H la trung diém cua AB. Goc gitra 2 mat phang (SBC) va (ABC) bang 30 do.
Tinh theo a thé tich khoi chép S.ABC va khoang cach tir diém M la trung di€m canh BC dén (SAC)

Céu 4: THPT Lwong Thé Vinh — HN - 2015

Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh chir nhat, tam gidc SAB can tai S va nim tring mit phing
vudng goc véi day. Hinh chiéu cia S 1én ABCD 1a trung diém H cua canh AB. Goc giita duong thang SC va
(ABCD) bang 45 d6. Goi M 1a trung diém ctia SD. Tinh theo a thé tich S.ABCD va khoang cach tir M dén
mit phang (SAC)

Cau 5: THPT Dao Duy Tiwr - TH - 2015

a17
2

trén (ABCD) 14 trung diém ctia AB. Goi K 14 trung diém cta AD. Tinh thé tich khbi chop S.ABCD va
khoang cach gitra HK va SD theo a

Cho hinh chop S.ABCD c6 day la hinh vudng canh a, SD = . Hinh chiéu vuong géc H cua S

CHUYEN PE ) A @
PHUONG PHAP TOA PO TRONG KHONG GIAN
6P 4060
I. PHUONG PHAP GIAI TOAN

Pé giai duoc cac bai toan hinh khong gian bang phuong phap toa do ta can phai chon hé truc toa do thich hop.

Lap toa do cac dinh, diém lién quan dua vao hé truc toa do da chon va do dai canh cia hinh.
PHUONG PHAP
Bude 1: Chon hé tryc toa do Oxyz thich hop. (Quyét dinh sy thanh céng cla bai toan)
Bude 2: Xéc dinh toa do cac diém c6 lién quan.
Budére 3: St dung cac kién thire vé toa do dé giai quyét bai toan.
Céac dang toan thuong gap:

¢ Dinh tinh: Chtirng minh cac quan hé vuong gbc, song song, ...

e Dinh luong: D6 dai doan thing,, goc, khoang cach, tinh dién tich, thé tich, dién tich thiét dién, ...

e Bai toan cuc tri, quy tich.
Ta thuong gap cac dang sau
1. Hinh chép tam giac
a. Dang tam di€én vudéng
Vi du : Cho tir dién OABC c6 ddy OBC Ia tam gidc vuong tai O, OB=a, OC=ax/3, (a>0) va duong cao OA=a/3 . Goi
M la trung diém cua canh BC. Tinh khoang cach gitra hai duong thing AB va OM.

Céch 1:

Chon hé truc toa d6 nhu hinh v&. Khi d6 0O(0;0;0),
A0;0;a+/3); B(a;0;0), C(0;a+/3;0),

M(e.ﬂ

z

a\/§ IA

2 2

MN la duong trung binh cua tam giac ABC = AB // MN
= AB //(OMN) = d(AB;OM) = d(AB;(OMN)) = d(B;(OMN)).

caf3. a3
A

; OJ, goi N 14 trung diém ctua AC = N (0, 5



www.toanmath.com

OM = [a a3, JON [o-a3;ﬂ]
2" 2

2 2

[OM; ON] = (32 : a’\3. az*/g]zazf(\/é; 1 1)=a2fﬁ,véiﬁ=(J§; 1),

4 7 4
Phuong trinh mit phang (OMN) qua O véi vecto phap tuyén fi : J3x+ y+z=0

‘\/§a+0+0‘ a3 _adi5. ayis a3 A
Vay, d(AB; OM) = 2¥22
J3+1+1 NG 5

Tacd: d(B; (OMN)) =

Céch 2:
Goi N 1a diém d6i xtng cua C qua O.
Ta c6: OM // BN (tinh chat duong trung binh).

— OM // (ABN)
— d(OM;AB) = d(OM:(ABN)) = d(O;(ABN)). N
Dung OK L BN, OH L AK (K € BN; H € AK) a3

Taco: AO L (OBC); OK L BN = AK L BN
BN L OK; BN L AK = BN L (AOK) = BN L OH
OH L AK;OH L BN = OH L (ABN) = d(O; (ABN)=0H B
Tir cac tam giac vuong OAK; ONB co:
1_1+1_1+1+1_i+i
OH? OA*> OK® OA* OB* ON® 3a° a’°
b. Dang khac
Vi dy 1: T dién S.ABC c6 canh SA vudng goc voi day va AABC vuong tai C. Do dai cia cac canh 1a SA =4, AC = 3,
BC = 1. Goi M la trung di€m cua canh AB, H la diém doi ximg cua C qua M.
Tinh cosin goc hop bdi hai mat phang (SHB) va (SBC).
Huéng din giii

5 aJ15 a/15
5

+i2=_2:>0H=— Vay, d(OM; AB)= OH =
3 3a

Chon h¢ truc toa d§ nhu hinh vé, ta co:
A(0;0;0), B(1;3;0), C(0;3;0), S(0;0;4) va H(1;0;0).
mp(P) qua H vuong goc v6i SB tai | cat dudng thang SC tai K, d& thy

(SHB),(SBC)=(1H, IK) (1).
SB = (-1;,-3; 4), SC = (0;-3; 4) suy ra:
x=1-t x=0
ptts SB: |y =3-3t,SC: 4 y=3-3t va(P): x+ 3y —4z-1=0. .
z=14t z =14t -
:I(S;%;%),K(O;g—é;g—:j = cos[[(SHB),(SBC) | = :E :E A

Chu y: Néu C va H ddi ximg qua AB thi C thudc (P), khi d6 ta khong can phai tim K. )

Vi du 2: Cho hinh chdp SABC c6 day 1a tam giac ABC vuong can tai A, AB = AC = a (a > 0), hinh chiéu cta S trén day

tring voi trong tim G cta AABC. Dit SG = x (x > 0). Xac dinh gia tri ctia x dé goc phang nhj dién (B, SA, C) bang 60°.
Cach 1:

BC =a\/2

Goi M 1a trung diém cua BC = AM =¥ AG _% y

Goi E, F 1an luot 13 hinh chiéu cua G 18n AB, AC. Tt gidc AEGF Ia hinh vung
= AG = AE\2 = AE:AF:%

Dung hé truc toa do Axyz, vai Ax, Ay, Az d6i mdt vudng goc, A(0;0;0), B(a;0;0),
co:a;0), G| 2: 20| s[2: 2. «]
3 3 22’

SA=(2:2.y) sB=[22._23._y]| sC-[-2.28.
3’ 3 3 3 3 3
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. a’ a L a
[SA; SB] = (0; ax;—?Jza(O; X;—Ej =an, voln Z(O?X?_gJ

2
[SA; SC] = (-ax;0; a?) =—a(x; 0;—%):—&?12, voi 1y =(x; 0;—%).

Mit phang (SAB) c6 cip vecto chi phuong SA, SB nén c¢6 vecto phap tuyén .
Mit phang (SAC) ¢6 cip vecto chi phuong SA, SC nén c6 vecto phép tuyén My .
Goc phang nhi dién (B; SA; C) bang 60°.

O.x+x.0+E a
3 3

< c0s60° = = > =929 5
X< +a
\/0+x2+a\/x2+0+6l o
9 9 9
2
el 921422232 o 9x%=al o x=2
2 9x% +a? 3
a
Vay, Xx=—
ay 3
Cach 2:

Goi M 1a trung diém cia BC = AM L BC (AABC vudng cén)
Taco: SG L (ABC) = SG L BC.Suyra: BC L (SAM)

Dung Bl L SA= IM L SA va IC L SA = BIC 14 gbc phing nhi dién (B: SA; C). B
ASAB = ASAC (C—c—c) = IB=IC = AIBC can tai .
BC =ay/2: AM =BM =MC=%BC: 3*2/5 AG—a;{_
AAIM ~ AAGS = IM =sG.2M NS ! a2 %2
AS 2 sG? + AG? 2\/)(2 L2t 2\/9x? + 282
9
a2 3.3axy/2

Taco: BIC=60° < BIM =30° < BM =IM.tan30° <

2 oJox® 4242
& \Ix? +2a%2 =3x3 o 9x? +2a% =27 = 18x° =23’ < 9’ =a’ o x:%

Viay, x= %
Vi du 3: (Trich dé thi Dai hoc khdi A — 2002). Cho hinh chop tam giac déu S.ABC c6 do dai canh day 1a a. Goi M, N
1a trung diém SB, SC. Tinh theo a dién tich AAMN, biét (AMN) vuéng goc véi (SBC).
Huéng din giai

Goi O 14 hinh chiéu cua S trén (ABC), ta suy ra O 1a trong tim AABC . Goi | 13 trung diém cua BC, ta co:

S a3 a3 a3
AI_TBCj > OA—T Ol =—— 5
Trong mat phang (ABC), ta v& tia Oy vudng goc véi OA. Bat SO = h, chon hé truc toa do nhu hinh vé ta duogc:
O(OOO)S(OOh)Aa\/_OO _af8.4.0) a8, 2.4) ,

3 6 6 2

av3. a, av3 a_ h) . a3 a_h

C(_ 6 2 Oj’ M( 27 2j v N[_ 24 Ej'
- — ah _ 5a*/3 — a3
= N(amn) Z[AM, AN:I:[Z’O’ 4 J n(sac) [SB, SC]=(—ah, 0; 5
. . 5a? lir—— — a’~/10

(AMN) L (SBC) = n¢amn).Nesec) = 0 = h? =§:>SAAMN =§H:AM, AN:“: 6

2. Hinh chép tir giac
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a) Hinh chdép S.ABCD cd SA vuong goc véi day va day 1a hinh vudng (hoac hinh chir nhat). Ta chon hé truc
toa do nhu dang tam di€n vudng.

b) Hinh chop S.ABCD c¢6 day 1a hinh vuong (hoac hinh thoi) tim O dudng cao SO vuong goc vaoi day. Ta chon
hé truc toa do tia OA, OB, OS lan lugt 1a Ox, Oy, Oz. Gia st SO=h, OA=a, OB=btac
0O(0; 0; 0), A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(—a; 0; 0), D(0;—b; 0), S(0; 0; h).

¢) Hinh chép S.ABCD c6 day hinh chit nhat ABCD va AB = b. ASAD déu canh a va vudng goc véi day. Goi H
1a trung diém AD, trong (ABCD) ta v& tia Hy vudng goc v6i AD. Chon hé truc toa dd Hxyz ta c6: H(0; 0; 0),

(500} of3w0).of 00} of o). {002

3. Hinh ling tru ding
Tuy theo hinh dang ctia day ta chon hé truc nhu cac dang trén.

Vidu: 1. Cho hinh lap phuong ABCD AB'C'D' canh a. Chirng minh rang AC' B c
vudng goc voi mat phang (A'BD).

Loi gidi:
Chon hé truc toa ¢ Oxyz sao choO=A;B € Ox; D e OyvaA' € Oz.
) = A(0;0;0), B(a;0;0), D(0;a;0), A'(0;0;a), C'(1;1;1)= Phuong trinh doan B C
chan cua mat phang(A'BD): x+y+z=ahayx+y+z-a=0 x
=Phap tuyén ctia mit phing (ABC): Niaec) =(L1L1) va AC'=(L11).
Vay AC' vudng goc vai (A'BC)
2. Cho ling tru ABC.AB'C' céc cac mat bén déu 1a hinh vudng canh a. Goi D, F lan luot 1a trung diém cua céc
canh BC, C'B'. Tinh khoang cach giira hai duong thang A'B va B'C".

Giai
Cach 1:
Vi cac cac mat bén cia lang tru déu 1a hinh vuéng nén AB=BC =CA=A'B'=B'C'=C'A'=a

= céc tam giac ABC, AB'C’ 1a cac tam giac déu. Z 4
Chon hé truc Axyz, voi AXx, Ay, Az d6i mot vuong goc, A(0;0;0),

B(E s, oj c(—i avs, oj A(0; 0; ),
2 2 2
a
B'(E’ a_\/§, aj, C'[_E, ﬂ, a}
2 2 2 2
Taco: B'C'//BC, B'C'//(A'BC)

= d(B'C" A'B)=d(B'C"; (A'BC))=d(B’(A'BC)) e

wo-(2:88 e w588 |
ABAACS (0 o 5 a0 F et ne{ o )

Phuong trinh mit phing (A'BC) qua A’ véi vecto phap tuyén fi :

B3

0(x—0)+1(y—0)+7(z—a)=0 < (A'BC): y+§z—i_
a3 B, a3l a3

d(B'(ABC))=2 2 21__2 =a\/ﬁ.Vay,d(AB B'C')= aJ_
3 N/
1+-— —
4 2
Cach 2:
Vi céc cac mit bén cua lang tru déu 14 hinh vuéng nén AB=BC=CA=A'B'=B'C'=C'A'=a
= CAc tam gidc ABC, AB'C’ 1a cac tam giac déu. A C
Tacéd: B'C'//IBC = B'C'//(A'BC). AN 5
\\\\‘\ = F
d(A'B; B'C')=d(B'C,(A'BC))=d(F;(A'BC)). ANy
= d (A'B; B'C’)=d (B'C’(A'BC)) =d (Fi(A'EC)) Y
“H\ \\\
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., |BCLFD
Ta co: { = BC L (A'BC)

BC LA'D (AABC cantai A)
Dung FH 1L A'D
Vi BCL(A'BC)=BCLFH = H L(A'BC)

AAFD vuong c6; —— == 12242+i2:L2:FH:aJZ
FH A'F FD= 3a® a° 3a
Vay, d(A'B; B'C")=FH :a\éﬂ

3. Tt dién ABCD c06 AB, AC, AD d6i mot vudng goc vai nhau, AB = 3, AC=AD=4. Tinh khoang cach tir A tGi mat
phang (BCD)

Loi giai

+ Chon h¢ truc toa d6 Oxyz sao cho A= 0.

D eOx;CeOyvaB e Oz

= A(0;0;0); B(0;0;3); C(0;4;0); D(4;0;0)

= Phuong trinh mit phing (BCD) la:

X Y 2 1 3x+3y+4z-12=0.

4 4 3

Suy ra khoangr cach tir A t6i mat phang (BCD).

Z

II. Lyuyén tap

Bai 1: Cho hinh chép SABC c6 d¢ dai cac canh d& bang 1, O 14 trong tim clia
tam giac AABC. | 1a trung diém cua SO.

1. Mit phang (BIC) cit SA tai M. Tim ti 18 thé tich cua tir dién SBCM va tir dién SABC.

2. H 1a chan duong vudng goc ha tir | xuéng canh SB. Chting minh rang IH qua trong tdm G ciia ASAC.
Loi giai
1. Chon hé truc toa d6 Oxyz sao cho O 1a gbc toa do. AcOx, SeOz, BC//Oy

(ol FgofelFanfs{rogion

Tac6: BC =(0;1,0) ;E:[_ﬁ;l;_ﬁ];:[§1E]:[_ﬁ;o;£j
62 6 5

= Phuong trinh mit phang (IBC) la: —£(X 0)+0(y — O)+£(Z—£) 0
Hay: \/_+Z—§—O ma ta lai c6: SA= (\é_ \/_]:)SA//USA(].O —J2).

Phuong trinh duong thang SA: x = g +ty=0;z=—/2t.

x=§+t @
+ToadédiémM1énghiém cua hé: y=0 (2)
y=—/2t ©)
—«/§x+z—§=0(4) .
Thay (1), (2), (3) va (4):
:>x—*/§,y 0:2 6y (I ,*/_j — SM [*/_ : */_j SA=4SM ’ T
12 4 12 12 12 S

V
:MnamtrendoanSAvaﬁzlzﬂzl.
SA 4 V(pg) 4

2. Do G la trong tam cua tam giac AASC

— SG di qua trung diém N ctiia AC
— Gl = (SNB) = Gl va SB ddng phing (1)
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Talaico G \/5 l,—G =Gl = _ﬁ;_l,ﬁ
18'6" 9 18’ 6'18
Gl = B —l;ﬁ GI.SB=0=Gl LSB (2)
18’ 6'18

Tir(1)va(2) =Gl LSB=H .

Bai 2: Cho hinh chop O.ABC ¢6 OA =a, OB =b, OC = ¢ dbi mot vudng goc. Piém M ¢ dinh thudc tam gidc ABC c6
khoang cach lan lugt dén cac mat phang (OBC), (OCA), (OAB) la 1, 2, 3. Tinh a, b, ¢ d¢ thé tich O.ABC nho nhat.
Huéng din giai

Chon hé truc toa @6 nhu hinh v¢, ta cé:
0O(0; 0; 0), A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 05 c). z
d(M, (OAB)) =3 =zw=3.
Tuong tu = M(1; 2; 3).

= (ABC): 2+ +2=1

b
1 2 3
M € (ABC) = = + +— =1 (1). Vopec = abc (2).

b
1 2 3 123
= — — - > — — —
D=1 a+b+c 33 2bC >
:%achZ?.
1 2 3 1
2 L= —_—_—m—=— =,
(2)= Vi 27<:>a 5=c"3

Bai 3: Cho tir dién ABCD c6 AD vudng goc v6i mit phang (ABC) va tam giac ABC vudng tai A, AD=a, AC=b, B=c.
Tinh dién tich ctia tam giac BCD theo a, b, ¢ va ching minh rang 2S >, Jabc(a+b+c).

Chon hé truc toa dd nhu hinh vé, ta c¢6: A(0;0;0), B(c;0;0), C(0;b;0), D(0;0;a). <
ﬁ=(—c;b;0),ﬁ=(—c;0;a),[ﬁ,ﬁ]=(ab;ac;bc) b

Saco :%‘[ﬁﬁ] =%«/a2b2 +a’c? +b2c?

dpem <> +a2b? +a’c? +b2c? > Jabc(a+ b+ c)
< a’b? +a’c® +b?c® >abc(a+b+c)

Theo bat dang thirc Cachy ta co:

a’b? +b%c? > 2ab’c

b%c? + c?a? > 2bc%a

c?a? +a’b? > 2ca’b

Cong vé : a’h?® +a’c® +b’c®* >abc(a+b +c)
Bai 4: Cho hinh lang try ABC. A{B1Cy c6 ddy la tam gidc dé canh a. AA1 = 2a va vudng géc v6i mit phang (ABC).
Goi D la trung diém cua BB4; M di dong trén canh AA4. Tim gia tri I6n nhét, gia tri nho nhéat cta dién tich tam giac
MC4D.

Loi gidi
+ Chon h¢ tryc toa do Oxyz sao cho A=O; BeOy; Aq €Oz. Khi do: A(0;0;0), B(0;a;0); A1 (0;0;2a)

VA

3. a
C,| —:;—;2a|vaD(0;a;a
1[2 > J (0;3;8)

Do M di dong trén AA4, toa do M(0;0;t) véi t e [0;23]

Taco: Sypey = %H:ﬁim:”
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DC: =

2’a] [DG DM] t—3a;+/3(t — a);a/3)

DM =(0;-a;t—a)

== _[aV3.
2

Ta co:

=[DG,DM | =%J(t “3a)? +3(t—a)? + 38

- %J4t2 “12at + 1522

1l a
Suoey == .—~J4t? —12at +15a
aDCM T 5
Gia trj 16n nhét cua SDQM tiy thudc vao gia tri cia tham sd t.

Xét f(t) = 4t — 12at + 15a2

f(t) = 42— 12at + 15a%>  (t €[0;2a])
f'(t) = 8t—12a

f'(t)=0<:>t=3?a

2
Lap bang bién thién ta duoc gid trj 16n nhat cua Sy, = */_ khi t =0 hay M = A,
Chay
+ Hinh chop tam giac déu co day 1a tam giac déu va cac canh bén bang nhau, nhung khong nhét thiét phai bang day.
Chan duong cao la trong tam cua day.
+ Tir dién déu 1a hinh chop tam giac déu co canh bén bang day.
+ Hinh hop c6 day 14 hinh binh hanh nhung khong nhat thiét phai 14 hinh chit nhét.

III. CAC DANG BAI TAP
1. CAC BAI TOAN VE HINH CHOP TAM GIAC

Bai 1 (Trich dé thi Pai hoc khdi D — 2002). Cho tir dién ABCD c6 canh AD vudng goc (ABC), AC = AD = 4cm, AB =
3cm, BC = 5¢cm. Tinh khoang cach tir dinh A dén (BCD).
Bai 2. Cho AABC vudng tai A c6 dudng cao AD va AB = 2, AC = 4. Trén dudng thang vudng goc véi (ABC) tai A 1ay
diém S sao cho SA = 6. Goi E, F 1a trung diém cta SB, SC va H 1a hinh chiéu cua A trén EF.

1. Chirng minh H 12 trung diém cuia SD.

2. Tinh cosin cua goc giira hai mat phang (ABC) va (ACE).

3. Tinh thé tich hinh chop A.BCFE.
Bai 3. Cho hinh chop O.ABC c6 cac canh OA = OB = OC = 3cm va vuong goc voi nhau tirg d6i mot. Goi H 1a hinh
chiéu ctia diém O 1én (ABC) va cac diém A’, B’, C’ 1an lugt 14 hinh chiéu ctia H 1én (OBC), (OCA), (OAB).

1. Tinh thé tich t dién HA’B’C".

2. Goi S 1a diém d6i xang cua H qua O. Ching to S.ABC 1a tir dién déu.
Bai 4. Cho hinh chép O.ABC c6 OA, OB, OC dbi mot vudng goc. Goi @, B, » lan luot 1a goc nhi dién canh AB, BC,
CA. Goi H 12 hinh chiéu cua dinh O trén (ABC).

1. Chung minh H 1a truc tdm ctia AABC.

2. Ching minh 1 _ 1 + ! + L .

OH? OA* 0B? 0C?
3. Chirng minh cos? « + cos? 3+ cos® y =1.

4. Chirng minh cosa + cos 3+ cos y < /3.
Bai 5. Cho hinh chop O.ABC ¢6 OA = a, OB =D, OC = ¢ vudng goc v6i nhau timg d6i mot. Goi M, N, P lan Iuogt 14
trung diém BC, CA, AB.
1. Tinh goc ¢ gitta (OMN) va (OAB).
2. Tim diéu kién a, b, ¢ dé hinh chiéu cua O trén (ABC) 14 trong tdm AANP
3. Ching minh rang goc phang nhi dién [N, OM, P] vudng khi va chi khi a—z = biz + Ciz
Bai 6. Cho hinh chép S.ABC c6 AABC vudng can tai A, SA vudng goc véi day. Biét AB = 2, (ABC), (SBC) = 60°.
1. Tinh d¢ dai SA. )
2. Tinh khoang cach tir dinh A dén (SBC).
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3. Tinh goc hop béi hai mat phiang (SAB) va (SBC).
Bai 7. Cho hinh chop O.ABC c6 OA = a, OB = b, OC = ¢ vudng goc véi nhau tirng d6i mot.

1. Tinh ban kinh r cia mét cAu ndi tiép hinh chop.

2. Tinh béan kinh R ctia mit cau ngoai tiép hinh chop.
Bai 8 (trich d¢ thi Pai hoc khbi D —2003). Cho hai mit phang (P) va (Q) vudng goc voi nhau, giao tuyén la du:orng
thang (d). Trén (d) ldy hai diém A va B voi AB = a. Trong P lay dlern C, trong (Q) lay diém D sao cho AC, BD cung
vuodng goc véi (d) va AC = BD = AB. Tinh ban kinh mit cau ngoai tiép tr dién ABCD va khoang cach tir dinh A dén
(BCD) theo a.
Bai 9. Cho hinh chép S.ABC c¢6 day la tam giac vudng tai B, AB = a, BC = 2a. Canh SA vudng goc vai day va SA = 2a.
Goi M 1a trung diém cua SC.

1. Tinh dién tich AMAB theo a.

2. Tinh khoang cach gitta MB va AC theo a.

3. Tinh goc hop béi hai mat phang (SAC) va (SBC).
Bai 10. Cho tir dién S.ABC c6 AABC vudng can tai B, AB = SA = 6. Canh SA vudng goc véi day. Vé AH vubng goc
v61 SB tai H, AK vudng goc voi SC tai K.

1. Chirng minh HK vudng gbéc véi CS.

2. Goi | 1a giao diém cua HK va BC. Ching minh B 14 trung diém cua Cl.

3. Tinh sin cta goc gitra SB va (AHK).

4. Xac dinh tim J va ban kinh R ciia mit cau ngoai tiép S.ABC.
Bai 11. Cho hinh chop S.ABC c6 AABC vuong tai C, AC = 2, BC = 4. Canh bén SA = 5 va vudng gbc véi day. Goi D
1a trung diém canh AB.

1. Tinh cosin goc giita hai dudng thang AC va SD.

2. Tinh khoang cach gitra BC va SD.

3. Tinh cosin ctia goc hop boi hai mit phang (SBD) va (SCD).
Bai 12. Cho hinh chdp S.ABC c6 day 1a tam giac déu canh a. SA vudng goc voi day va SA = a+/3.

1. Tinh khoang cach tir dinh A dén (SBC).

2. Tinh khoang cach giira hai duong thang AB va SC.
Bai 13. Cho hinh chép tam giac déu S.ABC c6 d6 dai canh day 1a a, dudng cao SH = h. Mit phing (&) di qua AB va
vuong goc vai SC.

1. Tim diéu kién cta h theo a dé () cét canh SC tai K.

2. Tinh dién tich AABK.

3. Tinh h theo a dé (e) chia hinh chop thanh hai phan c6 thé tich bang nhau. Chimg to rang khi d6 tim mat

cau ndi tlep va ngoai tlep trung nhau.

2. CAC BAI TOAN VE HINH CHOP TU GIAC

Bai 14. Cho hinh chdp S.ABCD c6 day hinh vudng canh a, SA = a va vudng goc véi day. Goi E 14 trung diém CD.

1. Tinh dién tich ASBE.

2. Tinh khoang cach tir dinh C dén (SBE).

3. (SBE) chia hinh chép thanh hai phén, tinh ti s6 thé tich hai phan do.
Bai 15. Cho hinh chép S.ABCD c6 day hinh vudng canh a. Canh bén SA vudng goc voi day va SA = a+/3.

1. Tinh khoang céch tir dinh C dén (SBD).

2. Tinh khoang cach giita hai dudng thang SD va AC.

3. Tinh goc hop béi hai mét phiang (SBC) va (SCD).
Bai 16. Cho hinh chop S.ABCD c6 day hinh vuéng canh 3cm. Canh bén SA vudng goc voi day va SA = 372 cm. Mt
phang (&) di qua A va vuéng goc véi SC cit cac canh SB, SC, SD lan lugt tai H, M, K.

1. Chung minh AH vudng goc voi SB, AK vudng goc véi SD.

2. Chirng minh BD song song vdi ().

3. Chuing minh HK di qua trong tim G cia ASAC .

4. Tinh thé tich hinh khéi ABCDKMH.
Bai 17. Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh chit nhat, AB = a, AD = b. Canh bén SA vudng goc vdi day va SA = 2a.
Goi M, N 1a trung diém canh SA, SD.

1. Tinh khoang cach tir A dén (BCN).

2. Tinh khoang cach gitra SB va CN.

3. Tinh goc giita hai mit phing (SCD) va (SBC).

4. Tim diéu kién ctia a va b dé cosCMN = ? . Trong truomg hop d6 tinh thé tich hinh chop S.BCNM.

Bai 18. Cho hinh chép S.ABCD c6 day 14 hinh vuong canh a. ASAD déu va vudng goc véi (ABCD). Goi H la trung
diém ctia AD.
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1. Tinh d(D,(SBC)), d(HC,SD).

2. Mit phing (&) qua H va vudng goc voi SC tai |. Ching t6 () cét cac canh SB, SD.

3. Tinh goc hop béi hai mét phiang (SBC) va (SCD).
Bai 19. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day 4 hinh thoi tim O. SO vudng goc voi day va SO = 2a+/3, AC = 4a, BD = 2a.
Mit phing () qua A vudng goc v6i SC cit cac canh SB, SC, SD tai B', C', D'

1. Chimg minh AB'C'D" déu.

2. Tinh theo a ban kinh mat cau ndi tiép S.ABCD.
Bai 20. Cho hinh chop S.ABCD c6 déy 1a hinh chir nhat v6i AB = a, AD = 2a. Pudng cao SA = 2a. Trén canh CD ly
diém M, dit MD=m (0 <m<a).

1. Tim vi tri diém M dé dién tich ASBM 16n nhét, nho nhét.

2.Cho m= % goi K 1a giao diém ctia BM va AD. Tinh géc hop boi hai mat phang (SAK) va (SBK).

3. CAC BAI TOAN VE HINH HQP — LANG TRU PUNG

Bai 21. Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B’C’D’ canh a. Goi I, K, M, N 1an luot 1a trung diém cta A’D’, BB’, CD, BC.
1. Chirg minh I, K, M, N déng phang.
2. Tinh khoang cach gitra IK va AD.
3. Tinh dién tich tir giac IKNM.
Bai 22 (Trich d& thi Pai hoc khéi A — 2003). Cho hinh lap phwong ABCD.A’B’C’D’. Tinh goc phang nhi dién
[B,A'C,D].
Bai 23. Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B’C’D’ canh a. Tim diém M trén canh AA’ sao cho (BD’M) cit hinh lap
phuong theo thiét dién ¢ dién tich nho nhat.
Bai 24. Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B’C’D’ canh a.
1. Chung minh A’C vudng goc véi (AB’D”).
2. Tinh gbc gitra (DA’C) va (ABB’A”).
3. Trén canh AD’, DB lay lan luot cac diém M, N théa AM = DN =k (0 < k < av/2).
a. Chung minh MN song song (A’D’BC).
b. Tim k && MN nh¢ nhat. Chumg t6 khi ¢6 MN 1a doan vudng goc chung ctia AD’ va DB.
Bai 25. Cho hinh hop chit nhat ABCD.A’B’C’D’ ¢6 AB = 2, AD = 4, AA’ = 6. Cac diém M, N thoa
AM =mAD, BN =mBB' (0 <m <1). Goi I, K 1a trung diém ciia AB, C’D’.
1. Tinh khoang cach tir diém A dén (A’BD).
2. Ching minh I, K, M, N dong phang.
3. Tinh ban kinh dudng tron ngoai tiép AA'BD .
4. Tinh m @ dién tich tir giac MINK 16n nhat, nhé nhit.
Bai 26. Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C’D’ ¢6 d6 dai canh 1a 2cm. Goi M 1a trung diém AB, N Ia tim hinh vuéng
ADD’A’.
1. Tinh béan kinh R cia mit cau (S) qua C, D’, M, N.
2. Tinh bén kinh r ctia duong tron (C) 1a giao cia (S) va mit cau (S”) qua A, B, C’, D.
3. Tinh dién tich thiét dién tao boi (CMN) va hinh 1ap phuong.
Bai 27 (trich dé thi Pai hoc khéi B — 2003) Cho hinh ling tru dimg ABCD.A’B’C’D’ ¢6 day hinh thoi canh a,
BAD = 60°. Goi M, N 1a trung diém canh AA’, CC’.
1. Chtrng minh B’, M, D, N cuing thudc mot mat phéng.
2. Tinh AA’ theo a dé B’MDN la hinh vuéng.
Bai 28. Cho hinh lang tru dung tam gidc ABC.A’B’C’ ¢6 day la tam giac vuong tai A. Cho AB =a, AC = b, AA’ =c.
Mit phéng () qua B va vudng goc véi B’C.
1. Tim diéu kién cta a, b, ¢ dé () cit canh CC’ tai | (I khong trung v6i C va C).
2. Cho (@) cat CC” tai |.
a. Xéc dinh va tinh dién tich cia thiét dién.
b. Tinh goc phang nhi dién giita thiét dién va day.
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GIAI HINH HQC KHONG GIAN BANG
PHUONG PHAP TOA PO

L. PHUONG PHAP GIAI TOAN ‘ ‘
D¢ giai dugc cac bai toan hinh khong gian bang phuong phap toa do ta can phai chon hé truc toa do thich
hop. Lap toa do cac dinh, diém lién quan dya vao h¢ truc toa d da chon va d6 dai canh cua hinh.
PHUGNG PHAP:
Buée 1: Chon hé truc toa dd Oxyz thich hdp (chi y dé&n vi tri clia géc O)
Buéc 2: X4c dinh toa d6 cdc di€m c6 lién quan
(c6 thé xdc dinh toa dd ta't cd cdc di€m hoic mot s6 di€m can thiét)
Khi x4c dinh toa d6 cdc diém ta c6 thé dua vao :
o Y nghia hinh hoc cta toa do di€m (khi cdc diém nim trén cdc truc toa do, mit phzzlng toa
do).
e Dua vao cic quan hé hinh hoc nhu bing nhau, vudng géc, song song ,ciing phudng ,
thing hang, di€m chia doan thing d€ tim toa do
e Xem di€m can tim 12 giao di€m ctia dudng thing, mit phing.
e Dua vao cic quan hé vé géc clia dudng thing, mit phing.
Buéc 3: St dung cic ki€n thic vé toa d6 d€ gidi quy&t bai todn
Cac dang toan thudng gdp:
e Do dai doan thing
e Khodng cich tir di€ém dé&n mit phing
e Khodng cich tir di€m dé&n dudng thing
e Khodng cich giita hai dudng thing
e Goc gifta hai dudng thing
e Goéc giita dudng thing va mit phing
e Goc gifta hai mit phang
e Thé tich khoi da dién
e Dién tich thi€t dién
e Chitng minh cdc quan hé song song , vudng géc
e Baitodn cuc tri, quy tich
B& sung kié&n thiic :
1) N&u mot tam gidc c6 dién tich S thi hinh chi€u clia n6 c¢6 dién tich S' bing tich clia S véi cosin clia

gbc @ gitta mit phing cla tam gidc va mit phing chi€u
S =S.cosg
2) Cho khdi chép S.ABC. Trén ba dudng thing SA, SB, SC 14y ba diém A', B, C khéic vé6i S
Ta ludn c6:
Veaee SA  SB' SC
Viae SA SB SC

Ta thuong géap cac dang sau
1. Hinh chép tam giac
a. Dang tam dién vuong
Vi du 1. Cho hinh chép O.ABC ¢6 OA =a, OB =b, OC = ¢ d6i mot vudng goc. Diém M cb dinh thude tam
giac ABC c6 khoang cach 1an lugt dén cac mp(OBC), mp(OCA), mp(OAB) 13 1, 2, 3. Tinh a, b, ¢ dé thé tich
O.ABC nho nhit.

Huéng din giai
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Chon hé truc toa d0 nhu hinh v¢, ta co:
0(0; 0; 0), A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c).

d[M, (OAB)] =3 = zm =3.
Tuong ty = M(1; 2; 3).

X 'y z
ABC): = +<L£+=-=1
pt( C)a+b+C
M e (ABO) = 2+ 212 —1 (.
a b ¢
Voase = éabc (2).
1 2 3 123
1 l=="4+=-4+-=->33=.=.=
)= a+b+c_ abc
= —abc > 27
1 2
()=>me 7©a‘ b

Vi du:

1) Cho tif dién ABCD c6 AD vudng géc v6i mit phang (ABC) va tam gidc ABC vudng tai A, AD = a,

AC=Db, AB =c.

Tinh dién tich S cia tam gidc BCD theo a, b, ¢ va ching minh ring : 25>, /abc(a+b+c)

(Du bi 2 — Pai hoc khoi D — 2003)

>N

D
A J
C
B
X
b. Dang khac

Giai
Chon hé truc toa @6 nhu hinh vé, ta c6 toa d6 cac diém 1a :A(0;0;0),
B(c;0;0), C(0;b;0), D(0;0;a)
BC = (—c;b;O),ﬁ = (—c; O;a),[fc,ﬁ] = (ab; ac;bc)

;‘[?C,ﬁ)] = %\/azb2 +a’c? + bc?

SBCD

dpcm < Ja2b? +a2c? + b2 > \/m
< a’b’ +a’c’ +b’c® > abc(a+b+c)

Theo BDT Cauchy ta dudc :

a’b’+b°c’ > 2ab’c
b’c’+c’a’® > 2bc’a

c’a’ +a’b* >2ca’b

Cong v& : a’b”> +a’c’ +b’c® > abc(a+b+c)

Vidu 2. Tir dién S.ABC c6 canh SA vuéng goc véi day va AABC vudng tai C. Do dai cua cac canh 1a SA
=4,AC=3,BC = 1. Goi M 1a trung di€m cua canh AB, H 1a diém do6i xing cua C qua M.
Tinh cosin gbc phang nhi dién [H, SB, C]

Huéng dan giai
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Chon hé truc toa d0 nhu hinh v¢, ta co: Az
A(0; 0; 0), B(1; 3; 0), C(0; 3;0), S(0; 0; 4) va

H(1; 0; 0).

mp(P) qua H vuodng goc voi SB tai I cat duong

thang SC tai K, dé thay

[H,sB.C]= TH, TR (1.
SB = (~1;-3; 4), SC = (0;—3; 4) suy ra:

x=1—1 x=0
pttsSB: {y =3 —3t,SC: {y =3 -3t
z = 4t z = 4t
va(P):x+3y-4z-1=0.
IR

= COS[H, SB, C] = ﬁ

Chay: Néu C va H dbi xtmg qua AB thi C thudc (P), khi d6 ta khong can phai tim K.

Vi du 3 (trich dé thi Dai hoc khéi A —2002). Cho hinh chép tam giac déu S.ABC c6 do dai canh day 13 a.
Goi M, N la trung diém SB, SC. Tinh theo a di¢n tich A AMN, biét (AMN) vuong goc vai (SBC).
Huéng dén gii

Goi O 1a hinh chiéu cia S trén (ABC), ta suy ra O
la trong tam AABC. Goi I 1a trung diém ctia BC,
ta co:

V3 av'3
AI—TBC— 5

= 0A = ?, Ol = a_«é?

Trong mp(ABC), ta vé tia Oy vuong goc vdi OA.
bat SO =h, chon hé truc toa d nhu hinh vé ta
duoc:

0(0: 0; 0), S(0; 0: h), A[@

;0;0]
a\/_ av3 a ¢

av3 a av3 a h
C[‘— - OJ’ M[_?’ g 2]

6 ' 2

av3 a_ h /A
120 1 2) ¥

ah _ 5a’V3) . = o=
Z, O, T] [SB, SC] = [—ah, 0,

va N|—

= ﬁ(AMN) = [m, m] = [

a2x/§]

6

N I E

2
(AMN) 1 (SBC) = fiamn Do) = 0 = h* = a m
2. Hinh choép tir giac
a) Hinh chop S.ABCD c6 SA vudng goc véi day va day la hinh vudng (hodc hinh chir nhat). Ta chon hé truc
toa do nhu dang tam dién vudng.
b) Hinh chép S.ABCD c¢6 day la hinh vuéng (hoac hinh thoi) tim O dudng cao SO vudng goc voi day. Ta
chon hé truc toa do tia OA, OB, OS lan lugt 1a Ox, Oy, Oz. Gia st SO =h, OA =a,OB=b taco


www.toanmath.com

0(0; 0; 0), A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(—a; 0; 0), D(0;-b; 0), S(O; 0; h).

¢) Hinh chop S.ABCD ¢6 ddy hinh chir nhat ABCD va AB=b. ASAD déu canh a va vudng goc véi day.
Goi H la trung diém AD, trong (ABCD) ta v¢ tia Hy vudng goc vdi AD. Chon hé truc toa do Hxyz ta co:

a a a a a~/3
(0,0,0),A2,(),0,B2,b,0,C 2,b,O, 2,0,0,8[0,0, 2]
3. Hinh lang tru dung
Tuy theo hinh dang cua day ta chon hé truc nhu cac dang trén.
Vi du: Cho hxnh IEp phu—ng ABCD A'B'C'D'. CMR AC' vu«ng gic mp’ (A'BD)
A
Z
Dl
Cl
x ]
B
4D
| C
P, R i
A

X

Loi giai: Chon hé truc toa do Oxyz

saochoO=A; B € Ox; D € Oy

va A' € Oz Gia st hinh 1ap phong

ABCD A'B'CD' ¢6 canh 1a a don vi

= A(0;0;0), B(a;0;0), D(0;a;0), A'(0;0;a) C'(1;1;1)= Phuong trinh doan chan ctia mat phéng
(A'BD):


www.toanmath.com

Xx+y+z=ahayx+y+z-a=0
=> Phép tuyén ctia mat phang (A'BC): n (A'BC) = (1;1;1) ma AC' = (1;1;1)
Vay AC' vuong géc (A'BO)
2. Ti dién ABCD: AB, AC, AD do6i mot vuong goc véi nhau; AB =3; AC=AD=4
Tinh khoang cach tir A t6i méit phang (BCD)

Yy
Loi giai:
+ Chon hé truc Oxyz sao cho A =0
D eOx;CeOyvaBe Oz
= A(0;0;0); B(0;0;3); C(0;4;0); D(4;0;0)
= Phuong trinh doan chén cua (BCD) la:
XY 1 3x43y+42-12=0
4 4 3

Khoang céch tir A t6i mat phang (BCD) 1a:
Nhén manh cho hoc sinh:
II. Phuong phap giai:
Dé giai mot bai toan hinh hoc khong gian bing phuong phép sir dung toa do Dé céc trong
khong gian ta lam nhu sau:
* Buge 1: Thiét 1ap hé toa do thich hop, tir d6 suy ra toa do cdc diém can thiét.
* Budc 2: Chuyén han bai toan sang hinh hoc gidi tich trong khong gian. Béing céch:
+ Thiét 1ap biéu thic cho gid tri can xac dinh.
+ Thiét 1ap biéu thic cho diéu kién dé suy ra két qua can
chiing minh.
+ Thiét 1ap biéu thiic cho déi tugng cin tim cuc tri.
+ Thiét 1ap biéu thitc cho déi tugng can tim quy tich
V.V...
III. Luyén tap.
Bai 1: Cho hinh chép SABC, cic canh déu c6 do dai bang 1, O la tam ctia AABC. I 1a trung diém cla
SO.
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3. Mat phang (BIC) cit SA tai M. Tim ti 1¢ thé tich clia tit dién SBCM va tit dién SABC.
2. H 1a chan duong vuong goc ha tir I xuong canh SB. CMR: TH di qua trong tam G ctia ASAC.

Loi giai:
Chon hé truc Oxyz sao cho O la goc toa do
AeO0x, S €0z, BC//Oy

Toa do céc diém: A(*é§ 0;0); B(_ﬁ -2:0); C(_£ 1 Lo) S(Ooﬁ);l(o;o;g)

= Phuong trinh mat phang (IBC) la:

N5 B, &

——(x 0)+0(y— 0)+—(z——) 0

Hay: \/_+Z—§—O ma ta lai cd: SA= (fo—ﬁ)SSA”USA(lO \/_)
Phuong trinh duong thang SA: X=?+t,y:O,Z:—\/§t.

x:ﬁﬂ @

3
+ Toa do diém M 12 nghiém clia hé: y=0 (@) Thay (1) (2) (3) vao (4) cé:
o | " y=—2t ®3) |

—\/§x+z—ﬁ=0(4)

:x:l—\/zé;yzo;z_g \/_ \/_ SM_(J_ O;—l—\/zg = SA = 4SM

V
= M nam trén doan SA va %:33 (3BCM)_ — l.
SA 4 V (SABC ) 4

2. Do G la trong tam cua AASC
= SG di qua trung diém N cta AC
= GI c (SNB) = GI va SB déng phang (1)

Ta lai c6 toa do G (ﬁ,l,£ =Gl = —£;—1 £

18'6° 9 18" 618

=Gl _(—£-—l £) GI.SB=0=GI LSB (2)
18’ 6'18

Tu(l)va(2) =Gl LSB=H
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Bai 2: Cho hinh lang tru ABCD A B Cj c6 ddy la tam gidc déu canh a. AA| = 2a va vuong géc v6i mat
phang (ABC). Goi D la trung diém ctia BB{; M di dong trén canh AA . Tim gié tri I6n nhat, nho nhat cia
dién tich AMCyD.

Loi giai:

+ Chon h¢ truc toa do Oxyz sao cho A = O; B € Oy; Ay € Oz. Khi d6.A(0;0;0), B(0;a;0); A (00;2a)

a\/_a

5 ;2a) va D(0;a;a)
Do M di dong trén AA{, toa do M (0;0;t)voi t € [0;2a]
.. Ve
Tacd: SADQM = E‘[DCL DM J‘

%—(i——eo . i
Tacé : 2 :[DG,DM]zz?(t—Ba;\/g(t—a);a@

DM = (0;—a;t—a)
=[DG,DM |= %\/(t “3a)? + 3(t—a)? + 3a°

- %\/4t2 —12at + 1537

Syoem = %.%.\/mz “12at +15a°

A B,
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Gid tri 16n nhat hay nho nhét cua Sy, tily thudc vao gid tri ham s6
Xét f(t) = 4t% — 12at + 15a°

f(t) = 42 — 12at + 1522 (t €[0;2a])
f(t)=8t— 12a

f't)=0t= 3—;
2 \/_
Lap BBT gid tri 16n nhét ctia Sy, = ————khit=0 hay M= A

Chay

+ Hinh chép tam giac déu c6 ddy 1a tam gidc déu va cac canh bén bang nhau, nhung khong nhét thiét phai
bang day. Chan duong cao 1a trong tim cia day.

+ T dién déu 13 hinh chdp tam giac déu c6 canh bén bang day.

+ Hinh hop c6 déy 13 hinh binh hanh nhung khong nhét thiét phai 1a hinh chir nhat.

II. CAC DANG BAI TAP
1. CAC BAI TOAN VE HINH CHOP TAM GIAC

Bai 1 (trich dé thi Pai hoc khéi D — 2002). Cho tir dién ABCD c¢6 canh AD vudng goc (ABC), AC = AD =
4cm, AB = 3cm, BC = Scm. Tinh khoang céch tir dinh A dén (BCD).
Bai 2. Cho AABC vudng tai A ¢6 duong cao AD va AB =2, AC = 4. Trén duong thang vudng goc véi
(ABC) tai A ldy diém S sao cho SA = 6. Goi E, F 1a trung diém cua SB, SC va H 1a hinh chiéu ciia A trén
EF.

1. Chitng minh H 1a trung diém ctia SD.

2. Tinh cosin ctia goc giira hai mit phang (ABC) va (ACE).

3. Tinh thé tich hinh chép A.BCFE.
Bai 3. Cho hinh chop O.ABC c6 cac canh OA = OB = OC = 3cm va vudng goc voi nhau ting doi mét. Goi
H 12 hinh chiéu cta diém O 1én (ABC) va cac diém A’, B’, C’ lan luot 13 hinh chiéu cta H 1én (OBC),
(OCA), (OAB).

1. Tinh thé tich t& dién HA’B’C’.

2. Goi S 1a diém d6i ximg cta H qua O. Ching t6 S.ABC 1a tir dién déu.
Bai 4. Cho hinh chép O.ABC c¢6 OA, OB, OC do6i mot vudng goc. Goi o, B, ~ 1an luot 1a goc nhi dién canh
AB, BC, CA. Goi H 1a hinh chiéu cua dinh O trén (ABC).

1. Chirng minh H 1a truc tam cia AABC.

1 1 1 n 1

OH’ ~ 0A’ OB’ ' oC

3. Chirng minh cos® o + cos® 3 4 cos® y = 1.

4. Chimg minh coso 4 cosB + cos~y < /3.
Bai 5. Cho hinh chop O.ABC c6 OA =a, OB =b, OC = ¢ vudng goc v6i nhau timg doi mot. Goi M, N, P lan
luot 13 trung diém BC, CA, AB.

1. Tinh gbc ¢ gitra (OMN) va (OAB).

2. Tim diéu kién a, b, ¢ dé hinh chiéu cta O trén (ABC) 14 trong tim AANP.

3. Chung minh rang goc phang nhi dién [N, OM, P] vudng khi va chi khi — = é + l
Bai 6. Cho hinh chép S.ABC c6 AABC vudng can tai A, SA vudng goc véi day. Biét AB = 2,
(ABC),(SBC) = 60°.

1. Tinh d¢ dai SA.

2. Tinh khoang cach tir dinh A dén (SBC).

3. Tinh goc phang nhi dién [A, SB, C].
Bai 7. Cho hinh chop O.ABC c6 OA =a, OB =b, OC = ¢ vubng gboc v6i nhau tirng d6i mét.

2. Chung minh
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1. Tinh ban kinh r ciia mit cau noi tiép hinh chop.

2. Tinh ban kinh R ctia mit cau ngoai tiép hinh chop.
Bai 8 (trich dé thi Pai hoc khéi D — 2003). Cho hai mat phing (P) va (Q) vudng goc voi nhau, giao tuyén 1a
duong thang (d). Trén (d) 1y hai diém A va B v6i AB = a. Trong (P) 1y dlem C, trong (Q) 1y diém D sao
cho AC, BD cung vudng goc véi (d) va AC = BD = AB. Tinh ban kinh mit cAu ngoai tiép tir dién ABCD va
khoang cach tir dinh A dén (BCD) theo a.
Bai 9. Cho hinh chép S.ABC c¢6 day la tam giac vudng tai B, AB = a, BC = 2a. Canh SA vudng goc vdi day
va SA = 2a. Goi M 1a trung diém cta SC.

1. Tinh dién tich AMAB theo a.

2. Tinh khoang cach gitra MB va AC theo a.

3. Tinh goc phang nhi dién [A, SC, B].
Bai 10. Cho tir dién S.ABC ¢c6 AABC vuéng can tai B, AB = SA = 6. Canh SA vuong goc voi day. VE AH
vuong goc voi SB tai H, AK vudng goc voi SC tai K.

1. Chirng minh HK vuong goéc vai CS.

2. Goi I 1 giao diém ctia HK va BC. Chtrng minh B 13 trung diém cta CI.

3. Tinh sin cua goc gitra SB va (AHK).

4. Xac dinh tdm J va ban kinh R ctia mit cau ngoai tiép S.ABC.
Bai 11. Cho hinh chop S.ABC c6 AABC vudng tai C, AC =2, BC =4. Canh bén SA =5 va vudng goc voi
day. Goi D 1a trung diém canh AB.

1. Tinh cosin goc giita hai duong thang AC va SD.

2. Tinh khoang cach gitta BC va SD.

3. Tinh cosin goc phéng nhi di¢n [B, SD, C].
Bai 12. Cho hinh chép S.ABC c6 day la tam gidc déu canh a. SA vudng goc voi day va SA = a/3.

1. Tinh khoang cach tir dinh A dén (SBC).

2. Tinh khoang cach giira hai duong thang AB va SC.
Bai 13. Cho hinh chép tam giac déu S.ABC c6 d¢ dai canh ddy 1a a, dudong cao SH = h. Mt phang («) di
qua AB va vudng goc voi SC.

1. Tim diéu kién cua h theo a dé (o) cit canh SC tai K.

2. Tinh dién tich AABK.

3. Tinh h theo a @& (o) chia hinh chép thanh hai phan c6 thé tich bang nhau. Ching té rang khi d6

tam mat cau noi tiép va ngoai tiép trung nhau.

2. CAC BAI TOAN VE HINH CHOP TU GIAC

Bai 14. Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day hinh vudng canh a, SA = a va vuéng goc véi day. Goi E la trung
diém CD.
1. Tinh dién tich A SBE.
2. Tinh khoang cach tir dinh C dén (SBE).
3. (SBE) chia hinh chép thanh hai phan, tinh ti s6 thé tich hai phan do.
Bai 15. Cho hinh chop S.ABCD c6 d4y hinh vudng canh a. Canh bén SA vudng goc véi day va SA = a/3.
1. Tinh khoang cach tir dinh C dén (SBD).
2. Tinh khoang cach giira hai dudng thang SD va AC.
3. Tinh goc phang nhi dién [B, SC, D].
Bai 16. Cho hinh chop S.ABCD c6 day hinh vuong canh 3cm. Canh bén SA vudng goc vai day va
SA = 3v2cm. Mp(a) di qua A va vudng goc voi SC cit cac canh SB, SC, SD lan luot tai H, M, K.
1. Chtng minh AH vudng goc véi SB, AK vudng goc véi SD.
2. Chttng minh BD song song vdi (o).
3. Chtirng minh HK di qua trong tdm G cua ASAC.
4. Tinh thé tich hinh khéi ABCDKMH.
Bai 17. Cho hinh chop S.ABCD c6 day 1a hinh chit nhat, AB = a, AD =b. Canh bén SA vudng goc voi day
va SA =2a. Goi M, N 1a trung diém canh SA, SD.
1. Tinh khoang cach tir A dén (BCN).
2. Tinh khoang cach gitra SB va CN.
3. Tinh goc giita hai mit phing (SCD) va (SBC).
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4. Tim diéu kién cua a va b d& cosCMN = ? Trong trudng hop d6 tinh thé tich hinh chop

S.BCNM.
Bai 18. Cho hinh chop S.ABCD c6 day 1a hinh vudng canh a. ASAD déu va vudng goc v6i (ABCD). Goi H
la trung diém cta AD.

1. Tinh d(D, (SBC)), d(HC, SD).

2. Mit phang (o) qua H va vudng goc véi SC tai I. Chimg t6 () cat cac canh SB, SD.

3. Tinh goc phang nhi dién [B, SC, D].
Bai 19. Cho hinh chdép S.ABCD cd day 1a hinh thoi tdm O. SO vudng gbc véi day va SO = 2a/3, AC =
4a, BD = 2a. Mit phang (o) qua A vudng goc voi SC cit cac canh SB, SC, SD tai B!, C', D'.

1. Ching minh AB'C'D" déu.

2. Tinh theo a ban kinh mit cau néi tiép S.ABCD.
Bai 20. Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh chit nhat vgi AB = a, AD = 2a. Puong cao SA = 2a. Trén
canh CD lay diém M, &t MD=m (0 < m < a).

1. Tim vi tri diém M dé dién tich ASBM 16n nhat, nho nht.

2.Chom = %, goi K 1a giao diém cua BM va AD. Tinh goc phfmg nhi dién [A, SK, B].

3. CAC BAI TOAN VE HINH HQP - LANG TRU PUNG

Bai 21. Cho hinh 1ap phuwong ABCD.A’B’C’D’ canh a. Goi [, K, M, N lan luot 1a trung diém cta A’D’,
BB’, CD, BC.

1. Chimg minh I, K, M, N dong phang.

2. Tinh khoang cach gitra IK va AD.

3. Tinh dién tich t&r giac IKNM.
Bai 22 (trich d¢ thi Pai hoc khdi A — 2003). Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C’D’. Tinh goc phang nhi
dién [B, A’C, D].
Bai 23. Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C’D’ canh a. Tim diém M trén canh AA’ sao cho (BD’M) cit
hinh 1ap phwong theo thiét dién c6 dién tich nho nhat.
Bai 24. Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B’C’D’ canh a.

1. Chtimg minh A’C vudng goc véi (AB’D’).

2. Tinh goc gitta (DA’C) va (ABB’A”).

3. Trén canh AD’, DB ly lan lugt cdc diém M, N thoa AM=DN =k (0 < k < av/2).

a. Chtrng minh MN song song (A’D’BC).
b. Tim k d& MN nho nhat. Ching t6 khi d6 MN 1a doan vudng goc chung ctia AD’ va DB.

Bai 25. Cho hinh hop chit nhat ABCD.A’B’C’D’ ¢c6 AB =2, AD =4, AA’ = 6. Cac diém M, N thoa
AM = mAD, BN = mBB' (0 < m < 1). Goi I, K Ia trung diém ciia AB, C’D’.

1. Tinh khoang cach tir diém A dén (A’BD).

2. Chung minh [, K, M, N déng phéng.

3. Tinh béan kinh duong tron ngoai tiép AA'BD.

4. Tinh m dé dién tich tir giac MINK 16n nhat, nhé nhat.
Bai 26. Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C’D’ ¢6 d6 dai canh 1a 2cm. Goi M 1a trung diém AB, N 1a tim
hinh vuéng ADD’A’.

1. Tinh ban kinh R ctia mit cau (S) qua C, D’, M, N.

2. Tinh ban kinh r ctia duong tron (C) 1a giao cua (S) va mét cau (S”) qua A’, B, C’, D.

3. Tinh dién tich thiét dién tao boi (CMN) va hinh 1ap phuong.
Bai 27 (trich dé thi Pai hoc khdi B — 2003) Cho hinh lang try dimg ABCD.A’B’C’D’ ¢6 day hinh thoi canh
a, BAD = 60°. Goi M, N 1a trung diém canh AA’, CC’.

1. Chung minh B’, M, D, N cung thudc mdt mat phéng.

2. Tinh AA’ theo a @& B’MDN 14 hinh vudng.
Bai 28. Cho hinh lang tru ding tam giac ABC.A’B’C’ c6 day la tam giac vuong tai A. Cho AB =a, AC =b,
AA’ = c. Mit phang («) qua B va vudng goc v6i B’C.

1. Tim diéu kién cua a, b, ¢ dé (o) cit canh CC’ tai I (I khong trung voi C va C”).

2. Cho («) cdt CC tai L.
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a. Xac dinh va tinh dién tich cta thiét dién.
b. Tinh géc phang nhi dién gitra thiét dién va day.

Bai tap :
MOT SO Vi DU MINH HQA
Bai 1: Cho hinh chép SABC c¢6 ddy ABCD la hinh vudng canh bing a, SA= a3 va vudng géc v4i ddy
1) Tinh khdang cédch tir A d€n mit pheztng (SBO).
2) Tinh khdang cich tir tim O hinh vuong ABCD dén mit phang (SBC).
3) Tinh khodng cdch tir trong tAm cia tam gidc SAB d&€n mit phing (SAC).
Bai 2: Cho hinh chép SABCD c6 ddy ABCD la hinh vuong tdim O canh bing a, SO vudng géc véi
ddy.Goi M,N theo tht ti 12 trung diém SA va BC. Biét riing géc giita MN va (ABCD) bing 60°
1) Tinh MN va SO.
2) Tinh géc giita MN va mit phing (SBD) .
Bai 3: Cho hinh thoi ABCD tdm O, canh bing a vd AC=a, T trung di€m H cta canh AB dung
SH L (ABCD) v6i SH=a
1) Tinh khodng cach tir O d€n mit phang (SCD).
2) Tinh khodng cdch tir A dén miit phfmg (SBO).
Bai4: Cho géc tam dién Oxyz, trén Ox, Oy, Oz 14y cic diém A,B,C
1) Hay tinh khodng céch tir O d€n mit phing (ABC) theo OA=a, OB=b, OC=c
2) Gi4 st A cd dinh con B, C thay d6i nhung ludn théa man OA=0B+OC . Hiy x4c dinh vi
tri ctia B va C sao cho thé tich t& dién OABC la 16n nhat.
Bai 5: Cho tif dién OABC (vuong tai O), biét riing OA,0B,0C 1an lugt hdp véi mit phing (ABC) cdc
géc a, B,y . Ching minh rang:
1) cos® a+cos® B+c0s” y =2
2) S§OAB + SEOBC + S§OCA = SEABC
Bai 6: Cho hinh ch6p SABCD c6 ddy ABCD la hinh vudng canh biang a, sa vudng géc véi day. Goi
M,N 12 hai di€m theo thit ty' thudc BC,DC sao cho BM = %, DN = %Ta. CMR hai mit phing
(SAM) va (SMN) vudng géc v46i nhau.
Bai 7: Cho tam gidc déu ABC canh a. Goi D 1a di€m d6i xing vdi A qua BC. Trén dudng thing vudng

a6

gbc v6i mit phang (ABC) tai D 18y di€m S sao cho SD = — CMR hai mit phing (SAB) va

(SAC) vudng géc v4i nhau.

Bai 8: Trong khong gian cho cac di€m A,B,C theo thtt tu thudc céc tia Ox, Oy, Oz vudng gbéc véi nhau
tung d61 mot sao cho OA=a , OB= av/2. 0C=c (a,c>0). Goi D 1a diém d6i dién vé6i O cia hinh
chit nhat AOBD va M la trung di€m ctia doan BC. (P) 12 mit phing qua A,M va cit mit phing
(OCD) theo mdt dudng thing vudng géc véi AM.

a) Goi E 12 giao diém ctia (P) v6i OC , tinh d6 dai doan OE.

b) Tinh ti s& thé tich ctia hai khdi da dién dudc tao thanh khi cit khdi chép C.AOBD bdi

mit phing (P).
¢) Tinh khodng céch tir C d&€n mit phing (P).
Bai 9: Cho tit dién SABC c¢6 SC=CA=AB= aﬁ, SC L (ABC), AABC vuong tai A, cic diém M
thudc SA va N thudéc BC sao cho AM=CN=t (0<t<2a)

1) Tinh @6 dai doan MN. Tim gi4 tri ciia t d&& MN ngin nhit.
2) Khi doan MN ngin nhat, chitng minh MN la dudng vudng géc chung ctia BC va SA.

Bai 10: Cho hinh ch6p SABCD c6 ddy ABCD la hinh thoi c6 AC=4, BD=2 va tdm O.SO=1 vudng goéc

véi ddy. Tim di€m M thudc doan SO cach déu hai mit phing (SAB) va (ABCD).

Bai 11: Cho hinh 1p phuong ABCD.AB'CD canh bing a. Goi M,N theo tht tu 14 trung di€m cia céc
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canh AD,CD. L4y P e BB sao cho BP=3PB. Tinh dién tich thi&t dién do (MNP) cit hinh lap
phuong .
Bai 12: Cho hinh hop chit nhat ABCD.ABCD c6 AB=a, AD=2a, AA=a
1) Tinh theo a khodng cdch gitta AD va BC.

2) Goi M 1a diém chia doan AD theo ty s& % =3. Hay tinh khodng cdch tir M d&én miit

phing (ABC).
3) Tinh thé tich t¢ dién ABDC.
Bai 13: Cho hinh 1ap phuong ABCD.AB'CD canh biing a..Goi M, N 1a trung diém ctia BC va DD
1)CMR AC L (ABD).
2) CMR MN//(A'BD).
3) Tinh khodng cdch gitta BD na MN theo a
Bai 14: Cho ling tru ABCD.ABCD c6 ddy ABCD la hinh thoi tim O canh biing a, géc A=60°. BO
vudng géc véi ddy ABCD, cho BB'=a
1) Tinh goc giita canh bén va day.
2) Tinh khodng cdch tir B, B'd&€n mit phing (ACD).
Bai 15: Cho hinh vudng ABCD canh biing a tim I . Trén hai tia Ax, By cling chiéu va cling vudng
géc véi mit phang (ABCD) 1an lugt 14y hai di€ém M,N . Bit AM=x, CN=y
1) Tinh thé tich hinh chép ABCMN.
2) CMR diéu kién can va di @€ géc MIN=90° 12 2xy=a> .
Bai 16: Cho hinh chép S.ABC c6 ddy la tam gidc vudng cAn ABC véi canh huyén AB = 4 V2
Canh bén SC L (ABC) va SC =2 .Goi M la trung diém ctia AC, N 1a trung diém AB
1) Tinh géc clia hai dudng thing SM va CN
2) Tinh d6 dai doan vudng gbc chung ctia SM va CN.
Bai 17: Cho hinh lap phuong ABCD.ABCD c6 canh biing 1
1) Goi M, N 14n ludt 13 trung di€ém ctia AD, BB .Chitng minh ring AC L MN .
Tinh d6 dai doan MN
2) Goi P 1a tAim ctia midt CDD'C . Tinh dién tich AMNP.
Bai 18: Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABC la tam gidc déu canh a va canh bén SA vudng géc v6i
mit phing ddy (ABC) . Tinh khodng céch tir diém A téi mit phing (SBC) theo a, bi€t ring
sa Vo
2
Bai 19: Cho tit dién OABC c6 ba canh OA;0B;O0C doi mot vudng géc . Goi o;3;y 1an lugt 1a cdc géc
giita mit phing (ABC) v6i cdc mit phing (OBC);(OCA) va (OAB).Chitng minh riing :
cosa +cosP+cosy < J3
Bai 20: Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh vudng canh a , SA vudng géc véi mit phing
(ABCD) va SA=a . Goi E 12 trung di€m ctia canh CD . Tinh theo a khodng cdch tlir di€ém S dé&n
dudng thing BE.
Bai 21: Cho lang tru diing ABC.A'B'C' ¢6 ddy ABC la tam gidc can v6i AB=AC=a va gbc
BAC = 120° canh bén BB' = a. Goi I 14 trung diém CC'. Chitng minh riing tam gidc AB'I vudng
& A. Tinh cosin clia géc giita hai mit phing (ABC) va (AB'I).
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