CHUYEN PE : GIOI HAN CUA DAY SO

CAO HOANG HA
GV TRUONG THPT SO 2 AN NHON BINH DINH

Cac em hoc sinh than mén!

Trong ky thi hoc sinh gioéi mon Toan cap tinh va cap quoc gia, bai toan
tim gidi han ctia day sO va cac bai toan lién quan dén day so thuwong xuyén
xudt hién va la mot trong nhiing bai toan co ban cta dé thi. Viéc tao cho hoc
sinh mot cach nhin tong quat cho bai toan tim gidi han ctia day s6 la rat
quan trong, ttr d6 gitp cac em cd tw duy rong hon trong viéc danh gia tinh
chat cia mét day so, va lya chon phuong phép thich hop nhat dé tim gidi
han ctia mot day s6. Di nhién mdi phwong phéap 6 wu thé riéng cho viéc
gidi quyét mot 16p cac day s cu thé, cling cé nhitng day sd co thé giai bang
nhiéu cach khac nhau. O day, trong chuyén dé nay, tac gia mudn duwa ra
mot s phuong phap co ban dé€ nhan dang va tim gidi han ctia day s6, bén
canh d6 nhan manh dén cach nhin tong quat, liéu cd thé giai bai toan theo
nhiéu cach hay khong? Va c6 thé tdng quat d€ tao ra cac day s6 méi tuwong
te nhu thé nao?

Chuc cac em hoc tot!
Binh Dinh, mua xuan 2021
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MOT SO PHUONG PHAP TiM GIOI HAN CUA DAY SO.

Nhu trén da noi, trong ky thi hoc sinh giéi mon Toan cap tinh va cdp qudc gia,
bai toan tim gidi han cua day s6 thuwong xuyén xudt hién va la mot trong nhiing
bai toan co ban cta dé thi. Véi muc dich cta chuyén dé 1a c6 cach nhin tong quan
vé bai toan tim gioi han ctia day so, ta xét mot vai vi du mo dau sau day.

BAI TOAN 1. (Trich dé thi VMO 2018) Cho day s6 (u,) xac dinh boi u, =2 va
u,, =+Ju, +8—Ju,+3, n=12,... Chng minh rang day s6 (u,) c6 gidi han hitu han

va tim gidi han dé.
+ Nhéan xét: Dé thé’y u,>0,vneN". Ta co
3

u, +8—Ju, +3 =
o = Vi, Ju, +8+\/u 8+\/_ 2’
Cach giai 1: (Nhom tdc gia Trin Nam Dung, Lé Phiic Lit, V6 Qudc Bd Cin,...)

+Neéu limu, =a thi ¢ la nghiém cta phuong trinh a=+va+8-+a+3, a e[ 2) Giai

phuong trinh ta tim dwoc nghiém théa man a =1.
+ Ta chttng minh limu, =1. That vay, v6i moi s6 nguyén duong n ta cd

u —1|=‘,/un +8-3+2—Ju, +3‘

_(u _1) 1 3 1
! Ju, +8+3 \Ju +3+2

o | PR ——
! Ju, +8+3  \Ju +3+2

<lu, -0 3+5) -2l )
5 n-1 5 n-1 5 n-1
un_1—1|£...£[gj |ul—1|:(g) ,VneN". Vi lim(gj =0 nén

Cach giai 2: (Cdch gidi cua tdc gia)
+Xétham sO f(x)=vx+8—-+x+3 ‘v’xe( 2) Khi d6 u,,, = f(u,),VneN".Ta cd

r')-

Do do |(un —1)| <=

limu, =1.m

1
2Jx+8 24Ux+3

. Suy ra |f'(x)|<2\1/§—2 31 ; ‘v’xe( 2] Theo dinh ly
2

+8

Lagrange, ta suy ra ton tai c € (1,u,) hoac c¢e(1,u,) sao cho



un—1|<l

u, —1|<...< (lj ju, — 1]
5 5

u,, =1|=|1 ()= £ (1)|=|1"(c)

Vi lim(%j =0 nén limu, =1.m

Cach giai 3: (Cdch giai khic cua tdc gid)
/ s A ~ 1 1 3
+ Ttr cach giai 2, ta nhan tha "(x)= - <0,V 0,= 1.
8 y /() 2/x+8 24x+3 xe( 2)

Khi d6, /(x) 1a ham nghich bién trén (0%) lai 6 u, <u, nén day (1,,) 1 diy s8
tang va bi chdn trén, day (u,,,,) la day s6 giam va bi chan dudi, khi d6 hai day
con (u,,) va (u,,,) ton tai giéi han httu han. Goi limu,, =a,limu,,,, =b;a,b e {0,%).

Ta c6 a,b langhiém cta hé
{a=f(b)® a=~b+8—~b+
b=f(a) b=+va+8—-+a+

Heé trén c6 nghiém duy nhédt a=b=1. Vay limu, =1.m

wW| W

+ Nhin xét: Cich giai 1 va cdch gidi 2 thit ra cung ban chdt la danh gid qua mot day s6’
c6 gi6i han bang 0, tuy nhién cich gidi 2 ste dung tinh chét gidi tich sé gitip hoc sinh 1o
rang vdn dé hon, khong bi queong ép.

BAI TOAN 2. (Trich dé thi VMO 2007) Cho s thuc a>2 va
f,(x)=a """ +x" +..+x+1. Chting minh rang véi mdi sd nguyén duong n,
phuong trinh f, (x)=a ludn c6 mot nghiém duong duy nhat. Goi nghiém d¢ la
x,, chtiing minh rang day (x,) c6 gi¢i han hitu han khi n — +o.

Cach giai 1: (Tham khdo tai lidu ciia tic gid Nguyén Tai Chung)

+ Vi f,(x) 1a ham ting va lién tuc trén (0;+) nén hién nhién phwong trinh
£, (x)=a ludon c6 mot nghiém duwong duy nhat.

+ Dé thay 0<x, <1. Ta chitng minh day (x,) ting, t&c 1 x,,, > x,. Twong tw nhw
trén, xét

fra(x,)=a"x"""+x"" +xl . +x,+1=x [ (x,)+1=ax,+1 vi [, (1)=a"+n+1>a nén

chi can ching minh ax,+l<a s€ suy ra x,<x,, <l. Hay can ching minh

“~1 Thatvay, néu x, >%~! thi
a a

x <

n




a-1\"
n+10 1_( j n n
fn(xn)zw[“_‘lj +#:(a_1)w(“_‘j +a_(a_1)[“_‘1j o a (do

a a1 a a
a
a-1>1)
+ Vay day (x,) tdng va bi chdn trén boi 1 nén hoi tu. Hon nita ta con ¢
limx, ==L That vay, dat
a
e=2"1o1 thi fi(e)=fi(x,)=ke" ( v6i k=(a-Dl(a-1~1)>0). Theo dinh Iy
a
Lagrange thi
1)~ 1, (%)= 1" (¢)(e-x,) voi & ex,c).

Nhung f'(£)=(n+10)a"E"° + n&™" +..+1>1 nén
ke" >c—x,. T d0 c—ke" <x, <c suyra limx, =c.m

Cach giai 2:
+ Trudc hét gidi han ctia day sO phai thudc khoang (0,1), gia st gidi han cua day

b-1

s61a b tacod: f,(b)=b" (alobm +ﬁ+1j_L:> lim £, () =—ﬁ (Vi be(0,1)).

Ma fn(xn):a:—L:ajb:a__l_
b-1 a
I n+10 10 10
+ Ta ¢cd f( 0O L = g ,,+10+1—x;1_xn [a (a +1)xn}+l_ .
n xn)_a xn xn e T X =a xn ~ = — _a( ).
1 X, 1 X,
Khi d6 chuyén (*) qua giéi han ta duoc %:azbza—l..
- a

+ Nhin xét: Khdc hin v6i bai todn 1, viéc sie dung ham sb'6 cich gidi 1 lai khong lam cho
bai gidi don gidn va dé hiéu hon.

Nhu vay, viéc danh gia mot diy s6 dé tir d6 dinh huwéng dwoc cach tim gidi
han nhw thé nao cho hop 1y va hiéu qua nhat 1a mot van dé rat can thiét cho ca
nguoi day va nguoi hoc, dic biét 1a d6i véi mot van dé con khé so voi mit bang
chung caa cac treong khong chuyén.



I. St dung Dinh ly Weierstrass d€ tim gi6i han diy sd
1. Co s6 ly thuyét

+ Dinh ly: Néu day s6 (u,) tang va bi chan trén thi (u,) c6 giéi han hitu han.
Néu day s0 (u,) giam va bi chan dudi thi (u,) cd giéi han hitu han.

+ Phuong phép: Xét day sO u,,, = f(u,), voi f(x) la mot ham lién tuc.

- Tinh vai s6 hang dau d€ du doan tinh ting, giam ctia day s6 (u, )

- Gidi phuong trinh a= f(a), néu day sd (u,) giam thi ching minh
u,2a,Vvn=1.2,..,néu day so (u,) ting thi chttng minh u, <a,vn=1,2,...

- Chting minh tinh tang, giam cta day s6 (u,), c6 thé chitng minh truc
ti€p, diing dao ham hogc bang phuong phap quy nap (dung tinh bi chin cta
day).

- St dung Dinh ly Weierstrass dé€ chirng minh day s6 c¢6 gidi han hitu han,
gia st limu, =a. Tt u,,, = f(u,) ta cho n— + va st dung tinh lién tuc ctia ham
f(x) ta dwgc a= f(a). Sk dung tinh chat bi chan cta day d€ suy ra gidi han cua
day so.

2. Cac vi du dién hinh
Vi du 1. (Trich dé thi HSG Binh Dinh nam 2009) Cho day s6 (u,)(n=1,2,..) thoa

~ s | R . S 1
man O<u, <1 va ”"+1(1‘”")>Z voimoi n=12,.. Tim limu, .
Loi giai

ViO0<u, <l,n=12,.. nén day da cho bi chan . Mat khac (l—un)>%2un(l—un) va

n+l

0<u, <1 nénu,, >u,. DAy s6 da cho tang va bi chdn nén theo dinh ly Weierstrass

n+l
no co gidi han limu, =a.

1

2
Ta cé lSM (1-u,) nénléa(l—a)a a—l SO@a:l.Véy limu, =—.m
4 4 2 2 2

n+l

+ Nhan xét: Y tuong co ban ctia bai toan trén 1a dung bat dang thixc Cauchy dé
danh gia tinh tdng giam cua day s0. Ttr d6 ta c6 thé phat trién thanh mot s6 bai
toan tong quat sau:

1) Cho s6 thyc a>0, xét day sO0 (u,)(n=12,.) thod man O<u,<a va
2
u, (a—u,) >% véi moi n=12,..Tim limu, . (Dap sO: limu, =%)

2) Cho s0 thuc a>0, xét day sO (u,)(n=12,.) thoa man u >0 va

1 & . N . 4 ~ .
u,, ZE(M” +ij voimoi n=12,.Tim limu,. (Dap sO: limu, = \/Z)
u

n



3) Cho s0 thuwc a>0, xét day sO0 (u,)(n=12,.) thoa man u, >0 va

u

1 rs . . . AT
u,, :E(Zun +%j voimoi n=12,..Tim limu,. (Dap so: limu, = Ja)
4) Tim tit ca cic hang s6 ¢>0 sao cho moi day s6 (x,) thda man

{un € (0;1)

(Lot) ,Vn21 déu ton tai gidéi han htu han. Véi gia tri ¢ tim dwoc hay tinh
u, (1-u)>c

gidi han cua day (u,). (Pap so: ¢ =%)

Vi du 2. (Sach bai tap giai tich W.J.LKACZKOR-M.T.NOWAK) Cho day s&
2(2u, +1)

(u,)(n=1,2,..) thoa man u, =1 va u,,, == voi moi n=12,.. Tim limu, .
u, +
Phan tich
Tinh mot vai s6 hang dau cta day s6 ta du doan day so tang, phuwong trinh
2(2a+1) . . A Ny . . . N oas y
a= (—3) cO hai nghiém a=-1va=2. Tt d6 ta chitng minh day s6 da cho tang
a+
va bi chan trén bodi 2.
Loi giai

Bang phép quy nap, ta chitng minh dwgc 0<u, <2,vn=1,2,... Tit hé thitc truy hoi

, +1 -2 ~
cta day ta co u,, —u, =—(u” )(u; ) >0,Vn=12,.. Suy ra u,, >u,,Vn=12,.. Day
u, +

s0 da cho tang va bi chan nén theo dinh ly Weierstrass né c¢é gidi han
2(2u, +1) 2(2a+1)
—~" 7 nén g=————~2

<a=-1lva=2. Vay
u, +3 a+3

limu, =a,ae[0;2]. Ta c6 u,, =

n+l

limu, =2.m
+ Nhan xét: Y tuong dy dodn tinh ting, giam cta diy gitp ching ta chon

dwgc chan trén hodc chdn dudi ctia day s mot cach nghiém ngat nhat, danh gia

tinh bi chin cang ngét thi viéc tinh giéi han ctua day s6 cang dé dang hon.

Vi du 3. Cho day s6 (x,)n=12.) xid dinh nhw sau

x =1
{xnﬂ = \/xf +x, +1 —\/x,f -x,+1 ,n=12,...
Tinh gidi han limx,
Loi giai

Xét ham s& f(x):\/)c2 +x+1-x'—x+1,xeR, tacd




2x+1 2x -1 2x+1 2x -1

') = - = - =g(2x+1)-g(2x-1)
W +x+l 2 —x+1 Jex+1 43 Jx—17 +3
s . t 3 AVN o« AN \
voi g(t)=—,2'(t) = ——=—=>0,V¢, suy ra g(x) dong bién va f'(x)>0,Vx
Nt*+3 (t2+3 t*+3 Y ) &

,suy ra ham s6 f dong bién. Ta cé f(x) — =1 khi x — +00. Do d6
-lI<f(x)<l=>-1<x,<1,Vn.

Mit khac x,=3-1<l=x, = f(,) < f(x)=x;, <Xy > X
giam va bi chan nén hoi tu va limx, = a, vdi a la nghiém ctia phwong trinh

2a 2
a=x/a2+a+1—\/a2—a+l©a: Sall- =0
\/a2+a+1+\/a2—a+1 [ \/a2+a+1+\/a2—a+1J

<x,. Day s0 (x,)

a=0
=S . Ta chiing minh (*) cling c6 nghiém duy nhat
V& +a+1+3a> —a+1=2 (%) & & & Y
a=0.
That vay xét ham pa)=va> +a+1+va’ —a+1
b play=—tl 1720 gD -g(1-2a)2 0 2a+1321-2ac a>0
Jea+1)?+3  J(1-24) +3

va ¢(0) = 2;¢(a) — +o khi a — +0. Vay phuong trinh (*) ¢ nghiém duy nhat a =0.
Tém lai ta ¢6 limx, =0.m

+ Nhan xét: Vi du 2 co thé giai béng cach xét ham s6 twong tw nhu Vi du 3, te
hai vi du nay ta c6 tong quat sau
“Cho day s (u,)(n=1,2,..) duoc xac dinh theo cong thtc u,, =f(u,),n=12,..,
trong d6 f(x) la ham sd xac dinh trén tap D. Xét tinh hoi tu caa day (,). Néu
f(x) la ham s0 ting trén D thi day (u,) s€ la day don diéu. Day (u,) don diéu
tang hay don diéu giam tuy thudc theo gia tri cua u, so voi u,. Khi d6, néu f(x)
bi chan thi day sd (u,) ¢ gidi han”. Nhu vay bz\?mg viéc chon cac ham s6 f(x) la
ham s6 tang, bi chdn sao cho phuong trinh x= f(x) ¢6 nghiém duy nhat trén D
va lua chon gid tri u, hop 1y sé tao ra cac day s6 c6 gidi han hitu han. Vi du nhu:

1) Xét ham s f(x)=3/5x+50 , f(x) dong bién véi moi x>0 va phuwong trinh
f(x)=x=x=5x-50=0. Xét g(x)=x’-5x-50, ta cé

g'(x)=3x" —S;g'(x)=0@x:i\E va

3 3
g( %}[ %j —S\E—SO<O;g(—\E]=[— %J +5\E—50<0; g(x) = oo Khi x — oo



suy ra g(x)=0 chi c6 duy nhdt moét nghiém thwc x=a. Midt khac
2(0)=-50<0,2(5)=50>0 nén ae(0;5). Ta xdy dwng diy s6" (x,)(n=12,..) xdc dinh
nhw sau x, =5; x,,, = m ,n=12,...Chitng minh rang diy s6 (x,)(n =1,2,...) 6 gidi
han hitu han va tim gioi han do.

2) Xét ham s6 f(x)=x’ +§x, f(x) dong bién véi moi x>0 va phuong trinh
f(x)=x c6 duy nhat mét nghiém dwong. Ta chon gia tri u, hop ly d¢ ham f(x) bi
chan véi moi x>0 thi ¢ bai tap sau: Cho day s6” (u,)(n=1,2,...) xdc dinh nhw sau

=ty =1 +§u n=1,2,...Chieng minh rang day so' (u,)(n=1,2,...) cé gidi han hitu
han va tim lim ity = 2yt ¥ Sl (Trich dé Chon d¢i tuyén PTNK TP.H6 Chi

n>+w 3u2 | tuu (4+u2)

n"n+l
Minh nam 2012)

3) Xét ham  sd f(x)= %er% x*+3 voi x>0. Ta ¢ob

1 1 .x \ ~ AV oA A
f'(x)=—+———=>0,Vx>0. Suy ra ham s0 f(x) dong bién trén (0;+x), phwong
() =3+ 5T (* (0:4)
\ 1 1 2 xZO V4 \ . A ~ A7
trinh  x=—x+—Vx"+3 < | ,ox=1. Ta co bai tap sau: Cho day so
2 4 x"+3=4x

> “n+l

(u)n=12,.) xdc dinh nhw sau u, =3; u ;u +% u? +3,n=1,2,...Chitng minh rang

diy s0" (u,)(n=1,2,...) cd gi6i han hitu han va tim lim u,. (Phong theo dé VMO 2015)

+ Tuy nhién khi gap 16p cac day sd tang, giam c6 dang u,,, = f(n,u,),n=1,2,
thi viéc danh gia day s6 trd nén phtic tap hon. Viéc bién ddi so cap cong thirc
truy hoi ctia day la can thiét dé tim ra
hudéng giai quyét ctia bai toan.

Vi du 4 (Trich d¢ thi VMO nam 2011) Cho day s6

nZu Vn>2. Dat y, =u,, ,- Chting minh rang day s6 (y,)

(un) =L u,
(" 1)
cO gidi han httu han khi n — +w.
Loi giai
Vn>2,tacod
—1

n— n-2 on on 122 on o2n—2 12 2;1(;12 —2n+2) n-2
u _

( — 2 = ( —) 12:1: i (n—l)zanl_(n—l)ziz_; l (11—1)2.(11—2)2 pan i_(n—1)2(n—2)2 =

i



Mat khac u, = =D u, ta co
(n—2) i=1
u, ”(”2_2”"‘2) n—n+l n’—n+1
= 3 = 3 = un | = —3un—l
() (1) (1)
Hay
2_ 2 24 n+1)(n-1) *tn+1)(n*=2n+2
yn—lzn n-:lun—l;yn:n +:l+1un:> y” :<n 3 nz )(n ) : u" :<n n2 Z<n - )>1
(n—l) n Yoot n (n —n+1) u, n (n —n+1)

Wi (n2 +n+1)(n2—2n+2)
n (n2 —n+1)

téng. Bay gio ta ching minh quy nap u, <4n,Vn>1. D& thay u, <4n dtng véi

k-1 k-1
s> u <4k o> u, <2(k-1)
i=1 i=1

>1c>n2(n2—n+1)+2>n2(n2—n+1), dung. Suy ra day (y,)

n=1,2,3,4,5,6,7.Gid st u, <4n vOi n=k, tic la

2k
(k—l)
k k
Taco u,,, <dk+4 < 2k+22ui <dk+4 2k+ Z 2k+2uk <4k+4,dtng do
=1

2
i=l1

k-1 2
21;;22u[+21;;2uk<21;+2 (k-1y 2];:241( 4(k+ 1)[—]( ;2k+3j<4k+4
i=1

n+n+l 4(n2+n+1)
x, <
n ! n’

thi tte y, tré di ludn cé y, <5. Vay (y,) tdng va bi chan trén nén c6 gidi han hitu

Vay u, <4n=y, = <c. SO ¢ ta co thé chon duwoc, vidu c¢=5

han.m

Vi du 5. (Trich dé thi VMO nam 2012) Cho day sd thuc

(x,):x =3%x, = n3+2 (x,,+2) Vn>2. Chting minh rang day (x,) c6 giéi han hiru han
n

khi n— +o0o va tinh gidi han do.
Loi giai
R6 rang ta cd x, >0 Vn (1). Ta sé chitng minh ké ti¢ sO hang tht hai, day s6 da cho
,14_2(x”_1 +2)_xn_] _ 2[(n+2)—(n—1)xn_l:| D
3 3n
chting minh (r,) giam bat dau tr s6 hang th hai, ta chi can chtng minh

la giam. That vay xét hiéu x,-x,, =

(n+2)=(n-1)x,, <0 ¥n>3 (2). Ta chiing minh diéu nay bang quy nap. Véi n=3,

do x, :1?0 nén bat dang thikc (n+2)-(n-1)x,,=5-2. ?:—§<O. Gia st ta da co

(n+2)-(n-1)x,,<0Vn23 =x,_ > +?Vn23.Khidé

10



= (n+3)-nx, <0 , Vay (2) dung dén

+2
X, = n3n (xn_1 +2)> .

n+1. Nhu
vay day (x,) la day giam ké tir s6 hang thtt hai. Ngoai ra, theo (1), n6 bi chin

n+2(n+2 j n+2 n+3
+2|= >

n—1 n—1 n

dudi bdi 0 nén ton tai

gi6i han hitu han limx, = «. Chuyén dang thitc x, = n3+2 (x,,+2) qua gidi han ta
n

duoc a=%(a+2)<:>a:1. Vay limx, =1.m
Vi du 6. (Trich d& thi v6 dich Kiep) Cho day
=a, T p2 2, Chiing minh rang diy da cho cé giéi han
n ( n+ 1)
Loi giai

Ta cb a,,, —a, :%>O, Vn>2 nén (a,) tang. Ta can ching minh (a,) bi chin
n(n+

trén. Kiém tra vai s6 hang dau ta du doan a, <2,vn>1. Ta chitng minh bang quy

nap, taco a, =%<2, Gid st a,<2,Vn>1.Khi do

a, =a+—ot o Gty Gen g oo Ty e +&+L+L+1
G n(n+1) n(n+1) (n—l)n i n(n+1) (n—l)n 45 34 23

Suyra a,,, <2( 1 +...+L)+L+L+1=2(1—Lj+§<l+§:1< 2.
n(n+1) (n—-1)n 45) 34 23 4 n+l) 4 2 4 4

Vay a, <2,¥n21.Do d6 (a,) cé giéi han httu han.m

+ Nhan xét: Vi du 4, Vi du 5 va Vi du 6 1a cac bai toan dién hinh co ban. O Vi
du 5, y twéng ching minh day s6 giam hinh thanh sau khi ta tinh mdot vai s
hang dau x, =%,x3 =%,x4 =§—;, tir du doan day so giam ta di dén ching minh
(2) mot cach rat tie nhién va y tudng quy nap la qua rd rang véi mot day s6 cho
bdi cong thirc truy hoi. Voi y tudng nay, ta co cach dinh hudéng twong tw cho cac
vi du nhu sau:

1) (Trich dé thi HSG Gia Lai nam 2004) Cho day sd (u,)(n=1,2,...) thoa man

2n+1

u, =2004 va u,, = 3 l(u" +1) v6i moi n=12,..Chttng minh day s6 (u,) cd gidi
n+

han va tinh limu, .
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2010n+2
" 2011n+2
moi 7 =1,2,...Chtitng minh day s0 (u,) c6 gidi han va tinh limu, .
3) (Trich dé thi Dé nghi Olympic 30/04/2011) Cho day s8 (u,)(n=1,2,..) thoa
~ 2011 ) 2n+4999
man u, =—— va u,,, =u, —2u, + ————
2010 n+2499
(u,) c6 gidi han va tinh limu, .

2
4) Cho day so (u,):u, :%'u —u,+-=n>1. Ching minh day da cho c6 gidi
n

> P n+l

2) Cho day s0 (u,)(n=1,2,...) thoda man u, =2012 va u (u,+1) voi

véi moi n=1,2,...Chttng minh day s6

han httru han.

n(n+1)
2
5) (Trich dé thi HSG Gia Lai - Bang A nidm 2011-2012) Cho day sd

(u,)(n=12,..) thod man

(Hwéng dan: Ta chtrng minh u, +n° >

,Vn>1)

u=24u, =60 vau_  =u + a-l voi moi n=2,3,...Chitng minh day so (u
1 2 n+l n n(l’l+1)(n+2) ¥ g y ( n)

cO gidi han
httu han.
Vidu 7. Cho day s0 (x,):x, =2,x, =1;3x

Loi giai

w2 F3=2cosx,, +cosx,. Tinh gidi han limx, .

A ~ \ l
Nhan thay cosx, >0>cosx, va 3x3+3<3;3x3+3:cos1+2cos%.cos—>0:—l<x3<O

suy ra
cosx, > cosx,. Bang quy nap ta chitng minh dwoc 0> x

a1 >x,>—1.Vay day da cho
co gidi han limx, =a véi a la nghiém cua phwong trinh 3x+3=3cosx < x=0. Vay

limx, =0.m

3. Bai tap cung phwong phap

Bai tap 1. Cho day s0 (x,)(n=12,.) xac dinh bdi x =2019 va
x,,(4-3x,)=Ln=12,.
Hay tinh gidi han limx, .

(Hwéng dan: x,,, = ;,n =12,...limx, =1)
4 -3x,

Bai tap 2. Cho day sO (u,)(n=0,1,...) duoc xac dinh nhu sau: u ,=u, =1 va
u,, :\/Z +u, , ,n=1,2,... Chttng minh rang day da cho c6 giéi han va tim gidi
han do.
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(Huwong dan: u, =\Ju, , +fu,, <2\u, = u, <4, limu, =4)

Bai tap 3. (VMO - 2005) Xét day so thuce (x,)(n=1,2,...) duoc xac dinh bdi x, =a

va x,,, =3x, —=7x. +5x, ,n=12,... v0i aeR. Hay xac dinh a d€ day s6 (x,)(n=1.2,...)
co gidi han hitu han. Tim cac gioi han dé.

(Hwdéng dan: Xét hiéu u,,, —u,)

Bai tap 4. (VMO - 1998) Cho day s0 (x,)(n =1,.2,...) xac dinh nhu sau x =aeR

X, (xf +3)

,n=1,2,... Chitng minh rr?mg day s6 trén cd gidi han hitu han va
3x2 +1

va xn+1 =

tim gidi han do.
Bai tdp 5. (Trich dé thi D& nghi Olympic 30/04/2012) Cho

2 3 n
S, = n+]1 202 0 2| Tinn gioi han lims, .
2" 2 3 n
\sogn N .~ 2+x
Bai tap 6. Cho day s (x,)(n=0,L...) thoa man x,=a>1x,,, = ’i,n =0,L,....
X, +
Tim limx, .

Bai tap 7. Day cac ham sO (f,(x)) thoa man dong thoi cac diéu kién sau:
i) f, 1 (0;+00) = (0;40),n =0,1,2,...
i) f,(x) = x,Vx e (0;40),n=0,1,2,...

iii) £, (x)=4/x" +6f, (x),Vx € (0;+0),n=0,1,2,....

Chting minh rang

a)VGi moi n=1,2,... ton tai duy nhét x, € (0;+00) thod man f,(x,) =2x,;
b)(x,) la day tang va limx, =4.

2, 2z .
+ —sinu,;

Bai tdp 8. Cho day sd (u,) théa u, =u, =1 va u,, =5t an=12,...
Tim limu, .
NP ~ N , \ 2 21
Bai tap 9. Cho day sO (u,) thoa :g va u,, :i/uj—uun + On +1 n=12,....
n+

Chtng minh day da cho c¢6 giéi han va tim giéi han do.
(Hwdéng dan: u, >2, limu, =2)
n+l

Bai tap 10. Cho day s6 (u,) thoa u, =1lu,=2 va u,,=u,,+u,. Chitng minh

M ~ A 7 . 2 . Z 1 7 « /e ~ ’
rang day so (v,) xac dinh bdi v, =Zu—,n=1,2,... c6 gidi han hitu han. (Hudng
k=1 Y

X . &1 \/5
dan: u, >(\/§) , ;Z<ﬁ)
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I1. Phwong phép so sanh day s6
1. Co s6 ly thuyét

+ Dinh 1ly: (Nguyén ly kep) Néu ba day s6 (x,).(»,).(z,) thoa man diéu kién
v, <x, <z ,Vn>n, va limy, =limz, =a thi limu, =a.

+ Hé qua: Néu day s6 (u,) thoéa man 0<|u,—a|<y,,Vn>n, va limy, =0 thi

limu, =a.

2. Cac vi du dién hinh
Vi du 1. (Trich dé thi Dé nghi Olympic 30/04/2006) Day sd (x,) thoa man diéu

kién 1<x, <2 va
x,., =1+x, —%xrf,Vn eN’. Chting minh rang day s6 da cho c6 giéi han hitu han.

Tim limx,

Loi giai
Ta ¢ x,,, =1+xn—x—é’:—%(xn—1)2+%s%,v;¢=1,2,... Bang quy nap ta chiing minh

dwgc x,>1,vn=1,2,.. Theo gia thiét x >1, gia st x,>1Va=12,.. ta co
X, —l=x, (1—%)@[) >0 (do x, S%,‘v’n =1,2,..). Vay 1<x, <%,‘v’n =1,2,...
Gia st limu,=a, khi d6 a Ila nghiém caa phueong trinh

2

a:1+a—%<:>a:ﬁva:—\/§. Ta chttng minh limu, =+/2. That vay, ta c6

B R A

1 11
2 2 2n 2n+l :

_L
2
Mat khac do 1im2in=0 nén tr bat dang thiic trén va nguyén ly kep ta co

limx, =/2 .m
+ Nhan xét: Qua loi giai cta vi du 1, ta c6 thé hinh dung cac buwdc giai bai toan
teong tw nhu trén theo cach sau
e Dy doan va chiing minh tinh bi chdn cta day, tir hé thiec truy hoi du
doan limu, =a.
o Danh gia 0<|u, —d|<v, trong d6 limv, =0. O budc nay ta chi y dén lién hé

u,,, —a :‘f(un)—f(a)‘ = , sau d6 danh gia g(u,) détimra (v,).

u, —a|.‘g(un)

Vi duy 2. Cho day cac ham s8 {P,(x)} xac dinh nhu sau

x—P’(x)
2

F(x)=0,P . (x)=P(x)+ ,Vn=0;xeR.
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Tim lim P, (x).

Loi giai
Truwdc hét ta chitng minh bing quy nap bat dang thikc sau: 0< P,(x) <v/x,vne N (1).
That vay, véi xe[0,1] suy rax—2vx <0 nén 0 g%: P(x)<+x. Nhu vay (1) ding

voi n=1. Gia st (1) dang dén n. Xét ham s& f(¢) :t+%(x—t2) voire[0,1]. Dé thay
ham s () dong bién trén [0,1]. theo gia thiét quy nap ta cd 0< P (x)</x <1 véi
moi x €[0,1] (2)

nen P (x)=f(P(x)< f (vx)=x véi moi x [0,1]. Mit khéc, ti (2) tacd

x=P'(x)20= P, (x)>P(x)=0. Vay OSPnH(x)S\/;. Do d6 (1) dung dén n+1 nén
theo nguyén ly

quy nap ta c6 (1) dting véi moi n. Tiép theo ta ching minh /x - P, (x) sﬁ voi

x€[0,1],VvneN. That vay ta co

F-P=[Vx-E, <x>}{1 —w} <[Vx-2, (x)]{l— qwo P(0)20)

X
2

S...S[\/;—Po(x)”:l_%:r :%n\/;{l—ﬂ}n

2 2
- 4+l
VX +n£1—\/;j

2 B 2 n n< 2
n+l1 n+l\n+l1 n+l

Tt d6 ta thu dwoc bat déng thitc 0<~/x =P (x) < il vOi moixe[0,1]vreN.
n+

INA
IS |
[\

Do limi1 =0 nén theo nguyén ly kep ta duoc lim P,(x) =+/x, véi moi x [0,1].m
n+

Vi du 3. (Trich dé thi HSG mén toan 16p 12 ctia tinh Gia Lai ndm 1996) Cho day

2
sO (x,) thoa x, = L va x,, ==2—1,¥n=1,2,... Chttng minh day da cho c6 giéi han va
3 2

tim gidi han do.

Loi giai
Nhdn xét: Néu ton tai gidi han cua day (x,) la a thia thoa man phuwong trinh
2 =1++/3
0% o —2a—2mpe |97V
2 a=1- \/5
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Nhu vay, viéc con lai ta phai kh:fmg dinh mot trong hai gia tri « =1++/3 hodc
a=1-+/3 sé1a gidi han cta day s& (x,).
Bang phuong phdp quy nap ta dé dang ching minh dwgc -1<x, <0,Vn=2,3..

2
X

Néu limx,=a thi t¢ «x_ = 7" -1,Vn=12... cho n—o>+o ta duoc

n+l

a’ l:a=1—\/§

a=—-load*-2a-2=0< .
2 a=1+3

Ma —1<x,<0,¥n=2,3.. nén -1<a<0. Do d6 a=1-+3. Tiép theo ta chtitng minh

2 2
R 1 1
2 2

:—xi—a2|:—
Ma vn=23. thi -1<x <0 nén Vvn=23,. ta c& -l+a<x,+a<0+a

limx, =a=1-+3.Tacd |x
2 2
= - 3<xn+a<1—\/§

—a|: X, —a xn+a|

n+l

= —3<x, +a<V3=|x, —d <3
Vay xn+1—a|=%xn+a| xn—a|<73xn—a,Vn=2,3,...(*)
2 n
Do dé tie (*) suy ra |x,,+1 —a| <§ x, —d <(§] X, —a|< <(§] x, —a|,Vn=2,3...
\/g n-1 1 \/§ n-1 2
Hay 0<|x —a|<| —| |-=(1-V3)=|— 3-={,Vn=2,3,...
y Xy a| ( 7 3 ( \/7)‘ > \/7 3 n
Ma 11m(7} =0 nén theo nguyén ly kep suy ra lim|x,—d/=0. Vay

limx =a=1-+/3.m

+ Nhan xét: Nhu vay, véi cac treong hop day s6 dang u,,, = f(u,) co su bién
thién phtc tap, cach giai caa 3 Vi du trén phan nao khién ching ta nghi dén
nguyén ly anh xa co. N6i mot cach
khac, néu xét & phuwong dién ham s6, néu chitng minh dugc f(x) c6 dao ham
thoa |f'(x)| <c voi
ce(0,1) thi nhitng 16p day sO twong tw nhu 3 Vi du trén hoan toan c6 thé giai
duoc theo nguyén ly kep hodc dung Dinh ly Lagrange d€ giai quyét giong nhuw
Bai toan VMO 2018 ¢ phan m& dau. Tu d9, ta cling cd thé tao ra cac day sd co
cach giai quyét tuong tu.

1) Xét ham so f(x)=;+x vOi x>0.Ta cd f’(x)=( :2)2
X

+X

<%,Vx>0...Ta <6 bai

tap sau:
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Cho day s0" (u,)(n=12,..) xdc dinh nhw sau u, >0;u —;A,n=l,2,...Chb’l’ng minh
+u

> “nel T
n

ring day s (u,)(n=1,2,...) c6 gidi han hitu han va tim lim u, .

2) Xét ham s6 f(x)=2"" +% véi x>0, dé dang chirng minh duoc %< f(x)<%

va|f(xl
vOi x>0. Ta co bai tap sau:

Cho day s6" (u,)(n=1,2,...) xdc dinh nhw sau u, =0,u, =2;u,,,=2" +%,n =1,2,..Chitng

n+2
minh rﬁng diy s6" (u,)(n=1,2,..) ¢6 gidi han hitu han va tim lim u,. (Trich dé thi

VMO 2008)

Tuy nhién, véi cac truong hop day s6 dang u,,, = f(n,u,) (ma ta khong tim
duoc cu thé cong
thirc tong quat ctia nd hodc ta khong tim duwoc diém bat dong) thi phwong phép
ham s& hau nhu khong kha thi, viéc so sanh day s6 vi thé ma kho khan hon. Cac
vi du ti€p theo s€ khai thac mét dinh hudng tiép can dang toan trén, do la st
dung céc danh gia trung gian dé kep day s6 bang cac gidi han co ban roi qua dé
tim ra gioi han.

Vi du 4. (Phong theo dé thi dé nghi Olympic 30/04/2011) Cho day sd (x,) xac
dinh bdi

2n+11
xlzé;x =x>—2x, + nr
n+5

P n+l — 'n n
Chting minh rang day s6 da cho c6 gi6i han hitu han va tim giéi han do.
+ Phén tich: Néu goi di€ém bat dong cua day s6 1a x, thi ta co

,Vn2>1.

X, = x2—2x,+2 < x, = 1;x, = 2. Ngoai ra dé thay x,,, >(x, ~1)>+1>1,Vn>1 suy ra

x,>1,vn>1. Tady doan limx, =1 va d€ c6 diéu nay ta can tim duoc a,b thoa man

x, <1+

,Vn21(*). D€ chttng minh (*) ta st dung phuwong phap quy nap. Chu

an+b
y rang ham s8 f(x) = x> —2x dong bién trén (1;+w0) nén d€ quy nap thanh céng ta
can phai cé 0<a+b<2 @€ (*) dung 6 budc co sd n=1 va
2
(1+ ! j —2(1+ 1 j+2k+“31+ ! (+%)
ak +b ak +b k+5 alk+1)+b
dé (*) ding 6 budc quy nap.

1 2k +11

Ta chon b=4a dé€ thu gon nhanh biéu thtrc 1+ — .
alk+1)+b  k+5

Khi d6 (**) < a(l-a)(k+4)’ > k+5.
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D& bat dang thitc nay ding véi moi £ >1 thi triede hét né phai ding véi k =1, tikc

la 25a(1-a)>6, két hop vdi 0<4a+a <2 ta duoc aS%. Ta chon luon a:%

Tom lai ta chttng minh duoc 1<x, <1+ ,Vn>1.
2(n+4)
Loi giai.
Do x,,=(x,—-1)*+1+ ! 5 >1,Vvn>1 va x,>1 nén x,>1,vn>1.Ta sé chitng minh
n+
x, < 22(n +143) ,¥n>1 (*) bang phwong phap quy nap. That vay véi n=1 thi (*) dung.
n+
Gia stt (*) ding v6i n=k (k>1), khi d6 x, <13
2(k+4)
“ , . o 3 ” , 2k+15
Ta can ching minh (*) dung voi n=k+1, tic x,,, < :
2(k +5)
That vay, do ham s6 f(x)=x*-2x dong bién trén (I;+x) va x, >1 nén (chuy k>1)
2k+15 2k+7 2k+13 2k +7 k—1)(6k+29
X~ =S () + <f + =—( )(2 )SO.
2(k+5) 2(k+5) 2(k+4)) 2(k+5) 4(k+4) (k+5)

Do do6 (*) dang theo nguyén ly quy nap.
Theo nguyén ly kep, day s6 (x,) c6 gidi han httu han va limx, =1.m

+ Nhan xét: V6i cach phan tich nhu trén, ta c6 thé gitup cho hoc sinh tim ra
cach giai quyét mot s6 day s6 dang x,,, = f(nx,) theo mot hudéng ro6 rang hon.
Tuy nhién néu dé€ y dén tinh tang, giam ctia day da cho, ta c6 thé giai bai nay
bang cach dung Dinh ly Weierstrass. Dén day, hoc sinh c6 mot cdch nhin da
chiéu vé cach tim gidi han cho day s6 dang nay. Ta nghién cttu thém mot vai vi
du khac.

Vi du 5. (Trich dé thi VMO 2012) Cho day s6 (x,) xdc dinh boi
x,=3;x, = M(xnf1 +2),Vn22.

3n
Chitng minh rang day s& da cho c6 gi6i han hitu han va tim giéi han d6.

+ Nhan xét: Day 1a bai toan da duoc giai quyét bang Dinh 1y Weierstrass (da
giai 0 Vi du 5, phan 3.1.2) va cach chitng minh quy nap theo cach nay ciing khong
qué mat tw nhién khi ta danh gia tinh ting, giam cua day. O day, tac gia mudn
dinh hwdng cho hoc sinh thém moét cach nhin maéi twong te nhue Vi du 4 o trén.

Xy +2

+ Phan tich: Goi diém bat dong cua day so 1a x, thi x, = < x,=1. Ta dy

doan limx, =1.
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Dé phat hién x, >1,vn>1 (chitng minh diéu nay bang quy nap) nén dé khang

dinh dy doén trén dang ta can tim duoc a,b théa man x, <1+

! ,Vn>1(¥).Ta
an+b

can chon a,b sao cho 0<a+b£l va k+3 (3+ ! j31+ ! (*).
2 3(k+1) ak +b a(k+1)+b

Chon b=3a (dé€ thu gon nhanh v& trai) thi (**) < 2(1-3a)k > 24a+1. D& bat dang
thirc nay dang véi moi k=1 thi trede hét nd phai dung voi k=1, khi d6 30a<1

(thoa man O<a+b:4a£l). Ta chon ludon a=L Kni d6 (**)@MSO,
2 30 (k +1)(k +4)
dung vi k>1. Tom lai 1<x, < n+33,Vn21.
n+3
Loi giai.
n+2 n+2

Tacod x,=3>1,giast x,, >LVn22, x, = (x, ,+2)> .3=1+2>1,Vn22. Ta sé
n n

n+33
n+3

chitng minh 1<x, < ,Vn>1 (*) bang phuong phdp quy nap. That vay voi

n=1 thi (*) ding. Gia st (*) dting v6i n=k (k>1), khi d6 x, < "1:333.
+

k+34

k+4 "

That vay, do ham s6 f(x)=x’-2x dong bién trén (I;+%) va x, >1 nén (chuy k>1)
k+34 _ k+3 (k+33 j k+34  —54k+54

X1 — < + - =
k+4  3(k+1)\ k+3 k+4  3(k+1)(k+4)

Do do (*) dung theo nguyeén ly quy nap.

Theo nguyén ly kep, day s0 (x,) ¢ giéi han httu han va limx, =1.m

Ta can chitng minh (*) ding véi n=k+1, tac x,,, <

<0,Vk>1

V@i cach danh gia twong tw, ta c6 phan tich cho mét s6 vi du sau

x, =1
Vi du 6. Cho day s (x,) xac dinh boi 23

X, = X, ;Vn=2.

2n
Chting minh rang day s8 y, = x, +...+x, c6 gi6i han hitu han va tim gii han dé.
+ Phan tich: Ta cod x,,=2[(n-1x,_, —nx,],Vn=2 nén
y,=x+..+x, =21-(n+1)x ,,1],Vn=2.
bat z, =nx, taco z, =1;z,,, :?zn,Vn >1.
n

RO rang z, >0,Vn>1 nén ta chi can chon duoc a,b thoa man z, < ,Vn>1 dé

an+b
limz, =0.
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D€ quy nap thanh cong thi ta can phai chon duoc a,b sao cho
2k-1 1 < 1
2k ak+b a(k+1)+b
biéu nay tuong dwong voi ak—a-b<0,Vk 21, khong ton tai a,b >0 thoa man.

o , 1
Ta sé tim a,b dé z, < ,Vn>1.
Nan+b
. 1 " , ~ 2k-1 1 1
Khi d6 a,b can thoa man < < (Ba+4b)k—a—-b=>0.

2k ak+b  \Ja(k+1)+b

Chon a=1;6=0 théa man. Tém lai ta da c60<z, <— ,Vn>1 nén limz, =0 va

NS
limy =2.m
Vi du 7. (Trich dé thi VMO niam 2015) Cho a €[0;1] va day s8 (x,) xac dinh boi

2

=3; xn+1—);’+4 721 VX, +3,Vn>1.

n +a
Chiing minh day s6 da cho c6 gidi han hiru han.

+ Phan tich: Xét cac day s (a,);(b,) xac dinh bdi @, =3; a 5 +% a+3,Vn>1

H n+1

2
(day nay da thuc hién trong phan 3.1.2) va b =3;b,, = b2 ﬁ«/bj+3,v;121.
n’ +

Khi d6 a,>x,2b,>0,Vn>1
va lima, =1.

n (x+3)
2 20 +1)
voi f(x) la ham s6 dong bién trén (0;+w). Ta sé tim a,b>0 sao cho

1
an+b

Ta cod (1+3)a*+3)>a+3,Va>0 nén b, > f,(b,),Vn>1 trong d6 f,(x y=2

b, >1- ,Vn>1 dé tir d6 limx, =1.

A A A? \ A 7 A 14 1 1
That vay, dé quy nap thanh cong chung ta can co 1- >]-—
At vay quy hap & & f"( ak+bj a(k+1)+b

la
1
- 2
ak+b , K (4_ )21_;
2 8k™+2 ak +b alk+1)+b
3ak® +(3b—5a—-a*)k* +(a—a* - 2ab)k +(b—a—ab—b") 2 0.

.Bat dang thtec nay twong duong voéi

Véi a= %,b —1 thi bat dang thitc nay twong duwong voi (k+1)(9k* +2k—6)>0, ding

Vk>1. Nhwevay tadaco a,>x,>b, >1- ,Vn>1va lima, =1 nén ton tai gidi han

n+3
limx =1.m
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+ Ta xét thém mot sé kij thudt danh gid khdc dé c6 cdach nhin toan di¢n hon

trong phuong phdp nay.

Vi du 8. (Ky thuit quy nap, st dung dinh nghia phan nguyén) Cho a>1 va day
2 2

sO (x,) xac dinh boi x, =a; x,,, = M,Vn >1, trong d6 [x] la phan nguyén ctia

> Mn+l T [xn ]2
x va {x} 1a phan thap phan cta x. Chitng minh rang day sd (x,) c6 gi6i han hiru
han va tim gidi han do.
(Trich dé thi HSG tinh Binh DPinh nam 2013)
Loi giai.
+ Truong hop 1: a 1a s6 nguyén. Khi d6 [a]=a va {a}=0. Do d6 ta c6
)c12—2{x,}2 a’ A ST
——=—=1.Vay x, =1,Vn>2.Do do limx, =1
[x] 4

+ Truong hop 2: a 1a s6 khong nguyén. Khi do ta co

o a*-2{af _ ([a]+{a})’ -2{a)’ ) 2[a]2—([a]2—2[a].{a}+{a}2) :2‘(1‘@J2'
B [a] [a]
Vi a>1 nén O<%<l. Do dé «x,e(1;2). Ching minh quy nap ta duoc

X, € (1;2),Vn =12,...

X, =a; X, =

2_ _ 2
D6 d6 {x,}=x,—[x,]=1,vn=1,2,.. Suyra x,,, :M:—xj +dx, —2,Vn=12,..

Khi d6 ta ¢6 2-x,,=(2-x,) =..=(2-x,) =lim(2-x,,)=lim(2-x,)" =0. Vay

n+l

limx, =2.m

Vi du 9. (Ky thuat lam trdi) Cho day sd {x,}~ duoc xac dinh boi

1 2 k ~ 4 . n n n n
X, _2—!+§+...+W,Vk =1,2... Hay tinh nlirﬂo‘/x‘ X5 At X005

(Trich dé thi Olympic sinh vién nim 2003)

Loi giai.
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Vi x,,, —x, + >0 nen0<x, <x, <..< Xy <Xy <-. 1aco

k+1
(k+2)!
ko (k+D-1_ 1 1 ,

(k+1)! (k+1)! :E_(kﬂ)!-Do do

X :L+i+ + k (l_i]+(l_ij+ + i_ ! :I_L
oo 2t T (k) Qa2 Nar 20) Tk (k1) (k+1)!
1

Loon n n n n n n n n
Ta cO X5y, <X/ + X5 4.4 Xy < 2003X5,;. SUY ra x50, < (/x1 X et Xy < 20037505

A 1 3 1
_ nl 1 n n 3 _

Vay 1 TTRR AR RS <2003 (1 —2004J (1)

- 1 . . 1 1
Vi lim | l-—— [= lim 2003"| 1-—— |=1-—— nén tit (1) st dung nguyeén li kep

ool 2004))  noe 2004! 2004!

suy ra

: nf 1 n n 1
nlil'go X +x2 +...+x2003 zl—m..

k=1

Vi du 10. (S& dung cac bat dang thitc ¢6 dién) Tinh gii han limzn:( /1+£2 —1] :
n

Loi giai
Ap dung AM-GM ¢6 \/l+x—lS1+x+1—1=£,‘v’x>0.Ta o Jl+x—l=—rnt —
2 1+ x +1
va bat déng thirc V1+x+1<2+>, suyra I+x-l=——2 > = =i
2 l+x+l 5 X 4+x
2
X < .k
1+x— , Vx>0 (*). Ap dung (*) thay x boi — ta duwoc
4+x 2 ( ) p g g() y n2 ¢
2k
n Y n n n 1
Z n’ <Z ,/1+i2—1 <Z k2<:> %k < /+—— n(nJ;)
k:14+£2 k=1 n o 21 m4n”+k 3 4n
n
o n n 2 +1)(2n+1
Ta cé kz -> => Zk4:n(n )(4n )—>0,8uyra
“~n k14n +k “Zon? (4 +k) ~ 8 48n
& 2k lim n(n+l) 1 & [k 1
lim =lim =—.Vay lim l+——-1|=—.m
;4n2+ Z 4n? 4 1y ;( n’ j 4

+ Nhan xét: 1) Co thé dung bat dfmg thite gitta TBDH, TBN, TBC, ta duoc
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2x X x?
4+x 2+x_(4+x)(2+x)

Vi du 11. (Ky thuat sai phan) Cho day s6 (u,) nhu sau:

2) Ta co >0,Vx>0 nén (*) chathon (**).

2
u
k-1 y :
uy=—,u, =u, | +——+(k=12,..,n). Tim limu,.
2 n n—>-+0

(Trich dé thi dé nghi Olympic 30/04/2001)

Loi giai.
\ .2 o N, 4 2 2
Tt gia thiét ta cd n(u, —u,_,)=u;_, < nu,_ +uu,_, —u; | =uu,_,

Uy —Uy, 1
<>\uU, —u n+u =u,u = =
( k k—l)( k—l) k7 k-1 ukuk—l n—i—uk_l
1 1 1 1 A gs
=>———= (1). Do==u, <u, <u, <..nén tir (1) ta suy ra
u,, u, n+u,_ 2
Ll Y vk=12n (2)
u,, u, n
Trong (2) thay 1o roi cong cac bat dang thiic ta duoc
=1,2,..,n
1 1 1
——<lel<—ou <1=u <,Vk=0,12,..,n
uO un un
A \ 4 1 1 1
Vayte (1) tacdé ——-—>——Vk=12,...,n (3)
u,, u, n+l
Trong (3) thay roi cong lai ta duoc L t,n 1, n _n+2
k=12,..,n u, u, n+l u, n+l n+l
A ~ 1. . n+l1 v n+l . A
Vay ta da ching minh duoc: ") <u,<1,YneN. Ma lim ") =1=lim 1 nén st
n n—+wo p n—>+w0

dung nguyén ly kep suy ra limu, =1.m

n—>+o0o

Vi du 12. (S¢ dung dinh 1ly Lagrange ) Cho day sO

(x,):x,=aeR;x 11n(1+xj)—2019,neN*.

n+l :E
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Tim gidi han ctia day s6 (x, ).
(Dua theo tuyén tap dé thi Olympic 30/04/1999)

Loi giai
Xét ham sO f(x)z%ln(1+x2)—2002 lién tuc trén R va cd |f'(x)| = 1+xx2 s%,VxeR.
Xét  ham sO g(x)=x—f(x) lién tuc trén R va cé

2
g'(x)=12 ;xl” >0,VxeR;g(0)g(-2019) <0
X"+

Nén suy ra phuong trinh f(x)=x c6 nghiém duy nhat x=/e(-2019;0). Ap dung

dinh ly lagrange ta co
Xt _l| = |f(xn)_f(l)| = |f’(c)

Vay limx, =/.m

)cn—l|Sl
2

X, —Z| SS[%) |x1 —l| — 0,n —> +o0, VOi ce(x,;])

3. Bai tap cung phwong phap
Bai tip 1. Cho day s8 (x)(n=12..) xdc dinh boi »x, :%
X, =x —3x +3x,n=12,..
Hay tinh gidi han limx, .
Bai tip 2. (Trich dé thi Olympic 30/04/2000) Cho day sd (u,)(n=0,1,...) duoc
3

xac dinh nhuw sau u,=2000 va u,,, =u, +L2 ,n=1,2,... Tinh lim2- .
n

n

3 3 3
(Hwéng dan: 3+u—°<u—”<u—1+3+\g+i, limu, =3)
n n n n 9n
Bai tip 3. (Trich dé thi HSG tinh Gia Lai nam 2005) Xét day s6 thuc

005

(x,)(n=1,2,...) dwoc xac dinh boi x, _ 2005 va x,,, =x; —2(x, —1)2,n:1,2,... Tim cac

n+l

gidi han cuia day da cho.

Bai tap 4. (Trich dé thi dé nghi Olympic 30/04/2011) Cho day sd (x,)(n=1,2,...)
xac dinh nhw

A n N . 7. ? ~ ~ X
sau x ,=a>0 va x,,, =x, +—,n=1,2,... Tim gidi han ctia day so (—”j
X n

n
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Bai tap 5. (Bi 4.74 trang 148 sach DS va GT 11 NC NXBGD 2007) Cho day s6

u, +1

1/uj+l

(u,) xac dinh boi v, =a, u,, = ~1,n=1,2,.. véi -1<a<0. Chttng minh

O<u ,+1<

(u, +1),Yn>1

n+l

a’+1
va tinh limu, .
Bai tap 6. (Dé thi HSG 16p 11 tinh Ha Tinh nam hoc 2009 - 2010) Cho day sd

u, =1

(u,) xac dinh boi 1 . Chting minh rang u,,, —u, < :H ,Vn>1 va
U, =, |u, +—,vn=1 2

tinh limu, .

Bai tap 7. (Dé thi HSG cAp tinh 16p 12 tinh Quang Ngii nim hoc 2007 — 2008)

o~ Py L. >0
Cho day s6 (u,) xac dinh boi

2
u"<u -u,,Vn=1l

n

. Chitng minh rang u, < l,Vn >1
n

va tinh limu, .

=x, + L Vn>l. Chtmg minh
X

n

Bai tap 8. Cho day sd (x,) xac dinh boi x, =2; x

n+l

M 7 ~ ~ X 7 . 7. ~ R . 7. /
rang cac day sO y, =-*;z, =x, —n cO gidi han htru han va tim gioi han do.
n

(Hwdéng dan: 1<yn£1+l, 0<z, < )
n n+2

Bai tap 9. (Dé thi HSG tinh Ba Ria - Viing Tau nam 2017) Cho day sd (x,) x4c
dinh boi

1 nx’ , . N - ~ X, X by ,
x, ==;x,, =————,Vn2>1. Chitng minh rang day s0 y,==2+=2+..+=2L o
2 I+(n+1)x, X X, X,
gidi han hitu han va tim gidi han do. (Huong dan:

v, zé—(n+1)x Vn>0,limy, :%)

n+l?
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Bai tap 10. Cho day s0 (x,) xac dinh boi
x =4

2 . Chttng minh ring day s& y =—1_ ¢
:n+11/xj+nxn+2n2+w,n21 & 6 cay so v, n+1

1
" 3n x,+5n

gidi han hitu han va tim gidi han do.
(Hwéng dan: x, =na,,lima, =1)
Bai tap 11. Cho day s6 (x,) xac dinh boi x, =1 x,,, =/n(n+1) —=—;Vn >1..Chiing
X, +n
minh rang day s& da cho c6 gidi han va tim giéi han do.

n+l1
n2

Bai tap 12. Cho day s8 (x) xac dinh boi x, =% va x =" mx yvns 1.

Chtng minh day s6 da cho c6 gidi han hitu han.

II1. Phwong phap wéc lugng d€ tim giéi han mot s6 day sé dac biét
1. Co s6 ly thuyét
+ Dinh nghia 1: Cho day s6 (u,),n=1,2,... Xétday sd (y,).n=1,2,... xac dinh nhu
sau
¥y, :Zn:f(uk) nghiala y, =/ (u )+ f(u,)+..+ f(u,). Khi dd (y,),n=12,... duoc goi la
k=1
day tong.
+ Dinh nghia 2: Cho day s6 (u,),n=1,2,... Xétday sd (y,).n=1,2,... xac dinh nhu
sau
¥, =ﬁf(uk) nghiala y, =/ (u).f (u,).../ (u,). Khi dd (y,),n=1,2,... duoc goi la day
k=1
tich.
+Chu y:
1) b€ rat gon tong y, = Zn: f(u,) ta thuong bién do6i sai phan tong
k=1

f(u)=g(u,)-g(u,,,) khido y, =g(u,)-g(u,.,). Ti€p theo la danh gia day s6 (u,),

tim dwoc limu, nghia la tim duogc limy, .

2) D€ rut gon tich y, :ﬁ f(u,) ta thuong bién doi sai phan tich
k=1

f(uk)=L”k) khi d6 v, =) Tigp theo 1a dénh gid day s (x,), im duoc
g(ukH) g(”nﬂ)

limu, nghia la tim dwoc limy, .
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2. Cac vi du dién hinh

Vi du 1. (Trich dé thi chuyén mén gido vién day gioi tinh Binh Dinh nam 2018 )
Cho day so

(x,)(n=12,..) xac dinh boi x =2018; x,, =2018x +x,n=12,.. Tim gi6i han

Loi giai

Taco x,,—x,=2018x.>0,n=1,2,... va x, =1>0nén (x,)(n=1,2,..) la day tang va

n+l
duong. Ta chttng minh day (x,) khong bi chdn trén. That vay, gia st (x,) bi chan
trén, khi d6 (x,) ton tai giéi han httu han, ky kiéu limx, =a =a>0. Khi d6

a=2018a"+a<>a=0 (vOly), Vay taco limx, =+ . Bién doi

xk+1=2018x,f+xk<:>x—k=; LN Suy ra T R ! i— 1
X 2018\ x x, X X4 X1 2018 Xt
X X 1
Vivay lim ) —=Ilim 24+ = N |
y kzl: X1 ('xz X3 X1 j 20082
Vi du 2. (Trich dé thi HSG tinh Binh Pinh 2017) Cho day s0 (u,) nhu sau: x, =1
2x,+1
va x,, M+ x,neN .Dat u Z 57 fim limu,
2 “2x, +1’
Loi giai.
Tt cong thite truy hoi cua day s6 ta cd
2x, +1
» =w+x e 2x,, +1=(2x, +1) +(2x, +1).
‘. . . , 52+ & 2x; +1 - 1
Vcnmc_)lneN,taco:un—Z it Z i

2x.  +1

i+1

Y (2x, +1)" +2x, 1 = Q2x, +1)+1
v, =3

bdt v, =2x,+1, tacd { : ,

neN'.Dén day, bang cach lap luan tuong tw Vi
vn+1 = vn +Vn

du 1 ta co két

11 khids

2 . _ \ _ 2
qua limv, =+ va v, =v, +v, &
v+l v, v,

| I 1
i de R R

k=1 vk Vl vn+1 n+l
Vay limu, % [ |
Vi du 3. (Trich dé thi chon do6i tuyén HSG tinh Binh Pinh ndm 2011 - Vong 1)
Cho day so
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(u,):u, =2+ u,, :(\/g—\/i)uer(Z\/g—S)un +33-3v2,n=1,2,.. bat
—_ N 1 n_
k=1 uk +\/§’

Vn

1,2,... Tim gidi han limv,.

Loi giai.
Tl cong thirc truy hoi caa day s6 ta cd u,,, = (\/g—x/i)uj +(2\/€—5)un +33-32

513 = (5 -2 ) (2 -VB) (5 -2 ), + VB (+E )
<:>un+1—\/gz(x/g—\/i)(uf+(«/5—\/§)un+\/€)
3= ()0 7)) 0
Tk (1) va u, =2+3>0, bé“mg quy nap, ta chitng minh dwoc u, >3,n=1,2,... Khi
do
1 1 1 1 1 1 1 1

RS N N - B (O] PN RN - R e A c e

Tt (2) tasuyra u, <u,,,,vne N hay day da cho tang that su. Ta chitng minh day

n+l2
(u,) khong bi chén trén. That vay, khi d6 (u,) ton tai gidi han httu han, ky kiéu
1 1

1
limu =a:>a>\/§. Khi do = - =0
: PN Sy Sy el

vo ly), Vay ta co limu, = +oo.

Ta cé bién doi

S SO B\ S B T B
= u,+ \/5 k=1\ Uy _\/g Uy _‘/5 U _\/g U, _\/g
. 1 1 V2

Vay limv =i _ _N2
ay limv, 1m(ul_\/5 u,,+1—\/§J 5

Vi du 4. (Trich dé thi VMO niam 2009) Cho day sd (x,)(n=1,2,..) xac dinh boi

| BN
x, == va

2

X +HAx | x| , . N ~ 0 -1,
x, = 2”’ “—,Vn22.Chttng minh rang day (y,)(n=12,..) vOi y, = Z—z co

i=1 X;
gioi han httu han khi » — 4o va tim gioi han do.
Loi giai
Tl gid thiét thi  x, >0,vn>1
Ta co
[.2 [ .2

X —x — xn—l + 4xn—l + xn—l —x — xn—l + 4xn—1 xn—l — 2x1171 > 0’ vn 2 2

n n-1 n—1
[..2
2 2 xn—] + 4xn—l + xn—l
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Do d6 (x,) la day s0 tang. Gia st limx,=a=a>0 va ta o

Va’+4a+a

a=f<:>a=0 (voly) Vay
limx, =+o0. Bién doi
X, +4x, | +x
x, =1 n H,Vn22:>xf=(xn+1)xn71:>%: 1 —L,‘v’n22
2 xn xn—l xn
Suy ra
yn:ZiZ:LﬂL LI S PO PR :%+l—iz6—L,Vn22
=X X (XN X Xy X3 Xpa Xy X X, Xy

Do d6 y,<6,vnxlvatingvi y, =y, , FEEN Y, -Vay (y,) c6 gidi han hiru han
X

n

khi n > 40 va

limy, = lim(6—LJ =6.m
x

+ Nhan xét: Cac Vi du vira dé cap la nhitng bai toan thudc dang quen thudc
thwong hay xuat hién trong cac dé hoc sinh gioi, vdi y twdng rat gon tong duwdi
dang sai phan dé€ dwa gidi han can tinh vé gidi han ctia day ban dau. Du viéc bién
doi cong thitc sai phan gdp thuan loi hay khé khan dé rat gon duoc day tong thi
chi can 1ap luan can than, day da ¢ cac budc sau day la cé thé giai quyét tron ven
bai nay.

Budc 1: Chi ra rang limu, =+

Budc 2: Dung sai phan rat gon i £ ()

k=1

Budc 3: Tim limzn:f(uk)
k=1

Nhu vay, quan trong nhat ctia bai toan chinh 1a Budc 2, chang han & Vi du 3,
ta can tim dwoc cong thirc lién hé ¢ dang thuan loi cho viéc rat gon tong. Tuy cac
bién ddi kha rac r8i nhung muc tiéu van la tim méot biéu thitc c6 dang

1 1 1 NP Ny 4 1A N A \
=a - . Ttr d6 dong nhat cac hé so roi chon a, b phu hop.
un+\/§ u,+b u, _,+b
A 4 A? 4 \ o A2 7 1 1 1 M 7 14
Mot cach tong quat, tir biéu thirc =a - , bang cach chon cac
f(un ) u,+b u, _, +b

hé sd a, b pht1 hop, ta c6 thé tao cac day sd dang tong co6 cach giai tuwong tu.

Chang han xudt phat tir dang thic S
x,+2 x,+1 x,,+1

n+l

, bang mot so bién doi so

cap ta ¢6 dwogc x,,, =x. +3x, +1. Tle d6 ta ¢6 Vi du 5 dudi day.
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Vi du 5. (Trich bao Toan hoc tudi tré s6 342) Cho day (x,)(n =1,2,...) xac dinh boi

x =1vax,, =4x,(x, +Dx, +2)(x, +3)+1,n=12,... Ddt y, => 1 5
i=1 Xl +

,n=12,..Tim

limy,.
Loi giai
Ttr cOng thirc xac dinh day suy ra x, =5 va x, >0,Vn=1,2,.... Bién d6i

X, = \/xn (x, +1)(x, +2)(x, +3)+1= \/(x,f +3x,)(x) +3x, +2)+1=x> +3x, +1. Bf?mg quy

nap ta chi ra duwoc x, >3"",Vn>2 nén limx, =+o. Lai cd

X, =x,+3x, +lex,, +1=x2+3x, +2=(x, +)(x, +2) = ! = ! = b1
Tl (x,+D(x, +2) x,+1 x,+2
1 1 1

= = —

x, +2 xn+l X, +1

, 1 1 1 1 1 1 .
DOdO Yo = Z _Z = - = _>_kh1 n —> +00
o X, +2 Ty +1 x,+t1) x+1 x,+1 2 x , +1 2
Vay limy, —l
2
u =2
Vi du 6. Cho day s6 (u,) xac dinh ] Tinh
n+l n —( n)’anI
2014

S U
lim -

;ukH 1

Loi giai
o n . u, (u,—1) . :
Theo gia thiét ta ¢6 u,,, =———"—>+u, ma u, =2 suy ra 2=u, <u, <u; <....... do do
2014

day (u,)la day ting. Gia st day (u,) bi chan trén suy ra limu, =L véi (L>2) khi
do.

limu,,, =lim

2 21 2 L:O A 7 3
0} +2013u, L_ﬂc{ , vo 1y do L>2. Suy ra day

< =
2014 2014 L=1

(u,) khong bi chan trén do d6 limu, =+ = lim—=0.
u

n

Ta co

u’ +2013u, P TR (S S S |
un+1=W<:>un( ~1)=2014(u,,, ~u,) < w1 u. -1

n+l
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]:slimz s

it Uy, —1

= limY %= 2014(

i Uy, —1

1 1

u -1 wu, —1

n+l

Vi du 7. (Trich dé thi HSG tinh Binh Pinh nim 2013) Cho day s6 (u,) xac dinh

boi u, =1 va
~ 4 1 4 .
u,, =l+uu,..u,n=.2,..Dat S =) —. Tinh limS, .
k=1 Y
Loi giai

Ta cé phan tich u,,, - 1=u,u,..u, =u, [(”1-”2---”/(71 +1)—1] =u, (u, —1),k=12,...

1 1 1 1 1

Lai w, >Lk=23,.. suy ra = & —= - . Khi dé
Ui uk(uk_l) we w—=l o, —1
S =2~ ,Vn=1
un+l_
Vi u, =1+u, =2,u, =1+uwu, >1+u,u, =1+uuu, >1+u,..nen

n—1 n-1
u, o —l=wa,.u, >u (1+u)" =2

Suy ra lim(u, —1) =+ = lim =0.Va .
y (u, ~1) - Y s, =2
Vi du 8. Cho day s0 (u,):u,=0;u,,, =L2008,n =0,1,2,...
—u, +2010

a) Chting minh rang day s (u,) c6 gidi han hitu han va tinh giéi han d6.
b) Dt 7,=> L Tinh gi¢i han lim—* .
<, —2008 71+2009
Loi gidi
a) Béng quy nap ta dugc u, <1,vn=0,1,2,.... Do d6

(un —l)(un —2008) S 0=u  Su

Z/ln-H _un = n+l n
—u, +2010
Suy ra day (u,) cé gidi han, dat limu, =L =L _ Lr2008 vay limu, =1.
—-L+2010
, 2009 —2008
b)Ta ¢ u, —2008 = (u"’l ) = ! = 2 _ ,k=0,1,2,...
—u,_, +2010 u, —2008 2009 (u, , —2008) 2009

suy ra

$oL 2 0 m 1 2(p 1 )
~2008 2009 ~2008 2009 " u,—-2008 2009\ " u,-2008) 2009

k=1 uk k=1 ukq

suy ra
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-2 n 1 . T 1
T, = - + = lim e .u
2007 (un - 2008) 2007 2007 (uo - 2008) n+2009 2007

Ta xét thém mot s vi du vé day tich.
Vi du 9. (Trich d@é thi d& nghi Olympic 30/04/2003) Dat f(n)=(n*+n+1) +1, xét

F()£B)f (2n-1)

= T2 S @) f (2) ,Vn=1,2,.... Tinh limn\/z.

day s6 (u,) xac dinh boi u

Loi giai
vn=12,..Ta co phan tich
f(n):((;/ﬂ +1)+”)2 +1=(n’ H)Z +2n(n* +1)+n’ +1 =(n2 +1)[(ﬂ+1)2 +1}

4n’ —4n+2)(4n” +1
4n* +1)(4n” +2n+2

Do f(2n-1) E

f(2n)

suy ra u,

)_(

) (
> 41) (3 +1).. [ +1} .
( 1

)52+1 [ +1

. — .. n 1
Suy ra limn u, :llmﬁzﬁ..
n n

Vi du 10. Cho day s3 (u,) xac dinh boi u,., = 1+_n(n1+ 37" 1,2,.... Tinh limljuk .
Loi giai
2
Ta cé phan tich 1+ L2+l (n+1)
(n+2) (n+2) (n+2)
22 32 (n+1)2 2(n+1) 2(”"”)
D d ..... = S 1 _1 _2.
© Olk_l[u 13 24 n(n+2) n+2 wy e lmHuk BT R

3. Bai tap cung phwong phap
Bai tip 1. Cho day s6 (x,)(n=12,.) duwgc xac dinh boi

N & . 1 l 1
x, =3,x,,, =x, =3x, +4,n=12,.... Tim gidi han lzm[ [ho et l]'
x-1 x,—- X, —

Bai tap 2. Cho ddy (x,)(n=12,..) xac dinh boi x, =2 va x , = %(x,f =12,
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n

bat s, =)

. Tim phan nguyén [S,,] va tinh gidi han /imS, .
= x, +

Bai tap 3. Cho day (x,)(n=12,..) xac dinh bdi x, =a>1 va x,,, =x;,n=12,....

Tim gidi han

. X X X
sz[ L+ ——2 4 +— ]
x, -1 x-1 x,,,—1

Bai tap 4. Cho day s0 (x,)(n=12,.) duoc xac dinh bdéi x =a>1,

2019x,,, = x> +2018x,,n > 1. Tinh gi6i han limY —= .
i=1 Xiy —
e oeA ~ - \ x:+x, —1 \
Bai tap 5. Cho day (x,)(n=12,..) thoa man x, =a>1 va x,, =—"—"—. Tim
xﬂ
gidi han
. 1 | 1
lim| 4—+——+...+— .
x -1 x-1 x -1
u, =8
Bai tap 6. Cho day (u,) xac dinh nhu sau . bat
P y () ’ u,, = %(ui —Tu, +25),n =12,..
v, =Y .Tim limv, .
k=1 uk -
Bai tip 7. (Chuyén Lé Quy Po6n - Binh Pinh 30. 04.2009) Cho day s6 (u,)
u, =2009 1 i
n u:
duwoc xac dinh boi 2 . Tinh giéi han lim— L.
: i _ 2009, (tuy) gioi he lmn[;1+uizj

0096 —u, +2009”
Bai tap 8. (Lé Quy Pon, Ba Ria - Viing Tau 30.04.2009) Cho day so

4
X, —X, +1
n+l T 3

(x,)(n=1,.2,..) xac dinh bdi x, =2;x
x, —x, +1

, Vn=12,... Chtitng minh rang day

N 14 . 2. z 1 14 o /o . \ 4 o /o 14
s6 (y,) xac dinh boi y, = > — ¢6 gidi han khi n — +o va tinh giéi han do.
k=1 X

Bai tap 9. (Cho day sd (xn )(n =1,2,..) xac dinh boi x, =a >1 vax, 6 =x ‘n=12,.

bat S, = ad +(1—1J P +(1—2j ik +...+(1—n_1] al 1,n=1,2,...Tinhgié>i

x, -1 n)x,—1 n)x,—1 noJ)x,, —

n+l

han lims§,.
24

Bai tap 10. Cho day s8 (x,)(n =12,..) v6i x, =1; x,,, = ’;"4 +x

ne N . Tinh gioi

n>

han ctia day so
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Bai tap 11. Cho a,b,c,a la cac s6 thuc va a=c-b. Day s6 (u,),(v,) duoc xac

. re A , u +bu Ny Y .
dinh boi cong thitc u, =a;u,,, = = Z ,n>1. Biét rang limu, =« .
o U, +b c
Tinh gidi han limv,.

u, =2019

=1, (i, +1) o

Bai tip 12. Cho day s6 (u,) thoa man . Tinh

R 1
1
1m;\/u_iJrl

Bai tap 13. Cho day s (x,) duoc xac dinh nhw

sau:x, = 2 —, X, = S ,Vn=12,..
3 2(2n+1)x, + 1
Tinh lim Zx

n—>+w

IV. Dinh ly Lagrange va day s6 sinh béi nghiém ctia phwong trinh
1. Co s6 ly thuyét
+Dinh 1y 1: Cho day s6 (x,) xac dinh nhw sau:x, =a,x,,, = f(x,),n=1,2,.... Khi d6

1. Néu f(x) 1a ham s6 dong bién thi day s6 (x,) don diéu.
2. Néu f(x) la ham sd nghich bién thi day s6 (x,) cd chita hai day con
(23)5 (X341) don

diéu nguoc chiéu.
3. Khi f(x) la ham s6 nghich bién va day (x,) bi chan thi

3limx,, =alimx,,, =b vado

k—o

do6 day da cho hoi tu khi va chi khi a=5.
+ Dinh ly 2: (Dinh 1y Bolzano — Cauchy)

Gia stt ham s f lién tuc trén doan [a;b]. Néu f(a)= f(b) thi véi mdi s8 thue M
nam gitta f(a) va f(b), ton tai it nhat mot diém c e(a;b) sao cho f(c)=M.

Hé qua 1. Néu ham s6 f lién tuc trén doan [a;b] va f(a).f(b)<0 thi ton tai it
nhat mot di€m c e (a;b) sao cho f(c)=0.

Hé qua 2. Néu ham s flién tuc trén doan [a;b], don diéu va nhan ca gia tri am
1an dwong trén d6 thi phwong trinh f(x)=0 c6 nghiém duy nhat trén [a;5].
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+ Dinh 1y 3: (Pinh ly Lagrange) Néu f(x)la ham lién tuc trén doan [a;b], ¢

dao ham trén khoang (a;b) thi ton tai c e (a; b) sao cho f'(c)= g
—a

Trong ndi dung phan 3.1, cac day s6 dang x, =a,x,, = f(x,),n=1,2,.. trong dd
f(x) laham s6
dong bién da dwoc dé cap va giai quyét, & day ta xét thém cach giai cho day sd
dang trén khi f(x) la ham s6 nghich bién, truong hop déc biét néu danh gia duoc
|/'(x)| <1 thi viéc st dung dinh ly Lagrange sé gitip bai toan tim giéi han nhanh
chong hon. Bén canh d6, viéc st dung mot s6 tinh chat giai tich caa ham s6 sé
giup chung ta giai quyét dwoc gidi han ctia 16p cac ham s6 sinh boi nghiém ctia
phuong trinh.

2. Cac vi du dién hinh
Vi du 1. Cho day s6 (u,) thoa man diéu kién u, =2019%u,,, =3 +

un
2

\u, —1

,n=12,..

Chting minh rang day s8 (u,) c6 gidi han va tim giéi han dé.

Loi giai 1
Tl hé thtc truy hoi cta day s6 ta thdy u,>1,vn=12,.. Xét ham s0
f@ =Bt 1

nghich bién trén (1,4+w). Ta chting minh day (u,) bi chin. Ta sé chitng minh bang

<0 nén f(x) la ham so&

vOi xe(l,+o) va f'(x)=-

quy nap V3 <u, <3 +\EVn e N’ (1). That vay

Véi n=1 thi bat dang thitc trén luon dtng. Gia st bat dang thiic trén dung dén n,
tiec la

V<u, <3 +\E . Ta ¢6 u,,=f@u,) va f la nghich bién trén (I,+) nén

) <f<¢§>=ﬁ+€.

Mit khac do /3 <u, nén tir hé thtic u,,, = f(u,) ta cé 3 <u,.,. Vay (1) dwoc chiing

minh.
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Theo dinh 1y 1 thi (u,) c6 chta hai day con (u,, ),(u,,.,) don diéu nguoc chiéu va

Ja =limu,,,3b =limu,,,,, trong do0 a,b la nghiém ctua hé phuong trinh

a=1) o i Bean<dza P
{b:f(a) (*), véi 3<ab<\3 \/;

Xét ham s6 g(x)= f(f(x))—x, voi \/§<x<\/§+\/g, cO g'(x)=f'(x).f'(f(x)-1. Do
\/§<f(x)<\/§+\/§ va f'(x)<0 véi moi V3<x< 3+\/§ nén g'(x)<0 voi moi

P3<x< \/§+\/§, cung voi g(\/g).g(\/%) <0 suy ra phuwong trinh g(x)=0 co nghiém
J3+4/15 J3+415
2

2
+ Nhan xét: Loi giai 1 kha cong kénh, néu ta danh gid ham f'(x) chat hon thi

duy nhat. Giai phuong trinh ta duoc x =

.Do do6 limu,=a=

co 10i giai tinh gon hon nhu sau
Loi giai 2

SR T

Xét f(x)=+3+

f’(x)|<ﬁ khi x> 3.

Ta co

f(x):x<:>x: 34—

Vx?t =1
l:xz—\/gxz—l \/§+\/E
= = =a

< (x=3) =Xf—2_1@(x2 B -2 =) -3=0

x> =3x=3 2

Ap dung dinh ly Lagrange c6

1 1Y .
|xn+1—a|=|f(xn)—f(a)|=|f'(9n) xn—a|<m xn—a|<...<£m] |x1—a|7>0 vol 0,
nam gitta a va u,. Do d6 limx, =a = \/§+2\/E N |

Vi du 2. (Trich dé thi dg bi VMO 2008) Cho sd thuc a, xét day sd (x,) xac dinh
boi x, =a, x,,, =In(3+cosx, +sinx,)+2014, n=1,2...Chitng minh réng day so trén co
gidi han httu han khi n — +o.

+ Nhan xét: Hé thic truy hoi ctia ddy hau nhu khong bién d6i duoc gi thém,

tuy nhién lai cé
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dang x,,, = f(x,), tanghi ngay dén viéc dung ham s6 d€ giai quyét.

Loi giai

cosx—sinx

bidt f(x)=In(3+sinx+cosx)+2014,VxeR = f'(x )—3 : :
+5in x +cos x

)= (£ ()

:>9(f'(x)) <2+2( ) |f |S\/%:q,VxeR

Ap dung dinh 1i Lagrange cho ham s8 f(x)lién tuc va c6 dao ham trén R, thi véi

moi sd thyee x,y ton tai ze R sao cho:

()= () <[ @l =A< alx =y = |1 ()= 1 (v

Vi m>n(m,neN*), ta co:

- |f(xm—1 ) - f(xn—l )| < q |xm—1 — X

<.<qg"! |x —xl|.

m—n+1

Mat khéc: 2014 < x, <2014+1n5,Vne N = (x,) la day bi chan.

Do d6: Ve>0,3NeN":¢"""|x

—x1|<8,Vm>n2N.

m—n+l
Vay (x,)la day Cauchy, nén day s6 da cho hdi tu.m

x, =1

Vi du 3. Cho day s6 (x,), xac dinh boi: 1 2018 Lo Chting minh rang
X . = ,n=12,...
1+x

n

n+l
day sd (x,) co giéi han hitu han va tim giéi han do.
Loi giai

Xét ham so f(x):1+2018
1+x

trén [0;+0). Ta thdy f(x)lién tuc va nghich bién trén
-2018

(1+x)
2018

=l+——=/(x,).Yn=12. . = day (x,) bi

n+l 1

[0;+00) (Vi f'(x)= ~<0). Do doé 1< f(x)<2019. Ta cb

X
n

chan.
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Mat khac, ta cd x, <x; = f(x)> f(x) = x,>x, = f(x,)< f(x,) = x,<x; =...Suy ra
day (x,,,) la day don diéu tang va bi chdn, con day (x,,)la day don diéu giam va
bi chan, nén cac day (x,,,,), (x,,) c6 gidi han hitu han.

Gia s limx,,  =a va limx,, =b, (a,b>1). Tk

Xy = f(x,,) = limx,, , =lim f(x,,) < b= f(a) va

Xouia = f (X)) = limx,, , =lim f(x,,,)) = a=f(D).

L1, 2018
Ta c6 hé ;31‘; & a=b=+2019. Vay lim x, = 42019 .m

a=1+=—-"

1+b

Sau day, ta xét 16p cac bai toan gidi han cua day sO sinh béi nghiém cua
phuong trinh. Ta c6 bai toan tong quat thuong gap sau day

+ Bai toan: Cho phuong trinh f, (x)=0,n=1,2,... xac dinh trén D, véi n la tham
sO, an x.

1) Chting minh rang véi mdi s tw nhién n (k& tir mdt s6 1, nao d6) thi phuong
trinh da cho c6
duy nhat mot nghiém trén D, ky hiéu nghiém dé la x".

2) Chiing minh rdng day s6 (x,) c6 gi6i han khi 1 — +o0, va tinh limx, .
Thong thuong ta khong thé xac dinh dwgc gia tri cu thé cua x”, tuy nhién can
chu y dén f,(x,)=0 so sanh v6i f,, (x,) va két hop tinh don diéu ctia ham
f,(x)=0 dé€tkr d6 so sanh duoc x, va x,,,. Viéc tim gidi han cua day thuwong dung
dinh ly kep hoac dinh ly Lagrange.
Vi du 4. Cho phuong trinh x* -3x+2=0,neN,n>1
1.Chting minh rang véi mdi n, phuong trinh da cho cé ding mot nghiém
x, €(0;1).
2. Goi (x,),n=2,3,... 1a day s6 c6 duoc theo cach xac dinh nhu trén. Chitng minh
day (x,) don diéu va bi chan.

(Trich dé chon d6i tuyén HSG tinh Bén Tre nam 2011)
Loi giai
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1. Ta nhan thdy phuong trinh x* -3x+2=0,neN,n>1 ludn c6 mot nghiém x=1.
Néu x=aq la

nghiém khac 1 cia phwong trinh, ta c6 3a=a*"+2>0=4a>0

Véi x>1,V6i n22 cd dinh, xétham f, (x)=x" -3x+2=0,x>1.Ta co
fi(x)=2nx""-3>0,vn22,vx>1 suy ra f,(x)>f,(1)=0 hay phuong trinh vo

nghiém voi x >1.

2n

Nhu vay ta sé chitng minh phwong trinh c6 nghiém x, €(0;1) va nghiém d¢6 la
duy nhat. That vay,
Véi n>2 ¢6 dinh, xétham f, (x)=x""-3x+2=0,0<x<1. Ta cd

£ (x)=2nx" =3, f (x) =0 x=x, = 2'1\1/z (0;1). Bang bién thién:

2n
T 0 Ty Lo 1
fi(x) -0 +
2 i 0
\ /
fn (5170)

T bang bién thién ta nhan thdy f,(x) nghich bién trén (0;x,), dong bién trén
(%:1),  f,(1)=0 va f,(0).f,(x)<0 suy ra phuong trinh c6 nghiém
x,€(0,x,)=(0;1) vanghiém d6 la duy nhat.

2n
2. Tacod f,(x,)=0ex"-3x,+2=0<x." =3x,-2. Ta cling cd fl(gj:(gj >0 va

f,(x) nghich bién trén (0;x,), dong bién trén (x,;1) nén ta cd %e(o;xn) hay

xn>g,‘v’n.
3

Trong khi do
fra(x%,)=x"7 =3x, +2=x] (3x,-2)-3x, +2=(3x,-2)(x] 1)< 0= £,,, (x,.,) -

Tuong tw, xét cac khoang dong bién va nghich bién ctia ham s6 f,.,(x) thi ta thay,

Vi f,,(x,)=0;f.(x,)<0 nén x, e(x,;1)=x,, <x,Vn. Vay day (x,) gidam va bi

n+l
chin dudi boi % .

Hon nita, tit bang bién thién ctia ham f, (x)=x"-3x+2=0,xe(0;1) ta cb

3 N\
x, <?2nl va
2n
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2n
0<3x,—2=x" <| 2n SE an] 3 <3 Vilim=-=0nén limx, 2.
2n 2n 2n 2n 2n 3

+ Nhan xét: Bang bang bién thién ctia ham £, (x), cch gidi cta tac gia dé tai da
danh gia dwoc cu thé gidi han ctia day x, mac du dé bai khong yéu cau.
Vi du 5. Cho » 1a mdt s6 nguyén duong (n>1). Chitng minh rang phuwong trinh
X" =x+1 ¢6 mot nghiém duwong duy nhat, ki hiéu 1a x,. Chtng to rang x, —1 khi
n—+oo va tim limn(x, —1).

Loi giai

Ta nhan thdy phuwong trinh x" =x+1,neN,n>1 néu cd nghiém duong x=qa thi
a"=a+1>1nén trén (0,1]. Khi dé
Xét ham f,(x)=x"-x-1. Ta co
fl(x)=mx""=1>0,vx>1; f,()=-1<0; f,(2)=2"-3>0,Vn>1. Do vay phuong trinh
x" =x+1 ¢ nghiém duong duy nhét. Ro rang 1<x, <2.Tacd f,,()=-1<0 va
fra(x,)=x"—x,—1>x'—x,—1=f,(x,)=0. Tir d6 1<x,,, <x,. Suy ra day (x,) co gioi
han hitu han 1a «. Ta chitng minh a=1. That vay, gia st a >1. Khi d6 x, >a,Vn va
ta tim dwoc 7 dd 16n sao cho x” > 4" >3 véi x, +1<3, mau thuan véi f,(x,)=0.

(x, +1)+1+...+1 _X5tn 2

Z  va
n n n

(Mgt cich khic dé tinh limx,: l1<x, =%/x +1<

lim(1+%j:1)

Tiép theo, ddt x, =1+, voi limy, =0. Thay vao phuong trinh f,(x,)=0 ta duoc
(1+y,) =2+y,. Suy ra nln(l+y,)=In(2+y,) tt d6 limnin(l+y,)=mn2. Nhung

In(1
limM=l nén limny, =In2 ticla limn(x,—1)=In2.m
Y
Vi du 6. (Trich dé thi VMO niam 2002). Cho »n 1a mot s6 nguyén duwong. Chimg

minh phwong trinh Lo 1 s 21 L mot nghiém duy nhat x, >1 va
x—=1 4x-1 nx-1 2

khi n— +0o thi x, dan dén 4.

Loi giai

1 ! ! —l. Dé thay, voi mdi neN thi lién tuc va

bat x) = + +...4
it 7,() x—1 4x-1 n’x—1 2

nghich bién trén (I;+0). Hon nita, f,(x) >+ khi x > 1" va f,(x) > —% khi x — +oo.

Do d6 véi mdi ne N* thi phuong trinh f,(x)=0 c6 nghiém duy nhat x, >1. Ta c6
f,(x,)=0 va
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1 1 1

R 111

J® =

1
ot — —tt————=
4-1 161 -1 2 13 35 " @n-D@2atl) 2 4n
1

£,(x) =1, (4)|=

Ttr dinh ly Lagrange ta co 4L =
n

fn’(c)Hxn —4| VOl ce (xn;4)

1 4 n’ LA 9 i
- —+ — ot >>—nén |x,—4<— suyra limx, =4.m
(c=D* (4c-1) (nPe-1) 9 4

Vi du 7. Véi mdi s6 nguyén duong n, ta xét ham s6 f, trén R duoc xac dinh boi

£ =x"+x""+ X +x+1
1. Chting minh r::fmg ham s6 f, dat gia tri nho nhat tai mot diém duy nhat;
2.Goi gia tri nho nhat d6 1a S, dat tai x,. Ching minh r::fmg

a) S, >%,Vn va khong ton tai a >% saocho S, >a,Vn;

b) (s,) la day giam va limS, =~
) limx, =—1.
Loi giai

1.Dé y rang f.(x)>1 khi x>0 va ﬁ(x):zn:xz-"’l(1+x)+1 suy ra f,(x)=1Vx<-1.

=

Do vay gia
tri nho nhat cua f,(x) dat dwoc trong [-1;0]. Khi d6 ta c6
=X 2nx> —(2n+1)x™" +1
J,(x)= T—x s Jo(x)= ()

Xétham s0 g, (x)=2nx>"" —(2n+1)x>" +1 trong [-1;0]. Ta c6

g2, (0)=1g (-1)=-4n<0; g'(x) =2n2n+1)x*""(x=1)>0,x € [—1;0]
Vay phuong trinh g, (x)=0 c¢6 dung mot nghiém x, €[-1;0]. Tkt d6 suy ra f/(x)<0
voi —1<x<x, va f/(x)=0 v6i x, <x<0.Do d6 ham s0 f,(x) dat gia tri nho nhat
trén R tai mot di€ém duy nhat x, e[-1;0].

1 x2n+] 1

2.a) Vi -1<x, <—l nén S, =f(x,)= > 21.Giésirt‘6ntai a(a>l) sao
2 l-x, I-x 2 2

n

2n+1

cho S, >a,vn>1.Khi dd f (x)= - >a,Vx €(-1;0],n>1chuyén qua gidi han khi

n— 4o ta thu duwoc % >a,Vx e[-1;0] khi x - -1 ta thu duoc diéu mau thuan véi
—X

gia thiét.
b) Véi xe[-1;0] thi £, (x)=x""7+x*"+ £ (x) < f,(x) do dd
S}1+l = f;1+1 (xn+l ) < f;’l+1 ( ) < f ('x ) S
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Ttc (S,) la day giam. Do day bi chan boi % nén ton tai limS, =S 2%. Do day (S,)
giam nén

S, 28,Vn21. Theo két qua phan a) th1 § S%. Tt dosuyra S :%.

) Vi f

n+l

£ (x0)= fo(x,) =S, >% nén tir (1) suy ra

(x) = f,(x)x* +x+1 ta thu dwocS,,, = 1., (x,.,) = £, (x,., ) x.., +x,,, +1 (1) Do

S >lx2 +Xx

n+l 2 n+l n+l

+1= %(xn+1 +1)° +% =S, —% > %(xm1 +1)"20,¥n>1 chuyén qua gidi

han n — +w ta dwgc limx, =—1.m

3. Bai tap cung phuwong phap
Bai tap 1. Cho phuong trinh x
a) Chttng minh rang véi mdi s& nguyén dwong n, phuong trinh da cho cé

2n+l1

=x+1

nghiém duy nhat x,;
b) Xét day sO (x,)(n=1,2,..) xac dinh nhu trong a). Tim giéi han limx, .
Bai tap 2. Xét phuwong trinh 1,1, o —+...+ : ~=0,neN .
2x x-1 x-4 x—k x—n
a) Chiing minh rang véi mdi ne N° phuong trinh da cho c6 nghiém duy nhat
x, €(0;1);

b) Chitng minh day s6 (x,) c6 giéi han httu han khi 7 — +eo.

Bai tap 3. Xét day s6 (x,) trong d6 x, 1a nghiém dwong duy nhat ctia phuong
trinh
x"=x*+x+1. Day s0 (y,) duoc xac dinh theo cong thic y, =n(x,-1). Ching

minh réng day (y,) c6 gidi han hitu han va tim giéi han do.

Bai tap 4. Cho (x,) la day cac nghiém lién tiép ctia phwong trinh tanx=x,x>0.
Tim gidi han lim(x,,, —x,).

Bai tap 5. Cho phuong trinh véi tham s6 »n nguyén duong

1 1 1
x\/z+2\/1+(x+1)\/§+3\/§+m+(x+n—1)\/n+l+(n+1)\/; -

a) Chiing minh rang véi n>23 thi phuong trinh da cho c6 nghiém duong

1

duy nhat x,;
b) Chting minh rang khi n — + thi day s6 (x,) c6 gidi han hitu han va tinh

gidi han do
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1 1 1
Bai tap 6. Cho neN, xét phuvong trinh + o+ ~Jn
P p & Jnx+1 Jnx+2 nx+n

a) Chting minh rang phuong trinh da cho luén c6 nghiém dwong duy nhat x,

b) Tim gidi han limx, .

Bai tap 7. Cho P, (x) :1+1£!+...+2—’;,n >1

a) Chting minh rang néu »n chdn thi P,(x) khdng cé nghiém thuec

b) Chting minh rang néu » 1€ thi P,(x) c6 nghiém thuc duy nhat

¢) Chitng minh rang néu x, 1a nghiém caa B,.,(x) thi limx, = —o.

Bai tap 8. Chitng minh rang véi mdi s6 nguyén duong n 16n hon hoéc bang 3,
c6 duy nhat mot s6 x, €[0;n] sao cho x! =e*
Chtrng minh réng day (x,)(n=3,4,..) co gidi han khi n — +ox.

Bai tap 9. Chting minh rang véi mdi s8 nguyén duong n, phuong trinh

cosx=x" ¢6 duy nhat nghiém trén [0;%}, goi nghiéem dé 1a u,. Tim limu, .

Bai tap 10. Cho phuong trinh x"+x""' +..+x—1=0. Chting minh rang phuwong
trinh c6 nghiém duong duy nhat x,. Tim limyx, .

Bai tap 11. Chtiing minh rang phuong trinh x" —nx+1=0 c6 hai nghiém «, va
B, sao cho

0<a, <l<p,.Tim cac gidi han lime, va lim g,
Bai tap 12. Xét ham s0 f,(x) = e"‘.zx—', trong d6 xe R ,ne N".
m=0 M.

a) Chting minh rang véi moi s3 thue duong k véi 0<k <1 vamdi ne N* thi
phuong trinh f,(x) =k c6 nghiém duy nhat;

b) Goi ¢, la nghiém ctia phuong trinh trén. Tim lim——.
a

n

V. Xac dinh cong thitc s6 hang tong quat tir hé thirc truy héi va tim giéi han
1. Co sé ly thuyét

O phan nay, chiing ta sé nghién ctru 16p cac bai toan diy s6 ma tit cong thitc
truy hoi ctia ddy qua mdt s6 budce bién d6i so cdp, két hop st dung phuong phap
quy nap sé du doan va tim duoc cong thitc s6 hang tong quat, ttt d6 ma viéc tinh
gidi han day don gian hon. C6 thé liét ké mot s6 dang bién doi nhw sau

+ Chu y gia tri ctia cac s6 hang dau va lién hé véi gia tri luong gidc ctia cac
cung ddac biét d€ lwong giac hda va dua vé day dang lwong giac.

+ Quy nap va dua vé cac day so ddc biét nhw cdp s6 cong, cap so nhan, ...

+ Quy nap, dung sai phan tim duoc cong thitc s6 hang tong quat.
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2. Cac vi du dién hinh

Trudc tién, ta xét vi du 1 sau day dé€ thay duwgc mot Ian nita cach nhin toan tién
cho mot bai toan tim gidi han day so.
Vi du 1. Cho day s6 (u,) dwoc xac dinh bdi: u, =4 va u,,, =u’ -2, véi neN . Tim

lim—nst
uuy..u,

Loi giai 1
(Giai theo Nguyén ly kep)

V6éimoi n=1,2,... Ta cod

uf+1 -4 = (uj — 2)2 -4 = u: —4u5 = uj (u,f —4) = uj .uf_l (u,f_l -4)

2,2 2,202 2
==, aul (uf —4) =12 (u, a0, ,..a,)

2
Tt d6 suy ra [u"—“uj = 12+;2; vn=12,..(1).

U, ... (uyty..u,
Mat khac, vi u, =4 >2 nén tit u,, =u® -2 va ching minh bang quy nap ta thu dwoc
u,>2 v6i moi n=12,..Khi d6 wu,.u,>2";VneN. Ta cd bat déng thirc
4 4

0<———<—-; Vn=12,.. Nén theo nguyén ly kep ta duoc 1im;2:0.
(watyem,)” 2 (u,at,..1,)

U y...

2
Tt (1) suy ra lim[LJ =12.
un

Mt khac, ham s6 f(x) =+/x lién tuc trén nira khoang [0; + ) nén

U, ..U, U, ..U, U, ..U, uy..u,

2 2
lim —z:1 =1im\/(L} =\/lim( Dot j=\/§.Véy lim— =12 .m

+ Nhén xét 1: T loi giai 1 ta nhan thay

2 2
lim—— = lim \/( Bast j \/lim( Yatl J , nghia la can tim giéi han cho day

uu,..u, uu,..u, uu,..u,

2
( Hus j ,lai 6 u,, =u; -2, véi y nghia 2= 2.a.l,a #0 la sO ddc biét trong khai
UU,..u, a
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trién binh phwong, ta c6 1oi giai khac bang cach tim s8 hang tdng quat ctia (u,)

nhu sau
Loi gidi 2
(Giai theo phwong phap tim s4 hang tong quat)
Vi u, = 4>2 nén dat u, :a+l,a>1.
a

1Y 1
Taco u, :uf—Zz(a+—j —2=a’+—.

2
a a

M V4 ~? 7 . n 1 7
Bang quy nap, ta c6 thé ching minh duoc u,,, =a* +—, VneN.Taco

> 1Y u’ 1Y 1Y
=>4—= zz(a——] :lim#“z:(a——] =(a+—j —-4=16-4=12
Uy Uy u 1]—1( 1 J a Uy Uy a a
a® + j

Vay lim—22 =12 .

Uy,
+ Nhan xét 2: Tt Loi giai 2 trén, tac gia cd bai toan twong tu sau

V7 ~ A7 7 . 2 . N 3 Y * N
Cho day s6" (u,) dwoc xdc dinh boi: w, =4 va u,, =u —3u,——, v0i neN . Tim
u

n

lim—nt
uy..u,

4

Ta xét thém mot s6 ki thuat co ban khac thong qua mot vai vi du sau.

Vi du 2 (Ky thuat sai phin) Cho day s6 (¢,) thoa man

a, =—
3 ,Vn2>1.

(n + 2)2 a, = nza,Hl - (n + I)Clna,Hl
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Tim lima, .

Loi giai
(n+2)2 2
Dé thay a, #0,vne N . Tt gia thiét ta cd =L _(n+1).
a a

Véimdi neN', dat y, :L+ita cd y, =1 va
a

n

2

1 1
(n+2)2[yn+l_ijnz(yn_Zj_(n+1):(n+2)2yn+l=n2yn3yn+lzmyn'
2 2 2 By 2
Do do6 y, :(n_—lj (n—Zj (lj 7 :Lz :>an=w.\/éy lima, =4.m
n+l) \n-1 3 (n+1) n’ 16-n’(n+1)

+ Nhan xét: Ta thdy cach ddt y, = L+i . Trong cach dt trén ta chon hang s& 1a
a

n

% nhim dé

triét tiéu hang s6 ¢ hai v€ cta hé thic truy hoi, do d6 ma ¢ thé quy nap va sai

phan.
Vi du 3. (Day c6 yéu t6 lugng giac) Cho hai day s& duong (a,) _,(b,),., Xac dinh
. \ an+bn :1+a”+l (1) ;e . . M .
bdi q, :«/g,bl =2 va l-a,, . V6i moi n=1,2,... Chttng minh rang hai
a+1=b] (2)

day trén co gioi han hiru han va tim gioi han cua chung.

+ Nhan xét: D&y rang a, =3 = tan% va cong thitc a +1=5" goi lién tuwong dén

cong thirc lvong giac —;

—tan’a+1,0 % 2 +krkeZ, tir d6 ta cd thé quy nap va
cos’ 2

du doan cong thiic tong quat cua day so theo cach sau

Loi giai

n—1°"n

Ta chitng minh bang quy nap a, = tan3L b,=———,n=12,.. (*). That vay,
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Véi n=1, ta cd q, :\/§:tan£=tanio,b1 =2= ! , vay (*) dung.
3 32 oS T
3.2°
Gia sir khing dinh ding dén n=k,k>1, tirc 13 a, = tan—"— b, =—
3. cos ﬂH
3.2
Ta chiing minh @, =tan——,5,,, = L That vay. Tt (1) ta co.
3 n n+ 72.
: cos
3.2"
2
. . V3 ., T 5 .
sin——+1 2sin cos +sin +cos (Sln —+cos ”j
Ita,, " 32" _ 32" 30" 3.2" 3.2" 3.2 3.2
1=t s~ cos” - —sin® cos—— —sin—"— || cos— " +sin "
32" 3.2" 3.2" 3.2" 3.2" 32" 3.2"
. T T
sin +cos tan +1
3.2" 32" _ 32
) T
cos —sin 1—tan
32" 3.2" 3.2"
Suy ra a ., = tan—~
y n+l 32n *
. 374 2 ) , T 1 1
Khi do6 tit (2), suy ra b}, =a’, +1=tan’ —+l=————=p =
cos’ cos
32" 32"
Nhuw vay theo nguyén ly quy nap thi a, =tan——.,5, = ! n=12,..
32 cos 7[_1
32"
;. ) V4 v ) 1 1
Do d6 lima, =limtan———=tan0=0 va limb, =lim = =1.m
3.2" oS Y4 cos0

3.2"

Vi du 4. (Quy vé cic day s6 dic biét) (Trich sach bai tip DS va GT 11NC,
NXBGD 2007) Cho

u, =1
day s (u,) xac dinh boi u,—4 n>1" Chtmg minh rr?mg u #—4,VYn>1 va
u ., = ,Vn >
"u +6
day s6 (v,) voi
u + ]. \ A 4 ~ A . 14 /4 .
v, =—2 1 la mot cap so6 nhan. Khi do tinh limu, .
u, +
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Loi giai
Ta sé chiing minh bang quy nap u, # —4,Vn>1.

Khi n=1 taco.Gia st u, #-4,Vk 21, ta chttng minh u,,, = —4. That vay, gia st

u, —4

nguoc lai u,,, =—4, khi d6 =-4=u, —4=-4u, —24=u, =-4, trai voi gia thiét

u, +6
quy nap. Vay u, #—4,vn>1. Khi do6 ta c6
u, —4

+
U+l w46 2u,+1) =£Vn,Vn21.Véy (v,) 1a mot cap s6 nhan lui vo

Vsl = - =
ui1+l +4 ﬂ+4 S(Mn +4) 5
u,+6
, v +[2]
han v6i cong bdi ¢ =3 Suy ra v, =(gj .Nén u, =—=—=—.Do d6 limu, =—1.m
-2
5

+ Nhan xét: Day (u,) da cho c6 cong thic truy hoi dang w,,, = f(u,), véi f(x)

1a ham don diéu tang nén co thé giai bai toan trén bang Dinh ly Weierstrass.

u =3,v,=2
Vi du 5. Cho day s0 (u,),(v,) duoc xac dinh nhw sau {u,, =u’+2v} (Va=12,..).
vn+l = 2unvn

Tim cac gidi han lim3/v, va lim3/u,u,..u, .
Loi giai

vn=1,2,..Tacd u, +~2v

n+l

=2 + 207+ 232u,, = (1, +42,) (D).

Ap dung (1) tasuy ra u, +2.v, = (”H +N2w, )2.

Theo quy nap ta cd u, +2.v, = (u1 +2, )2”1 = (3+2\/5 )ZH = (\/5 +1)2n (2).
Lap luan twong tu ta ciing ¢6 u, —2.v, = (\/5 —l)zn 3).

n

v, :ﬁ{(ﬁu)zn —(\5—1)2" }

u :%[(ﬁﬂ)" +(ﬁ_1ﬂ
Tt (2) va (3) ta suy ra
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Lai co u, :%{(\/EH)T +(\/§_1)2n}<(\/§+1)2~ , tt do6 suy ra Z(/Z<\/§+l.

\/§+1) ([H)

Twong tw ta cb v, =ﬁ[(ﬁ+l)2n —(\/5—1>2'J ( =3y, >

Mit khéc ta c6 v, <u,. Do d6 ta c6 day bat dang thitc

<2\/_<2\/7 J2+1.

Nhu vay theo dinh 1i kep ta suy ra lim%/u, =lim%/y, =v2 +1.

(J5+4)(lj; (J5+1)

8

%
=2uyv —>u, =221,
2v

n

Hon nira theo dé bai ta cé: v

n+l

v, v, Vv v v
Suy ra u,u,.u, =2 - 2 = L= L
2vy 2v, 2v, 2%, 2

n

‘ 7/\ . . . . 1
: ) li ZV" Upu,..u, lim 2{1; ‘2}:;-:_11 =lim% V- lim 2‘”’ PR

. " . . 1 .o . } . . ) ) 1
—hl[]2 2unvn.11|||2 2n+1 _ ll \/—.hmz un.hmz Vn.hmz — .

=1.(vV2+1).(v2+1).1=3+242.
Tém lai ta co 1im%/v7zﬁ+l va limZfu u,..u, =3+22 .m

3. Bai tap cung phwong phap

Bai tap 1. Cho day s0 (u,) xac dinh boi 1 _ - Tinh limu, .

Bai tdp 2. Cho hai day s0 (u,) va (v,) xac dinh boi u, =1y, =2 va

u +v
| n—1 _
u,= 2 5V, = Vunvn—l

khi n>2. Chitng minh rang hai day (u,) va (v,) c6 giéi han va tim gi¢i han do.
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Ne A ~ A 7 . 2. 1+ > _1 7 .
Bai tap 3. Cho day s0(u, ) xac dinh boi u, =1, u =V T yp>1. Tinh limu, .

n+l
un

Bai tap 4. Cho day s (u,) xac dinh boi u,=aeR va (n+1) u,, =n"u,+2n+1,
n=12,..
Tinh limu, .

(Trich dé thi Olympic Toan sinh vién nam 2013)

Bai tap 5. Cho day s6 (u,) xac dinh bdi u, =2"\/2—\/2+\/2+...+x/§ , n=12,.. (c

n+1 dau can bac hai). Tinh limu, .

Bai tap 6. Cho day s6 (u,) xac dinh bdi u, =1 va u,, =u,+n, n=12,.. Tinh

n+l

. u
lim—~.
u

n+l

(Trich dé thi HSG Ha No6i nam hoc 2011-2012)

Bai tap 7. Cho day s6 (u,) xac dinh boi u, =1004 va u, +u, +...+u, =n’u,, Vn>2.
Tinh
lim(nzun) .
“l4u,_ —51

, Vn>2.Tinh
Su_ +18

Bai tap 8. Cho day s0 (u,) xdc dinh béi u, =1 va u, =

limu, .
(Trich dé thi Olympic 30/4 nim 2013)
Bai tip 9. Cho day s6 (u,) xac dinh boi u,=a>0 va
3(n+2)u,, =2(n+1)u +n+4, n=12,...
Tinh limu, .
(Trich dé thi dé nghi Olympic 30/4 nim 2013)
(n+2)un +2013

4

Bai tap 10. Cho day s6 (u,) xac dinh béi u,=aeR va u,, =
n

n=1,2,.. Tim s6 hang tong quat ctia day s6 (u,) va tim « dé€ day so (u,) c6 gioi

han hiru han va tim giéi han dé.
(Trich dé thi HSG tinh Gia Lai nim hoc 2012-2013)
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	Trong kỳ thi học sinh giỏi môn Toán cấp tỉnh và cấp quốc gia, bài toán tìm giới hạn của dãy số và các bài toán liên quan đến dãy số thường xuyên xuất hiện và là một trong những bài toán cơ bản của đề thi. Việc tạo cho học sinh một cách nhìn tổng ...
	+ Định lý: Nếu dãy số  tăng và bị chặn trên thì  có giới hạn hữu hạn. Nếu dãy số  giảm và bị chặn dưới thì  có giới hạn hữu hạn.
	+ Phương pháp: Xét dãy số , với  là một hàm liên tục.
	- Tính vài số hạng đầu để dự đoán tính tăng, giảm của dãy số
	- Giải phương trình , nếu dãy số  giảm thì chứng minh , nếu dãy số  tăng thì chứng minh
	- Chứng minh tính tăng, giảm của dãy số , có thể chứng minh trực tiếp, dùng đạo hàm hoặc bằng phương pháp quy nạp (dùng tính bị chặn của dãy).
	- Sử dụng Định lý Weierstrass để chứng minh dãy số có giới hạn hữu hạn, giả sử . Từ  ta cho  và sử dụng tính liên tục của hàm  ta được . Sử dụng tính chất bị chặn của dãy để suy ra giới hạn của dãy số.
	2. Các ví dụ điển hình
	+ Định lý: (Nguyên lý kẹp) Nếu ba dãy số  thỏa mãn điều kiện  và  thì .
	+ Hệ quả: Nếu dãy số  thỏa mãn  và  thì .
	2. Các ví dụ điển hình
	+ Định nghĩa 1: Cho dãy số  Xét dãy số  xác định như sau
	nghĩa là . Khi đó  được gọi là dãy tổng.
	+ Định nghĩa 2: Cho dãy số  Xét dãy số  xác định như sau
	nghĩa là . Khi đó  được gọi là dãy tích.
	+ Chú ý:
	1) Để rút gọn tổng  ta thường biến đổi sai phân tổng  khi đó . Tiếp theo là đánh giá dãy số , tìm được  nghĩa là tìm được .
	2) Để rút gọn tích  ta thường biến đổi sai phân tích  khi đó . Tiếp theo là đánh giá dãy số , tìm được  nghĩa là tìm được .
	2. Các ví dụ điển hình
	2. Các ví dụ điển hình
	+ Nhận xét: Lời giải 1 khá cồng kềnh, nếu ta đánh giá hàm  chặt hơn thì có lời giải tinh gọn hơn như sau
	2. Các ví dụ điển hình
	3. Bài tập cùng phương pháp

