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QUY TẮC TÍNH ĐẠO HÀM 

ሺu + vሻ′ = u′ + v′ ሺu − vሻ′ = u′ − v′ 

ሺu. vሻ′ = u′. v + u. v′ ሺk. uሻ′ = k. u′ ሺk là hằng sốሻ 

ቀ
u

v
ቁ
′

=
u′v − u. v′

v2
ሺv = vሺxሻ ≠ 0ሻ ൬

1

v
൰
′

= −
v′

v2
ሺv = vሺxሻ ≠ 0ሻ 

 

CÔNG THỨC TÍNH ĐẠO HÀM 

Đạo hàm của hàm số sơ cấp cơ bản Đạo hàm của hàm số hợp ሺ𝐮 = 𝐮ሺ𝐱ሻሻ 

ሺCሻ′ = 0  

x′ = 1  

ሺxαሻ′ = α. xα−1, ሺα ∈ ℝ, x > 0ሻ ሺuαሻ′ = α. uα−1. u′, ሺα ∈ ℝ, u > 0ሻ 

൫ξx൯
′
=

1

2ξx
 ሺx > 0ሻ ൫ξu൯

′
=
u′

2ξu
 ሺu > 0ሻ 

൬
1

x
൰
′

= −
1

x2
 ሺx ≠ 0ሻ ൬

1

u
൰
′

= −
u′

u2
 ሺu ≠ 0ሻ 

൬
1

xn
൰
′

= −
n

xn+1
 ሺx ≠ 0ሻ 

ȁxȁ′ =
x

ȁxȁ
  

൬
1

un
൰
′

= −
n. u′

un+1
 ሺx ≠ 0ሻ 

ȁuȁ′ =
u′. u

ȁuȁ
 

ሺsin xሻ′ = cos x ሺsin uሻ′ = u′. cos u . 

ሺcos xሻ′ =  − sin x ሺcos uሻ′ =  −u′. sin u 

ሺtan xሻ′ =
1

cos2 x
= 1 + tan2 x 

ቀx ≠
π

2
+ kπ, k ∈ ℤ ቁ 

ሺtan uሻ′ =
u′

cos2 u
= u′. ሺ1 + tan2 uሻ 

ቀu ≠
π

2
+ kπ, k ∈ ℤ ቁ 

ሺcot xሻ′ = −
1

sin2 x
= −ሺ1 + cot2 xሻ 

ሺx ≠ kπ, k ∈ ℤ ሻ 

ሺcot uሻ′ = −
u′

sin2 u
= −u′. ሺ1 + cot2 uሻ 

ሺu ≠ kπ, k ∈ ℤ ሻ 

ሺaxሻ′ = ax ln a ሺauሻ′ = u′. au ln a 

ሺexሻ′ = ex ሺeuሻ′ = u′. eu 

ሺloga xሻ
′ =

1

x ln a
 ሺx > 0ሻ ሺloga uሻ

′ =
u′

u. ln a
 ሺu > 0ሻ 

ሺln xሻ′ =
1

x
 ሺx > 0ሻ ሺln uሻ′ =

 u′

u
 ሺu > 0ሻ 
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ĐẠO HÀM CỦA MỘT SỐ HÀM PHÂN THỨC 

൬
ax + b

cx + d
൰
/

=
ad − bc

ሺcx + dሻ2
                                            ቆ

ax2 + bx + c

dx + e
ቇ

/

=
adx2 + 2aex + be − dc

ሺdx + eሻ2
 

ቆ
ax2 + bx + c

dx2 + ex + f
ቇ

/

=
ሺae − bdሻx2 + 2ሺaf − dcሻx + bf − ec

ሺdx2 + ex + fሻ2
 

ÔN TẬP 

Bài tập tự luyện 

Tính đạo hàm của các hàm số sau: 

a. y = x3 − 3x2 + 4x b. y =
1

2
x4 − ξx c. y = ሺx2 − 3xሻ2 

d. y = ξx2 − 2x + 5 e. y = ሺx + 1ሻξx f. y =
2x−1

x+2
 

g. y =
x2+x

x−3
 h. y = ȁx − x2ȁ i. y = x2 − cos 2 x 

j. y = x sin x k. y =
sin2x

x+1
 l. y = cos൫ξx2 − x൯ 

Câu 1 
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1 ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ KHẢO 

SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 

Bài 1 TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 

 

Cho hàm số fሺxሻ xác định trên khoảng (đoạn hoặc nửa khoảng) K. 

Hàm số nghịch biến Hàm số đồng biến 

Định lí thuận 

Nếu f ′ሺxሻ < 0, ∀x ∈ K thì hàm số nghịch biến 

trên khoảng K. 

Định lí đảo 

Nếu hàm số f nghịch biến trên khoảng K thì 

f ′ሺxሻ ≤ 0, ∀x ∈ K. 

Định lí thuận “mở rộng” 

f ′ሺxሻ ≤ 0, ∀x ∈ K và dấu bằng tại hữu hạn 

điểm trên K thì hàm số nghịch biến trên K. 

Định lí thuận 

Nếu f ′ሺxሻ > 0, ∀x ∈ K thì hàm số đồng biến 

trên khoảng K. 

Định lí đảo 

Nếu hàm số f đồng biến trên khoảng K thì 

f ′ሺxሻ ≥ 0, ∀x ∈ K. 

Định lí thuận “mở rộng” 

f ′ሺxሻ ≥ 0, ∀x ∈ K và dấu bằng tại hữu hạn 

điểm trên K thì hàm số đồng biến trên K. 

Đồ thị 

 

Đồ thị hàm số 

là đường đi 

xuống từ trái 

sang phải 

 

Đồ thị 

 

Đồ thị hàm số 

là đường đi 

lên từ trái 

sang phải 

 

Định nghĩa 

Hàm số f được gọi là nghịch biến trên K nếu  

x1 < x2 ⇒ fሺx1ሻ > fሺx2ሻ 

Định nghĩa 

Hàm số f được gọi là đồng biến trên K nếu 

∀x1 < x2 ⇒ fሺx1ሻ < fሺx2ሻ 
 

TRỌNG TÂM 
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Dạng 1. Khảo sát tính đơn điệu của hàm số khi biết một số tính chất 

 

Lời giải 
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 ....................................................................................................................................................................................................  
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 ....................................................................................................................................................................................................  

 

 

Lời giải 
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Cho hàm số y = fሺxሻ có đồ thị là đường cong trong hình bên. Nhận xét về tính đơn điệu của hàm 

số đã cho. 

 

Ví dụ 1.1 

Cho hàm số y = fሺxሻ liên tục trên ℝ có đồ thị y = f ′ሺxሻ như hình bên. Nhận xét về tính đơn điệu 

của hàm số đã cho. 

 

Ví dụ 1.2 
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Lời giải  
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 .................................................................................................................................................................................................... 
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Cho hàm số y = fሺxሻ liên tục trên ℝ có đạo hàm f ′ሺxሻ = xሺ3 − 2xሻሺx − 2ሻ2ሺx − 3ሻ3. Khảo sát 

tính đơn điệu của hàm số y = fሺxሻ. 

Ví dụ 1.3 

Khảo sát tính đơn điệu của hàm số y = −
1

4
x4 +

3

2
x2 + 2x − 1? 

Ví dụ 1.4 

Khảo sát tính đơn điệu của hàm số y =
x+1

2−x
? 

Ví dụ 1.5 
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Câu 1. Cho hàm số y = fሺxሻ có đồ thị là đường cong trong hình bên. Các nhận xét sau là đúng 

hay sai? 

a. Hàm số đồng biến trên ሺ−3;−1ሻ. 

b. Hàm số nghịch biến trên ሺ−1; 1ሻ. 

c. Hàm số nghịch biến trên ሺ3; 5ሻ. 

d. Hàm số nghịch biến ሺ−3; 2ሻ. 

 

 

Khảo sát tính đơn điệu của hàm số y =
x2−2x+2

x−1
? 

Ví dụ 1.6 

Khảo sát tính đơn điệu của hàm số y = ξx2 + 3x? 

Ví dụ 1.7 

Bài tập tự luyện 
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Câu 2. Xác định khoảng nghịch biến của hàm số y = fሺxሻ có bảng biến thiên như sau. 

x −∞  0  1  +∞ 

y′  + 0 − 0 +  

   1    +∞ 

y        

 −∞    −3   

Các nhận xét sau là đúng hay sai? 

a. Hàm số nghịch biến trên ሺ0; 1ሻ. b. Hàm số đồng biến trên ሺ−∞;0ሻ ∪ ሺ1;+∞ሻ. 

c. Hàm số đồng biến trên ሺ3; 4ሻ. d. Hàm số đồng biến trên ሺ−3;+∞ሻ. 

Câu 3. Cho hàm số y = fሺxሻ có đồ thị y = f ′ሺxሻ như hình bên. 

Xác định các khoảng đồng biến của hàm số y = fሺxሻ? 

 

 

 

 

 

Câu 4. Cho hàm số y = fሺxሻ có đạo hàm trên  và bảng xét dấu đạo hàm như hình vẽ sau: 

x −∞  −2  1  2  4  +∞ 

f ′ሺxሻ  + 0 + 0 − 0 − 0 +  

Xác định các khoảng nghịch biến của hàm số y = fሺxሻ? 

Câu 5. Cho hàm số y = fሺxሻ liên tục trên ℝ . Khảo sát tính đơn điệu của hàm số y = fሺxሻ. 

a. f ′ሺxሻ = ሺ3 − xሻሺx − 2ሻ2 b. f ′ሺxሻ = ሺ1 − xሻሺx2 − 4x + 3ሻሺx2 + 5x + 4ሻ 

Câu 6. Cho hàm số y = fሺxሻ liên tục trên ሺ2;+∞ሻ có đạo hàm f ′ሺxሻ =
x2ሺ1−xሻሺ2x+5ሻ3

ξx+2
. Khảo sát tính 

đơn điệu của hàm số y = fሺxሻ. 

Câu 7. Khảo sát tính đơn điệu của các hàm số: 

a. y = 3x3 + 4x2 + 5x b. y = −x3 − 6x2 − 12x + 7 c. y = −x3 + 3x  

d. y = x4 − 2x2 + 2 e. y = −x4 − 3x2 + 1 f. y = x4 − 6x2 − 8x + 1 

g. y =
x+2

2x+1
 h. y =

x+2

1−x
 i. y =

2

x2+1
 

j. y = x − 1 +
1

x+2
 k. y =

x−1

x2−2x
 l. y =

x2−2x+2

x−1
 

m. y = ξ2x2 − 5x + 2 n. y = ξ−x2 + 4x + 5 o. y = ξx + 2 + ξ1 − x 
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Dạng 2. Một số bài toán liên quan tính đơn điệu của hàm số 

 

Lời giải 
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Lời giải 
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1. Xét hàm số fሺxሻ = ax2 + bx + c ሺΔ = b2 − 4ac;Δ′ = ሺb′ሻ2 − acሻ 

fሺxሻ ≥ 0 ∀x ∈ ℝ ⇔

[
 
 
 
 TH1: {

a = 0
b = 0
c > 0

TH2: {
a > 0
∆y′≤ 0

 fሺxሻ ≤ 0 ∀x ∈ ℝ ⇔

[
 
 
 
 TH1: {

a = 0
b = 0
c < 0

TH2: {
a < 0
∆y′≤ 0

 

2. Phương trình fሺxሻ = ax2 + bx + c = 0 ሺa 0ሻ có hai nghiệm x1, x2 thỏa 

[
x1 ≤ m < x2
x1 < m ≤ x2

⇔ a. fሺmሻ ≤ 0  x1 < m < x2 ⇔ a. fሺmሻ < 0 

m ≤ x1 < x2 ⇔ {
Δ > 0
a. fሺmሻ ≥ 0
S > 2m

  m < x1 < x2 ⇔ {
Δ > 0
a. fሺmሻ > 0
S > 2m

  

x1 < x2 ≤ m ⇔ {
Δ > 0
a. fሺmሻ ≥ 0
S < 2m

  x1 < x2 < m ⇔ {
Δ > 0
a. fሺmሻ > 0
S < 2m

  

Trong đó ∶  S = x1 + x2 = −
b

a
, P = x1. x2 =

c

a
. 

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số y =
x−m+2

x+1
 giảm trên các khoảng mà nó 

xác định? 

Ví dụ 2.1 

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số
 
y =

mx+4

x+m
 nghịch biến trên khoảng 

ሺ−∞;1ሻ? 

Ví dụ 2.2 
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3. Nếu hàm số fሺxሻ có giá trị nhỏ nhất trên tập D , khi đó: ∀x ∈ D, fሺxሻ ≥ m ⇔ min
x∈D

fሺxሻ ≥ m 

4. Nếu hàm số fሺxሻ có giá trị lớn nhất trên tập D, khi đó: ∀x ∈ D, fሺxሻ ≤ m ⇔ max
x∈D

fሺxሻ ≤ m. 

 

 

Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Lời giải 

Phương pháp 1.  

• Trường hợp 1 : Hàm số đồng biến trên ℝ thì đồng biến trên ሺ2;+∞ሻ 

• Trường hợp 2 : Đạo hàm của hàm số có hai nghiệm phân biệt thì x1 < x2 ≤ 2. 

Phương pháp 2. fሺxሻ ≥ m ⇔ min
x∈D

fሺxሻ ≥ m hoặc fሺxሻ ≤ m ⇔ max
x∈D

fሺxሻ ≤ m ሺ∀x ∈ Dሻ nếu hàm số 

tồn tại giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất trên tập D. 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số y =
1

3
x3 −mx2 − ሺ2m − 3ሻx − m+ 2 

luôn đồng biến trên ℝ? 

Ví dụ 2.3 

Xác định các giá trị của tham số m để hàm số y = x3 − 3x2 + ሺ4 −mሻx đồng biến trên ሺ2;+∞ሻ. 

Ví dụ 2.4 
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Cho hàm số y = fሺxሻ. Hàm số y = f ′ሺxሻ có đồ thị như hình bên. Xác định các khoảng đồng biến 

của hàm số y = fሺ−2x2 − 4x − 1ሻ trên ℝ. 

 

Ví dụ 2.5 
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 .................................................................................................................................................................................................... 

  

 

Câu 1. Tìm tất cả giá trị của m để hàm số y =
1

3
x3 +mx2 − ሺ3m + 2ሻx + 1 đồng biến trên ℝ. 

Câu 2. Tìm tất cả giá trị của m để hàm số y = ሺm2 − 1ሻx3 + ሺm− 1ሻx2 − x + 4 nghịch biến trên 

ℝ. 

Cho hàm số fሺxሻ. Hàm số y = f ′ሺxሻ có đồ thị như hình bên. Hàm số gሺxሻ = fሺ1 − 2xሻ + x2 − x 

nghịch biến trên khoảng nào dưới đây ? 

 

A. ሺ1; 3ሻ. B. ቀ0;
1

2
ቁ. C. ሺ−3;−1ሻ. D. ቀ1;

3

2
ቁ. 

Ví dụ 2.6 

Bài tập tự luyện 
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Câu 3. Cho hàm số y =
mx−2m−3

x−m
 với m là tham số. Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị nguyên của m để 

hàm số đồng biến trên các khoảng xác định. Tìm số phần tử của S. 

Câu 4. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số y =
mx−4

x−m
 đồng biến trên khoảng ሺ0;+∞ሻ? 

Câu 5. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số
 
y =

mx+9

4x+m
 nghịch biến trên 

khoảng ሺ0; 4ሻ? 

Câu 6. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số y = x4 − 2ሺm − 1ሻx2 +m− 2 

đồng biến trên khoảng ሺ1; 3ሻ? 

Câu 7. Có bao nhiêu giá trị nguyên âm của tham số m để hàm số y =
1

4
x4 +mx −

3

2x
 đồng biến trên 

ሺ0;+∞ሻ. 

Câu 8. Cho hàm số y = x3 − ሺm+ 1ሻx2 − ሺ2m2 − 3m + 2ሻx + 2. Có bao nhiêu giá trị nguyên của 

tham số m ∈ [−5; 5] sao cho hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng ሺ−1; 2ሻ? 

Câu 9. Cho hàm số y = fሺxሻ có bảng xét dấu đạo hàm như sau: 

x −∞  −1  2  +∞ 

f ′ሺxሻ  − 0 − 0 +  

Hàm số y = fሺx2 − 2ሻ nghịch biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. ሺ−2;−1ሻ. B. ሺ2; +∞ሻ. C. ሺ0; 2ሻ. D. ሺ−1; 0ሻ. 

Câu 10. Cho hàm số y = fሺxሻ. Hàm số y = f ′ሺxሻ có đồ thị như hình bên. Hàm số y = fሺ2 − xሻ đồng 

biến trên khoảng 

 

A. ሺ2;+∞ሻ B. ሺ−2; 1ሻ C. ሺ−∞;−2ሻ D. ሺ1; 3ሻ 

Câu 11. Cho hàm số bậc bốn y = fሺxሻ có đồ thị của hàm số 

y = f ′ሺxሻ như hình vẽ bên. Hàm số y = 3fሺxሻ + x3 − 6x2 + 9x 

đồng biến trên khoảng nào trong các khoảng sau đây? 

A. ሺ0; 2ሻ. B. ሺ−1; 1ሻ.  

C. ሺ1;+∞ሻ. D. ሺ−2; 0ሻ. 
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Bài 2 CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 
 

Định nghĩa: Cho hàm số y = fሺxሻ xác định và liên tục trên khoảng ሺa; bሻ và điểm x0 ∈ ሺa; bሻ  

a) Nếu tồn tại số h > 0 sao cho fሺxሻ < fሺx0ሻ với mọi x ∈ ሺx0 − h; x0 + hሻ và x ≠ x0 thì ta nói hàm 

số fሺxሻ đạt cực đại tại x0. 

x x0 − h  x0  x0 + h 

f′ሺxሻ  + 0 −  

   fሺx0ሻ   

fሺxሻ      

      

b) Nếu tồn tại số h > 0 sao cho fሺxሻ > fሺx0ሻ với mọi x ∈ ሺx0 − h; x0 + hሻ và x ≠ x0 thì ta nói hàm 

số fሺxሻ đạt cực tiểu tại x0. 

x x0 − h  x0  x0 + h 

f′ሺxሻ  − 0 +  

      

fሺxሻ      

   fሺx0ሻ   

Chú ý: 

• Nếu hàm số fሺxሻ đạt cực đại (cực tiểu) tại điểm x0 thì x0 được gọi là điểm cực đại (điểm 

cực tiểu) của hàm số; fሺx0ሻ được gọi là giá trị cực đại (giá trị cực tiểu) của hàm số, ký 

hiệu là fCDሺfCTሻ, còn điểm M൫x0; fሺx0ሻ൯ được gọi là điểm cực đại (điểm cực tiểu) của 

đồ thị hàm số. 

• Các điểm cực đại cực tiểu được gọi chung là điểm cực trị. 

• Dễ dàng chứng minh được rằng, nếu hàm số y = fሺxሻ có đạo hàm trên khoảng ሺa; bሻ và 

đạt cực đại hoặc cực tiểu tại x0 thì f′ሺx0ሻ = 0. 

TRỌNG TÂM 
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Dạng 1. Xác định cực trị của hàm số khi biết một số tính chất 

 

Lời giải 

Đồ thị hàm số có ……… điểm cực đại. Đồ thị hàm số có ……… điểm cực đại. 

Đồ thị hàm số có ………điểm cực trị. 

 

Định lý 1: Giả sử hàm số y = fሺxሻ liên tục trên khoảng K = ሺx0 − h; x0 + hሻ và có đạo hàm trên 

K hoặc trên K\ሼx0ሽ, với h > 0. 

• Nếu f ′ሺx0ሻ > 0 trên khoảng ሺx0 − h; x0ሻvà f ′ሺx0ሻ < 0 trên khoảng ሺx0; x0 + hሻ thì x0 là 

điểm cực đại của hàm số fሺxሻ.  

• Nếu f ′ሺx0ሻ < 0 trên khoảng ሺx0 − h; x0ሻvà f ′ሺx0ሻ > 0 trên khoảng ሺx0; x0 + hሻ thì x0 là 

điểm cực tiểu của hàm số fሺxሻ.  

Nhận xét: Xét hàm số y = fሺxሻ liên tục và xác định trên ሺa; bሻ và x0 ∈ ሺa; bሻ. 

• Nếu f ′ሺxሻ đổi dấu khi qua điểm x0 thì x0 là điểm cực trị của hàm số. 

• Nếu f ′ሺxሻ đổi dấu từ dương sang âm khi qua điểm x0 thì x0 là điểm cực đại của hàm số. 

• Nếu f ′ሺxሻ đổi dấu từ âm sang dương khi qua điểm x0 thì x0 là điểm cực tiểu của hàm số. 

 

Định lý 2: Giả sử hàm số y = fሺxሻ có đạo hàm cấp hai trong khoảng ሺx0 − h; x0 + hሻ với h > 0. 

Khi đó: 

• Nếu {
f ′ሺx0ሻ = 0

f ′′ሺx0ሻ > 0
⇒ x0 là điểm cực tiểu. 

• Nếu {
f ′ሺx0ሻ = 0

f ′′ሺx0ሻ < 0
⇒ x0 là điểm cực đại.  

Chú ý: Nếu f ′ሺx0ሻ = 0 và f ′′ሺx0ሻ = 0 thì chưa thể khẳng định được x0 là điểm cực đại hay điểm 

cực tiểu hay cực trị của hàm số. 

TRỌNG TÂM 

Cho hàm số y = fሺxሻ có đồ thị như hình vẽ. Đồ thị hàm số y = fሺxሻ có mấy điểm cực trị? 

 

Ví dụ 1.1 
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Lời giải  

Dựa vào BBT ta kết luận : 

• Hàm số đạt cực đại tại điểm xcực đại =………., giá trị cực đại ycực đại =………. 

• Hàm số đạt cực tiểu tại điểm xcực tiểu =………., giá trị cực tiểu ycực tiểu =………. 

• Điểm cực đại của đồ thị hàm số Mቀ
2

3
           ቁ, điểm cực tiểu của đồ thị hàm số Nቀ

2

3
           ቁ. 

 

 

Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

Cho hàm số y = fሺxሻ có bảng biến thiên. Xác định các điểm cực đại, cực tiểu, giá trị cực đại, giá 

trị cực tiểu của hàm số đã cho. Xác định điểm cực đại, điểm cực tiểu của đồ thị hàm số. 

 

Ví dụ 1.2 

Cho hàm số y = fሺxሻ. Hàm số y = f′ሺxሻ có đồ thị như hình vẽ. Hàm số y = fሺxሻ có bao nhiêu điểm 

cực đại, bao nhiêu điểm cực tiểu? 

 

Ví dụ 1.3 
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Lời giải  

 ...............................................................................................  

 ...............................................................................................  

 ...............................................................................................  

 ...............................................................................................  

 ...............................................................................................  

 ...............................................................................................  

 ...............................................................................................  

 ...............................................................................................  

Bảng biến thiên: 

x          

f′ሺxሻ          

fሺxሻ     
  

   

Kết luận: Hàm số có …… điểm cực trị. 

 

 

 

Lời giải  

 ...............................................................................................  

 ...............................................................................................  

 ...............................................................................................  

 ...............................................................................................  

 ...............................................................................................  

 ...............................................................................................  

 ...............................................................................................  

 ...............................................................................................  

Bảng biến thiên: 

x          

f′ሺxሻ          

fሺxሻ     
  

   

Kết luận:  xCĐ = ………; yCĐ =  ……… 

 xCT = ………; yCT =  ……… 

 

 

Lời giải  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

Cho hàm số y = fሺxሻ liên tục trên ℝ có đạo hàm f ′ሺxሻ = ሺx + 1ሻሺx − 2ሻ2ሺx − 3ሻ3. Hỏi hàm số 

y = fሺxሻ có bao nhiêu điểm cực trị? 

Ví dụ 1.4 

Xác định các điểm cực trị của hàm số y = x3 − 3x + 1? 

Ví dụ 1.5 

Hàm số y =
x+1

2−x
 có bao nhiêu điểm cực trị? 

Ví dụ 1.6 
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Câu 1. Cho hàm số y = fሺxሻ có bảng biến thiên như sau. 

x −∞  −2  4  +∞ 

y’  + 0 − 0 +  

   3     

y        

     −2   

a. Xác định các điểm cực đại, điểm cực tiểu, giá trị cực đại, giá trị cực tiểu của hàm số đã cho.  

b. Xác định điểm cực đại, điểm cực tiểu của đồ thị hàm số đã cho. 

Câu 2. Cho hàm số y = fሺxሻ. Hàm số y = f ′ሺxሻ có đồ thị như 

hình vẽ. Xác định khoảng đồng biến và điểm cực tiểu của hàm số 

(nếu có). 

 

 

Câu 3. Cho hàm số y = fሺxሻ liên tục trên ℝ\ሼ1ሽ có bảng xét dấu đạo hàm f ′ሺxሻ như sau: 

x −∞  −1  1  2  3  +∞ 

y′  + 0 −   +   − 0 +  

Hàm số y = fሺxሻ có bao nhiêu điểm cực trị? 

Câu 4. Cho hàm số y = fሺxሻ liên tục trên ℝ. Xác định điểm cực trị của hàm số (nếu có), biết rằng: 

a. f ′ሺxሻ = ሺ3 − xሻሺx − 2ሻ2. b. f ′ሺxሻ = ሺ1 − xሻሺx2 − 4x + 3ሻሺx2 + 5x + 4ሻ. 

Câu 5. Xác định các điểm cực trị của các hàm số sau (nếu có): 

a. y = x3 − 3x2 + 3x − 1 b. y = −x3 − 3x + 2 c. y = −3x4 − 4x3 + 2 

d. y = x4 − 2x2 + 2  e. y =
x+2

2x+1
 f. y =

x2−2x+2

x−1
 

g. y = ξx2 + 3x h. y = ξ−x2 + 4x + 5 i. y = ξx + 2 + ξ1 − x 

 

  

Bài tập tự luyện 
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Dạng 2. Một số bài toán về cực trị của hàm số 

 

Cho hàm số y = fሺxሻ là hàm đa thức bậc ba hoặc bậc bốn. Khi đó :  

• Mሺx0; y0ሻ là điểm cực trị của đồ thị hàm số y = fሺxሻ  ⇔ {
fሺx0ሻ = y0
f ′ሺx0ሻ = 0

 

• Mሺx0; y0ሻ là điểm cực đại của đồ thị hàm số y = fሺxሻ  ⇔ {

fሺx0ሻ = y0
f ′ሺx0ሻ = 0

f″ሺx0ሻ < 0

 

• Mሺx0; y0ሻ là điểm cực tiểu của đồ thị hàm số y = fሺxሻ  ⇔ {

fሺx0ሻ = y0
f ′ሺx0ሻ = 0

f″ሺx0ሻ > 0

 

• Hàm số y = fሺxሻ đạt cực tiểu tại x0 ⇔ {
f ′ሺx0ሻ = 0

f″ሺx0ሻ > 0
 

• Hàm số y = fሺxሻ đạt cực đại tại x0 ⇔ {
f ′ሺx0ሻ = 0

f″ሺx0ሻ < 0
 

 

 

Lời giải 

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 

 

Lời giải  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

Xác định hàm số y = fሺxሻ = x3 + ax2 + b ሺa, b ∈ ℝሻ biết rằng đồ thị hàm số nhận điểm Aሺ−1; 3ሻ 

là điểm cực trị? 

Ví dụ 2.1 

Tìm tất cả các giá trị thực của m để hàm số fሺxሻ = −x3 +mx + 3 đạt cực đại tại x = 2. 

Ví dụ 2.2 
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Hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d ሺa, b, c, d ∈ ℝሻ 

• Có cực trị :  

Trường hợp 1 (hàm số có 1 điểm cực trị) :{
a = 0
b ≠ 0

 

Trường hợp 2(hàm số có 2 điểm cực trị bao gồm 1 cực đại và 1 cực tiểu) : 

{
a ≠ 0
b2 − 3ac > 0

 

• Không có cực trị :  

Trường hợp 1 : {
a = 0
b = 0

 Trường hợp 2 : {
a ≠ 0
b2 − 3ac ≤ 0

 

 

Hàm số y = ax4 + bx2 + c ሺa, b, c ∈ ℝሻ (hàm trùng phương) 

• Có 3 điểm cực trị : ab < 0   

• Có 1 điểm cực trị : 

Trường hợp 1 : {
a = 0
b ≠ 0

 Trường hợp 2 : {
a ≠ 0
ab ≥ 0

 

• Có 1 điểm cực đại, không có cực tiểu:  

Trường hợp 1 : {
a = 0
b < 0

 Trường hợp 2 : {
a < 0
b ≤ 0

  

• Có 1 điểm cực tiểu, không có cực đại :  

Trường hợp 1 : {
a = 0
b > 0

 Trường hợp 2 : {
a > 0
b ≥ 0

 

• Có 1 điểm cực đại và 2 điểm cực tiểu: {
a > 0
b < 0

 

• Có 2 diểm cực đại và 1 điểm cực tiểu: {
a < 0
b > 0

 

 

Hàm nhất biến y =
ax + b

cx + d
 ሺa, b, c, d ∈ ℝ; c2 + d2 > 0ሻ: Không có cực trị. 

 

Các hàm số khác có n điểm cực trị : đạo hàm có n nghiệm đơn phân biệt. 

 

 

Lời giải 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

Tìm tất cả các giá trị thực của m để hàm số y = ሺm − 2ሻx4 − 2ሺm2 − 9ሻx2 + 2m − 3 có ba điểm 

cực trị. 

Ví dụ 2.3 
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Lời giải 

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 
Hàm trùng phương có ba điểm cực trị ⇔ ab < 0 

Ba điểm cực trị của hàm trùng phương tạo thành Δ vuông cân ⇔ b3 + 8a = 0 

Ba điểm cực trị của hàm trùng phương tạo thành Δ đều ⇔  b3 + 24a = 0 

Ba điểm cực trị tạo thành tam giác cân tại A có góc BAĈ = φ⇔ b3 +
8a

tan2 ቀ
φ
2ቁ
= 0 

Diện tích tam giác tạo bởi ba điểm cực trị ∶ {

ab < 0

S = √−
b5

32a3
 

Ba điểm cực trị tạo thành tam giác ABC cân tại A, khi đó: 

Aሺ0; cሻ, B(−√−
b

2a
;−

Δ

4a
) , C(√−

b

2a
;−

Δ

4a
) ⇒ AB = AC = √

b4

16a2
−
b

2a
, BC = 2√−

b

2a
 

 

 

Lời giải 

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

 .....................................................................................................................................................................................................  

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số y = mx3 − ሺm+ 1ሻx2 + ቀ2m −
2

3
ቁ x + 1 có 

cực trị. 

Ví dụ 2.4 

Tìm tất cả các giá trị m sao cho đồ thị hàm số y = x4 + ሺm+ 1ሻx2 − 2m − 1 có ba điểm cực trị 

là ba đỉnh của một tam giác có một góc bằng 120°? 

Ví dụ 2.5 
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 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Lời giải 

Cách 1: Phương trình đường thẳng AB ∶  
x−xA

xB−xA
=

y−yA

yB−yA
 

Cách 2: Chia đa thức y = fሺxሻ cho y = f ′ሺxሻ ta được phần dư là y = ax + b là đường thẳng cần tìm 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Lời giải 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

 ..................................................................................................................................................................................................... 

Viết phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của hàm số y = −x3 + 3x2 − 1. 

Ví dụ 2.6 

Viết phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của hàm số y =
x2+4x+1

2−x
. 

Ví dụ 2.7 
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y = k1x + b1 ∥ y = k2x + b2 ⇔ {
k1 = k2
b1 ≠ b2

 

y = k1x + b1 ⊥ y = k2x + b2 ⇔ k1. k2 = −1 
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Xét phương trình ax2 + bx + c = 0 có hai nghiệm phân biệt x1, x2: 

x1 + x2 = S = −
b

a
;      P = x1x2 =

c

a
;    x1

2 + x2
2 = S2 − 2P 
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Tìm giá trị thực của tham số m để đường thẳng d: y = ሺ2m − 1ሻx + 3 +m vuông góc với đường 

thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 + 1. 

Ví dụ 2.8 

Tìm tất cả cả các giá trị của tham số m để y = x3 − 3x2 +mx − 1 đạt cực trị tại x1, x2 thỏa mãn 

x1
2 + x2

2 = 6 . 

Ví dụ 2.9 
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Số điểm cực trị của hàm số y = ȁfሺxሻȁ là tổng số cực trị của hàm số y = fሺxሻ và số nghiệm 

phương trình fሺxሻ = 0. 
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Cho hàm số y = fሺxሻ có đúng ba điểm cực trị là −2;−1; 0 và có đạo hàm liên tục trên . Khi đó 

hàm số y = fሺx2 − 2xሻ có bao nhiêu điểm cực trị? 

Ví dụ 2.10 

Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m để hàm số y = ȁ3x4 + 4x3 − 12x2 +mȁ có 7 điểm 

cực trị? 

Ví dụ 2.11 
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Câu 1. Xác định hàm số y = −x3 + ax + b ሺa, b ∈ ℝሻ biết rằng đồ thị hàm số nhận điểm Aሺ−1; 1ሻ 

là điểm cực tiểu? 

Câu 2. Xác định hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d ሺa, b, c, d ∈ ℝሻ biết rằng đồ thị hàm số có hai 

điểm cực trị là Mሺ0;−3ሻ và Nሺ3; 1ሻ. 

Câu 3. Tìm tất cả các giá trị thực của m để hàm số Hàm số y = x4 +mx2 + 3 đạt cực tiểu tại  

x = −1. 

Câu 4. Tìm tất cả các giá trị nguyên của m ∈ [−5; 5] để các hàm số sau thỏa mãn điều kiện: 

a. Hàm số y = x3 − 2x2 + ሺm+ 3ሻx − 1 có cực đại, cực tiểu. 

b. Hàm số y = x3 − 2x2 + ሺm+ 3ሻx − 1 không có cực trị. 

c. Hàm số y = x4 − ሺ2m − 1ሻx2 + 1 có 1 điểm cực trị. 

d. Hàm số y = −x4 + 6x2 +mx có ba điểm cực trị? 

Câu 5. Cho hàm số fሺxሻ có đạo hàm f ′ሺxሻ = ሺx + 1ሻሺx2 + 2mx + 5ሻ. Có tất cả bao nhiêu giá trị 

nguyên của m để hàm số fሺxሻ có đúng một điểm cực trị? 

Câu 6. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị của hàm số y = x4 + 2mx2 + 1 

có ba điểm cực trị: 

a. Tạo thành tam giác vuông cân. b. Tạo thành tam giác đều. 

c. Tạo thành tam giác có diện tích nhỏ hơn 1. 

Câu 7. Viết phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của hàm số y = −x3 + 3x + 1. 

Câu 8. Tìm tất cả các giá trị tham số m để  hai điểm cực đại và cực tiểu của đồ thị hàm số  

y = x3 − 2x +m và điểm Mሺ−3; 7ሻ thẳng hàng.  

Câu 9. Tìm giá trị thực của tham số m để đường thẳng y = ሺ2m − 1ሻx + 3 + m song song với 

đường thẳng đi qua các điểm cực trị của đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 + 1 

Bài tập tự luyện 
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Câu 10. Đồ thị hàm số y = x3 − 3x + 1 có 2 điểm cực trị là A và B, tính diện tích tam giác OAB? 

Cách 1: SOAB = √pሺp − OAሻሺp − OBሻሺp − ABሻ vơ i p =
OA + OB + AB

2
  ቀAB = √ሺxB − xAሻ

2 + ሺyB − yAሻ
2ቁ 

Cách 2: SOAB =
1

2
|xOA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . yOB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − xOB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . yOA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |  ቀvơ i OA

⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ሺxA − xO; y𝐴 − yOሻ; OB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ሺxB − xO; yB − yOሻቁ 

Câu 11. Xác định các giá trị tham số m thỏa mãn hàm số y = x3 + ሺm− 1ሻx2 + ሺ2m + 1ሻx + 2 có 

hai điểm cực trị x1 và x2 thỏa mãn 3ሺx1
2 + x2

2ሻ + x1x2 = 7 ? 

Câu 12. Cho hàm số y =
1

3
mx3 − ሺm− 1ሻx2 + 3ሺm − 2ሻx + 2 với m là tham số. Tìm tất cả các giá 

trị của m để hàm số có hai điểm cực trị x1; x2 thỏa mãn x1 + 2x2 = 1? 

Câu 13. Cho hàm số y = fሺxሻ, đồ thị của hàm số y = f ′ሺxሻ như 

hình bên. Hàm số gሺxሻ = fሺx2ሻ có bao nhiêu điểm cực trị? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Bài 3 GIÁ TRỊ LỚN NHẤT – GIÁ TRỊ NHỎ 

NHẤT CỦA HÀM SỐ 

 

Định nghĩa: Cho hàm số xác định trên D 

• Số M được gọi là giá trị lớn nhất (GTLN) của hàm số y = fሺxሻ trên D nếu 

{
fሺxሻ ≤ M;∀x ∈ D
∃xo ∈ D: fሺxoሻ = M

, ta kí hiệu M = max
x∈D

 fሺxሻ 

Chú ý: Nếu fሺxሻ ≤ M;∀x ∈ D thì ta chưa thể suy ra M = max
x∈D

 fሺxሻ 

• Số m được gọi là giá trị nhỏ nhất (GTNN) của hàm số y = fሺxሻ trên D nếu 

{
fሺxሻ ≥ M;∀x ∈ D
∃xo ∈ D: fሺxoሻ = M

, ta kí hiệu M = min fሺxሻ
x∈D

 

Chú ý: Nếu fሺxሻ ≥ M;∀x ∈ D thì ta chưa thể suy ra M = min
x∈D
 fሺxሻ 

TRỌNG TÂM 
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Dạng 1. Xác định giá trị lớn nhất – giá trị nhỏ nhất của hàm số 

 

Lời giải 
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Câu 1. Xác định giá trị giá trị nhỏ nhất của các hàm số sau : 

a.  fሺxሻ = x +
4

x
   ሺx > 0ሻ. b. fሺxሻ = ȁxȁ 

c. fሺxሻ = x3 − 6x + 5 trên [−4; 15]. d. fሺxሻ =
x+1

x−2
 trên [−3; 1]. 

Câu 2. Xác định giá trị lớn nhất các của hàm số sau : 

a. fሺxሻ =
4

1+x2
 b.  fሺxሻ =

x2+x−2

x−2
 trên ሺ−∞;2ሻ. 

c. fሺxሻ = ξ−x2 + 5x − 4  d.  fሺxሻ = ξx − 1 + ξ3 − x 

Xác định giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số fሺxሻ = x3 − 8x2 + 16x − 9 trên ሺ1;+∞ሻ 

(nếu có)? 

Ví dụ 1.1 

Xác định giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số fሺxሻ = x3 − 8x2 + 16x − 9 trên [1; 3] 

(nếu có)? 

Ví dụ 1.2 

Bài tập tự luyện 
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Dạng 2. Một số bài toán liên quan đến giá trị nhỏ nhất – giá trị lớn nhất của 

hàm số 

 

Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

Một chất điểm chuyển động theo quy luật s = 6t2 − t3 ሺsሺmሻ; t > 0ሻ, vận tốc v ሺm/sሻ của chuyển 

động đạt giá trị lớn nhất tại thời điểm t ሺsሻ bằng bao nhiêu? 

Ví dụ 2.1 

Tìm tất cả các giá trị của tham số m sao cho hàm số fሺxሻ =
x+m

x−1
 thỏa mãn min

[2;4]
fሺxሻ = 3? 

Ví dụ 2.2 
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Tìm tất cả các giá trị của tham số m để giá trị nhỏ nhất của hàm số y = −x3 − 3x2 +m trên 

đoạn [−1; 1] bằng 0. 

Ví dụ 2.3 

Tìm tất cả các giá trị của tham số thực m sao cho giá trị lớn nhất của hàm số fሺxሻ = ȁx3 − 3x +mȁ 

trên đoạn [0; 2] bằng 3? 

Ví dụ 2.4 
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Câu 1. Trong số các hình chữ nhật có cùng diện tích 48 m2, hình chữ nhật có chu vi nhỏ nhất 

bằng bao nhiêu? 

Câu 2. Trong số các hình chữ nhật có cùng chu vi 16 cm, hình chữ nhật có diện tích lớn nhất 

bằng bao nhiêu? 

Câu 3. Một hợp tác xã nuôi cá thí nghiệm trong hồ. Người ta thấy rằng nếu trên mỗi đơn vị diện 

tích của mặt hồ có n con cá thì trung bình mỗi con cá sau một vụ cân nặng Pሺnሻ = 480 − 20n (gam). 

Hỏi phải thả bao nhiêu cá trên một đơn vị diện tích của mặt hồ để sau một vụ thu hoạch được nhiều 

gam cá nhất? 

Câu 4. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để giá trị lớn nhất của hàm số fሺxሻ =
2x+m

x+1
 trên [0; 2] 

bằng 1. 

Câu 5. Tìm tất cả các giá trị của tham số thực m sao cho hàm số y =
x+m

x+1
 thỏa mãn  

min
[2;4]

 y + max
[2;4]

 y = 3? 

Câu 7. Xác định giá trị tham số m để hàm số y = x + m+ ξ1 − x2 có giá trị lớn nhất bằng 2ξ2. 

Câu 8. Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho giá trị lớn nhất của hàm số 

fሺxሻ = ȁx3 − 3x +mȁ trên đoạn [0; 3] bằng 16. Tính tổng tất cả các phần tử của S? 

Bài tập tự luyện 
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Dạng 1. Xác định tiệm cận dựa vào BBT, đồ thị 
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Bài 4 ĐƯỜNG TIỆM CẬN CỦA HÀM SỐ 

1. Tiệm cận ngang : Cho hàm số 𝑦 = fሺxሻ xác định trên một khoảng vô hạn là khoảng dạng 

ሺ𝑎;+∞ሻ, ሺ−∞; 𝑏ሻ hoặc ሺ−∞;+∞ሻ. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang y = y0 khi thỏa ít nhất 1 

trong các điều kiện sau: 

lim
x→+∞

fሺxሻ = y0 hoặc lim
x→−∞

fሺxሻ = y0 

2. Tiệm cận đứng : Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng x = x0 khi thỏa ít nhất 1 trong các điều 

kiện sau: 

lim
x→x0+

fሺxሻ = +∞  lim
x→x0−

fሺxሻ = −∞ 

lim
x→x0+

fሺxሻ = −∞  lim
x→x0−

fሺxሻ = +∞ 

3. Lưu ý: Hàm nhất biến y =
ax+b

cx+d
 luôn có 2 tiệm cận  

Tiệm cận đứng x = −
d

c
                   Tiệm cận ngang y =

a

c
  

TRỌNG TÂM 

Xác định các đường tiệm cận của hàm số y = fሺxሻ có bảng biến thiên sau? 

 

Ví dụ 1.1 
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Câu 1. Cho hàm số y = fሺxሻ có bảng biến thiên sau, xác định các đường tiệm cận của hàm số  
y = fሺxሻ? 

a. 

 

b. 

 
 

Dạng 2. Xác định tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của hàm số 
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Bài tập tự luyện 

Xác định đường tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của các đồ thị hàm số  

a. y =
2x−3

x−1
  b. y =

2x−3

x−1
 

Ví dụ 2.1 

Các đồ thị hàm số sau có bao nhiêu đường tiệm cận? 

a. y =
x2−1

x2−3x−4
  b. y =

ξ1−x2

x−2
 

Ví dụ 2.2 
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Câu 1. Xác định các đường tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của các hàm số (nếu có) 

a.  y =
x−1

3−x
 b  y =

2x2−x+1

2x−3
 c.  y =

x2−9

x2+6x+9
 d.  y =

7

x
− 1 

e.  y =
ξ4−x2

x2−3x−4
 f.  y =

ξ3−x

x+2
 g. y = x − ξx2 − 2x + 2 h. y =

ξx−1+1

x2−4x−5
 

 

Dạng 3. Một số bài toán liên quan đến đường tiệm cận của hàm số 
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 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 

 

Câu 1. Xác định tất cả các giá trị tham số m để đường tiệm cận ngang của hàm số y =
mx+2

x+m
 đi 

qua điểm Aሺ1;−2ሻ. 

Câu 2. Xác định tất cả các giá trị tham số m để đồ thị hàm số y =
2x2−3x+m

x−m
 không có tiệm cận 

đứng. 

Câu 3. Xác định tất cả các giá trị tham số m để đồ thị hàm số y =
x−1

x2+2ሺm−1ሻx+m2−2 
 có đúng 2 tiệm 

cận đứng. 

Bài tập tự luyện 

Xác định tất cả các giá trị tham số m để đường tiệm cận đứng của hàm số y =
mx+2

x+m
 đi qua điểm 

Aሺ1;−2ሻ? 

Ví dụ 3.1 

Xác định m để đồ thị hàm số y =
x−m

mx−1
 không có tiệm cận đứng. 

Ví dụ 3.2 

Bài tập tự luyện 
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Dạng 1. Đồ thị hàm số bậc ba 𝐲 = 𝐚𝐱𝟑 + 𝐛𝐱𝟐 + 𝐜𝐱 + 𝐝 ሺ𝐚 ≠ 𝟎ሻ 

 a > 0 a < 0 

Δy′ > 0 

  

Δy′ = 0 

  

Δy′ < 0 

  

 

Khảo sát dấu của các hệ số a, b, c và d. 

a
ሺNét cuối đồ thịሻ

⟨
đi lên

         
→    a > 0

đi xuống
         
→    a < 0

 

b
൬Tâm đối xứng x =−

b
3a
൰

⟨

lệch phải Oy
         
→    b trái dấu a

lệch trái Oy
         
→    b cùng dấu a

thuộc Oy
         
→    b = 0

 

c
ሺVị trí 2 điểm cực trịሻ

⟨

nằm 2 phía Oy
         
→    c trái dấu với a

nằm cùng phía Oy
         
→    c cùng dấu với a

1 cực trị thuộc Oy
         
→    c = 0

không có cực trị
         
→    [

c cùng dấu với a
c = b = 0

 

d
ሺGiao điểm với Oyሻ

⟨

trên O
         
→    d > 0

dưới O
         
→    d < 0

qua O
         
→    d = 0

 

Bài 5 ĐỒ THỊ HÀM SỐ 
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Lời giải 

Đồ thị hàm số có dạng y = ax3 + bx2 + cx + d ሺa < 0ሻ  

Dấu của b: b > 0  vì: ....................................................................................................................................................  

Dấu của c: c > 0  vì: ....................................................................................................................................................  

Dấu của d: d = 0  vì: ....................................................................................................................................................  

 

 

Lời giải 

Đồ thị hàm số có dạng y = ax3 + bx2 + cx + d ሺa > 0ሻ  

Dấu của b:  ................. vì: ....................................................................................................................................................  

Dấu của c: ..................  vì: ....................................................................................................................................................  

Dấu của d: .................  vì: ....................................................................................................................................................  

 

 

Lời giải 

Đồ thị hàm số có dạng y = ax3 + bx2 + cx + d ሺa < 0ሻ  

Dấu của b:  ................. vì: ....................................................................................................................................................  

Dấu của c: ..................  vì: ....................................................................................................................................................  

Dấu của d: .................  vì: ....................................................................................................................................................  

 .................................................................................................................................................................................................  

 .................................................................................................................................................................................................  

Đường cong bên là đồ thị của hàm số nào sau đây?  

A. y = x3 − 3x

B. y = −x3 + 3x − 1.  

C. y = −x3 − 3x. 

D. y = −x3 + 3x. 
 

Ví dụ 1.1 

Đường cong bên là đồ thị của hàm số nào sau đây?  

A. y = −x3 − 3x2 − 4.  

B. y = −x3 + 3x2 − 4.  

C. y = x3 + 3x2 − 4.  

D. y = −x3 + x2 − 4. 

Ví dụ 1.3 

Đường cong bên là đồ thị của hàm số nào sau đây?  

A. y = x3 − 3x + 1.  

B. y = −x3 + 3x2 + 1.  

C. y = −x3 − 3x2 − 1.  

D. y = x3 − 3x2 + 3x + 1. 

Ví dụ 1.2 
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Lời giải 

Đồ thị hàm số có dạng y = ax3 + bx2 + cx + d ሺa < 0ሻ  

Dấu của b: .................. vì: ....................................................................................................................................................  

Dấu của c: ..................  vì: ....................................................................................................................................................  

Dấu của d: .................  vì: ....................................................................................................................................................  

 

 

Lời giải 

Đồ thị hàm số có dạng y = ax3 + bx2 + cx + d ሺa < 0ሻ  

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Câu 1. Cho hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d ሺa, b, c, d ∈ ℝሻ có đồ thị là đường cong trong hình sau. 

Có bao nhiêu số dương trong các hệ số a, b, c, d? 

a.  b.  

  

Bài tập tự luyện 

Bảng biến thiên bên là bảng biến thiên của hàm số nào sau đây?  

A. y = x3 − 3x + 1.  

B. y = −x3 + 3x2 − 3x. 

C. y = −x3 + 3x2 + 3x.   

D. y = x3 − 3x2 + 3x + 1. 

Ví dụ 1.5 

Bảng biến thiên bên là bảng biến thiên của hàm số  

nào sau đây?  

A. y = x3 + 3x2 − 1. B. y = x3 − 3x2 − 1. 

C. y = −x3 − 3x2 − 1. D. y = −x3 + 3x2 − 1. 

Ví dụ 1.4 
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Câu 2. Cho hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d ሺa, b, c, d ∈ ℝሻ có bảng biến thiên như sau. Có bao nhiêu 

số dương trong các hệ số a, b, c, d? 

x −∞  0  2  +∞ 

y′  − 0 + 0 −  

 +∞    3   

y        

   −1    −∞ 

Câu 3. Cho hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d ሺa, b, c, d ∈ ℝሻ có bảng biến thiên như sau. Có bao nhiêu 

số dương trong các hệ số a, b, c, d? 

x −∞  −2  0  +∞ 

y′  − 0 + 0 −  

 +∞    4   

y        

   0    −∞ 

BT 4. Cho hàm số y = ax3 + bx2 + cx − 1 ሺa, b, c, d ∈ ℝሻ có bảng biến thiên như sau. Có bao nhiêu 

số dương trong các hệ số a, b, c? 

x −∞  −3  1  +∞ 

y′  + 0 − 0 +  

   1    +∞ 

y        

 −∞    −3   

 

Dạng 2. Đồ thị hàm số trùng phương 𝐲 = 𝐚𝐱𝟒 + 𝐛𝐱𝟐 + 𝐜 ሺ𝐚 ≠ 𝟎ሻ 

 a > 0 a < 0 

b trái dấu a 

  

b cùng dấu a 

hoặc b = 0 
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Khảo sát dấu của các hệ số a, b, c và d. 

a
ሺNét cuối đồ thịሻ

⟨
đi lên

         
→    a > 0

đi xuống
         
→    a < 0

 

b
ሺSố điểm cực trịሻ

⟨
3 điểm cực trị

         
→    b trái dấu a

1 điểm cực trị
         
→    [

b = 0
b cùng dấu a

 

c
ሺGiao điểm với Oyሻ

⟨

trên O
         
→    c > 0

dưới O
         
→    c < 0

qua O
         
→    c = 0

 

 

 

Lời giải 

Đồ thị hàm số có dạng y = ax4 + bx2 + c ሺa < 0ሻ  

Dấu của b: .................. vì: ....................................................................................................................................................  

Dấu của c: ..................  vì: ....................................................................................................................................................  

 

 

Lời giải 

Đồ thị hàm số có dạng y = ax4 + bx2 + c ሺa < 0ሻ  

Dấu của b: .................. vì: ....................................................................................................................................................  

Dấu của c: ..................  vì: ....................................................................................................................................................  

 

Đường cong bên là đồ thị của hàm số nào sau đây? 

A. y = −x4 + 2x2. B. y = x4 − 2x2. 

C. y = −x4 + 4x2 + 1. D. y = −x3 + 3x2. 

Ví dụ 2.2 

Đường cong bên là đồ thị của hàm số nào sau đây?  

A. y = x4 − 3x2 + 1. B. y = −x4 + 2x2 + 1. 

C. y = −x4 − 4x2 + 1. D. y = x4 − 2x2 + 1. 

 

Ví dụ 2.1 
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Lời giải 

Đồ thị hàm số có dạng y = ax4 + bx2 + c ሺa > 0ሻ  

Dấu của b: .................. vì: ....................................................................................................................................................  

Dấu của c: ..................  vì: ....................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 

Dạng 3. Đồ thị hàm số nhất biến 

Hàm số nhất biến có dạng y =
ax + b

cx + d
, ሺab − bc ≠ 0ሻ,   y′ =

ad − bc

ሺcx + dሻ2
  

Tiệm cận đứng: x = −
d

c
. 

Tiệm cận ngang: y =
a

c
. 

Tâm đối xứng: I ൬−
d

c
;
a

c
൰. 

ad − bc > 0 ad − bc < 0 

  

Tính đơn điệu (tăng, giảm) của hàm số:  

o ad − bc > 0 thì đồ thị hàm số đồng biến trên từng khoảng xác định. 

o ad − bc < 0 thì đồ thị hàm số nghịch biến trên từng khoảng xác định. 

Giao điểm với trục tung Oy: x = 0, y =
b

d
. 

Giao điểm với trục hoành Ox: x = −
b

a
, y = 0. 

Đường cong bên là đồ thị của hàm số nào sau đây? 

A. y = −x4 − 2x2 + 2. B. y = x4 − 2x2 + 2. 

C. y = 2x4 − 4x2 + 1. D. y = x4 − 2x2 − 2. 

 

Ví dụ 2.3 
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Lời giải 

Đồ thị hàm số có dạng y =
ax + b

cx + d
 

Tiệm cận đứng: .............................. ⇒ Loại đáp án ……… 

Tiệm cận ngang: ............................  ⇒ Loại đáp án ……… 

Giao điểm với trục tung: {
x = 0
y =. . . . . .

. Thử từng đáp án ta chọn đáp án ……… 

 

 

Lời giải 

Đồ thị hàm số có dạng y =
ax + b

cx + d
 

Tiệm cận đứng: .............................. ⇒ Loại đáp án ……… 

Tiệm cận ngang: ............................  ⇒ Loại đáp án ……… 

Giao điểm với trục tung: {
x = 0
y =. . . . . .

. Thử từng đáp án ta chọn đáp án ……… 

 

 

 

Đường cong bên là đồ thị của hàm số nào sau đây? 

𝐀. y =
2x−5

x−1
 𝐁. y =

2x+5

x+1
. 

𝐂. y =
x+1

x+1
 𝐃. y =

2x+1

x+1
. 

 

 

Ví dụ 3.1 

Đường cong bên là đồ thị của hàm số nào dưới đây?  

A. y =
2x+3

x−1
. B. y =

x−3

x−1
. 

C. y =
x−3

x−2
. D. y =

2x−3

x−1
. 

 

Ví dụ 3.2 

Xác định a, b để hàm số y =
ax−1

x+b
 có đồ thị như hình vẽ bên.  

Chọn đáp án đúng? 

A. a = 1, b = −1. B. a = 1, b = 1. 

C. a = −1, b = 1. D. a = −1, b = −1. 

 

Ví dụ 3.3 
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Lời giải 

Nhận xét về đồ thị: 

Tiệm cận đứng: ..............................  

Tiệm cận ngang:  ...........................  

Mặt khác xét hàm số y =
ax − 1

x + b
 có tiệm cận đứng x =. . . . . . . . . va  y =. . . . . . . …. 

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 

Dạng 4. Một số điểm đặc biệt của hàm số 

Xét hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d ሺa ≠ 0ሻ. Tâm đối xứng của đồ thị hàm số là nghiệm của 

phương trình: y′′ = 0 

Hàm số nhất biến có dạng y =
ax + b

cx + d
, ሺab − bc ≠ 0ሻ có tâm đối xứng: I ൬−

d

c
;
a

c
൰. 

 

 

Lời giải 

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 

 

Lời giải 

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

Xác định tâm đối xứng của các hàm số sau:    a. y = x3 − 3x2 + x − 1.               b. y =
x − 1

2 − x
. 

Ví dụ 4.1 

Xác định tất cả các điểm có tọa độ nguyên của các đồ thị hàm số: y =
x + 1

1 − 2x
 

Ví dụ 4.2 
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 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Câu 1.  Xác định tâm đối xứng của hàm số sau: 

a. y = −x3 + 3x. b. y =
2x+1

x−1
. 

Câu 2. Tìm tất cả các điểm có tọa độ nguyên của các hàm số: 

a. y =
3x−1

x+1
 b. y =

x2−2x+3

x+1
 c. y =

x+1

2x−1
 

Câu 3. Xác định các điểm cố định của đồ thị hàm số : 

a. y = x3 +mx2 −m− 1 b. y = y = x4 +mx2 −m− 1  

c. y =
ሺm − 1ሻx + m + 2

x +m+ 2
 

Xác định các điểm cố định của đồ thị hàm số ሺCሻ: y = x3 − ሺm+ 1ሻx2 − ሺ2m2 − 3m + 2ሻx +

4m2 − 2m (nếu có)? 

Ví dụ 4.3 

Bài tập tự luyện 
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Dạng 1. Bài toán tương giao cơ bản 

 

Nghiệm của phương trình afሺxሻ + b = 0 là số giao điểm của đường thẳng y = −
b

a
 với đồ thị 

hàm số y = fሺxሻ 

 

 

Lời giải 

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 
Cho hai đồ thị hàm số y = fሺxሻ và y = gሺxሻ. 

Bước 1. Giải phương trình hoành độ giao điểm fሺxሻ = gሺxሻ. 

Bước 2. Tìm 

Số giao điểm? Hoành độ giao điểm? Tung độ giao điểm? 

Bài 6 TƯƠNG GIAO CỦA HAI ĐỒ THỊ HÀM SỐ 

Cho hàm số y = fሺxሻ có đồ thị như hình bên. Xác định số nghiệm của các phương trình 

a. fሺxሻ − 3 = 0 

b. 1 − fሺxሻ = 2 

c. 2fሺxሻ − 4 = 0 

d. f2ሺxሻ − 4fሺxሻ + 3 = 0 

 

 

 

Ví dụ 1.1 
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Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

Xác định tọa độ giao điểm của các hàm số sau: 

a. y = x4 + 6x2 + 5 và trục hoành. b. y = x3 + x2 + 2x và y = x2 + 5x. 

c. y = −x4 + 4x2 + 5 và trục tung. d. y =
2x+1

x−1
 và y = 3x − 1. 

Ví dụ 1.2 



 BÀI 6 – TƯƠNG GIAO GIỮA HAI ĐỒ THỊ HÀM SỐ  

 

 

 Trang 44 

 

 

Câu 1. Ha m so  y = fሺxሻ co  đo  thi  như hì nh vẽ . Phương trì nh 

3fሺxሻ + 2 = 0 có bao nhiêu nghiệm? 

 

 

 

 

Câu 2. Ha m so  y = fሺxሻ co  ba ng biẽ n thiẽ n như hì nh 

bẽ n. Phương trì nh 2fሺxሻ + 7 = 0 có bao nhiêu nghiệm? 

 

 

 

Câu 3.  Xa c đi nh so  giao điẽ m cu a ca c đo  thi  ha m so : 

a. y = x3 − x2 + 1 va  y = x2 + 1 b. y = x4 − 3x2 va  đươ ng tha ng y = 2 la  

Câu 4. Go i M, N la  giao điẽ m cu a đươ ng tha ng y = x + 1 va  đươ ng cong y =
2x+4

x−1
. Khi đo  hoa nh 

đo   xI cu a trung điẽ m I cu a đoa n MN ba ng bao nhiẽ u? Hướng dẫn: xI =
xA+xB

2
 

Câu 5.  Tọa độ giao điểm của đồ thị hàm số y = x − 1 cắt đồ thị hàm số y =
2x−1

x+1
 tại hai điểm 

phân biệt A và B. Xác định độ dài đoạn thẳng AB? 

Hướng dẫn 

Phương trình hoành độ giao điểm: x − 1 =
2x − 1

x + 1
⇔ [

x =. . . . . . , y =. . . . . .
x =. . . . . . , y =. . . . . .

 

Tọa độ giao điểm Aሺ    ;    ሻ và Bሺ    ;    ሻ.  

Khi đó độ dài đoạn thẳng AB bằng: AB = √ሺxB − xAሻ2 + ሺyB − yAሻ2 

Câu 6. Biết hai đồ thị hàm số y = −x2 + x và y = x3 + x2 − 2 cắt nhau tại ba điểm A, B và C. Tính 

diện tích tam giác ABC? 

Hướng dẫn 

Phương trình hoành độ giao điểm: − x2 + x = x3 + x2 − 2 ⇔ [
x =. . . . . . , y =. . . . . .
x =. . . . . . , y =. . . . . .
x =. . . . . . , y =. . . . . .

 

Tọa độ giao điểm Aሺ    ;    ሻ, Bሺ    ;    ሻ và Cሺ    ;    ሻ. 

AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ሺxB − xA; yB − yAሻ AC⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ሺxC − xA; yC − yAሻ 

Khi đo  diẽ  n tì ch tam gia c ABC đươ c tì nh theo co ng thư c: SABC =
1

2
|xAB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . yAC⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − yAB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . xAC⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| 

 
 

  

Bài tập tự luyện 
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Dạng 2. Bài toán chứa tham số m 

 

Lời giải 
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Điều kiện cần để phương trình bậc ba có 3 nghiệm tạo thành cấp số cộng/ cấp số nhân: 

Xét phương trình ax3 + bx2 + cx + d = 0   ሺa ≠ 0ሻ ሺ∗ሻ 

ሺ∗ሻ có ba nghiệm tạo thành cấp số cộng ⇒  ሺ∗ሻ có nghiệm x = −
b

3a
 

ሺ∗ሻ có ba nghiệm tạo thành cấp số nhân ⇒  ሺ∗ሻ có nghiệm x = √−
d

a

3

 

Cho hàm số y = fሺxሻ có bảng biến thiên như sau. Tìm tất 

cả các giá trị của tham số m để phương trình  

fሺxሻ + 1 = m có đúng hai nghiệm? 
 

 

Ví dụ 2.1 

Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 + 1 cắt đường thẳng  

y = m tại ba điểm phân biệt? 

Ví dụ 2.2 
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Thay vào ሺ∗ሻ, giải phương trình thu được ta tìm được giá trị tham số m. 

Điều kiện đủ để phương trình bậc ba có 3 nghiệm tạo thành cấp số cộng/ cấp số nhân: 

Với m thu được ở trên, thay ngược lại vào phương trình ሺ∗ሻ nếu tìm được 3 nghiệm x thì nhận 

giá trị m thu được (nếu chỉ tìm được 1 nghiệm x thì loại). 

 

 

Lời giải 
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Xét phương trình ax2 + bx + c = 0 có hai nghiệm phân biệt x1, x2.  

Áp dụng định lý Vi –  et ta có:  x1 + x2 = S = −
b

a
;      P = x1x2 =

c

a
;    x1

2 + x2
2 = S2 − 2P 

 

Xét hàm số fሺxሻ = √ax2 + bx + c  ሺa > 0ሻ. Khi đó min fሺxሻ = √−
Δ

4a
⇔ x = −

b

2a
 

ሺΔ = b2 − 4acሻ 
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Xác định tất cả các giá trị của tham số m để phương trình x3 − 6mx + 5 − 5m2 = 0 có 3 nghiệm 

phân biệt lập thành cấp số cộng? 

Ví dụ 2.3 

Cho hàm số y =
x+3

x+1
 có đồ thị ሺCሻ. Biết rằng. Biết rằng đường thẳng y = 2x + m (m là tham số) 

cắt ሺCሻ tại hai điểm phân biệt M và N. Độ dài ngắn nhất của MN bằng bao nhiêu? 

Ví dụ 2.4 
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Câu 1. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để phương trình x4 − 2x2 − 1 −m = 0 có 4 nghiệm 

phân biệt? 

Câu 2. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số y =
x−3

x+1
 cắt đường thẳng y =

x + 2m. 

Câu 3. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 cắt đường thẳng 

y = m tại ba điểm phân biệt. 

Câu 4. Để đường thẳng d: y = x − m + 2 cắt đồ thị hàm số y =
2x

x−1
 ሺCሻ tại hai điểm phân biệt A 

và B  sao cho độ dài AB ngắn nhất thì giá trị của m thuộc khoảng nào? 

A. m ∈ ሺ−4;−2ሻ B. m ∈ ሺ2; 4ሻ C. m ∈ ሺ−2; 0ሻ D. m ∈ ሺ0; 2ሻ 

Câu 5. Cho hàm số y = x3 − 3mx2 + 2m. Có bao nhiêu giá trị của tham số thực m m để đồ thị 

hàm số cắt trục hoành tại ba điểm phân biệt có hoành độ lập thành cấp số cộng? 

Câu 6. Có bao nhiêu giá trị của m để đồ thị hàm số y = −2x3 − 3m2x2 + ሺm3 + 2mሻx + 2 cắt 

trục hoành tại ba điểm phân biệt có hoành độ là ba số hạng liên tiếp của một cấp số nhân? 

Bài tập tự luyện 
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C
h

ư
ơ

n
g

 

2 HÀM SỐ LŨY THỪA 

HÀM SỐ MŨ – HÀM SỐ LÔGARIT 

Bài 1 LŨY THỪA 

 

Lũy thừa Điều kiện cơ số 𝐚 Điều kiện số mũ 𝛂 

an = a. a. . . a (n thừa số a) a ∈ ℝ n ∈ ℕ∗ 

a0 = 1 a ≠ 0  

a−n =
1

an
 a ≠ 0 n ∈ ℕ∗ 

aα = a
m

n = ξam
n

 ቀξa
n
= a

1

nቁ a > 0 m ∈ ℤ, n ∈ ℕ∗ 

aα = lim arn  a > 0 α = lim rn ሺrn ∈ ℚ, n ∈ ℕ
∗ሻ 

 

Giả thuyết rằng mỗi biểu thức được xét đều có nghĩa: 

am. an = am+n 
am

an
= am−n ሺamሻn = am.n  

ሺabሻm = am. bm ቀ
a

b
ቁ
m

=
am

bm
 ቀ

a

b
ቁ
−m

= ൬
b

a
൰
m

 

ξan
n

= {
a nếu n lẻ
ȁaȁ nếu n chẵn

 ට ξa
mn

= ξa
m.n

 

 

• Nếu a > 1 thì am > an ⇔m > n; 

Nếu 0 < a < 1 thì am > an ⇔m < n. 

• Với mọi 0 < a < b, ta có:  

am < bm ⇔ m > 0;             am > bm ⇔ m < 0. 

• Chú ý : 

o Các tính chất trên đúng trong trường hợp số mũ nguyên hoặc không nguyên. 

o Khi xét lũy thừa với số mũ 0 và số mũ nguyên âm thì cơ số a phải khác 0. 

o Khi xét lũy thừa với số mũ không nguyên thì cơ số a phải dương. 

TRỌNG TÂM 
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Dạng 1. Rút gọn, biến đổi, tính toán các biểu thức lũy thừa 

 

 

 

 

 

Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

Cho a > 0,m, n ∈ ℝ. Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. am + an = am+n. B. am. an = am−n. C. ሺamሻn = ሺanሻm. D. 
am

an
= an−m. 

Ví dụ 1.1 

Với a > 0, b > 0, α, β là các số thực bất kì, đẳng thức nào sau đây sai? 

A. 
aα

aβ
= aα−β. B. aα. aβ = aα+β. C. 

aα

bβ
= ቀ

a

b
ቁ
α−β

. D. aα. bα = ሺabሻα. 

Ví dụ 1.2 

Cho x, y > 0 và α, β ∈ ℝ. Tìm đẳng thức sai dưới đây. 

A. ሺxyሻα = xα. yα. B. xα + yα = ሺx + yሻα. C. ሺxαሻβ = xαβ. D. xα. xβ = xα+β. 

Ví dụ 1.3 

Cho các số thực a, b,m, n ሺa, b > 0ሻ. Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. 
am

an
= ξam

n
. B. ሺamሻn = am+n. C. ሺa + bሻm = am + bm. D. am. an = am+n. 

Ví dụ 1.4 

Tính giá trị các biểu thức sau: 

A = ቀ
1

3
ቁ
−10

. 27−3 + ሺ0,2ሻ−4. 25−2 B = ሺ0,04ሻ−1,5 − ሺ0,125ሻ−
2

3 

C = 144
3

4: 3
3

2 D = 9
2

5. 27
2

5 

Ví dụ 1.5 
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Sử dụng máy tính đưa A về dạng lũy thừa của B. Ta bấm máy như sau:  

logBሺAሻ = m ⇒ A = B
m  

 

Sử dụng máy tính : cho a = 5 , khi đó ξa
3
: a

1

6 = ξ5
3
: 5

1

6 

 

⇒ ξ5
3
: 5
1
6 = 5

1
6 ⇒ ξa

3
: a
1
6 = a

1
6 
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 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

Đưa các biểu thức về về dạng lũy thừa với số mũ hữu tỷ ሺa > 0ሻ. 

A = ξa
3
: a

1

6  B = √a. ξa2
3

  

Ví dụ 1.6 

Viết biểu thức 
ට2 ξ4

3

160,75
 về dạng lũy thừa 2m, tìm giá trị m? 

Ví dụ 1.7 
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 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Câu 1. Rút gọn biểu thức Q = b
5

3: ξb
3

 với b > 0. 

A. Q = b−
4

3 B. Q = b
4

3 C. Q = b
5

9 D. Q = b2 

Câu 2. Rút gọn biểu thức P = x
1

3. ξx
6

 với x > 0. 

A. P = ξx B. P = x
1

8 C. P = x
2

9 D. P = x2 

Câu 3. Cho a là số thực dương. Giá trị rút gọn của biểu thức P = a
4

3. ξa bằng 

A. a
7

3. B. a
5

6. C. a
11

6 . D. a
10

3 . 

Câu 4. Cho biểu thức P = ටx. √x2. ξx3
34

, với x > 0. Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. P = x
2

3 B. P = x
1

2 C. P = x
13

24 D. P = x
1

4 

Câu 5. Cho hai số thực dương a, b. Rút gọn biểu thức A =
a
1
3ξb+b

1
3ξa

ξa
6
+ ξb
6  ta thu được A = am. bn. Tích 

của m. n là 

A. 
1

8
 B. 

1

21
 C. 

1

9
 D. 

1

18
 

 
  

Viết biểu thức √
b

a
ට
a

b

35

, ሺa, b > 0ሻ về dạng lũy thừa ቀ
a

b
ቁ
m

 ta được m có giá trị bằng bao nhiêu? 

Ví dụ 1.8 

Bài tập tự luyện 
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Dạng 2. So sánh 2 lũy thừa 

 

Với mọi số a > 0, ta có: am > an ⇔ [
Trường hợp 1: {

a > 1
m > n

Trường hợp 2: {
0 < a < 1
m < n
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Câu 1. Kết luận nào đúng về số thực a nếu aξ2 > aξ3. 

A. a < 1 B. a > 1 C. 0 < a < 1 D. a > 2 

Câu 2. Cho ൫2 + ξ3൯
m
< ൫7 − 4ξ3൯

m+3
. Khi đó: 

A. m > 0. B. m < −2. C. m < 2. D. m > −2. 

Kết luận nào đúng về số thực a nếu ሺa − 1ሻ−
2

3 < ሺa − 1ሻ−
1

3. 

A. a > 2. B. a > 0. C. a > 1. D. 1 < a < 2. 

Ví dụ 2.1 

Cho ൫ξ2 − 1൯
m
< ൫ξ2 − 1൯

n
. Khi đó 

A. m = n. B. m < n. C. m > n. D. m ≠ n. 

Ví dụ 2.2 

Bài tập tự luyện 
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Bài 2 HÀM SỐ LŨY THỪA 

 

Hàm số lũy thừa Tập xác định 

y = [fሺxሻ]α với α ∈ ℝ. 

Với α nguyên dương: D = ℝ. 

Với α nguyên âm hoặc bằng 0: fሺxሻ ≠ 0. 

Với α không nguyên: fሺxሻ > 0. 

 

Tính chất của hàm số lũy thừa y = xα trên khoảng ሺ0;+∞ሻ 

 α > 0 α < 0 

Đạo hàm y′ = αxα−1 

Chiều biến thiên 

y′ = αxα−1 > 0 ∀x ∈ ሺ0;+∞ሻ 

Hàm số luôn đồng biến trên 

khoảng ሺ0;+∞ሻ 

y′ = αxα−1 < 0 ∀x ∈ ሺ0;+∞ሻ 

Hàm số luôn nghịch biến trên 

khoảng ሺ0;+∞ሻ 

Tiệm cận Không có. 
Tiệm cận ngang: trục Ox. 

Tiệm cận đứng: trục Oy. 

Đồ thị 

Đồ thị luôn đi qua điểm ሺ1; 1ሻ. 

 
 

TRỌNG TÂM 
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Dạng 1. Điều kiện xác định của hàm số lũy thừa 

 
Xét hàm số y = [fሺxሻ]α với α ∈ ℝ. 

• Với α nguyên dương: D = ℝ. 

• Với α nguyên âm hoặc bằng 0: fሺxሻ ≠ 0. 

• Với α không nguyên: fሺxሻ > 0. 
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Câu 1.  Xác định tập xác định của các hàm số sau: 

a. y = ሺx2 − 3x − 4ሻ−3 b.  y = ሺ3x − 5ሻ
π

3 c. y = ሺx2 + 4ሻ0,1 

d. y = ሺx + 4ሻ
1

2 e.  y = ቀ
x+2

x
ቁ
3

 f. y = ሺ2x − 3ሻ−
3

4 + ξ9 − x2 

 

Dạng 2. Đạo hàm của hàm số lũy thừa 

 
ሺxαሻ′ = α. xα−1 ሺuαሻ′ = α. uα−1. u′ 

 

 

Lời giải 
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Xác định tập xác định của các hàm số sau: 

a. y = ሺ2x − 1ሻ7 b.  y = ሺ3x2 − 1ሻ−2 c. y = ሺx2 − 3x + 2ሻ−e 

Ví dụ 1.1 

Bài tập tự luyện 

Tính đạo hàm các hàm số sau: 

a. y = ሺx2 − 1ሻ3 b.  y = ሺx2 − 2xሻ−
1

2 c. y = √ሺx2 + 1ሻ3 

Ví dụ 2.1 



 GIẢI TÍCH 12 – CHƯƠNG 2  

 

 
 

 

Trang 55 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Câu 1.  Đạo hàm của hàm số  y = ξcos x
7

 là: 

A. y′ =
−sinx

7 ξcos8 x
7  B. y′ =

sin x

7 ξsin6 x
7  C. y′ =

1

7 ξcos6 x
7  D. y′ =

−sinx

7 ξcos6 x
7  

Câu 2. Hàm số y = √ሺx2 + 1ሻ2
3

 có đạo hàm là: 

A. y′ =
4x

3 ξx2+1
3  B. y′ =

4x

3 √ሺx2+1ሻ2
3  C. y′ = 2xξx2 + 1

3
 D. y′ = 4x√ሺx2 + 1ሻ2

3
 

Câu 3. Cho fሺxሻ = x2ξx2
3

. Đạo hàm f ′ሺ1ሻ bằng: 

A. 
3

8
 B. 

8

3
 C. 2 D. 4 

 
 

Bài tập tự luyện 
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Bài 3 LÔGARIT 

1. Định nghĩa: Cho hai so  dương a, b vơ i a ≠ 1. So  m tho a ma n đa ng thư c am = b đươ c go i 

la  lôgarit cơ so  a cu a b va  kì  hiẽ  u la  loga b. Ta viẽ t: m = loga b ⇔ am = b .  

 
2. Các tính chất: 

Công thức cần nhớ Điều kiện áp dụng 

loga a = 1 loga 1 = 0 aloga b = b 

logaሺa
mሻ = m logaሺb

mሻ = m loga b 

loga
1

b
= − loga b loga ξb

n
=
1

n
loga b 

 

a, b > 0, a ≠ 1 

 m ∈ ℝ, n ∈ ℤ 

logan b =
1

n
loga b a, b > 0, a ≠ 1, n ≠ 0 

logaሺb1. b2ሻ = loga b1 + loga b2 

loga
b1
b2
= loga b1 − loga b2 

a, b1, b2 > 0, a ≠ 1 

loga b =
logc b

logc a
 

loga b = loga c . logc b 

a, b, c > 0, a ≠ 1, c ≠ 1 

loga b =
1

logb a
 a, b > 0, a ≠ 1, b ≠ 1 

alogb c = clogb a a, b, c > 0, b ≠ 1 

 
3. Hai logarit cơ số đặt biệt 

 Lôgarit thập phân la  lôgarit cơ so  10. Viẽ t: log10 b = log b  hoặc log10 b = lg b . 

 Lôgarit tự nhiên la  lôgarit cơ so  e. Viẽ t: loge b = ln b . 

TRỌNG TÂM 



 GIẢI TÍCH 12 – CHƯƠNG 2  

 

 
 

 

Trang 57 

Dạng 1. Áp dụng công thức logarit 

 

Lời giải 
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Lời giải 
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 .................................................................................................................................................................................................... 
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Không dùng máy tính, tìm giá trị các biểu thức sau: 

A = log2 8 B = log1
3

9 C = 32 log3 5 D = 4log2
1

7 

Ví dụ 1.1 

Không dùng máy tính, tìm giá trị biểu thức. 

A = log6 9 + log6 4 B = log7 49 − log7 343 

Ví dụ 1.2 

Cho log2 6 = a, khi đó tính giá trị của log3 18 theo a ? 

Ví dụ 1.3 
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Lời giải 
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Câu 1. Biết a = ξb với a và b là hai số thực dương, tính giá trị các biểu thức sau: 

A = loga b
3 + loga b

2 B = loga b − loga b
2 

Câu 2. Biết a2b = 8 với a và b là hai số thực dương, tính giá trị biểu thức A = 2 log4 a + log4 b? 

Câu 3. Cho log3 x = 4 log3 a + 7 log3 b ሺa, b > 0ሻ, biết x = ambn ሺm, n ∈ ℤሻ, tính m+ n ? 

Câu 4. Cho a > 0, b > 0, nếu biết log3൫ξa3b
5

൯
2

3 =
x

5
log3 a +

y

15
log3 b, tính giá trị x + y? 

Câu 5. Cho a, b, c > 0, a ≠ 1, biết loga b = 2, loga c = −3, tính giá trị của biểu thức loga
a2b3

c4
 ? 

Câu 6. Cho a, b > 0, a ≠ 1, b ≠ 1, biết loga b = ξ3, khi đó biểu thức P = logξb
a

൬
ξb
3

ξa
൰ có giá trị 

bằng bao nhiêu ? 

Câu 7. Với các số a, b > 0 thỏa mãn a2 + b2 = 6ab, khẳng định nào đúng ? 

A. log2ሺa + bሻ =
1

2
൫3 + log2 a + log2 b൯. B. log2ሺa + bሻ =

1

2
൫1 + log2 a + log2 b൯. 

C. log2ሺa + bሻ = 1 +
1

2
൫log2 a + log2 b൯. D. log2ሺa + bሻ = 2 +

1

2
൫log2 a + log2 b൯. 

Câu 8. Cho a = log30 3 và b = log30 5, tính log30 1350 theo a và b ? 

A. 1 − 2a − b. B. 1 + 2a + b. C. 2a + b − 1. D. 1 + a + b. 

Câu 9. Cho log12 3 = a. Tính log24 18 theo a. 

A. 
3a−1

3−a
. B. 

3a+1

3−a
. C. 

3a+1

3+a
. D. 

3a−1

3+a
. 

Câu 10. Đặt a = log2 3, b = log5 3. Nếu biểu diễn log6 45 =
aሺm+nbሻ

bሺa+pሻ
 thì m+ n + p bằng: 

A. 3 B. 4 C. 6 D. −3 

Cho log2 3 = a; log5 3 = b. Tính log12 50 theo a và b ? 

Ví dụ 1.4 

Bài tập tự luyện 
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Dạng 2. So sánh 2 logarit 

 

Với các số thực 0 < a ≠ 1, m, n > 0: logam < loga n ⇔ [
Trường hợp 1: {

a > 1
m < n

Trường hợp 2: {
0 < a < 1
m > n

 

 

 

Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 
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 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Câu 1. Xác định giá trị số thực a nếu log1
2

a < log1
2

ሺ2 − aሻ ? 

Câu 2. Nếu logm൫ξ2 + ξ5൯ < logm൫ξ2 + ξ3൯ thì 

A. m > 1 B. m < 1 C. 0 < m < 1  D. m > 0 

 

 

Xác định giá trị số thực m nếu log3m < log3ሺ2 − mሻ ? 

Ví dụ 2.1 

Bài tập tự luyện 
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Bài 4 HÀM SỐ MŨ – HÀM SỐ LÔGARIT 

1. Hàm số mũ: y = ax   ሺa > 0, a ≠ 1ሻ. 

1.1.Tập xác định: D = ℝ  

1.2.Tập giá trị: T = ሺ0,+∞ሻ 

1.3. Tính đơn điệu: 

• Khi a > 1 thì hàm số y = ax đồng biến. 

• Khi 0 < a < 1 thì hàm số y = ax nghịch biến. 

1.4. Đồ thị: Nhận trục hoành làm đường tiệm cận ngang.  

  

 
2. Hàm số logarit: y = loga x  ሺa > 0, a ≠ 1ሻ 

2.1.Tập xác định: D = ሺ0,+∞ሻ. 

2.2.Tập giá trị: T = ℝ 

2.3.Tính đơn điệu:  

• Khi a > 1 thì y = loga x đồng biến trên D. 

• Khi 0 < a < 1 thì y = loga x nghịch biến trên D. 

2.4. Đồ thị: Nhận trục tung làm đường tiệm cận đứng.  

  
 

TRỌNG TÂM 
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Dạng 1. Đồ thị của hàm số mũ và hàm số logarit 

 

 

 

Lưu ý: Đồ thị hàm số mũ y = ax và y = loga x đối xứng nhau qua đường thẳng y = x.  

Ta minh họa đồ thị y = 2x và y = log2 x đối xứng nhau như hình sau: 
 

 

TRỌNG TÂM 

Cho đồ thị hàm số y = ax và y = logb x như hình vẽ. 

Trong các khẳng định sau, đâu là khẳng định đúng 

A. 0 < a < 1, 0 < b < 1.  

B. a > 1, b < 1. 

C. 0 < b < 1 < a.  

D. 0 < a < 1 < b. 

Ví dụ 1.1 

Đường cong trong hình bên là đồ thị của một hàm số nào sau đây : 

A. y = log1
2

x.  

B. y = log2 x . 

C. y = logξ2 x .  

D. y = log2ሺ2xሻ. 

Ví dụ 1.2 

Hình bên là đồ thị của ba hàm số y = ax, y = bx, y = cx  

ሺ0 < a, b, c ≠ 1ሻ được vẽ trên cùng một hệ trục tọa độ. Khẳng định 

nào sau đây là khẳng định đúng? 

A. a > b > c B. b > a > c 

C. a > c > b D. b > c > a 

 

Ví dụ 1.3 

x

y

1

2

 1

4

-4

3

O
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Dạng 2. Điều kiện xác định của hàm số 

 

Hàm số logarit 𝐲 = 𝐥𝐨𝐠𝐚[𝐟ሺ𝐱ሻ] , ሺa > 0, a ≠ 1ሻ: Điều kiện xác định : fሺxሻ > 0. 

Hàm số mũ 𝐲 = 𝐚𝐟ሺ𝐱ሻ có tập xác định là D = ℝ. 

 

 

Lời giải 
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Hình bên là đồ thị của ba hàm số y = loga x , y = logb x , y = logc x 

ሺ0 < a, b, c ≠ 1ሻ được vẽ trên cùng một hệ trục tọa độ. Khẳng định 

nào sau đây là khẳng định đúng? 

A. a > c > b B. a > b > c 

C. b > c > a D. c > b > a 

 

Ví dụ 1.4 

Xác định tập xác định của các hàm số sau: 

a. y = 2x b. y = e
x+1

x−1 c. y = log1
2

ሺx + 1ሻ d. y = ln
x+2

x2+3x+2
 

Ví dụ 2.1 
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1. Xét hàm số fሺxሻ = ax2 + bx + c ሺΔ = b2 − 4ac;  Δ′ = ሺb′ሻ2 − acሻ 

fሺxሻ > 0 ∀x ∈ ℝ ⇔

[
 
 
 
 Trường hợp 1: {

a = 0
b = 0
c > 0

Trường hợp 2: {
a > 0
∆y′< 0

 

2. Phương trình fሺxሻ = ax2 + bx + c = 0 ሺa 0ሻ có hai nghiệm x1, x2 thỏa 

[
x1 ≤ m < x2
x1 < m ≤ x2

⇔ a. fሺmሻ ≤ 0  x1 < m < x2 ⇔ a. fሺmሻ < 0 

m ≤ x1 < x2 ⇔ {
Δ > 0
a. fሺmሻ ≥ 0
S > 2m

  m < x1 < x2 ⇔ {
Δ > 0
a. fሺmሻ > 0
S > 2m

  

x1 < x2 ≤ m⇔ {
Δ > 0
a. fሺmሻ ≥ 0
S < 2m

  x1 < x2 < m⇔ {
Δ > 0
a. fሺmሻ > 0
S < 2m

  

Trong đó ∶  S = x1 + x2 = −
b

a
, P = x1. x2 =

c

a
. 

3. Nếu hàm số fሺxሻ có giá trị nhỏ nhất trên tập D ,thế thì: ∀x ∈ D, fሺxሻ ≥ m ⇔ min
x∈D

fሺxሻ ≥ m 

4. Nếu hàm số fሺxሻ có giá trị lớn nhất trên tập D, thế thì : ∀x ∈ D, fሺxሻ ≤ m ⇔ max
x∈D

fሺxሻ ≤ m. 

 

 

Lời giải 
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Câu 1. Xác định tập xác định của các hàm số sau 

a. y = e2x+1 b. y = 2
x+1

x−1 c. y = ቀ
1

2
ቁ
ξx2−4

 

d. y = log2ሺ5 − 2xሻ e. y = lnሺx2 − 4x + 3ሻ f. y = log3
3x+2

1−x
 

Câu 2. Xác định tất cả các giá trị của tham số m để hàm số y = log2[x
2 − 2ሺm− 1ሻx − m2 + 1] 

có tập xác định là ℝ. 

Câu 3. Tìm tất cả các giá trị của m để hàm số y = lnሺ−x2 +mx + 2m + 1ሻ xác định với mọi  

x ∈ ሺ1; 2ሻ. 

Xác định tất cả các giá trị của tham số m để hàm số y = lnሺx2 − 2x −m + 1ሻ có tập xác định là 

ℝ. 

Ví dụ 2.2 

Bài tập tự luyện 
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Dạng 3. Đạo hàm của hàm số 

 
 

ሺaxሻ′ = ax ln a ሺauሻ′ = u′au ln a 

ሺexሻ′ = ex ሺeuሻ′ = u′eu 

ሺloga xሻ
′ =

1

x ln a
 ሺx > 0ሻ ሺloga uሻ

′ =
u′

u ln a
 ሺu > 0ሻ 

ሺln xሻ′ =
1

x
 ሺx > 0ሻ ሺln uሻ′ =

 u′

u
 ሺu > 0ሻ 

 

 

Lời giải 
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Câu 1. Tính đạo hàm các hàm số sau: 

a. y = e2x b. y = lnሺ3 − xሻ ሺvới x < 3ሻ c. y = 2x
2−x 

d. y = 2xex e. y = 2x cos x f. y =
x+1

4x
 

Câu 2. Cho hàm số fሺxሻ = ሺ2m − 1ሻex + 3. Tìm giá trị của m để f ′ሺ− ln 3ሻ =
5

3
 ? 

Câu 3. Cho hàm số fሺxሻ = xex. Tính giá trị f″ሺ1ሻ? 

Tính đạo hàm của các hàm số :  a. y = log0,5ሺx
2ሻ ሺx ≠ 0ሻ b. y = 23−x 

Ví dụ 3.1 

Cho hàm số fሺxሻ = x ln x. Tính giá trị f″ሺeሻ? 

Ví dụ 3.2 

Bài tập tự luyện 
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Bài 5 PHƯƠNG TRÌNH – BẤT PHƯƠNG 

TRÌNH MŨ, LÔGARIT 

1. Phương trình mũ 

Nếu a > 0, a ≠ 1 thì afሺxሻ = agሺxሻ⇔ fሺxሻ = gሺxሻ 

Nếu a chứa ẩn thì afሺxሻ = agሺxሻ⇔ ሺa − 1ሻ[fሺxሻ − gሺxሻ] = 0 ⇔ [
a = 1
fሺxሻ = gሺxሻ

 

afሺxሻ = bgሺxሻ ⇔ fሺxሻ = gሺxሻ. loga b (logarit hóa). 

2. Phương trình lôgarit 

Với a > 0, a ≠ 1 : loga x = b ⇔ x = ab 

 loga f ሺxሻ = loga g ሺxሻ ⇔ fሺxሻ = gሺxሻ 

 loga f ሺxሻ = gሺxሻ ⇔ fሺxሻ = agሺxሻ (mũ hóa) 

3. Bất phương trình mũ 

Nếu a > 1 thì afሺxሻ > agሺxሻ ⇔ fሺxሻ > gሺxሻ (cùng chiều) 

Nếu 0 < a < 1 thì afሺxሻ > agሺxሻ ⇔ fሺxሻ < gሺxሻ. (ngược chiều) 

Nếu a chứa ẩn thì afሺxሻ > agሺxሻ⇔ ሺa − 1ሻ[fሺxሻ − gሺxሻ] > 0. 

4. Bất phương trình lôgarit 

Nếu a > 1 thì loga fሺxሻ > loga gሺxሻ ⇔ fሺxሻ > gሺxሻ (cùng chiều) 

Nếu 0 < a < 1 thì loga fሺxሻ > loga gሺxሻ ⇔ fሺxሻ < gሺxሻ (ngược chiều) 

Nếu a chứa ẩn thì loga fሺxሻ > 0 ⇔ ሺa − 1ሻሺfሺxሻ − 1ሻ > 0. 

5. Công thức lãi kép: 𝐓 = 𝐀ሺ𝟏 + 𝐫ሻ𝐧 

T : Số tiền thu được sau n kỳ A : Số tiền gửi ban đầu  

r : Lãi suất mỗi kỳ n : Số kỳ hạn gửi tiền 

TRỌNG TÂM 
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Dạng 1. Phương trình mũ cơ bản 

 

Lời giải 
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Giải các phương trình: a. 34x+5 = 9x b. 32x−1 = 5 c. 9x−1 = ൫27ξ3൯
2x+4

 

Ví dụ 1.1 

Giải phương trình 2x + 2x+1 = 3x + 3x+1? 

Ví dụ 1.2 
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Câu 1. Giải các phương trình sau:  

a. 22x
2+5x+4 = 4 b. 3x

2−4x =
1

27
 c. ሺ0,2ሻ3−x = 3125 

d. 3x+1 = 2 e. ቀ
1

2
ቁ
x−1

= 83−x f. ൫7 + 4ξ3൯
2x+1

= 2 − ξ3 

g. ቀ
1

9
ቁ
x

= 3x−1 h. ൫ξ5 + 2൯
x−1

= ൫ξ5 − 2൯
x−1

x+1 i. 42x+3 = ൫2ξ2൯
4−x

 

Câu 2. Giải các phương trình sau: 

a. 32x−1 + 32x = 108  b. 2x−1 + 2x + 2x+1 = 28 

 

Dạng 2. Phương trình logarit cơ bản 
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Câu 1. Giải các phương trình: 

a. log3ሺ5x + 3ሻ = log3ሺ7x + 5ሻ b. lnሺx − 2ሻ = 3 

c. log2ሺx
2 − 1ሻ = 3 d. logሺx2 − 6x + 7ሻ = logሺx − 3ሻ 

Bài tập tự luyện 

Giải các phương trình:  a. log5ሺ3x − 2ሻ = 2 b. logξ2ሺx − 1ሻ = 1 − log1
2

ሺx + 1ሻ 

Ví dụ 2.1 

Bài tập tự luyện 
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Câu 2. Giải các phương trình: 

a. log2ሺx − 5ሻ = 3 − log2ሺx + 2ሻ b. lgሺx + 2ሻ − lgሺx − 2ሻ = 1 

c. log3ሺx
2 − 6ሻ = log3ሺx − 2ሻ + 2 d.  

1

2
logሺx2 − 4x − 1ሻ = logሺ8xሻ − logሺ4xሻ 

e. logξ2 x + 4 log4 x + log8 x = 13 f. log2 x . log3ሺ2x − 1ሻ = log2 x 

 

Dạng 3. Sử dụng ẩn phụ để giải phương trình  
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Giải phương trình 9x − 5. 3x + 6 = 0? 

Ví dụ 3.1 

Giải phương trình 6. 4x − 13. 6x + 6. 9x = 0? 

Ví dụ 3.2 
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Lời giải  
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Câu 1. Giải các phương trình: 

a. 64x − 8x − 56 = 0 b.  22x − 3. 2x+2 + 32 = 0                 

c. 3x+1 + 31−x = 10 d. 41+x + 41−x = 2ሺ22+x − 22−xሻ + 8 

Giải phương trình 6x − 2x+1 − 3x+1 + 6 = 0? 

Ví dụ 3.3 

Giải phương trình 4 log25
2 x − 5 log5 x − 6 = 0? 

Ví dụ 3.4 

Bài tập tự luyện 
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Câu 2. Giải các phương trình: 

a. 3. 4x − 2. 6x = 9x b.  4.9x + 12x − 3.16x = 0  

c. 2.27x + 18x = 4.12x + 3. 8x 

Câu 3. Giải các phương trình: 

a. 12. 3x + 3.15x − 5x+1 = 20 b. 5x
2−4x+3 + 5x

2+7x+6 = 52x
2+3x+9 + 1. 

Câu 4. Giải các phương trình  

a. log4
2 x − log16 x = 0  b. 

1

5−log2 x
+

2

1+log2 x
= 1 

 

Dạng 4. Bất phương trình mũ – bất phương trình logarit 
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Giải các bất phương trình: a.  2x < 32 b.  ቀ
1

3
ቁ
x

< 32 

Ví dụ 4.1 

Giải bất phương trình 9x − 4. 3x − 5 ≥ 0? 

Ví dụ 4.2 
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Giải các bất phương trình  a. log1
2

ሺ3x + 1ሻ > −3 b. logξ3ሺ2 − xሻ > log3 4 

Ví dụ 4.3 

Giải bất phương trình log0,2
2 x − 5 log0,2 x < −6? 

Ví dụ 4.4 
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Câu 1. Giải các bất phương trình  

a. 4x > 64x−1 b. 3x
2−x < 9 

c. ቀ
1

2
ቁ
2x−1

≥
1

32
 d. ቀ

7

9
ቁ
2x2−3x

<
9

7
 

Câu 2. Giải các bất phương trình  

a.  4x − 3. 2x − 4 > 0 b. 3. 9x − 10. 3x + 3 < 0 

c.  3. 9x − 10. 3x + 3 < 0 

Câu 3. Giải các bất phương trình  

a. log5ሺx + 1ሻ ≤ −1 b. log8ሺ4 − 2xሻ ≥ 2 

c. log1
5

ሺ3x − 5ሻ > log1
5

ሺx + 1ሻ  

Giải bất phương trình ൫3x
2
− 9x൯[log3ሺx + 25ሻ − 3] ≤ 0? 

Ví dụ 4.5 

Bài tập tự luyện 
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Câu 4. Giải các bất phương trình  

a. lgሺx + 2ሻ − lgሺx − 2ሻ < 1 b. log4ሺ2x
2 + 3x + 1ሻ > log2ሺ2x + 1ሻ 

c. 2 log2ሺx − 1ሻ ≤ log2ሺ5 − xሻ + 1 d.  
1

2
logሺx2 − 4x − 1ሻ > logሺ8xሻ − logሺ4xሻ 

Câu 5. Giải bất phương trình log2 x3 − 20 logξx + 1 ≥ 0. 

Câu 6. Giải các phương trình, bất phương trình  

a. log2ሺ5 − 2
xሻ = 2 − x b. log2ሺ5

x+1 − 25xሻ = 2 

c. log2ሺ3.2
x − 2ሻ < 2x 

Câu 7. Giải các bất phương trình: 

a. ሺ4x − 65. 2x + 64ሻ[2 − log3ሺx + 3ሻ] ≥ 0 b. ሺx3 − 9xሻ lnሺx + 5ሻ ≤ 0 

 

Dạng 5. Bài toán lãi kép 

 
Công thức lãi kép: 𝐓 = 𝐀ሺ𝟏 + 𝐫ሻ𝐧 

T : Số tiền thu được sau n kỳ A : Số tiền gửi ban đầu  

r : Lãi suất mỗi kỳ n : Số kỳ hạn gửi tiền 
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 .................................................................................................................................................................................................... 
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Một người gửi số tiền 2 triệu đồng vào một ngân hàng với lãi suất 0,65%/tháng. Biết rằng nếu 

người đó không rút tiền ra khỏi ngân hàng thì cứ sau mỗi tháng, số tiền lãi sẽ được nhập vào 

vốn ban đầu (người ta gọi đó là lãi kép). Số tiền người đó lãnh được sau hai năm, nếu trong 

khoảng thời gian này không rút tiền ra và lãi suất không đổi là bao nhiêu? 

Ví dụ 1.1 

Một người gửi số tiền 50 triệu đồng vào một ngân hàng với lãi suất 6%/năm. Biết rằng nếu 

người đó không rút tiền ra khỏi ngân hàng thì cứ sau mỗi năm, số tiền lãi sẽ được nhập vào vốn 

ban đầu (người ta gọi đó là lãi kép). Nếu không rút tiền ra và lãi suất không đổi trong các năm 

sau đó, sau ít nhất bao nhiêu năm thì người này nhận được ít nhất 25 triệu tiền lãi? 

Ví dụ 1.2 
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 ....................................................................................................................................................................................................  
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Câu 1. Một người gửi số tiền 50 triệu đồng vào một ngân hàng với lãi suất 0,6%/tháng. Biết rằng 

nếu người đó không rút tiền ra khỏi ngân hàng thì cứ sau mỗi tháng, số tiền lãi sẽ được nhập vào 

vốn ban đầu (người ta gọi đó là lãi kép). Nếu trong 5 năm người này không rút tiền ra và lãi suất 

không đổi thì tổng số tiền người đó được nhận là bao nhiêu? 

Câu 2. Năm 2020 một hãng xe niêm yết giá bán loại xẽ X là 750000000 đồng và dự định trong 

10 năm tiếp theo, mỗi năm giảm 2% giá bán so với giá bán của năm liền trước. Theo dự định đó 

năm 2025 hãng xe ô tô niêm yết giá bán loại xe X là bao nhiêu ( kết quả làm tròn đến hàng nghìn )  

Câu 3. Một người quyết định gửi vào ngân hàng 20 triệu với lãi suất 6,5%/năm. Biết rằng nếu 

người đó không rút tiền ra khỏi ngân hàng thì cứ sau mỗi năm, số tiền lãi sẽ được nhập vào vốn 

ban đầu (người ta gọi đó là lãi kép). Người này phải gửi ngân hàng ít nhất bao nhiêu năm thì nhận 

được số tiền cả gốc lẫn lãi trên 50 triệu? 

Câu 4. Một người quyết định gửi vào ngân hàng với lãi suất 7%/năm. Biết rằng nếu người đó 

không rút tiền ra khỏi ngân hàng thì cứ sau mỗi năm, số tiền lãi sẽ được nhập vào vốn ban đầu 

(người ta gọi đó là lãi kép). Người này phải gửi ngân hàng ít nhất bao nhiêu năm thì nhận được số 

tiền gấp đôi số tiền ban đầu? 

Bài tập tự luyện 
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1 NGUYÊN HÀM 

TÍCH PHÂN VÀ ỨNG DỤNG 

Bài 1 NGUYÊN HÀM 

1. Nguyên hàm 

Định nghĩa: Cho hàm số fሺxሻ xác định trên K (K là khoảng, đoạn hay nửa khoảng). Hàm số Fሺxሻ 

được gọi là nguyên hàm của hàm số fሺxሻ trên K nếu F′ሺxሻ = fሺxሻ với mọi x ∈ K. 

2. Tính chất của nguyên hàm 

Tính chất 1: ൬න fሺxሻdx൰
′

= fሺxሻ vàන f ′ሺxሻdx = fሺxሻ + C 

Tính chất 2: නkfሺxሻ dx = kන fሺxሻ dx với k là hằng số khác 0 

Tính chất 3: න[fሺxሻ ± gሺxሻ] dx = න fሺxሻ dx ± නgሺxሻ dx 

3. Bảng nguyên hàm thường gặp (với các biểu thức có nghĩa) 

Hàm sơ cấp Thường gặp 

නkdx = kx + C  

නxn dx =
xn+1

n + 1
+ C ሺn ≠ −1ሻ නሺax + bሻn dx =

1

a
⋅
ሺax + bሻn+1

n + 1
+ C 

න
dx

x
= lnȁxȁ + C ሺx ≠ 0ሻ න

dx

ax + b
=
1

a
lnȁax + bȁ + C ሺa ≠ 0ሻ 

න
dx

xn
=

−1

ሺn − 1ሻxn−1
+ C  ሺx ≠ 0ሻ න

dx

ሺax + bሻn
=

−1

aሺn − 1ሻሺax + bሻn−1
+ C 

නcos x dx = sin x + C නcosሺax + bሻ dx =
1

a
sinሺax + bሻ + C 

නsin x dx = −cos x + C නsinሺax + bሻ dx = −
1

a
cosሺax + bሻ + C 

 

TRỌNG TÂM 



 BÀI 1 – NGUYÊN HÀM  

 

 

 Trang 76 

 

 

 

  

Hàm sơ cấp Thường gặp 

නtan x dx = − lnȁcos xȁ + C 

với x ≠
π

2
+ kπ 

න tanሺax + bሻ dx 

= −
1

a
lnȁcosሺax + bሻȁ + C 

với ax + b ≠
π

2
+ kπ 

නcot x dx = lnȁsin xȁ + C 

với x ≠ kπ 

නcotሺax + bሻ dx =
1

a
lnȁsinሺax + bሻȁ + C 

với ax + b ≠ kπ 

නtan2 x dx = tan x − x + C 

với x ≠
π

2
+ kπ 

නtan2ሺax + bሻ dx 

=
1

a
[tanሺax + bሻ − ሺax + bሻ] + C 

với ax + b ≠
π

2
+ kπ 

නcot2 x dx = −cot x − x + C 

với x ≠ kπ 

නcot2ሺax + bሻ dx 

= −
1

a
[cotሺax + bሻ + ax + b] + C 

với ax + b ≠ kπ 

න
1

cos2 x
dx = tan x + C 

với x ≠
π

2
+ kπ 

න
dx

cos2ሺax + bሻ
=
1

a
tanሺax + bሻ + C 

với ax + b ≠
π

2
+ kπ 

න
1

sin2 x
dx = − cot x + C 

với x ≠ kπ 

න
dx

sin2ሺax + bሻ
= −

1

a
cotሺax + bሻ + C 

với ax + b ≠ kπ 

නexdx = ex + C නeax+bdx =
1

a
eax+b + C 

නaxdx =
ax

ln a
+ C  ሺ0 < a ≠ 1ሻ නapx+qdx =

1

p. ln a
apx+q + C ሺ0 < a ≠ 1ሻ 

 

TRỌNG TÂM 
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Dạng 1. Nguyên hàm cơ bản 

 

Lời giải 
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 .................................................................................................................................................................................................... 
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Lời giải 
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 .................................................................................................................................................................................................... 

Tính các nguyên hàm sau: 

I1 = 5dx I2׬ = 2ξx׬ dx I3 = 5x׬
2 dx 

 

Ví dụ 1.1 

Tính các nguyên hàm sau: 

I1 = ቀx׬
2 − 3x +

1

x
− 2ቁ dx I2 = ሺx׬ + 1ሻሺx + 2ሻ dx  

Ví dụ 1.2 

Tính các nguyên hàm sau: 

I1 = ׬
2

2x+4
dx  I2 = sin׬ 2x sin 3x dx 

Ví dụ 1.3 
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Câu 1: Tính các nguyên hàm sau: 

I1 = x׬
3 dx I2 = ׬

1

3x
dx I3 = ׬

3

x5
dx I4 = ׬

1

sin2 x
dx  

I5 = ׬ tan x dx I6 = −׬
3

ξx 
dx I7 = 3׬

x dx I8 = ׬ ξx
5
dx 

Câu 2: Tính các nguyên hàm sau: 

I1 = ሺx׬
2 − 2x + sin  xሻ dx I2 = ׬ ቀ5 − 2x +

2

x
+
3 

x2
ቁ dx I3 = ሺ2x׬ + 1ሻሺ1 − 3xሻ dx 

Câu 3: Tính các nguyên hàm sau: 

I1 = ξ3׬ − 5x dx  I2 = cos׬ 2x cos x dx 

Câu 4: Tìm Fሺxሻ, biết Fሺxሻ là một nguyên hàm của fሺxሻ = x2 và Fሺ1ሻ =
5

3
? 

Câu 5: Fሺxሻ là một nguyên hàm của fሺxሻ =
1

2x−3
 và Fሺ1ሻ = 3, tính Fሺ0ሻ? 

Tìm Fሺxሻ, biết Fሺxሻ là một nguyên hàm của fሺxሻ = 3 sinሺ2xሻ  và F ቀ
π

4
ቁ = 2? 

Ví dụ 1.4 

Bài tập tự luyện 
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Dạng 2. Nguyên hàm của hàm phân thức  
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Tìm Fሺxሻ là nguyên hàm của fሺxሻ =
2x4+3

x2
? 

Ví dụ 2.1 

Tính nguyên hàm I = ׬
2x2−7x+5

x−3
dx? 

Ví dụ 2.2 
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mx + n

ሺx − aሻሺx − bሻ
=

A

x − a
+

B

x − b
  

(

 
 
 
A =

mx + n

d
dx
൫ሺx − aሻሺx − bሻ൯|

x = X

 CALC x = a 
→          A

B =
mx + n

d
dx
൫ሺx − aሻሺx − bሻ൯|

x = X

 CALC x = b 
→          B

)

 
 
 

 

px2 + qx + r

ሺx − mሻሺax2 + bx + cሻ
=

A

x −m
+

Bx + C

ax2 + bx + c
 với Δ = b2 − 4ac < 0 

px2 + qx + r

ሺx − aሻሺx − bሻ2
=

A

x − a
+

B

ሺx − bሻ2
+

C

x − b
 

px3 + qx2 + rx + s

ሺx − aሻ2ሺx − bሻ2
=

A

x − a
+

B

ሺx − aሻ2
+

C

x − b
+

D

ሺx − bሻ2
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Tìm họ nguyên hàm của hàm số fሺxሻ =
x+1

x2+6x+9
? 

Ví dụ 2.3 

Tìm họ nguyên hàm của hàm số fሺxሻ =
x−1

2x2−5x+2
? 

Ví dụ 2.4 
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Câu 1: Tính các nguyên hàm  

I1 = ׬
x3−2x2+1

x2
dx I2 = ׬

3x+2

2x−1
dx I3 = ׬

2x2−7x+5

x−3
dx  

Tìm họ nguyên hàm của hàm số fሺxሻ =
x+1

ሺx−1ሻሺx+2ሻ2
? 

Ví dụ 2.5 

Bài tập tự luyện 
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Câu 2: Tính các nguyên hàm: 

I1 = ׬
x−2

x2+2x+1
dx I2 = ׬

2x+1

ሺx+1ሻ3
dx 

Câu 3: Tính các nguyên hàm: 

I1 = ׬
x−2

x2−4x+3
dx I2 = ׬

3

3x2−10x+3
dx I3 = ׬

2x2+x−1

x3−x2−2x
dx 

Câu 4: Tính các nguyên hàm: 

I1 = ׬
2x2+3x−6

ሺx+1ሻሺx+2ሻ2
dx I2 = ׬

x−2

x3−4x2+4x
dx 

 

Dạng 3. Nguyên hàm đặt ẩn phụ 
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1.න fሺln xሻ.
1

x
dx t = ln x ⇒ dt =

1

x
dx 

2.න efሺxሻ. f ′ሺxሻ dx t = fሺxሻ ⇒ dt = f ′ሺxሻdx 

3.න fሺax + bሻn. x dx t = ax + b ⇒ dt = xdx 

4.න √fሺxሻ
n

. f ′ሺxሻ dx t = √fሺxሻ
n

⇒ tn = fሺxሻ ⇒ ntn−1dt = f ′ሺxሻdx 

5.න fሺsin xሻ. cos x dx t = sin x ⇒ dt = cos x dx 

6.න fሺcos xሻ. sin x dx t = cos x ⇒ dt = −sin x dx 

7.න fሺtan xሻ
1

cos2 x
dx t = tan x ⇒ dt =

1

cos2 x
dx 

8.න fሺcot xሻ
1

sin2 x
dx t = cot x ⇒ dt = −

1

sin2 x
dx 

 

 

Biết Fሺxሻ = ex + x2 là một nguyên hàm của hàm số fሺxሻ trên ℝ. Khi đó tính I = ׬ fሺ2xሻ dx? 

Ví dụ 3.1 



 GIẢI TÍCH 12 – CHƯƠNG 3 

 

 
 Trang 83 

 

 

Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

Tìm các nguyên hàm  

I1 = ׬
ln x dx

x
 I2 = cos׬ x e

sin xdx 

I3 = .x׬ ξ1 + x2 dx I4 = xሺ1׬ − xሻ
19dx 

Ví dụ 3.2 
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Câu 1: Biết Fሺxሻ = ex − x2 là một nguyên hàm của hàm số fሺxሻ trên ℝ. Khi đó tính ׬ fሺ2xሻ dx. 

Câu 2: Cho ׬ fሺ4xሻ dx = x2 + 3x + C. Tính ׬ fሺx + 2ሻ dx. ሺ4t = x + 2ሻ 

Câu 3: Tìm các nguyên hàm sau bằng phương pháp đặt ẩn phụ 

I1 = ׬
ln x+1

x
dx ሺt = ln x + 1ሻ I2 = ׬

ln x+1

x.ln x
dx ሺt = ln xሻ 

I3 = .2x׬ e
x2+1dx ሺt = x2 + 1ሻ I4 = ׬ sin x . e

cosxdx ሺt = cos xሻ. 

I5 = ׬
x

ξ2x+1
dx  ൫t = ξ2x + 1൯ I6 = x׬

3ሺx2 + 1ሻ3 dx  ሺt = x2 + 1; x3 = x2. xሻ 

I7 = ׬
x3

x4+1
dx  ሺt = x4 + 1ሻ I8 = ׬ sin

4 x cos x dx  ሺt = sin xሻ 

 

Dạng 4. Nguyên hàm từng phần 

 

Cho hai hàm số u và v liên tục trên [a; b] và có đạo hàm liên tục trên [a; b]. Khi đó:  

නudv = uv − නvdu 

Với Pሺxሻ là đa thức, ta thường gặp các dạng nguyên hàm từng phần sau: 

1.නPሺxሻ. lnሺmx + nሻ dx ⇒ {
u = lnሺmx + nሻ

dv = Pሺxሻdx
 

2.නPሺxሻ. [
sin x
cos x

] dx ⇒ {
u = Pሺxሻ

dv = [
sin x
cos x

] dx
 

3.නPሺxሻ. eax+b dx ⇒ {
u = Pሺxሻ

dv = eax+bdx
 

4.න [
sin x
cos x

] . ex dx ⇒ {
u = [

sin x
cos x

]

dv = exdx
 

Bài tập tự luyện 
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Tính các nguyên hàm:      I1 = නሺx − 1ሻ ln x dx              I2 = නx
2 sin 2x dx 

Ví dụ 4.1 

Tính nguyên hàm:      I = නsin x . ex  dx   

Ví dụ 4.2 
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Câu 1: Tính các nguyên hàm  

I1 = 2x׬ cosሺ1 − xሻ dx I2 = ሺx׬
2 − xሻex dx  

I3 = x׬ ln x dx I4 = cos׬ x . e
x dx 

 

 

 
 

 
 

Dạng 1. Tích phân cơ bản 
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Bài tập tự luyện 

Bài 2 TÍCH PHÂN 

1. Định nghĩa  

නfሺxሻ

b

a

dx = Fሺxሻȁa
b = Fሺbሻ − Fሺaሻ 

2. Tính chất của tích phân : với a < b < c 

1.න fሺxሻ

a

a

dx = 0 4.නk. fሺxሻ

b

a

dx = k.න fሺxሻ

b

a

dx ሺk ∈ ℝሻ 

2.න fሺxሻ

b

a

dx = −න fሺxሻ

a

b

dx 5.න[fሺxሻ ± gሺxሻ]

b

a

dx = න fሺxሻ

b

a

dx ± නgሺxሻ

b

a

dx. 

3.න fሺxሻ

b

a

dx + න fሺxሻ

c

b

dx = න fሺxሻ

c

a

dx  

 

TRỌNG TÂM 

Cho Fሺxሻ = x2 là một nguyên hàm của hàm số fሺxሻ. Tính I = ׬ fሺxሻ
2

1
dx. 

Ví dụ 1.1 
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 .................................................................................................................................................................................................... 

  

Tính tích phân I = ׬ ሺ2x − 1ሻ
1

0
dx? 

Ví dụ 1.2 

Cho hàm số fሺxሻ và gሺxሻ liên tục trên đoạn [1; 5],න fሺxሻ
5

1

dx = 2 . Tính න [3fሺxሻ − x2]
5

1

dx. 

Ví dụ 1.3 

Cho hàm số fሺxሻ liên tục trên đoạn [1; 5],න fሺxሻdx
5

1

= 2 và න fሺxሻ
3

1

dx = 7. Tính න fሺxሻdx
5

3

. 

Ví dụ 1.4 
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නfሺxሻ

b

a

dx = Fሺbሻ − Fሺaሻ 
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Câu 1: Cho Fሺxሻ = sin x  là một nguyên hàm của hàm số fሺxሻ, tính giá trị I = ׬ fሺxሻ
0
π

4

dx 

Câu 2: Cho hàm số fሺxሻ liên tục trên đoạn [1; ׬ ,[5 fሺxሻ
2

1
dx = 9  và ׬ fሺxሻ

5

2
dx = 6. Tính ׬ fሺxሻ

5

1
dx? 

Câu 3: Cho hàm số fሺxሻ liên tục trên đoạn [−1; ׬ ,[3 fሺxሻ
3

−1
dx = 2  và ׬ fሺxሻ

3

1
dx = 5. Tính 

׬ fሺxሻ
1

−1
dx? 

Câu 4: Cho hàm số fሺxሻ liên tục trên đoạn [0; 3], ׬ fሺxሻ
3

0
dx = −2 và ׬ fሺxሻ

2

1
dx = 5. Tính I =

׬ fሺxሻ
1

0
dx + ׬ fሺxሻ

3

2
dx? 

Câu 5: Cho hàm số fሺxሻ và gሺxሻ liên tục trên đoạn [1; 3], ׬ fሺxሻ
3

1
dx = 5 và ׬ gሺxሻ

3

1
dx = 1.  

Tính ׬ [2gሺxሻ − fሺxሻ]
3

1
dx. 

Câu 6: Tính các tích phân 

I1 ׬ = ሺx + 1ሻ
1

0
dx I2 = ׬

1

2x+1

1

0
dx I3 = ׬ ξx

1

0
dx I4 = ׬ 2sin x

π

4
0

dx 

Câu 7: Tìm giá trị số thực a thỏa mãn ׬ ex+1
a

−1
dx = e2 − 1. 

Câu 8: Cho ׬ fሺxሻ
2

0
dx = 3, tính giá trị I = ׬ [5x − 2fሺxሻ]dx

0

2
? 

Câu 9: Cho ׬ fሺxሻ
2

0
dx = −5 và ׬ gሺxሻ

0

2
dx = 1, tính giá trị I = ׬ [3x − fሺxሻ + 2gሺxሻ]

2

0
dx. 

Câu 10: Biết Fሺxሻ là một nguyên hàm của fሺxሻ = sin x  và F ቀ
π

2
ቁ = −2. Tính F ቀ

π

4
ቁ . 

 

Biết Fሺxሻ là một nguyên hàm của fሺxሻ =
1

x−1
 và Fሺ2ሻ = 1. Tính Fሺ3ሻ? 

Ví dụ 1.5 

Bài tập tự luyện 
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1.න fሺln xሻ.
1

x
dx t = ln x ⇒ dt =

1

x
 dx 

2.න efሺxሻ. f ′ሺxሻ dx t = fሺxሻ ⇒ dt = f ′ሺxሻ dx 

3.න[fሺxሻ]n. f ′ሺxሻ dx t = fሺxሻ ⇒ dt = f ′ሺxሻ dx 

4.න √fሺxሻ
n

. f ′ሺxሻ dx t = √fሺxሻ
n

⇒ tn = fሺxሻ ⇒ ntn−1dt = f ′ሺxሻ dx 

5.න fሺsin xሻ. cos x dx t = sin x ⇒ dt = cos x dx 

6.න fሺcos xሻ. sin x dx t = cos x ⇒ dt = −sin x dx 

7.න fሺtan xሻ
1

cos2 x
dx t = tan x ⇒ dt =

1

cos2 x
dx 

8.න fሺcot xሻ
1

sin2 x
dx t = cot x ⇒ dt = −

1

sin2 x
dx 

9.න f ቀ√a2 − x2ቁ . xchẵn dx ⟨
x = a sin t ⇒ dx = a cos t dt
x = a cos t ⇒ dx = −a sin t dt

 

10.න f ቀ√x2 + a2ቁ . xchẵn dx ⟨
x = a tan t ⇒ dx = aሺ1 + tan2 tሻ dt

x = a cot t ⇒ dx = −aሺ1 + cot2 tሻ dt
 

Cho න f ሺ2x + 1ሻ

1

−1

dx = 6, tính tích phân I = න f ሺ2 − xሻ

3

−1

dx? 

Ví dụ 2.1 
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11.න f ቀ√x2 − a2ቁ . xchẵn dx ⟨
x =

a

sin t
⇒ dx = a cos t ሺ1 + cot2 tሻ dt

x =
a

cos t
⇒ dx = −a sin t ሺ1 + tan2 tሻ dt
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Tính tích phân I = න
ln x

x

e

1

dx? 

Ví dụ 2.2 

Tính tích phân I = න cos x esin x

π
2

0

dx? 

Ví dụ 2.2 
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Câu 1: Cho ׬ f ሺxሻ
1

−3
dx = 4, tính I = ׬ f ሺ2x − 1ሻ

1

−1
dx?  

Câu 2: Cho ׬ f ሺxሻ
1

−1
dx = 12, tính I = ׬ f ሺ2 cos xሻ sin x

2π

3
π

3

dx?  

Câu 3: Cho ׬ f ሺ2x − 1ሻ
1

−1
dx = 4, tính I = ׬ f ሺxሻ

1

−3
dx?  

Câu 4: Cho ׬ x f ሺx2ሻ
2

0
dx = 1, tính I = ׬ f ሺxሻ

4

0
dx?  

Câu 5: Cho ׬ fሺx + 2ሻ
1

0
dx = 2, tính I = ׬ [2fሺ4 − xሻ − x + 2]

2

1
dx?  

Câu 6: Tính các tích phân: 

I1 = ׬
ln x+1

x.ln x

e2

e
dx ሺt = ln xሻ I2 = ׬ 2x. e

x2+11

0
dx ሺt = x2 + 1ሻ  

I3 = ׬ sin x . e
cosx

π

2
0

dx ሺt = cos xሻ I4 = ׬ ξ2x + 1
4

0
dx ൫t = ξ2x + 1൯  

I5 = ׬ xξ1 + x2
1

0
dx ൫t = ξ1 + x2൯  I6 = ׬

x

ξ2x+1

4

0
dx ൫t = ξ2x + 1൯  

I7 = ׬ xሺ1 − xሻ
191

0
dx ሺt = 1 − xሻ I8 = ׬ sin x cos3 x

π

4
0

dx ሺt = cos xሻ 

 

Dạng 3. Tích phân của hàm phân thức 
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Tính tích phân I = න
2x4 + 3

x2

1
2

1
4

dx? 

Ví dụ 3.1 
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Tính tích phân I = න
2x2 − 7x + 5

x − 3

2

1

dx? 

Ví dụ 3.2 

Tính tích phân I = න
x + 1

x2 + 6x + 9

1

0

dx? 

Ví dụ 3.3 
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 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

mx + n

ሺx − aሻሺx − bሻ
=

A

x − a
+

B

x − b
  

(

 
 
 
A =

mx + n

d
dx
൫ሺx − aሻሺx − bሻ൯|

x = X

 CALC x = a 
→          A

B =
mx + n

d
dx
൫ሺx − aሻሺx − bሻ൯|

x = X

 CALC x = b 
→          B

)

 
 
 

 

px2 + qx + r

ሺx − mሻሺax2 + bx + cሻ
=

A

x −m
+

Bx + C

ax2 + bx + c
 với Δ = b2 − 4ac < 0 

px2 + qx + r

ሺx − aሻሺx − bሻ2
=

A

x − a
+

B

ሺx − bሻ2
+

C

x − b
 

px3 + qx2 + rx + s

ሺx − aሻ2ሺx − bሻ2
=

A

x − a
+

B

ሺx − aሻ2
+

C

x − b
+

D

ሺx − bሻ2
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Tính tích phân I = න
x − 1

2x2 − 5x + 2

0

−1

dx? 

Ví dụ 3.3 
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Câu 1: Tính các tích phân: 

I1 = ׬
x+1

x

2

1
dx I2 = ׬

x3−2x2+1

x2

2

1
dx 

Câu 2: Tính các tích phân  

I1 = ׬
3x+2

2x−1

2

1
dx I2 = ׬

6x+2

3x−1

2

1
dx I3 = ׬

2x2−7x+5

x−3

2

1
dx 

Câu 3: Tính các tích phân: 

I1 = ׬
2x+1

ሺx+1ሻ3

1

0
dx I2 = ׬

3x+1

4x2+4x+1

1

0
dx  

Câu 4: Tính các tích phân: 

I1 = ׬
−2

x2−4x+3

0

−1
dx I2 = ׬

x−2

x2−4x+3

0

−1
dx 

I3 = ׬
2x2+x−1

x3−x2−2x
dx I4 = ׬

x2+2x+3

x2+4x+3

1

0
dx 

Câu 5: Biết I = ׬
dx

x2+x
= a ln 2 + b ln 3 + c ln 5 ,

4

3
 với a, b, c là các số nguyên. Tính S = a + b + c. 

 

Dạng 4. Tích phân từng phần 

 

Cho hai hàm số u và v liên tục trên [a; b] và có đạo hàm liên tục trên [a; b]. Khi đó:  

නudv = uv − නvdu 

Với Pሺxሻ là đa thức, ta thường gặp các dạng nguyên hàm từng phần sau: 

1.නPሺxሻ. lnሺmx + nሻ dx ⇒ {
u = lnሺmx + nሻ

dv = Pሺxሻdx
 

2.නPሺxሻ. [
sin x
cos x

] dx ⇒ {
u = Pሺxሻ

dv = [
sin x
cos x

] dx
 

3.නPሺxሻ. eax+b dx ⇒ {
u = Pሺxሻ

dv = eax+bdx
 

4.න [
sin x
cos x

] . ex dx ⇒ {
u = [

sin x
cos x

]

dv = exdx
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Bài tập tự luyện 

Tính các tích phân ∶            I1 = න ሺ2x − 5ሻ ln x
e

1

dx                I2 = න xe2x−1
1

0

dx 

Ví dụ 4.1 
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Cho hàm số fሺxሻ có đạo hàm là f ′ሺxሻ liên tục trên [0; 1] và fሺ1ሻ = 2. Biết rằng ׬ fሺxሻ
1

0
dx = 1. Tính 

I = ׬ x f ′ሺxሻ
1

0
dx? 

Ví dụ 4.3 
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Câu 1: Cho I = ׬ ሺ3 − 2xሻ cos 2x
π

3
π

6

dx. Khi đó ta được: 

A. I = ሺ2x − 3ሻ sin 2xȁπ
6

π

3 − ׬ sin 2x
π

3
π

6

dx B. I = ሺ2x − 3ሻ sin 2xȁπ
6

π

3 − ׬ sin 2x
π

3
π

6

dx 

C. I =
1

2
ሺ3 − 2xሻ sin 2x|π

6

π

3
− ׬ sin 2x

π

3
π

6

dx D. I =
1

2
ሺ3 − 2xሻ sin 2x|π

6

π

3
+ ׬ sin 2x

π

3
π

6

dx 

Câu 2: Tính các tích phân sau: 

I1 = ׬ ln x
e

1
dx ቀ

u = ln x
dv = dx

ቁ   I2 = ׬ ሺx + 1ሻ ln x
e

1
dx ൬

u = ln x
dv = ሺx + 1ሻ dx

൰ 

I3 = ׬ x lnሺx + 1ሻ
1

0
dx ቀ

u = lnሺx + 1ሻ
dv = x dx

ቁ I4 = ׬ ሺx + 1ሻe
x1

0
dx ቀ

u = x + 1
dv = ex dx

ቁ 

I5 = ׬ ሺx + 1ሻ sin x
π

2
0

dx ቀ
u = x + 1

dv = sin x  dx
ቁ I5 = ׬ ሺx

2 − xሻex
1

0
dx ቀu = x

2 − x
dv = ex dx

ቁ 

I7 = ׬ ሺx
2 + 1ሻ cos x

π

6
0

dx ቀ u = x
2 + 1

dv = cos x  dx
ቁ I8 = ׬ ln

2 x
e

1
dx ቀ u = ln

2 x
dv = 1 dx

ቁ 

Câu 3: Cho hàm số fሺxሻ có đạo hàm liên tục trên ℝ. Biết fሺ3ሻ = 1 và ׬ xfሺ3xሻ
1

0
dx = 1. 

Tính ׬ x2f ′ሺxሻ
3

0
dx. 

 

 

 

 

 

Bài tập tự luyện 

Bài 3 ỨNG DỤNG CỦA TÍCH PHÂN 

TRONG HÌNH HỌC 

1. Diện tích hình phẳng 

a) Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số y = fሺxሻ, y = gሺxሻ liên tục trên đoạn 

[a; b] và hai đường thẳng x = a, x = b được xác định: 

S = නȁfሺxሻ − gሺxሻȁ

b

a

dx  

b) Diện tích của hình phẳng giới hạn bởi các đường x = gሺyሻ, x = hሺyሻ và hai đường thẳng 

y = c, y = d được xác định:  

S = නȁgሺyሻ − hሺyሻȁ

d

c

dy  

TRỌNG TÂM 
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Dạng 1. Diện tích hình phẳng được giới hạn bởi các hàm số 

 

Lời giải 
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2. Thể tích khối tròn xoay 

a) Thể tích vật thể: Gọi B là phần vật thể giới hạn bởi hai mặt phẳng vuông góc với trục 

Ox tại các điểm a và b; Sሺxሻ là diện tích thiết diện của vật thể bị cắt bởi mặt phẳng vuông 

góc với trục Ox tại điểm x, ሺa ≤ x ≤ bሻ. Giả sử Sሺxሻ là hàm số liên tục trên đoạn [a; b]. 

 

V = නSሺxሻ

b

a

dx  

b) Thể tích khối tròn xoay được sinh ra khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường  

y = fሺxሻ, y = gሺxሻ và hai đường thẳng x = a, x = b quanh trục Ox: 

V = πනȁf2ሺxሻ − g2ሺxሻȁ

b

a

dx  

TRỌNG TÂM 

Cho đồ thị hàm số y = fሺxሻ. Diện tích hình phẳng phần được đánh dấu trong hình được tính theo 

công thức nào dưới đây: 

A. S = ׬ fሺxሻ
0

−2
dx + ׬ fሺxሻ

1

0
dx. 

B. S = ׬ fሺxሻ
1

−2
dx. 

C. S = ׬ fሺxሻ
−2

0
dx + ׬ fሺxሻ

1

0
dx. 

D. S = ׬ fሺxሻ
0

−2
dx − ׬ fሺxሻ

1

0
dx. 

Ví dụ 1.1 
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Diện tích phần hình phẳng gạch chéo trong hình vẽ bên được tính theo công thức nào dưới đây: 

A. S = ׬ ሺ2x2 − 2x − 4ሻ
2

−1
dx.  

B. S = ׬ ሺ−2x + 2ሻ
2

−1
dx.  

C. S = ׬ ሺ2x − 2ሻ
2

−1
dx.  

D. S = ׬ ሺ−2x2 + 2x + 4ሻ
2

−1
dx.  

 

Ví dụ 1.2 

Tính diện tích hình phẳng được giới hạn bởi đồ thị hàm số y = x2 − 2x, trục hoành và hai đường 

thẳng x = 1, x = 3. 

Ví dụ 1.3 
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Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số y = x3 − x và đồ thị hàm số y = x − x2. 

Ví dụ 1.4 

Cho ሺHሻ là hình phẳng giới hạn bởi parabol y = ξ3x2  

ሺx ≥ 0ሻ và cung tròn có phương trình y = ξ4 − x2  

(với 0 ≤ x ≤ 2 ) và trục hoành (phần được giới hạn trong 

hình vẽ). Diện tích của ሺHሻ có giá trị bằng:  

A. 
2π

3
+
ξ3

4
 B. 

2π

3
−
ξ3

4
 C. 

π

3
−
ξ3

2
 D. 

π

3
+
ξ3

2
 

Ví dụ 1.5 
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Câu 1: Gọi S là diện tích hình phẳng ሺHሻ giới hạn bởi các đường 

 y = fሺxሻ, trục hoành và hai đường thẳng x = −1, x = 2. Đặt  

a = ׬ fሺxሻ
0

−1
dx, b = ׬ fሺxሻ

2

0
dx, mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. S = −a + b. B. S = a + b. 

C. S = −a − b. D. S = a − b. 

 

Tính diện tích giới hạn bởi các đường y = x2 ሺ1ሻ, y =
x2

8
 ሺ2ሻ, y =

27

x
 ሺ3ሻ. 

Ví dụ 1.6 

Bài tập tự luyện 
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Câu 2. Diện tích phần hình phẳng gạch chéo trong hình vẽ bên được tính theo công thức nào 

dưới đây: 

A. S = ׬ fሺxሻ
b

a
dx − ׬ gሺxሻ

b

a
dx 

B. S = ׬− fሺxሻ
b

a
dx − ׬ gሺxሻ

b

a
dx 

C. S = ׬ fሺxሻ
b

a
dx + ׬ gሺxሻ

b

a
dx 

D. S = ׬− fሺxሻ
b

a
dx + ׬ gሺxሻ

b

a
dx 

 

Câu 3. Tính diện tích hình phẳng tạo thành bởi 

parabol y = x2, đường thẳng y = −x + 2 và trục hoành 

trên đoạn [0; 2] (hình vẽ minh họa ở bên). 

 

 

 

Câu 4. Tính diện tích hình phẳng được giới hạn bởi đồ thị các hàm số: 

a. y = x2 − 2x, y = x, x = −1, x = 2.  b. y = e2x, trục hoành và x = 0, x = 1. 

Câu 5. Tính diện tích hình phẳng được giới hạn bởi đồ thị các hàm số: 

a. y = x2 − 4x + 6 và y = 3. b. y =
x+1

x+2
, trục hoành và đường thẳng x = 2. 

Câu 6. Tính diện tích hình phẳng được giới hạn bởi đồ thị các hàm số: 

a. y = ln x , y = 1 − x, y = 1. b. y = 2x − 2, y =
x

2
+ 1, y = x2 − 4x + 3, x ≥ 2. 

 

Dạng 2. Thể tích của vật thể 

 

Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

Tính thể tích V của phần vật thể giới hạn bởi hai mặt phẳng x = 1 và x = 3, biết rằng khi cắt vật 

thể bởi mặt phẳng vuông góc với trục Ox tại điểm có hoành độ x (1 ≤ x ≤ 3) thì được thiết diện 

là một hình chữ nhật có độ dài hai cạnh là 3x và ξ3x2 − 2? 

Ví dụ 2.1 
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Câu 1. Tìm thể tích vật thể tròn xoay khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường y =
4

x
, 

y = 0, x = 1, x = 4 quanh trục Ox. 

Câu 2. Cho hình phẳng giới hạn bởi các đường y = ξx − 1, trục hoành và đường thẳng x = 3. 

Tính thể tích của khối tròn xoay được tạo thành khi quay ሺHሻ xung quanh trục Ox. 

Câu 3. Tìm thể tích vật thể tròn xoay khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường y = x2 − 2x 

−1, y = −x2 + 3 quanh trục trục hoành. 

Cho hình phẳng ሺHሻ giới hạn bởi các đường y = x2 + 2, y = 0, x = 1, x = 2. Tính thể tích của 

khối tròn xoay được tạo thành khi quay ሺHሻ xung quanh trục hoành. 

Ví dụ 2.2 

Bài tập tự luyện 
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4 SỐ PHỨC 

Bài 1 SỐ PHỨC – CÁC PHÉP TOÁN 

TRONG TẬP PHỨC 

1. Định nghĩa. 

• Đơn vị ảo : Số i thỏa mãn i2 = −1 được gọi là đơn vị ảo. 

• Số phức z = a + bi với a, b ∈ ℝ. Gọi a là phần thực, b là phần ảo của số phức z. 

• Tập số phức ℂ = ሼa + bi/a, b ∈ ℝ; i2 = −1ሽ.  

Tập số thực ℝ là tập con của tập số phức ℂ. 

• Hai số phức bằng nhau: a + bi = c + di ⇔ {
a = c
b = d

 với a, b, c, d ∈ ℝ. 

 Đặc biệt: 

• Khi phần ảo b = 0 ⇔ z = a ∈ ℝ ⇔ z là số thực. 

• Khi phần thực a = 0 ⇔ z = bi ⇔ z là số thuần ảo. 

• Số 0 = 0 + 0i vừa là số thực, vừa là số ảo. 

2. Môđun của số phức. 

• ȁzȁ = ȁa + biȁ = ξa2 + b2 được gọi là môđun của số phức z. 

• Kết quả: ∀z ∈ ℂ ta có:  

ȁzȁ ≥ 0; ȁzȁ = 0 ⇔ z = 0; ȁz2ȁ = ȁzȁ2;  ȁz1. z2ȁ = ȁz1ȁ. ȁz2ȁ;  ฬ
𝑧1
𝑧2
ฬ =

ȁz1ȁ

ȁz2ȁ
 

3. Số phức liên hợp. 

• Cho số phức z = a + bi. Ta gọi số phức liên hợp của z là z = a − bi. 

• Kết quả: ∀z ∈ ℂ ta có: 

z = z;  ȁzȁ = ȁzȁ;   z1 ± z2 = z1 ± z2;   z1. z2 = z1. z2;   ൬
z1
z2
൰ =

z1
z2

 

z là số thực ⇔ z = z  z là số thuần ảo ⇔ z = −z 

TRỌNG TÂM 
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Dạng 1. Các tính chất của số phức và các phép toán trên tập phức 

 

Lời giải 

Với z = 3i − 2 = −2 + 3i = x + yi ሺx, y ∈ ℝሻ ta có 

• Phần thực x = , phần ảo y = . 

• Số phức liên hợp z̅ = x − yi =  

• Modul của số phức:  .................................................................................................................................................  

• Số phức đối : ...............................................................................................................................................................  

• Số phức nghịch đảo: 

  .........................................................................................................................................................................................  

  .........................................................................................................................................................................................  

  .........................................................................................................................................................................................  

  .........................................................................................................................................................................................  

4. Phép toán trên tập số phức: 

Cho hai số phức z1 = a + bi và z2 = c + di thì: 

• Phép cộng số phức: z1 + z2 = ሺa + cሻ + ሺb + dሻi 

• Phép trừ số phức: z1 − z2 = ሺa − cሻ + ሺb − dሻi 

Mọi số phức z = a + bi thì số đối của z là  

−z = −a − bi;  z + ሺ−zሻ = ሺ−zሻ + z = 0 

• Phép nhân số phức: z1. z2 = ሺab − bdሻ + ሺad + bcሻi 

Chú ý {

i4k = 1
i4k+1 = i
i4k+2 = −1
i4k+3 = −i

 

• Phép chia số phức: 

Số phức nghịch đảo của z = a + bi ≠ 0: 
1

z
=
z

ȁzȁ2
=

1

a2 + b2
⋅ z 

Phép chia số phức: 
z1
z2
=
z1. z2
ȁz2ȁ2

=
ac + bd

c2 + d2
+
bc − ad

c2 + d2
. i ሺvới z2 ≠ 0ሻ 

TRỌNG TÂM 

Cho số phức z = 3i − 2. Xác định phần thực, phần ảo, số phức liên hợp, modul, số phức đối và 

số phức nghịch đảo của z? 

Ví dụ 1.1 
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Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

Cho hai số phức z1 = 1 + 2i và z2 = 2 − 3i. Xác định phần thực, phần ảo của số phức: 

w = 3z1 − 2z2 

Ví dụ 1.2 

Cho hai số phức z1 = 1 + 2i và z2 = 2 − 3i. Xác định phần ảo của số phức w = z1z2? 

Ví dụ 1.3 

Cho hai số phức z1 = 1 + 2i và z2 = 2 − 3i. Xác định modun của số phức w =
z1

z2
? 

Ví dụ 1.4 

Có bao nhiêu số phức z thỏa mãn z2 là thuần ảo và ȁzȁ = ξ2 

Ví dụ 1.5 
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 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 

 
Câu 1. Cho số phức z1 = 3 + 4i và z2 = 8i − 6. Xác định phần thực, phần ảo, số phức liên hợp, 

modul, số phức đối và số phức nghịch đảo của z1, z2? 

Câu 2. Cho z1 = 1 + 2i và z2 = 3 − i. Xác định số phức liên hợp, modul của các số phức: 

w1 = z1 + 3z1z2                            w2 =
z1 − z2
z2

 

Câu 3. Cho số phức z = 3 + 2i. Tìm số phức w = zሺ1 + iሻ2 − z. 

Câu 4. Tìm môđun của các số phức z1 = 1 + i + i
2 + i3+. . . +i2000  

Câu 5. Có bao nhiêu số phức z thỏa mãn ሺ1 + 2iሻz là thuần ảo và ȁ2z − zȁ = ξ13? 

 
Dạng 2. Phương trình phức 

 

Lời giải 

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 

 

Lời giải 

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

Bài tập tự luyện 

Cho số phức z + 2 − 4i = 1 − 6i. Xác định phần thực, phần ảo của z? 

Ví dụ 2.1 

Cho số thực x, y thỏa mãn đẳng thức ሺx − 3yi + 1ሻ − iሺ2x + yi − 1ሻ = 1 − 3i 

Tính x + 3y? 

Ví dụ 2.2 
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 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

Biết z = 1 − 2i là nghiệm phức của phương trình z2 − az + b = 0. Biết z = 1 − 2i, tính giá trị 

a + b ? 

Ví dụ 2.3 

Tìm số phức z, biết z − ሺ2 + 3iሻz = 1 − 9i. 

Ví dụ 2.4 
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Lời giải 
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 ....................................................................................................................................................................................................  
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 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  
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Lời giải 

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

Cho số phức z = a + biሺa, b ∈ ℝሻ thỏa mãn z + 2 + i − ȁzȁሺ1 + iሻ = 0 và ȁzȁ > 1. Tính P = a + b. 

Ví dụ 2.5 

Tìm số phức z thỏa mãn ȁzȁ = 5 và ȁz + 3ȁ = ȁz + 3 + 10iȁ? 

Ví dụ 2.6 
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 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 
Câu 1. Xác định số phức z thỏa mãn các phương trình sau: 

a.  z − i = ሺ2 + iሻሺ1 − iሻ + 1 + 3i b. ሺ2 + iሻz +
1−i

1+i
= 5 − i 

c. z + 4 = zሺ2 − iሻ d. ሺ1 + iሻz + 2 − 3i = zሺ2 − iሻ − 2 

Câu 2. Tìm tất cả các số thực x, y thỏa mãn điều kiện: 

a. ሺ1 − 2iሻx + ሺ1 + 2yሻi = 1 + i b. 2x + y + ሺ2y − xሻi = x − 2y + 3 + ሺy + 2xሻi 

Câu 3. Phương trình z2 + az + b = 0 nhận số phức 1 − ξ2i là nghiệm, xác định a và b ? 

Câu 4. Xác định số phức z thỏa mãn các phương trình sau: 

a. ሺ1 − iሻz + 4z = 7 − 7i b. z + ሺ1 − 2iሻz = 2 − 4i 

c. 2ሺz + 1ሻ = 3z + iሺ5 − iሻ d. 3z. z + 2017ሺz − zሻ = 12 − 2018i 

Câu 5. Cho số phức z thỏa mãn ȁz + 3ȁ = 5 và ȁz − 2iȁ = ȁz − 2 − 2iȁ. Tính ȁzȁ. 

Câu 6. Cho số phức z = a + bi ሺa, b ∈ ℝሻ thỏa mãn z + 1 + 3i − ȁzȁi = 0. Tính S = a + 3b. 

 

Dạng 3. Phương trình bậc hai với hệ số thực 

 
Cho phương trình bậc hai ax2 + bx + c = 0 ሺa, b, c ∈ ℝ; a ≠ 0ሻ. Xét Δ = b2 − 4ac, ta có 

• Δ = 0: phương trình có nghiệm thực x = −
b

2a
. 

• Δ > 0: phương trình có hai nghiệm thực được xác định bởi công thức: x1,2 =
−b±ξΔ

2a
. 

• Δ < 0: phương trình có hai nghiệm phức được xác định bởi công thức:x1,2 =
−b±i√ȁΔȁ

2a
. 

Chú ý: Mọi phương trình bậc n: Aoz
n + A1z

n−1+. . . +An−1z + An = 0 luôn có n nghiệm phức 

(không nhất thiết phân biệt). 

 

 

Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

Bài tập tự luyện 

Trong ℂ, giải phương trình z2 − z + 1 = 0? 

Ví dụ 3.1 
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Lời giải 
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 ....................................................................................................................................................................................................  

 

 

Lời giải 

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 

 

Câu 1. Giải các phương trình sau trên tập số phức 

a. −3z2 + 2z − 1 = 0 b. 7z2 + 3z + 2 = 0 

c. z4 + z2 − 6 = 0 d. z4 + 7z2 + 10 = 0 

Câu 2. Gọi z1; z2 là hai nghiệm của phương trình z2 + 2z + 4 = 0. Tính các giá trị  

a. A = ȁz1ȁ
2 + ȁz2ȁ

2  b. B = ȁz1ȁ
2 + z1. z2 c. C = z1z2 + iሺz1 + z2ሻ 

Câu 3. Gọi z1, z2 là hai nghiệm của phương trình z2 + 2z + a = 0. Xác định giá trị của a, biết 

rằng z1
2 + z2

2 = 2. 

Biết z1; z2 là hai nghiệm của phương trình 2z2 + ξ3z + 3 = 0. Tinh giá trị của z1
2 + z2

2 ? 

Ví dụ 3.2 

Trong ℂ, tính tổng modul các nghiệm của phương trình z4 − 3z2 − 4 = 0? 

Ví dụ 3.3 

Bài tập tự luyện 
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Bài 2 TẬP HỢP ĐIỂM BIỂU DIỄN CỦA SỐ PHỨC 

 
Số phức z = a + bi ሺa, b ∈ ℝሻcó điểm biểu diễn là 𝐌ሺ𝐚; 𝐛ሻ trên mặt phẳng tọa độ phức. 

Phương trình đường thẳng  

Các dạng phương trình đường thẳng 

Dạng tổng quát: ax + by + c = 0 Dạng đại số: y = ax + b  

Dạng tham số: {
x = x0 + at
y = y0 + bt

  Dạng chính tắc: 
x−x0

a
=
y−y0

b
 

Phương trình đoạn chắn 
x

a
+
y

b
= 1 

Phương trình đường tròn 

ሺx − aሻ2 + ሺy − bሻ2 = R2 có tâm Iሺa; bሻ và bán kính R 

Điều kiện để phương trình ሺCሻ: x2 + y2 − 2ax − 2by + c = 0 là phương trình đường tròn: 

a2 + b2 − c > 0 

Khi đó pương trình đường tròn ሺCሻ có tâm Iሺa; bሻ và bán kính R = ξa2 + b2 − c. 

3.  Phương trình parabol: y = ax2 + bx + c 

4.  Phương trình elip hoặc đoạn thẳng  

Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hai điểm cố định F1 và F2, điểm M thỏa mãn tính chất :  

MF1 +MF2 = 2a 

𝐓𝐇𝟏: F1F2 = 2c < 2a ;  Quỹ tích điểm M là đường elip 
x2

a2
+
y2

b2
= 1  ሺa2 = b2 + c2ሻ 

𝐓𝐇𝟐: F1F2 = 2a ;  Quỹ tích điểm M là đoạn thẳng F1F2. 

Chuẩn hóa Elip :  

Hai điểm F1, F2 không nằm trên Ox, Oy, ta có thể chuẩn hóa bằng cách như sau :  

z =
w

z1 − z2
+
z1 + z2
2

 

TRỌNG TÂM 
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Dạng 1. Tập hợp điểm biểu diễn của số phức 
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Xác định số phức có điểm biểu diễn là Mሺ−1; 3ሻ? 

A. z = 3 − i B. z = −1 + 3i C. z = 1 + 3i D. z = −1 − 3i 

Ví dụ 1.1 

Trên mặt phẳng tạo độ Oxy, tập hợp điểm biểu diễn số phức z thỏa mãn ȁi − zȁ = ȁiz − 2ȁ là: 

A. một đường thẳng B. một đường tròn C. một đường elip D. một đoạn thẳng 

Ví dụ 1.2 

Trên mặt phẳng tạo độ Oxy, xác định tọa độ tâm và bán kính đường tròn là tập hợp điểm biểu 

diễn số phức z thỏa mãn: 

a. ȁz̅ − 2i + 1ȁ = 4 b. ȁz − iȁ = ȁሺ1 + iሻzȁ 

Ví dụ 1.3 
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 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

Xét các số phức z thỏa mãn điều kiện ȁz + 1 − 3iȁ = 5. Xác định tọa độ tâm và bán kính đường 

tròn là tập hợp các điểm M biểu diễn số phức w thỏa mãn w = ሺ2 + iሻz + 1 − 2i? 

Ví dụ 1.4 
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Câu 1. Xác định các số phức z1, z2, z3, z4 và z5 có điểm biểu diễn 

lần lượt là các điểm A, B, C, D và E. 

 

 

 

 

Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, xác định tập hợp các điểm M biểu diễn số phức z thỏa mãn  

a. ȁz − 2 + 2iȁ + ȁz + 1 − 2iȁ = 5 b. ȁz + 1ȁ + ȁz − 1ȁ = 4 

Ví dụ 1.5 

Bài tập tự luyện 
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Câu 2. Cho z1 = 1 + 2i, z2 = 3 − i và z3 lần lượt có điểm biểu diễn là A, B, C. Xác định z3 sao 

cho A là trung điểm đoạn thẳng BC? 

Câu 3. Cho z1 = 1 + 2i, z2 = 3 − i và z3 = z1z2 lần lượt có điểm biểu diễn là A, B, C. Xác định 

z4 có điểm biểu diễn là D sao cho tứ giác ABCD là hình bình hành? 

Câu 4. Trên mặt phẳng tạo độ Oxy, xác định tập hợp các điểm biểu diễn số phức z thỏa mãn: 

a. ȁz + 2 + iȁ = ȁz − 3iȁ b. zሺz − 2 + iሻ + 4i − 1 là số thực 

Câu 5. Trên mặt phẳng tạo độ Oxy, xác định tọa độ tâm và bán kính của đường tròn là tập hợp 

điểm biểu diễn số phức z thỏa mãn: 

a. ȁz + 2i − 1ȁ = 4 b. ሺ2 − zሻሺz + iሻ là số thuần ảo. 

Câu 6. Trên mặt phẳng tạo độ Oxy, xác định tọa độ tâm và bán kính của đường tròn là tập hợp 

điểm biểu diễn số phức w thỏa mãn: 

a.w = 2z + i với ȁz − 1 + 2iȁ = 3 b.  w =
5+iz

1+z
 với ȁzȁ = ξ2 

Câu 7. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, xác định tập hợp các điểm M biểu diễn số phức z thỏa mãn  

3ȁz + iȁ = ȁ2z − z + 1 + 3iȁ 

Câu 8. Xác định độ dài hai trục của elip ȁz + 4 + iȁ + ȁz − 4 − 3iȁ = 10? 

 
Dạng 2. Bài toán giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của modul số phức 

 

Lời giải 
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 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

Cho số phức thỏa mãn ȁz − 1 + iȁ = ȁz − 2iȁ, xác định z để P = ȁz + 1 − 2iȁ đạt giá trị nhỏ nhất ? 

Ví dụ 2.1 
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Cho số phức thỏa mãn ȁz − 3 + 4iȁ = 2, xác định giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của môđun 

số phức z + 3 − 2i ? 

Ví dụ 2.2 
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1 KHỐI ĐA DIỆN 

Bài 1 KHỐI ĐA DIỆN – KHỐI ĐA DIỆN ĐỀU 

Hình đa diện – Khối đa diện – Đa diện lồi 

Hình đa diện là hình không gian được tạo bởi hữu hạn các đa giác có tính chất 

a) Hai đa giác phân biệt chỉ có thể không có điểm chung, hoặc chỉ có 1 đỉnh chung 

hoặc chỉ có 1 cạnh chung, 

b) Mỗi cạnh của đa giác nào cũng là cạnh chung của đúng 2 đa giác. 

Khối đa diện là phần không gian được giới hạn bởi 1 hình đa diện, kể cả hình đa diện đó. 

Các khối đa diện có thể lắp ghép lại với nhau nhưng không được kết nối chỉ bằng 1 cạnh 

hay 1 đỉnh 

Nối 2 đỉnh bất kỳ, đoạn thẳng được tạo thành nằm trong hoặc trên mặt bên của khối đa 

diện thì đó là đa diện lồi. 

 

Khối đa diện đều: Một khối đa diện lồi là đều nếu và chỉ nếu thỏa mãn cả ba tính chất sau 

1. Tất cả các mặt của nó là các đa giác đều, bằng nhau 

2. Các mặt không cắt nhau ngoài các cạnh 

3. Mỗi đỉnh là giao của một số mặt như nhau (cũng là giao của số cạnh như nhau). 

Mỗi khối đa diện đều có thể xác định bới ký hiệu ሼp,  qሽ trong đó 

1. p = số các cạnh của mỗi mặt (hoặc số các đỉnh của mỗi mặt) 

2. q = số các mặt gặp nhau ở một đỉnh (hoặc số các cạnh gặp nhau ở mỗi đỉnh). 

Có 5 khối đa diện đều: Tứ diện đều, Khối lập phương, Bát diện đều, Mười hai mặt 

đều, Hai mươi mặt đều. 

TRỌNG TÂM 

https://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=T%C3%ADnh_ch%E1%BA%A5t&action=edit&redlink=1
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Dạng 1. Khối đa diện 

a  

 

 

 

 

Đa diện bên có bao 

nhiêu cạnh : 

A. 10. B. 𝟏7. 

C. 9. D. 4. 
 

Ví dụ 1.1 

Đa diện bên có bao 

nhiêu mặt : 

A. 11. B. 12. 

C. 10. D. 7. 
 

Ví dụ 1.2 

Có bao nhiêu khối đa diện ? 

                      
A. 1. B. 2. C. 4. D. 3. 

Ví dụ 1.3 

Hình nào dưới đây không phải là hình đa diện? 

 
A. Hình 1. B. Hình 2. C. Hình 4. D. Hình 3. 

Ví dụ 1.4 

Trong các hình dưới đây hình nào không phải đa diện lồi? 

 
A. Hình 1. B. Hình 2. C. Hình 4. D. Hình 3. 

Ví dụ 1.5 

Số hình đa diện lồi trong các hình dưới đây là 

 

A. 1. B. 2. C. 4. D. 3. 

Ví dụ 1.6 
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Dạng 2. Khối đa diện đều, mặt phằng đối xứng 

 

Một khối đa diện lồi là đều nếu và chỉ nếu thỏa mãn cả ba tính chất sau 

1. Tất cả các mặt của nó là các đa giác đều, bằng nhau 

2. Các mặt không cắt nhau ngoài các cạnh 

3. Mỗi đỉnh là giao của một số mặt như nhau (cũng là giao của số cạnh như nhau). 

 

Mỗi khối đa diện đều có thể xác định bới ký hiệu ሼp,  qሽ trong đó 
1. p = số các cạnh của mỗi mặt (hoặc số các đỉnh của mỗi mặt) 
2. q = số các mặt gặp nhau ở một đỉnh (hoặc số các cạnh gặp nhau ở mỗi đỉnh). 

 

Có 5 khối đa diện đều được tóm tắt trong bảng sau 

 

Khối đa diện đều Số đỉnh Số cạnh Số mặt 
Loại 
ሼ𝐩,  𝐪ሽ  

Tứ Diện Đều  

 

4 6 4 ሼ3,3ሽ 

Khối Lập Phương 

 

8 12 6 ሼ4,3ሽ 

Khối Bát Diện Đều 

 

6 12 8 ሼ3,4ሽ 

Khối Mười Hai Mặt 
Đều 

 

20 30 12 ሼ5,3ሽ 

Khối Hai Mươi Mặt 
Đều 

 

12 30 20 ሼ3,5ሽ 

 

  

https://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=T%C3%ADnh_ch%E1%BA%A5t&action=edit&redlink=1
https://vi.wikipedia.org/wiki/T%E1%BB%A9_di%E1%BB%87n#t%E1%BB%A9_di%E1%BB%87n_%C4%91%E1%BB%81u
https://vi.wikipedia.org/wiki/Kh%E1%BB%91i_l%E1%BA%ADp_ph%C6%B0%C6%A1ng
https://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=Kh%E1%BB%91i_t%C3%A1m_m%E1%BA%B7t_%C4%91%E1%BB%81u&action=edit&redlink=1
https://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=Kh%E1%BB%91i_m%C6%B0%E1%BB%9Di_hai_m%E1%BA%B7t_%C4%91%E1%BB%81u&action=edit&redlink=1
https://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=Kh%E1%BB%91i_m%C6%B0%E1%BB%9Di_hai_m%E1%BA%B7t_%C4%91%E1%BB%81u&action=edit&redlink=1
https://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=Kh%E1%BB%91i_hai_m%C6%B0%C6%A1i_m%E1%BA%B7t_%C4%91%E1%BB%81u&action=edit&redlink=1
https://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=Kh%E1%BB%91i_hai_m%C6%B0%C6%A1i_m%E1%BA%B7t_%C4%91%E1%BB%81u&action=edit&redlink=1
https://vi.wikipedia.org/wiki/T%E1%BA%ADp_tin:Tetrahedron.jpg
https://vi.wikipedia.org/wiki/T%E1%BA%ADp_tin:Hexahedron.jpg
https://vi.wikipedia.org/wiki/T%E1%BA%ADp_tin:Octahedron.svg
https://vi.wikipedia.org/wiki/T%E1%BA%ADp_tin:Dodecahedron.jpg
https://vi.wikipedia.org/wiki/T%E1%BA%ADp_tin:Icosahedron.jpg
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Số mặt phẳng đối xứng của một số khối đa diện thường gặp 

3 

Khối chóp tam giác đều (độ dài cạnh bên và đáy khác nhau) 

Khối hộp chữ nhật ba kích thước khác nhau 

Khối hộp đứng có đáy là hình thoi 

4 
Khối lăng trụ tam giác đều 

Khối chóp tứ giác đều 

5 Khối lăng trụ tứ giác đều (độ dài cạnh bên và đáy khác nhau) 

6 Khối tứ diện đều 

9 
Khối lập phương 

Khối bát diện đều 

15 
Khối 12 mặt đều 

Khối 20 mặt đều 
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Công thức hình học cơ bản 

 HÌNH VẼ TÍNH CHẤT 

Tam giác đều 

 

Stam giác đều =
ሺcạnhሻ2ξ3

4
 

AM =
cạnhξ3

2
          AG =

cạnhξ3

3
        GM =

cạnhξ3

6
 

Tam giác 

vuông 

 

Stam giác vuông =
1

2
. ሺcạnh góc vuôngሻ. ሺcạnh góc vuôngሻ 

AB2 + AC2 = BC2 

sin ABĈ =
đối

huyền
=
AC

BC
              cos ABĈ =

kề

huyền
=
AB

BC
 

tanABĈ =
đối

kề
=
AC

AB
 

Tam giác 

vuông cân 

 

Stam giác vuông =
1

2
ሺcạnh góc vuôngሻሺcạnh góc vuôngሻ 

huyẽ n = ሺca nh go c vuo ngሻ. ξ2 

AH = caoሺtam giác vuông cânሻ =
huyền

2
 

Bài 2 THỂ TÍCH KHỐI ĐA DIỆN 

Thẽ  tì ch kho i cho p: 𝐕 =
𝟏

𝟑
𝐁. 𝐡 Thể tích khối lăng trụ 𝐕 = 𝐁. 𝐡 

B: Diẽ  n tì ch ma  t đa y. h: Chiẽ u cao cu a kho i cho p. 

 

Tỷ lệ thể tích 

VS.A′B′C′

VS.ABC
=
SA′

SA
.
SB′

SB
.
SC′

SC
 

 

 

 

TRỌNG TÂM 
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Hình vuông 

 

Shình vuông = ሺcạnhሻ
2 

chéo = cạnhξ2 

Hình chữ 

nhật  

Shình chữ nhật = dài. rộng 

Hình thoi 

 

Shình thoi =
1

2
chéo. chéo 

Shình thoi = cạnh. cạnh. sinሺgóc xen giữa hai cạnhሻ 

Hình thang, 

hình thang 

vuông, hình 

thang cân 

 

 

Shình chữ nhật =
ሺđáy lớn + đáy béሻ. cao

2
 

 

Dạng 1. Thể tích khối đa diện 

1. Thẽ  tì ch kho i cho p: 𝐕 =
𝟏

𝟑
𝐁. 𝐡 Thể tích khối lăng trụ 𝐕 = 𝐁. 𝐡 

B: Diẽ  n tì ch ma  t đa y. h: Chiẽ u cao cu a kho i cho p. 

2. Các khối đa diện thường gặp  

• Khối chóp có cạnh bên SA vuông góc mặt đáy ⇒ hchóp = SA  

  
• Khối chóp có mặt bên là tam giác cân hoặc tam giác đều và vuông góc mặt đáy  

⇒ hchóp = hmặt bên = SH 
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• Khối chóp đều ⇒ hchóp = SO với O là tâm của đa giác đáy 

  
Chóp tam giác đều hoặc Tứ diện đều Chóp tứ giác đều 

• Lăng trụ đứng ⇒ hlăng trụ = AA
′ = BB′ = CC′ 

  
3. Hì nh cho p cu t ABC. A′B′C′: Vchóp cụt =

h

3
൫B + B′ + ξBB′൯ Vơ i B, B′, h la  diẽ  n tì ch hai đa y va  

chiẽ u cao. 

4. Thể tích một số khối hình thường gặp 

• Khối chóp có 3 cạnh đôi một vuông góc có độ dài ba cạnh lần lượt là a, b, c:  

Vchóp 3 cạnh đôi một vuông góc =
1

6
abc 

• Khối chóp có 3 cạnh đôi một vuông góc có diện tích 3 mặt vuông góc lần lượt là S1, S2, S3: 

Vchóp 3 cạnh đôi một vuông góc =
√2S1S2S3

3
 

• Chóp tam giác đều tất cả các cạnh nhau, tứ diện đều: Vtứ diện đều =
ሺcạnhሻ3ξ2

12
 

• Chóp tam giác đều có cạnh đáy và cạnh bên: Vchóp tam giác =
ሺđáyሻ2√3ሺbênሻ2−ሺđáyሻ2

12
 

• Chóp tứ giác đều tất cả các cạnh nhau: Vchóp tứ giác đều các cạnh bằng nhau =
ሺcạnhሻ3ξ2

6
 

• Chóp tứ giác đều có cạnh đáy và cạnh bênh: Vchóp tứ giác đều =
ሺđáyሻ2√4ሺbênሻ2−2ሺđáyሻ2

6
 

• Khối bát diện đều: 

Vbát diện đều =
ሺcạnhሻ3ξ2

3
                   Stoàn phần bát diện đều = 2ሺcạnhሻ

2ξ2 

• Hình hộp chữ nhật: AC′ = A′C = BD′ = B′D = ξAB2 + AD2 + AA′2 

Vhình hộp chữ nhật = cạnh1. cạnh2. cạnh3                 Vhình hộp chữ nhật = √S1. S2. S3 

• Hình lập phương: 

o AC′ = A′C = BD′ = B′D = cạnhξ3 

o Vlập phương = ሺcạnhሻ
3                           Stoàn phần lập phương = 6ሺcạnhሻ

2 
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• Khối bát diện đều có đỉnh là tâm các mặt hình lập phương: V =
ሺcạnhሻ3

6
 

• Khối lập phương có đỉnh là tâm các mặt bát diện đều: V =
2ሺcạnhሻ3ξ2

27
 

 

 
Lời giải 

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  
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Tính thể tích khối lập phương có độ dài cạnh bằng 2a? 

Ví dụ 1.1 

Tính thể tích khối lăng trụ có diện tích đáy bằng 3 và chiều cao bằng 2? 

Ví dụ 1.2 

Khối chóp tam giác S. ABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh a, cạnh bên SA vuông góc với mặt 

đáy và SA = a. Tính thể tích của khối chóp S. ABC? 

Ví dụ 1.3 
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Lời giải 
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 .................................................................................................................................................................................................... 

Cho hình chóp S. ABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh 2a, tam giác SAB là tam giác đều và nằm 

trong mặt phẳng vuông góc với mặt đáy. Tính thể tích khối chóp S. ABC. 

Ví dụ 1.4 

Khối chóp S. ABCD có SA vuông góc với ሺABCDሻ, ABCD là hình vuông cạnh a, góc giữa SC và 

ሺABCDሻ là 30°. Tính thể tích khối chóp S. ABCD? 

Ví dụ 1.5 
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Lời giải 
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Câu 1: Cho khối chóp O.ABC có ba cạnh OA, OB, OC đôi một vuông góc. Biết độ dài các cạnh OA, 

OB và OC lần lượt là 2, 3 và 4. Tính thể tích khối chóp O.ABC? 

Câu 2: Tính thể tích khối hộp chữ nhật ABCD. A′B′C′D′ có số đo ba cạnh AB, AD VÀ AA′ lần lượt 

là 3, 5 và 7. 

Câu 3: Cho khối chóp tam giác S. ABC có đáy ABC là tam giác vuông tại B, cạnh bên SA vuông góc 

với mặt đáy và SA = a, AB = a, BC = 2a. Tính thể tích của khối chóp S. ABC? 

Câu 4: Cho khối chóp tam giác S. ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, cạnh bên SA vuông 

góc với mặt đáy và SA = 2a. Tính thể tích của khối chóp S. ABCD? 

Câu 5: Cho hình lăng trụ đứng ABC. A′B′C′ có đáy tam giác ABC vuông tại B, AB = 2BC = 2a, 

cạnh bên AA′ = aξ2. Tính theo a thể tích của khối lăng trụ ABC. A′B′C′? 

Tính thể tích khối chóp tam giác đều S. ABC có cạnh đáy bằng a và cạnh bên bằng 2a? 

Ví dụ 1.6 

Bài tập tự luyện 



 HÌNH HỌC 12 – CHƯƠNG 1  

 

 
 

 

Trang 127 

Câu 6: Khối chóp tam giác S. ABCD có đáy ABCD là hình vuông, cạnh bên SA vuông góc với mặt 

đáy và SA = AC = aξ2. Tính thể tích của khối chóp S. ABCD? 

Câu 7: Cho hình chóp S. ABC có đáy ABC là tam giác vuông cân tại A, AB = 2a, tam giác SAB là 

tam giác vuông cân tại S và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt đáy. Tính thể tích khối chóp 

S. ABC? 

Câu 8: Cho hình chóp S. ABC có đáy ABC là tam giác vuông cân tại A, BC = aξ2, tam giác SAB là 

tam giác đều và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt đáy. Tính thể tích khối chóp S. ABC? 

Câu 9: Cho hình chóp S. ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh 2a, tam giác SAB là tam giác cân 

và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt đáy, SA = ξ3a. Tính thể tích khối chóp S. ABCD? 

Câu 10: Cho hình chóp S. ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật, AB = a, AD = 2a, tam giác SAB là 

tam giác vuông cân tại S và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt đáy. Tính thể tích khối chóp 

S. ABCD? 

Câu 11: Cho hình chóp S. ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, tam giác SAC là tam giác đều 

và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt đáy. Tính thể tích khối chóp S. ABCD? 

Câu 12: Khối chóp S. ABC có SA vuông góc với ሺABCሻ, đáy ABC là tam giác vuông cân tại A,  

AB = a, góc giữa SB và ሺABCሻ là 45°. Tính thể tích khối chóp S. ABC? 

Câu 13: Khối chóp S. ABCD có SA vuông góc với ሺABCDሻ, đáy ABCD là hình vuông cạnh a, góc giữa 

SC và ሺABCDሻ là 60°. Tính thể tích khối chóp S. ABCD? 

Câu 14: Khối chóp S. ABC có SA vuông góc với ሺABCሻ, SA = a, đáy ABC là tam giác đều, góc giữa 

SB và ሺABCሻ là 60°. Tính thể tích khối chóp S. ABC? 

Câu 15: Cho hình hộp đứng ABCD. A′B′C′D′ có đáy là hình vuông cạnh a, góc giữa AB′ và mặt đáy  

bằng 60°. Tính thể tích khối ABCD. A′B′C′D′? 

Câu 16: Tính thể tích khối tứ diện đều có tất cả các cạnh bằng a. 

Câu 17: Tính thể tích khối chóp tam giác đều S. ABC có cạnh đáy bằng a và cạnh bên bằng 2a? 

Câu 18: Tính thể tích khối chóp tứ giác đều S. ABCD có cạnh đáy bằng 2a, tam giác SAC vuông cân 

tại S. 

Câu 19: Cho hình chóp tứ giác đều S. ABCD có cạnh đáy bằng 2a, góc giữa cạnh bên và mặt đáy 

bằng 60°. Tính theo a thể tích khối chóp S. ABCD. 

Câu 20: Cho hình chóp tứ giác đều S. ABCD có cạnh đáy bằng 2a, góc giữa mặt bên và mặt đáy 

bằng 30°. Tính theo a thể tích khối chóp S. ABCD. 
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Dạng 2. Tỷ lệ thể tích 

VS.A′B′C′

VS.ABC
=
SA′

SA
.
SB′

SB
.
SC′

SC
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Câu 1. Cho hình chóp S. ABC, gọi M, N lần lượt là trung điểm của SA, SB. Tính tỉ số 
VS.MNC

VS.ABC
. 

Câu 2. Cho hình chóp S. ABC, gọi M, N lần lượt là trung điểm của SA, SB. Tính tỉ số 
VAMNCB

VS.ABC
. 

Câu 3. Cho hình chópS. ABCD có đáy là hình chữ nhật. Trên 4 cạnh SA, SB, SC, SD lần lượt lấy 4 

điểm A′, B′, C′ và D′là trung điểm các cạnh SA, SB, SC và SD. Gọi V và V′ lần lượt là thể tích của các 

khối chóp S. ABCD và S. A′B′C′D′. Khi đó tính tỷ số 
V′

V
. 

Cho hình chópS. ABC. Trên 3 cạnh SA, SB, SC lần lượt lấy 3 điểm A′, B′, C′ sao cho SA′ =
1

2
SA; 

SB′ =
1

2
SB, SC′ =

1

2
SC. Gọi V và V′ lần lượt là thể tích của các khối chóp S. ABC và S. A′B′C′.  

Khi đó tính tỷ số 
V′

V
? 

Ví dụ 2.1 

Bài tập tự luyện 
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2 MẶT NÓN, MẶT TRỤ, 

MẶT CẦU 

Bài 1 MẶT NÓN TRÒN XOAY 

Sự tạo thành hình nón: quay tam giác vuông SAO quanh cạnh góc vuông SO thì tạo thành 

hình nón có chiều cao SO, bán kính AO, đường sinh SA. 

 

Công thức Pytago trong hình nón: h2 + r2 = l2  

Diện tích đáy hình nón: Sđáynón = πr
2  

Chu vi đáy hình nón: Cđáynón = 2πr  

Diện tích xung quanh hình nón: Sxqnón = πrl  

Diện tích toàn phần hình nón: 

Stpnón = Sđáynón + Sxqnón = πr
2 + πrl = πrሺr + lሻ  

Thể tích khối nón : Vnón =
1

3
Bh =

1

3
πr2h  ሺB = πr2ሻ 

Góc ở đỉnh ASB̂ = α ⇒ ASÔ =
α

2
 

TRỌNG TÂM 

Cho hình nón ሺNሻ có chiều cao h = 4, bán kính đáy r = 3. Độ dài đường sinh của ሺNሻ là: 

Ví dụ 1.1 
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Câu1. Cho hình nón (N) có h = 6, l = 10. Xác định độ dài đường kính đáy của (N)? 

Câu 2. Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần của hình nón ሺNሻ có h = 4, r = 3? 

Câu 3. Tính thể tích của khối nón ሺNሻ có h = 4, r = 3? 

Câu 4. Cho khối nón (N) có đường sinh bằng đường kính đáy bằng 6, tính thể tích của (N)? 

Câu 5. Cho hình nón (N) có diện tích xung quang bằng 10π, biết bán kính đáy bằng 2, xác định 

diện tích toàn phần của (N)? 

Câu 6. Biết khối (N) có thể tích bằng 15π, chiều cao khối nón bằng 5. Tìm độ dài đường sinh 

(N)? 

Câu 7. Tính thể tích khối nón có bán kính đáy bằng a, góc ở đỉnh bằng 60°? 

Câu 8. Tính thể tích khối nón có đường sinh bằng a, góc ở đỉnh bằng 120°? 

Một hình nón có chiều cao bằng 3a, góc ở đỉnh bằng 60°. Tính diện tích toàn phần của hình nón? 

Ví dụ 1.2 

Tam giác ABC vuông tại A có AB = 2, AC = 1. Quay tam giác ABC quanh cạnh AC ta được khối 

nón có đường sinh bằng bao nhiêu? 

Ví dụ 1.3 

Bài tập tự luyện 
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Câu 9. Tam giác ABC vuông tại A có AB = 4 và BC = 5. Tính độ dài đường cao của hình nón được 

tạo thành khi quay đường gấp khúc BCA quanh cạnh AC? 

Câu 10. Tam giác ABC vuông tại A có AB = 4 và AC= 3. Tính diện tích xung quanh hình nón được 

tạo thành khi quay đường gấp khúc BCA quanh cạnh AB? 

Câu 11. Tam giác ABC vuông tại A có AB = 4 và AC= 3. Tính thể tích khối tròn xoay được tạo 

thành khi quay đường gấp khúc BCA quanh cạnh BC? 

 

Dạng 2. Thiết diện của hình nón 

Các loại thiết diện của khối nón khá phức tạp, có thể kể tên như sau: 

   

Thiết diện qua trục của khối 

nón. 

Thiết diện song song với đáy 

của khối nón. 

Thiết diện song song với trục 

của khối nón. 

 .   

Thiết diện không song song 

với trục và đi qua đỉnh của 

khối nón. 

Thiết diện không song song 

với trục, không đu qua đỉnh và 

không cắt mặt đáy của khối 

nón. 

Thiết diện không song song với 

trục, không đi qua đỉnh và cắt 

mặt đáy của khối nón. 

 

Thiết diện qua trục của hình nón là tam giác vuông cân: 

{
 

 h = r =
cạnh huyền

2
l = cạnh góc vuông

cạnh huyền = cạnh góc vuôngξ2

 

Thiết diện qua trục của hình nón là tam giác đều: 

{
 
 

 
 h =

cạnhξ3

2

r =
cạnh

2
l = cạnh
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Câu 1. Một hình nón có thiết diện qua trục là một tam giác vuông có cạnh huyền bằng 2a. Tính 

diện tích xung quanh của hình nón? 

Câu 2. Một hình nón có thiết diện qua trục là một tam giác vuông có cạnh góc vuông bằng a. 

Tính thể tích khối nón? 

Câu 3. Tính thể tích khối nón (N) biết rằng thiết diện qua trục của (N) là tam giác đều cạnh 2a? 

Câu 4. Một hình nón có thiết diện qua trục là một tam giác đều có cạnh bằng a, tính diện tích 

xung quanh của hình nón? 

Câu 5. Một hình nón (N) có thiết diện qua trục là một tam giác đều. Biết diện tích xung quanh 

của hình nón bằng 50π. Tính thể tích (N)? 

 

Một hình nón có chiều cao bằng a, thiết diện qua trục là một tam giác vuông. Tính diện tích toàn 

phần của hình nón? 

Ví dụ 2.1 

Bài tập tự luyện 
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Dạng 1. Các khái niệm cơ bản 
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Bài 2 MẶT TRỤ TRÒN XOAY 

Sự tạo thành hình trụ: quay hình chữ nhật ABCD quanh cạnh AB thì tạo thành hình trụ có 

chiều cao AB, bán kính AD, đường sinh CD. 

 

Diện tích đáy hình trụ: Sđáytrụ = πr
2  

Chu vi đáy hình trụ: Cđáytrụ = 2πr  

Diện tích xung quanh hình trụ: Sxqtrụ = 2πrl = 2πrh  

Diện tích toàn phần hình trụ: 

Stptrụ = 2Sđáytrụ + 2Sxqtrụ = 2πr
2 + 2πrl = 2πr2 + 2πrh  

Thể tích khối trụ : Vtrụ = Bh = πr
2h  ሺB = πr2ሻ 

TRỌNG TÂM 

Tính diện tích xung quanh của hình trụ có bán kính đáy bằng 5, chiều cao bằng 7? 

Ví dụ 1.1 

Cho hình chữ nhật ABCD có AB = 2 và AD = 4, gọi M, N lần lượt là trung điểm các cạnh AD và 

BC. Quanh hình chữ nhật ABCD quanh cạnh MN ta được khối trụ có thể tích bằng bao nhiêu? 

Ví dụ 1.2 
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Câu 1. Tính diện tích toàn phần hình trụ có chiều cao bằng 2 và bán kính đáy bằng 3? 

Câu 2. Tính thể tích khối trụ, biết rằng độ dài đường sinh của khối trụ bằng 4 và bằng đường 

kính mặt đáy? 

Câu 3. Một khối trụ có thể tích bằng 2a3π, bán kính đáy bằng a, khi đó diện tích toàn phần hình 

nón đã cho bằng bao nhiêu? 

Câu 4. Một hình trụ có diện tích toàn phần bằng 6a2π  và bán kính đáy bằng a, khi đó thể tích 

khối trụ đã cho bằng bao nhiêu? 

Câu 5. Cho hình chữ nhật ABCD có AB = 2 và AD = 4, gọi M, N lần lượt là trung điểm các cạnh 

AB và CD. Tính diện tích toàn phần hình trụ thu được khi quanh hình chữ nhật ABCD quanh cạnh 

MN? 

Câu 6. Tính thể tích khối trụ được tạo thành khi quay hình chữ nhật ABCD có AB = 2 và AD = 4 

quanh cạnh AB? 

 

Dạng 2. Thiết diện của hình trụ 

Các loại thiết diện của hình khối trụ khá phức tạp, có thể kể tên như sau: 

   

Thiết diện qua trục của khối 

trụ 

 

Thiết diện song song với hai 

đáy của khối trụ 

Thiết diện song song với trục 

của khối trụ 

 .   

Thiết diện không song song 

với trục và cắt hai đáy 

Thiết diện không song song 

với trục và không cắt hai đáy 

Thiết diện không song song 

với trục và cắt một đáy 

 

 

Bài tập tự luyện 
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Thiết diện qua trục của hình trụ là hình chữ nhật có ∶ {
Chu vi = 2h + 4r
Diẽ  n tì ch = 2hr

 

Thiết diện qua trục của hình trụ là hình vuông: l = h = 2r = ca nh 
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Câu 1. Cho hình trụ có bán kính đáy bằng 3a. Biết rằng khi cắt hình trụ đã cho bởi một mặt phẳng 

qua trục, thiết diện thu được là một hình vuông. Diện tích xung quanh của hình trụ đã cho bằng 

bao nhiêu? 

Câu 2. Cho hình trụ có bán kính đáy bằng a. Biết rằng khi cắt hình trụ đã cho bởi một mặt phẳng 

qua trục, thiết diện thu được có diện tích bằng 4a. Xác định thể tích của khối trụ đã cho? 

 

 

 

Khối trụ có thiết diện qua trục là hình vuông cạnh 2a có thể tích bằng bao nhiêu? 

Ví dụ 2.1 

Khối trụ có bán kính đáy bằng a, chu vi của thiết diện qua trục bằng 10a. Tính diện tích toàn 

phần của khối trụ đã cho 

Ví dụ 2.2 

Bài tập tự luyện 
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Dạng 1. Các khái niệm cơ bản 
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Câu 1. Tính thể tích khối cầu có bán kính bằng Rξ2? 

Câu 2. Tính diện tích mặt cầu có đường kính bằng 2a? 

Câu 3. Khối cầu có thể tích bằng 36π có bán kính bằng bao nhiêu? 

Câu 4. Một mặt cầu có diện tích bằng 16π thì bán kính mặt cầu đó bằng bao nhiêu? 

Câu 5. Một mặt cầu có diện tích bằng 36π, tính thể tích khối cầu được giới hạn bởi mặt cầu đó? 

Câu 6. Quay một đường tròn có bán kính bằng 3R quanh đường kính của nó tạo thành một mặt 

cầu. Tính diện tích mặt cầu được sinh ra? 

Bài 3 MẶT CẦU – KHỐI CẦU 

Diện tích mặt cầu Smặt cầu = 4πሺbán kínhcầuሻ
2 

 Thể tích khối cầu Vkhối cầu =
4

3
πሺbán kínhcầuሻ

3. 

TRỌNG TÂM 

Cho hình cầu có bán kính Rξ3, tính diện tích mặt cầu? 

Ví dụ 1.1 

Cho hình tròn đường kính 6a quay quanh đường kính của nó. Khi đó tính thể tích khối tròn xoay 

sinh ra? 

Ví dụ 1.1 

Bài tập tự luyện 
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Dạng 2. Vị trí tương đối giữa mặt cầu và mặt phẳng 

Cho mặt cầu ሺSሻ có tâm O, bán kính R và mặt phẳng ሺPሻ. Gọi H là hình chiếu vuông góc của O 

lên mặt phẳng ሺPሻ. Khi đó OH = d൫O; ሺPሻ൯. Ta có các trường hợp về vị trí tương đối của mặt 

cầu ሺSሻ và mặt phẳng ሺPሻ như sau: 

 

  

Mặt phẳng và mặt cầu không 

có điểm chung: OH > R. 

Mặt phẳng tiếp xúc mặt cầu:  

OH = R 

Mặt phẳng cắt mặt cầu tạo 

thành đường tròn tâm H bán 

kính r. 

R2 = r2 + OH2 
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 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Câu 1. Cho mặt cầu ሺSሻ cắt mặt phẳng ሺPሻ cách tâm một khoảng bằng 3, giao tuyến tạo thành là 

một đường tròn có bán kính bằng 4. Tính thể tích mặt cầu ሺSሻ? 

Câu 2. Cho mặt cầu ሺSሻ có tâm I và bán kính bằng 5, mặt phẳng ሺPሻ cách điểm I một khoảng bằng 

4 cắt mặt cầu tạo thành giao tuyến hình tròn. Tính diện tích thiết diện được hình thành? 

Cho mặt cầu có bán kính bằng 5 cắt mặt phẳng cách tâm một khoảng bằng 3, giao tuyến tạo 

thành là một đường tròn. Tính diện tính hình tròn đó? 

Ví dụ 2.1 

Bài tập tự luyện 
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Dạng 3. Mặt cầu nội tiếp, ngoại tiếp các hình khối 

Mặt cầu ngoại tiếp đa diện: Mặt cầu đi qua tất cả các đỉnh của đa diện. 

Các đa diện thường gặp có mặt cầu ngoại tiếp: 

Hình chóp có đáy là: tam giác, hình chữ nhật, hình thang cân và đa giác đều (tam giác 

đều, hình vuông, ngũ giác đều, lục giác đều,…). 

Lăng trụ đứng và có đáy là các hình như trên. 

Mặt cầu nội tiếp đa diện: Mặt cầu tiếp xúc với tất cả các mặt của đa diện. 

 

Khối cầu ngoại tiếp hình lập phương: R =
cạnhhình lập phươngξ3

2
 

Khối cầu nội tiếp hình lập phương: R =
cạnhhình lập phương

2
 

൫Lưu ý: AC′ = A′C = BD′ = B′D = cạnhξ3൯ 

Khối cầu ngoại tiếp hình hộp chữ nhật hoặc khối chóp có ba cạnh đôi một vuông góc: 

R =
1

2
√ሺcạnh1ሻ2 + ሺcạnh2ሻ2 + ሺcạnh3ሻ2 

Khối cầu ngoại tiếp lăng trụ đứng: R = √ቀ
caolăng trụ

2
ቁ
2

+ ൫bán kính đáyngoại tiếp൯
2

 

Khối cầu ngoại tiếp hình chóp có SA vuông góc với đáy hoặc lăng trụ đứng: 

 R = √ቀ
caohình chóp

2
ቁ
2

+ ൫bán kính đáyngoại tiếp൯
2
 

Khối cầu ngoại tiếp chóp đều: R =
ሺcạnh bênሻ2

2cao
;   R =

ሺcạnh bênሻ2

2ටሺcạnh bênሻ2 − ൫bán kính đáyngoại tiếp൯
2

 

Với cách tìm bán kính đáy là: 

rnộitam giác đều =
cạnhξ3

6
 rngoạitam giác đều =

cạnhξ3

3
 

rnộihình vuông =
cạnh

2
 rngoạihình vuông =

cạnhξ2

2
 

rngoạitam giác vuông =
huyền

2
 rngoạihình chữ nhật =

chéohình chữ nhật
2
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Lời giải 

Cách 1: Dựng hình 

Gọi I là trung điểm AC′ thì I cách đều các đỉnh A, B, C, D, A′, B′, C′, D′, ta dễ dàng chứng minh được: 

IA = IB = IC = ID = IA′ = IB′ = IC′ = ID′ 

Vậy I là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình lập phương. Bán kính mặt cầu là IA: 

R = IA =
AC′

2
=
√AB2 + AD2+AA′2

2
=
ABξ3

2
=
aξ3

2
 

Lưu ý: do khoảng cách từ I đến sáu mặt của hình lập phương bằng 

nhau và bằng 
AB

2
 nên I cũng là tâm mặt cầu nội tiếp hình lập 

phương. 

Cách 2: Dùng công thức giải nhanh 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Lời giải 

Cách 1: Dựng hình 

Bước 1: Xác định tâm đường tròn ngoại tiếp đa giác đáy 

Xét hình chóp có đáy là tam giác vuông  SBC và đường cao SA. 

Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác đáy SBC. 

Do SB vuông góc SC nên tam giác SBC vuông tại S.  

⇒ I là trung điểm cạnh huyền BC 

Bước 2: Dựng trục đường tròn ngoại tiếp của đa giác đáy. 

Kẻ đường thẳng d qua điểm I và vuông góc mặt phẳng (SBC), khi đó đường thẳng d được gọi là trục 

đường tròn ngoại tiếp tam giác SBC. 

SA ⊥ ሺSBCሻ ⇒ SA ∥ d. Với mọi điểm O nằm trên d, ta có OS = OB = OC ሺ1ሻ. 

Tính thể tích khối cầu ngoại tiếp hình lập phương có cạnh bằng a? 

Ví dụ 3.1 

Cho tứ diện S. ABC có ba đường thẳng SA, SB, SC vuông góc với nhau từng đôi một, SA = 3, SB =

4, SC = 5. Tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp S. ABC? 

Ví dụ 3.2 
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Bước 3: Dựng tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp 

Gọi M là trung điểm SA, kẻ MO ⊥ d ሺO ∈ dሻ ⇒ MO là đường trung trực của đoạn thẳng SA 

⇒ OS = OA ሺ2ሻ. 

Từ  ሺ1ሻ và  ሺ2ሻ, OS = OA = OB = OC nên O cách đều các điểm S, A, B, C. Hay O được gọi là tâm mặt 

cầu ngoại tiếp chóp S.ABC với bán kính R = SO. 

Bước 4: Tìm bán kính mặt cầu 

Với O là tâm mặt cầu được xác định, bán kính mặt cầu là đoạn thẳng OS 

R = SO = √OI2 + SI2 = √SM2 + ൬
BC

2
൰
2

= √൬
SA

2
൰
2

+
BC2

4
= √

SA

4

2

+
SB2 + SC2

4
 

=
1

2
√SA2 + SB2 + SC2 =

1

2
√32 + 42 + 52 =

5ξ2

2
 

Cách 2: Dùng công thức giải nhanh 

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 

 

Lời giải 

Cách 1: Dựng hình 

Bước 1: Xác định tâm đường tròn ngoại tiếp đa giác đáy 

Tứ diện đều nên có đã giác đáy tam giác ABC là tam giác đều. 

Vậy tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC là điểm G với G là trọng 

tâm tác giác ABC. 

Bước 2: Dựng trục đường tròn ngoại tiếp của đa giác đáy. 

Do tứ diện S.ABC là tứ diện đều nên SG ⊥ ሺABCሻ, vậy SG là trục đường 

tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

Với điểm O bất kỳ nằm trên SG thì OA = OB = OC ሺ1ሻ. 

Bước 3: Dựng tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp 

Xét cạnh bên SA có trung điểm M. Trong mặt phẳng ሺSAGሻ, dựng đường trung trực đoạn thẳng SA 

đi qua M và cắt SG  tại điểm O. Khi đó OS = OA ሺ2ሻ. 

Từ  ሺ1ሻ và  ሺ2ሻ, OS = OA = OB = OC nên O cách đều các điểm S, A, B, C.  

Tính bán kính của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện đều cạnh bằng a? 

Ví dụ 3.3 
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Hay O được gọi là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện đều S.ABC với bán kính R = SO.  

Bước 4: Tìm bán kính mặt cầu 

Xét hai tam giác đồng dạng SAG và SMO có: 
SO

SA
=
SM

SG
 

⇒ SO =
SA. SM

SG
=

SA.
SA
2

ξSA2 − AG2
=

SA2

2ξSA2 − AG2
 

Do tam giác ABC là tam giác đều cạnh a nên: AG =
ABξ3

3
=
aξ3

3
 

⇒ R = SO =
SA2

2ξSA2 − AG2
=

a2

2√a2 − ቆ
aξ3
3 ቇ

2
=
ξ6

4
 

Cách 2: Dùng công thức giải nhanh 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 

 

Lời giải 

Bước chuẩn bị: Xác định tâm đường tròn ngoại tiếp đa giác ở mặt bên vuông góc với mặt 

đáy 

Gọi H là trung điểm đoạn thẳng AB. Khi đó SH ⊥ AB (tính chất tam giác đều) 

 {
ሺSABሻ ⊥ ሺABCDሻ

AB = ሺSABሻ ∩ ሺABCDሻ
SH ⊥ AB

⇒ SH ⊥ ሺABCDሻ 

⇒ SH là đường cao của hình chóp S.ABCD. 

Gọi G tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác SAB  

⇒ G là trọng tâm ΔSAB ,G nằm trên đoạn SH. 

Bước 1: Xác định tâm đường tròn ngoại tiếp đa giác đáy 

Gọi I là giao điểm hai đường chéo AC và BD trong hình chữ nhật 

ABCD. 

Khi đó I là tâm đường tròn ngoại tiếp hình chữ nhật ABCD. 

Cho hình chóp S. ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật có AB = a, AD = 2a, tam giác SAB đều và 

nằm trong mặt phẳng vuông góc với đáy. Tính thể tích mặt cầu ngoại tiếp khối chóp S. ABCD? 

Ví dụ 3.4 
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Bước 2: Dựng trục đường tròn ngoại tiếp của đa giác đáy. 

Dựng đường thẳng d đi qua điểm I và vuông góc ሺ𝐴𝐵𝐶𝐷ሻ, khi đó đường thẳng d được gọi là trục 

đường tròn ngoại tiếp của hình chữ nhật ABCD. 

Với điểm O bất kỳ nằm trên d thì OA = OB = OC = OD ሺ1ሻ. 

Mặt khác SH ⊥ ሺABCDሻ ⇒ SH ∥ d 

Bước 3: Dựng tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp 

Trong mặt phẳng ሺSH; dሻ, dựng đoạn thẳng GO ⊥ SH với O ∈ d. Hiển nhiên GO ∥ HI. 

Khi đó ta nhận xét: {
GO ⊥ ሺSABሻ

G là tâm đường tròn ngoại tiếp ሺSABሻ
 

⇒ GO là trục đường tròn ngoại tiếp tam giác SAB ⇒ OS = OA = OB ሺ2ሻ 

Từ  ሺ1ሻ và  ሺ2ሻ, OS = OA = OB = OC = OD nên O cách đều các điểm S, A, B, C và D. Hay O được gọi 

là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD với bán kính R = SO. 

Bước 4: Tìm bán kính mặt cầu 

R = SO = √SG2 + OG2 = √ቆ
SAξ3

3
ቇ

2

+ ൬
AD

2
൰
2

= √ቆ
aξ3

3
ቇ

2

+ ൬
2a

2
൰
2

=
2aξ3

3
 

Cách 2: Dùng công thức giải nhanh 

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 ....................................................................................................................................................................................................  

 

 

Câu 1. Tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình lập phương có cạnh bằng a? 

Câu 2. Tính thể tích khối cầu nội tiếp hình lập phương ABCD. A′B′C′D′, biết AC′ = a? 

Câu 3. Tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình hộp chữ nhật ABCD. A′B′C′D′, biết AB = 2, AD = 4 

và AA′ = 1. 

Câu 4. Cho hình chóp S. ABC có cạnh SA vuông góc với đáy, ABC là tam giác vuông tại A và BC =

2a, SA = 2a. Tính bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S. ABC? 

Bài tập tự luyện 
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Câu 5. Cho hình chóp S. ABC có cạnh SA vuông góc với đáy, ABC là tam giác đều cạnh 2a, SA =

2a. Tính bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S. ABC? 

Câu 6. Tính thể tích khối cầu ngoại tiếp lăng trụ đứng có đáy là tam giác đều cạnh 2 và chiều cao 

bằng 4? 

Câu 7. Cho hình chóp S. ABCD có cạnh SA vuông góc với đáy, SC = aξ3, ABCD là hình vuông cạnh 

a. Tính thể tích khối cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD? 

Câu 8. Cho hình S. ABCD có cạnh SA vuông góc với đáy, SA = a, ABCD là hình vuông, góc giữa 

cạnh SC và ሺABCDሻ bằng 45°. Tính thể tích khối cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD? 

Câu 9. Tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình chóp tam giác đều có cạnh bên bằng aξ3, cạnh đáy 

bằng a? 

Câu 10. Tính thể tích của khối cầu ngoại tiếp hình chóp tứ giác đều có tất cả các cạnh bằng a? 

Câu 11. Tính thể tích của khối cầu ngoại tiếp hình chóp tứ giác đều có cạnh bên bằng a và góc 

giữa cạnh bên và mặt đáy bằng 45°? 

Câu 12. Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác đều cạnh a, tam giác SAB đều và nằm trong mặt 

phẳng vuông góc với đáy. Tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S. ABCD? 

Câu 13. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a, tam giác SAB vuông tại S và nằm 

trong mặt phẳng vuông góc với đáy. Tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S. ABCD? 
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3 PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ TRONG 

KHÔNG GIAN 

Bài 1 HỆ TRỤC TỌA ĐỘ 

1. Tọa độ của vectơ 

a)  Định nghĩa: u⃗ = ሺx; y; zሻ ⇔ u⃗ = xi + yj + zk⃗  

Với i , j , k⃗  lần lượt là các vẽctơ đơn vị: i = ሺ1; 0; 0ሻ,  

j = ሺ0; 1; 0ሻ, k⃗ = ሺ0; 0; 1ሻ có tính chất: 

i 2 = j 2 = k⃗ 2 = 1 và i . j = i . k⃗ = k⃗ . j = 0. 

b) Tính chất: Cho a⃗ = ሺa1; a2; a3ሻ, b⃗ = ሺb1; b2; b3ሻ k ∈ ℝ 

• a⃗ ± b⃗ = ሺa1 ± b1; a2 ± b2; a3 ± b3ሻ   

• ka⃗ = ሺka1; ka2; ka3ሻ   

• a⃗ = b⃗ ⇔ {

a1 = b1
a2 = b2
a3 = b3

   

• a⃗  cùng phương b⃗  ൫b⃗ ≠ 0⃗ ൯ ⇔ a⃗ = kb⃗  ሺk ∈ ℝሻ  

 ⇔ {

a1 = kb1
a2 = kb2
a3 = kb3

 hoặc 
a1
b1
=
a2
b2
=
a3
b3
= k ሺvới b1b2b3 ≠ 0ሻ 

• Tích vô hướng: a⃗ . b⃗ = a1. b1 + a2. b2 + a3. b3   

• Hai vẽctơ vuông góc: a⃗ ⊥ b⃗ ⇔ a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0   

• Modul của vẽctơ (độ lớn của vẽctơ): ȁa⃗ ȁ = √a1
2 + a2

2 + a2
2   

• a⃗ 2 = a1
2 + a2

2 + a3
2   

 

• Góc giữa hai vẽctơ: 

൫với a⃗ , b⃗ ≠ 0⃗ ൯ 

cos൫a⃗ , b⃗ ൯ =
a⃗ . b⃗ 

ȁa⃗ ȁ. |b⃗ |
=

a1b1 + a2b2 + a3b3

√a1
2 + a2

2 + a3
2. √b1

2 + b2
2 + b3

2
  

 

TRỌNG TÂM 
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2. Tọa độ của điểm 

a) Định nghĩa:Mሺx; y; zሻ ⇔ OM⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = x. i + y. j + z. k⃗    

(x: hoành độ, y: tung độ, z: cao độ) 

Chú ý:  

• M ∈ ሺOxyሻ ⇔ Mሺx; y; 0ሻ 

• M ∈ ሺOyzሻ ⇔ Mሺ0; y; zሻ 

• M ∈ ሺOxzሻ ⇔ Mሺx; 0; zሻ 

• M ∈ Ox ⇔ Mሺx; 0; 0ሻ 

• M ∈ Oy ⇔ Mሺ0; y; 0ሻ 

• M ∈ Oz ⇔ Mሺ0; 0; zሻ 

b)  Tính chất: Cho AሺxA; yA; zAሻ, BሺxB; yB; zBሻ 

• Vẽctơ AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ሺxB − xA; yB − yA; zB − zAሻ 

• Ba điểm A, B, C thẳng hàng ⇔ AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = kAC⃗⃗⃗⃗  ⃗ ሺk ∈ ℝሻ 

• Độ dài đoạn thẳng AB: AB = |AB⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √ሺxB − xAሻ2 + ሺyB − yAሻ2 + ሺzB − zAሻ2 

• Toạ độ trung điểm M của đoạn thẳng AB: M൬
xA + xB
2

;
yA + yB
2

;
zA + zB
2

൰ 

• Toạ độ trọng tâm G của tam giác ABC: 

G ൬
xA + xB + xC

3
;
yA + yB + yC

3
;
zA + zB + zC

3
൰ 

• Toạ độ trọng tâm G của tứ diện ABCD: 

G൬
xA + xB + xC + xD

4
;
yA + yB + yC + yD

4
;
zA + zB + zC + zC

4
൰ 

 

3. Tích có hướng của hai vectơ  

Ký hiệu: a⃗ ∧ b⃗  hoặc ൣa⃗ , b⃗ ൧ 

Khi đó: ൣa⃗ , b⃗ ൧ = ሺa2b3 − a3b2; a3b1 − a1b3; a1b2 − a2b1ሻ 

Tính chất:  

• |ൣa⃗ , b⃗ ൧| = ȁa⃗ ȁ. |b⃗ |. sin൫a⃗ , b⃗ ൯ 

• ൣa⃗ , b⃗ ൧ ⊥ a⃗  và ൣa⃗ , b⃗ ൧ ⊥ b⃗      

• ൣa⃗ , b⃗ ൧ = −ൣb⃗ , a⃗ ൧ 

• [i , j ] = k⃗  • ൣj , k⃗ ൧ = i  • ൣk⃗ , i ൧ = j    

• a⃗ , b⃗  cùng phương  ⇔ ൣa⃗ , b⃗ ൧ = 0⃗ . 

• ൣa⃗ , b⃗ ൧. c = 0 • ⇔3 vẽctơ a⃗ , b⃗  và c  đồng phẳng 
 

TRỌNG TÂM 
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Các bài toán dưới đây đều được xét trong hệ trục tọa độ Oxyz. 

Dạng 1. Làm quen với hệ trục tọa độ Oxyz 
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Ứng dụng của tích có hướng:  

• Diện tích hình bình hành ABCD: ⟨
S▱ABCD = |ൣAB⃗⃗⃗⃗  ⃗, AC⃗⃗⃗⃗  ⃗൧|

S▱ABCD = |ൣAB⃗⃗⃗⃗  ⃗, AD⃗⃗⃗⃗  ⃗൧|
 

• Diện tích tam giác ABC: SΔABC =
1

2
|ൣAB⃗⃗⃗⃗  ⃗, AC⃗⃗⃗⃗  ⃗൧| 

• Độ dài đường cao tam giác ABC kẻ từ A: AH =
SΔABC
BC

=
|ൣAB⃗⃗⃗⃗  ⃗, AC⃗⃗⃗⃗  ⃗൧|

2|BC⃗⃗⃗⃗  ⃗|
 

• Thể tích khối hộp ABCD. A′B′C′D′: VABCD.A′B′C′D′ = |ൣAB⃗⃗⃗⃗  ⃗, AC⃗⃗⃗⃗  ⃗൧. AA
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  | 

• Thể tích tứ diện ABCD:  VABCD =
1

6
|ൣAB⃗⃗⃗⃗  ⃗, AC⃗⃗⃗⃗  ⃗൧. AD⃗⃗⃗⃗  ⃗| 

• Độ dài đường cao của tứ diện kẻ từ A:  AH =
|ൣAB⃗⃗⃗⃗  ⃗, AC⃗⃗⃗⃗  ⃗൧. AD⃗⃗⃗⃗  ⃗|

|ൣBC⃗⃗⃗⃗  ⃗, BD⃗⃗⃗⃗  ⃗൧|
 

 

TRỌNG TÂM 

Cho điểm Aሺ2;−3; 5ሻ. Xác định tọa độ các điểm: 

a. H là hình chiếu vuông góc của A lên Oy. b. B là điểm đối xứng với A qua Oy. 

Ví dụ 1.1 

Cho điểm Aሺ2;−3; 5ሻ. Xác định tọa độ các điểm: 

a. H là hình chiếu vuông góc của A lên ሺOxzሻ. b. B là điểm đối xứng với A qua ሺOxzሻ. 

Ví dụ 1.2 
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Cho hai điểm Aሺ3; 1; 0ሻ, Bሺ4; 3; 1ሻ, xác định tọa độ AB⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Ví dụ 1.3 

Tìm số thực x và y sao cho a⃗ = ሺx − 2; 3 − 2y;−4ሻ cùng phương b⃗ = ሺ−3; 1; 2ሻ. 

Ví dụ 1.4 

Cho ba điểm thẳng hàng Aሺ3; 1; 0ሻ, Bሺ4; 3; 1ሻ và Cሺx; y; −2ሻ. Tính giá trị x − 3y. 

Ví dụ 1.5 
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Cho a⃗ = ሺ1;−1; 2ሻ, b⃗ = ሺ3; 0; −1ሻ. Tìm tọa độ u⃗ = 2a⃗ − b⃗ ? 

Ví dụ 1.6 

Cho a⃗ = ሺ−12; 15; 5ሻ, b⃗ = ሺ3; 0;−1ሻ, c = ሺ−2; 5; 1ሻ. Xác định x, y sao cho a⃗ = xb⃗ + yc . 

Ví dụ 1.7 

Cho 2 điểm Aሺ2; 3;−5ሻ, Bሺ−4; 1; 1ሻ. Xác định tọa độ trung điểm I của đoạn thẳng AB? 

Ví dụ 1.8 
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Câu 1. Cho điểm Aሺ3; 1; 0ሻ,  xác định tọa độ các điểm: 

a. A1 là điểm đối xứng với A qua gốc tọa độ O. b. A2 là hình chiếu vuông góc của A qua lên Oz. 

c. A3 là điểm đối xứng của A qua Oz. d. A4 là hình chiếu vuông góc của A qua lên Oyz. 

e. A5 là điểm đối xứng của A qua Oxy. 

Câu 2. Cho vẽctơ a⃗ = ሺ2x;−1; 4ሻ, tìm số thực x và y sao cho b⃗ = ሺ−2; y + 1;−2ሻ cùng phương a⃗ .  

Câu 3. Cho hai điểm Aሺ3; 1; 0ሻ, Bሺ4; 3; 1ሻ, xác định tọa độ BA⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Câu 4. Cho ba điểm Aሺ3; 1; 0ሻ, Bሺ4; 3; 1ሻ. Xác định tọa độ điểm C nằm trên mặt phẳng ሺOyzሻ sao 

cho ba điểm A, B, C thẳng hàng? 

Câu 5. Cho vẽctơ a⃗ = ሺ1;−1; 2ሻ, tìm tọa độ vẽctơ u⃗ = a⃗ − i + 2j . 

Câu 6. Cho ba vẽctơ a⃗ = ሺ2; 1;−2ሻ, b⃗ = ሺ3;−3; 5ሻ. Tìm tọa độ vẽctơ u⃗  thỏa : u⃗ − 2k⃗ = a⃗ + 2b⃗  

Câu 7. Cho ba vẽctơ a⃗ = ሺ1;−1; 2ሻ, b⃗ = ሺ3; 0; −1ሻ, c = ሺ−2; 5; 1ሻ. Xác định các số thực x, y, z thỏa 

mãn i = xa⃗ + yb⃗ + zc . 

Câu 8. Xác định tọa độ trung điểm P của đoạn thẳng MN với Mሺ−3; 2; 1ሻ, Nሺ1; 2; 5ሻ 

Câu 9. Cho 2 điểm Aሺ2; 3;−5ሻ, Bሺ−4; 1; 1ሻ. Xác định tọa độ điểm C sao cho A là trung điểm đoạn 

thẳng BC. 

Câu 10. Xác định tọa độ điểm G là trọng tâm tam giác ABC với Aሺ2; 3;−5ሻ, Bሺ−6; 1; 1ሻ, Cሺ1; 2; 1ሻ 

Câu 11. Cho tam giác ABC với Aሺ1;−3; 3ሻ; Bሺ2;−4; 5ሻ, Cሺa;−2; bሻ nhận điểm Gሺ1; c; 3ሻ làm trọng 

tâm của nó. Tính giá trị của tổng a + b + c. 

Cho 3 điểm Aሺ−1; 0; 0ሻ, Bሺ0;−3; 0ሻ, Cሺ0; 0; 2ሻ. Xác định tọa độ của điểm D biết rằng ABCD là 

hình bình hành. 

Ví dụ 1.9 

Bài tập tự luyện 
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Câu 12. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho Aሺ2; 3;−5ሻ, Bሺ−4; 1; 1ሻ, Cሺ1; 2; 1ሻ. Xác định tọa 

độ điểm D sao cho ABCD là hình bình hành. 

Câu 13. Trong không gian Oxyz, cho Aሺ−1; 1; 2ሻ, Bሺ2;−1;−3ሻ và Cሺ7; 4;−3ሻ. Tìm tọa độ M là 

điểm thỏa mãn AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ − AC⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

 
Dạng 2. Tích vô hướng của 2 vectơ và ứng dụng 
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Cho a⃗ = ሺ2;−1; 2ሻ, b⃗ = ሺ3;−2; 1ሻ Tính a⃗ . b⃗ . 

Ví dụ 2.1 

Cho a⃗ = ሺ2;−1; 2ሻ, b⃗ = ሺm; 1; 1ሻ. Xác định số thực m sao cho a⃗ ⊥ b⃗ . 

Ví dụ 2.2 

Cho điểm Aሺ1; 2;−3ሻ và Bሺ−2; 1; 1ሻ, xác định tọa độ điểm C trên trục Oy sao cho tam giác ABC 

vuông tại B? 

Ví dụ 2.3 
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Cho a⃗ = ሺ2;−1;−1ሻ, tính độ dài vẽctơ a⃗ ? 

Ví dụ 2.4 

Cho Aሺ1; 0;−3ሻ, Bሺ2; 4;−1ሻ. Xác định độ dài đoạn thẳng AB. 

Ví dụ 2.5 

Tính khoảng cách từ điểm Aሺ−1; 2; 3ሻ đến mặt phẳng Oz? 

Ví dụ 2.6 

Tính khoảng cách từ điểm Aሺ−1; 2; 3ሻ đến mặt phẳng ሺOyzሻ? 

Ví dụ 2.7 

Cho a⃗ = ሺ2;−1; 2ሻ, b⃗ = ሺ3;−2; 1ሻ, xác định số đo góc giữa 2 vẽctơ đã cho? 

Ví dụ 2.8 
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Câu 1. Cho hai vẽctơ a⃗ = 2i + 3k⃗ , b⃗ = ሺ2;−1; 5ሻ Tính a⃗ . b⃗ . 

Câu 2. Cho hai vẽctơ a⃗ = ሺ2;−1; 2ሻ, b⃗ = ሺ3;−2; 1ሻ. Tính a⃗ . ൫a⃗ − 2b⃗ ൯. 

Câu 3. Cho ba điểm Mሺ2; 3;−1ሻ, Nሺ−1; 1; 1ሻ và Pሺ1;m − 1; 2ሻ. Tìm m để MN vuông góc NP. 

Câu 4. Cho điểm Aሺ2; 3; 2ሻ và Bሺ−2;−1; 3ሻ, xác định tọa độ điểm C trên trục Ox sao cho tam giác 

ABC vuông tại A? 

Câu 5. Cho vẽctơ u⃗ = ሺ1; 1; 4ሻ, tính ȁu⃗ ȁ? 

Câu 6. Xác định độ dài đoạn thẳng MN biết Mሺ−3; 2; 1ሻ, Nሺ1; 2; 5ሻ. 

Câu 7. Cho hai điểm Aሺ1; 0;−3ሻ, Bሺ2; 4;−1ሻ. Tìm tọa độ điểm C ∈ 𝑂𝑦 sao cho AB = BC? 

Câu 8. Xác định khoảng cách từ điểm Aሺ2;−3; 1ሻ đến trục Ox và mặt phẳng ሺOxzሻ? 

Câu 9. Cho hai vecto a⃗ = ሺ2; 1; 2ሻ, b⃗ = ሺ1;−2;−2ሻ, xác định số đo góc giữa 2 vẽctơ đã cho? 

Câu 10. Cho hai vecto a⃗ = ሺ2; 1; 2ሻ, b⃗ = ሺx; 4;−3ሻ. Có bao nhiêu số thực x sao cho góc giữa 2 vẽctơ 

đã cho bằng 60°? 

 
Dạng 3. Tích có hướng của 2 vectơ và ứng dụng 
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Bài tập tự luyện 

Cho a⃗ = ሺ2;−1; 2ሻ, b⃗ = ሺ3;−2; 1ሻ. Tính a⃗ ∧ b⃗ . 

Ví dụ 3.1 

Cho a⃗ = ሺ1; 2; 1ሻ, b⃗ = ሺ−1; 1; 2ሻ và c = ሺx; 3x; x + 2ሻ. Tìm x để 3 vẽctơ a⃗ , b⃗ , c  đồng phẳng? 

Ví dụ 3.2 
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Cho Aሺ1;−2; 0ሻ, Bሺ3; 3; 2ሻ, Cሺ−1; 2; 2ሻ. Tính diện tích của tam giác ABC. 

Ví dụ 3.3 

Cho Aሺ1;−2; 0ሻ, Bሺ3; 3; 2ሻ, Cሺ−1; 2; 2ሻ. Tính độ dài đường cao AH của tam giác ABC. 

Ví dụ 3.4 
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Câu 1. Cho hai vecto a⃗ = ሺ1; 1;−2ሻ, b⃗ = ሺ2; 1;−1ሻ, tính ൣa⃗ ; b⃗ ൧? 

Câu 2. Cho 3 vẽctơ a⃗ = ሺ1; 1;−2ሻ, b⃗ = ሺ−1; 1; 2ሻ và c = ሺx + 2; 2x − 1; 1ሻ. Tìm x để 3 vẽctơ a⃗ , b⃗ , 

c  đồng phẳng. 

Câu 3. Cho bốn điểm Aሺ1;−2; 0ሻ, Bሺ1; 0;−1ሻ, Cሺ0;−1; 2ሻ và Dሺ0; 3; dሻ. Xác định d để bốn điểm 

A, B, C và D đồng phẳng? 

Câu 4. Cho Aሺ3; 3; 2ሻ, Bሺ−1; 2; 2ሻ, Cሺ3; 3; 1ሻ. Tính diện tích của tam giác ABC. 

Câu 5. Cho hình bình hành ABCD có Aሺ1;−2; 0ሻ, Bሺ3; 3; 2ሻ, Cሺ−1; 2; 2ሻ. Tính diện tích của hình 

bình hành ABCD. 

Câu 6. Cho Aሺ1;−2; 0ሻ, Bሺ3; 3; 2ሻ, Cሺ−1; 2; 2ሻ. Tính độ dài đường cao BK của tam giác ABC. 

Câu 7. Tính thể tích tứ diện ABCD với Aሺ−1;−2; 4ሻ, Bሺ−4;−2; 0ሻ, Cሺ3;−2; 1ሻ và Dሺ1; 1; 1ሻ.  

Câu 8. Cho bốn điểm không đồng phẳng Aሺ1;−2; 0ሻ, Bሺ3; 3; 2ሻ, Cሺ−1; 2; 2ሻ, Dሺ3; 3; 1ሻ. Xác định 

độ dài đường cao AH kẻ từ A của tứ diện ABCD.  

ቆVABCD =
1

3
AH. SBCD⇔ AH =

3VABCD
SBCD

=
|ൣAB⃗⃗⃗⃗  ⃗, AC⃗⃗⃗⃗  ⃗൧. AD⃗⃗⃗⃗  ⃗|

|ൣBC⃗⃗⃗⃗  ⃗, BD⃗⃗⃗⃗  ⃗൧|
ቇ 

 
Dạng 4. Mặt cầu 

Phương trình mặt cầu ሺSሻ có tâm Iሺa; b; cሻ và bán kính R: 

ሺSሻ: ሺx − aሻ2 + ሺy − bሻ2 + ሺz − cሻ2 = R2 

 
Xét phương trình ሺSሻ: x2 + y2 + z2 − 2ax − 2by − 2cz + d = 0 

Điều kiện để ሺSሻ là phương trình mặt cầu: a2 + b2 + c2 − d > 0. 

Khi đó, mặt cầu ሺSሻ có Iሺa; b; cሻ và bán kính R = ξa2 + b2 + c2 − d 

 

Cho Aሺ1;−2; 0ሻ, Bሺ3; 3; 2ሻ, Cሺ−1; 2; 2ሻ, Dሺ3; 3; 1ሻ Tính thể tích của tứ diện ABCD ? 

Ví dụ 3.5 

Bài tập tự luyện 
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Xác định tọa độ tâm I và bán kính mặt cầu: 

a. ሺSሻ: ሺx − 2ሻ2 + ሺy + 1ሻ2 + z2 = 9 b. ሺSሻ: 2x2 + 2y2 + 2z2 + 4x − 2y − 2z + 2 = 0 

Ví dụ 4.1 

Tìm tất cả các giá trị của tham số m để phương trình ሺSሻ : x2 + y2 + z2 − 4x + 2my + 6z 

+14 = 0 là phương trình của mặt cầu ? 

Ví dụ 4.2 

Viết phương trình mặt cầu ሺ𝑆ሻ thõa mãn: 

a. Tâm Iሺ1; 1;−2ሻ và bán kính bằng 3 b. Tâm Iሺ1; 1;−2ሻ và đi qua điểm Aሺ2;−1; 1ሻ 

c. Đường kính với Aሺ1; 1;−3ሻ và Bሺ−3; 1; 5ሻ 

Ví dụ 4.3 
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Cho bốn điểm Aሺ6;−2; 3ሻ, Bሺ0; 1; 6ሻ, Cሺ2; 0;−1ሻ và Dሺ4; 1; 0ሻ. Khi đó mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 

ABCD có bán kính bằng bao nhiêu? 

Ví dụ 4.4 
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Câu 1. Xác định tâm và bán kính các mặt cầu sau: 

a. ሺSሻ: ሺx − 1ሻ2 + ሺy + 1ሻ2 + ሺz + 2ሻ2 = 9 b. ሺSሻ: x2 + y2 + z2 − 2x + 2y − 4z − 2 = 0 

c. ሺSሻ: 3x2 + 3y2 + 3z2 − 6x + 12y − 12z + 18 = 0 

Câu 2. Viết phương trình mặt cầu ሺSሻ thỏa : 

a. Tâm Iሺ1;−2; 3ሻ, bán kính R = 2? b. Tâm Iሺ2;−1; 3ሻ và đi qua điểm Aሺ3;−4; 4ሻ. 

c. Đường kính AB với Aሺ0,2,0ሻ, Bሺ2; 3; 1ሻ. 

Câu 3. Cho ba điểm Aሺ2; 0; 0ሻ, Bሺ0;−3; 0ሻvà Cሺ0; 0; 6ሻ. Xác định bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình 

chóp OABC? 

Câu 4. Viết phương trình của mặt cầu ሺSሻ đi qua Aሺ0,2,0ሻ, Bሺ2; 3; 1ሻ, Cሺ0,3; 1ሻ và có tâm ở trên 

mặt phẳng ሺOxzሻ? 

 

Bài tập tự luyện 
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Các bài toán dưới đây đều được xét trong hệ trục tọa độ Oxyz. 

Dạng 1. Phương trình mặt phẳng 
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Bài 2 PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẲNG 

1. Phương trình tổng quát của mặt phẳng 

Ax + By + Cz + D = 0 với A2 + B2 + C2 ≠ 0 có vẽctơ pháp tuyến là n⃗ = ሺA; B; Cሻ. 

2. Vectơ pháp tuyến của mặt phẳng 

Vẽctơ pháp tuyến của mặt phẳng ሺPሻ là vẽctơ khác 0⃗  và có giá vuông góc với ሺPሻ. 

Phương trình mặt phẳng ሺPሻ đi qua điểm M0ሺx0; y0; z0ሻ và có vẽctơ pháp tuyến n⃗ ሺA; B; Cሻ 

Aሺx − x0ሻ + Bሺy − y0ሻ + Cሺz − z0ሻ = 0 

3. Các mặt phẳng tọa độ 

Mặt phẳng ሺOxyሻ: z = 0 

VTPT là k⃗ = ሺ0; 0; 1ሻ  

Mặt phẳng ሺOyzሻ: x = 0 

VTPT là i = ሺ1; 0; 0ሻ 

Mặt phẳng ሺOxzሻ: y = 0 

VTPT là j = ሺ0; 1; 0ሻ 

4. Các trường hợp riêng 

Xét phương trình mặt phẳng ሺαሻ: Ax + By + Cz + D = 0 với A2 + B2 + C2 ≠ 0. 

• Nếu D = 0 thì mặt phẳng ሺαሻ chứa điểm Oሺ0; 0; 0ሻ. 

• Nếu một trong các hệ số A, B hoặc C bằng 0 thì mặt phẳng sẽ song song ሺD ≠ 0ሻ hoặc 

chứa ሺD = 0ሻ các trục tọa độ tương ứng là Ox, Oy hoặc Oz. 

• Nếu ሺαሻ cắt các trục tọa độ tại các điểm Aሺa; 0; 0ሻ, Bሺ0; b; 0ሻ, Cሺ0; 0; cሻ với abc ≠ 0. 

Phương trình mặt phẳng theo đoạn chắn ሺαሻ: 
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1. 

TRỌNG TÂM 

Điểm nào sau đây thuộc mặt phẳng ሺPሻ:−2x + y − 5 = 0 

A. ሺ−2; 5; 0ሻ. B. ሺ−2; 2;−5ሻ. C. ሺ0;−1;−5ሻ. D. ሺ−2; 1;−5ሻ. 

Ví dụ 1.1 

Mặt phẳng ሺPሻ:−2x + 2y − 4z − 3 = 0 có vẽctơ pháp tuyến là: 

A. n⃗ = ሺ−2; 2; 4ሻ B. n⃗ = ሺ−2;−2; 4ሻ C. n⃗ = ሺ1;−1; 2ሻ D. n⃗ = ሺ1; 1; 2ሻ 

Ví dụ 1.2 
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Viết phương trình mặt phẳng ሺPሻ đi qua điểm Aሺ−1; 1; 0ሻ, và có vẽctơ pháp tuyến n⃗ = ሺ0; 2;−1ሻ 

Ví dụ 1.3 

Viết phương trình mặt phẳng ሺPሻ đi qua điểm Aሺ1;−2; 1ሻ và vuông góc BC với Bሺ−1;−1; 2ሻ, 

Cሺ2; 1; 1ሻ? 

Ví dụ 1.4 

Viết phương trình mặt phẳng ሺPሻ đi qua các điểm Aሺ−1; 1; 0ሻ, Bሺ0; 2; 2ሻ, Cሺ0; 0;−2ሻ? 

Ví dụ 1.5 
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Cho các điểm Aሺ1; 1; 1ሻ, Bሺ−2; 1; 2ሻ, Cሺ−1; 1; 3ሻ, Dሺ2; 2;−1ሻ. Viết phương trình mặt phẳng chứa 

AB và song song với CD. 

Ví dụ 1.6 

Viết phương trình mặt phẳng trung trực của đoạn AB với Aሺ−1; 0; 1ሻ, Bሺ−3; 2; 1ሻ. 

Ví dụ 1.7 
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Xét phương trình mặt phẳng ሺαሻ: Ax + By + Cz + D = 0 với A2 + B2 + C2 ≠ 0. 

• Nếu ሺαሻ cắt các trục tọa độ tại các điểm Aሺa; 0; 0ሻ, Bሺ0; b; 0ሻ, Cሺ0; 0; cሻ với abc ≠ 0. 

Phương trình mặt phẳng theo đoạn chắn ሺαሻ: 
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1. 

• Mặt phẳng đi qua điểm Hሺx0; y0; z0ሻ cắt các trục tọa độ tại A, B, C sao cho H là trực tâm 

tam giác được tạo thành: x0ሺx − x0ሻ + y0ሺy − y0ሻ + z0ሺz − z0ሻ = 0 

• Mặt phẳng đi qua điểm Hሺx0; y0; z0ሻ cắt các trục tọa độ sao cho H là trọng tâm tam giác 

được tạo thành có phương trình: 
x

3x0
+

y

3y0
+

z

3z0
= 1 

• Mặt phẳng đi qua điểm Hሺa; b; cሻ cắt các trục tọa độ tại ba điểm A, B, C sao cho thể tích 

khối chóp 𝐎𝐀𝐁𝐂 là nhỏ nhất: 
x

3x0
+

y

3y0
+

z

3z0
= 1 
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Viết phương trình mặt phẳng chứa trục Oy và điểm Aሺ1;−2; 2ሻ. 

Ví dụ 1.8 

Viết phương trình mặt phẳng ሺPሻ đi qua các điểm Aሺ0; 1; 0ሻ, Bሺ0; 0; 2ሻ, Cሺ−2; 0; 0ሻ. 

Ví dụ 1.9 
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Câu 1. Viết phương trình mặt phẳng ሺPሻ thỏa mãn: 

a. Đi qua điểm Mሺ2; 2;−3ሻ và có vẽctơ pháp tuyến n⃗ = ሺ1;−2; 1ሻ. 

b. Đi qua các ba điểm Aሺ0; 1; 0ሻ, Bሺ1; 0; 2ሻ, Cሺ−2; 2; 0ሻ. 

c. Đi qua điểm A và vuông góc AB với Aሺ0; 1; 0ሻ, Bሺ1; 0; 2ሻ. 

d. Đi qua điểm A và vuông góc BC với Aሺ1; 1; 1ሻ, Bሺ−2; 1; 2ሻ, Cሺ−1; 1; 3ሻ. 

e. Chứa BC và song song với AD với Aሺ1; 1; 1ሻ, Bሺ−2; 1; 2ሻ, Cሺ−1; 1; 3ሻ, Dሺ2; 2;−1ሻ 

f. Chứa điểm Aሺ1;−2; 1ሻ, Bሺ2; 1; 2ሻ và song song trục Oz. 

g. Đi qua điểm Aሺ1;−2; 1ሻ và song song trục Ox, Oy.  

h. Chứa trục Oz và điểm Aሺ1;−2; 2ሻ. 

i. ሺPሻ là mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng MN với Mሺ2; 1; 2ሻ, Nሺ−2; 3; 0ሻ. 

j. Đi qua các điểm Aሺ0; 1; 0ሻ, Bሺ1; 0; 0ሻ, Cሺ0; 0;−3ሻ. 

k. Đi qua điểm Aሺ1;−2; 1ሻ, cắt các trục tọa độ lần lượt tại M, N và P sao cho A là trọng tâm tam giác 

MNP. 

l. Đi qua điểm Aሺ1;−2; 1ሻ, cắt các trục tọa độ lần lượt tại M, N và P sao cho A là trực tâm tam giác 

MNP. 

m. ሺPሻ đi qua Hሺ1; 1;−3ሻ cắt các trục tọa độ Ox, Oy, Oz lần lượt tại A, B, C sao cho thể tích khối chóp 

OABC là nhỏ nhất? 

Viết phương trình mặt phẳng ሺPሻ đi qua Hሺ1; 1;−3ሻ cắt các trục tọa độ Ox, Oy, Oz lần lượt tại A, 

B, C sao cho H là trực tâm tam giác ABC? 

Ví dụ 1.10 

Bài tập tự luyện 
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Dạng 2. Khoảng cách 

 
Trong không gian hệ trục tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng ሺPሻ: Ax + By + Cz + D = 0 và điểm 

M0ሺx0; y0; z0ሻ. Khoảng cách từ điểm M0 đến mặt phẳng ሺPሻ, ký hiệu là d൫M0; ሺPሻ൯, được tính 

theo công thức : 

d൫M0; ሺPሻ൯ =
ȁAx0 + By0 + Cz0 + Dȁ

ξA2 + B2 + C2
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Tính khoảng cách từ điểm Aሺ2; 1;−3ሻ đến mặt phẳng ሺPሻ: 2x + y + 2z + 4 = 0. 

Ví dụ 2.1 

Tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song ሺPሻ: x − 2y − 2z + 4 = 0 và ሺQሻ:−x + 2y +

2z + 2 = 0? 

Ví dụ 2.2 

Viết phương trình mặt phẳng ሺPሻ có vẽctơ pháp tuyến n⃗ = ሺ2;−2;−1ሻ và cách điểm Aሺ2; 1;−2ሻ 

một khoảng bằng 3 

Ví dụ 2.3 
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Câu 1. Tính khoảng cách từ điểm Mሺ2; 2;−3ሻ đến mặt phẳng ሺPሻ: 2x + 2y − z + 7 = 0. 

Câu 2. Viết phương trình mặt cầu có tâm Aሺ1; 1; 1ሻ và tiếp xúc mặt phẳng ሺPሻ: 2x + 2y − z +

7 = 0. 

 

 

Viết phương trình mặt cầu ሺSሻ có tâm Iሺ1;−1; 1ሻ, tiếp xúc mặt phẳng ሺPሻ: 2x + 2y − z + 7 = 0. 

Ví dụ 2.4 

Bài tập tự luyện 
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Các bài toán dưới đây đều được xét trong hệ trục tọa độ Oxyz. 

Dạng 1. Phương trình đường thẳng 
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Bài 3 PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG 

Vẽctơ chỉ phương của đường thẳng là vẽctơ có giá song song 

hoặc nằm trên đường thẳng. 

Đường thẳng Δ đi qua điểm M0ሺx0; y0; z0ሻ và nhận vẽctơ  

a⃗ = ሺa1; a2; a3ሻ với a1
2 + a2

2 + a3
2 ≠ 0 làm vẽctơ chỉ phương. 

Khi đó đường thẳng Δ có phương trình 

• Dạng tham số: {

x = x0 + a1t
y = y0 + a2t
z = z0 + a2t

; ሺt ∈ ℝሻ 

• Dạng chính tắc: 
x−x0

a1
=
y−y0

a2
=
z−z0

a3
 ሺa1a2a3 ≠ 0ሻ 

Phương trình tham số của các trục tọa độ: 

• Trục Ox: {
x = t
y = 0
z = 0

 ሺt ∈ ℝሻ có vẽctơ chỉ phương i ሺ1; 0; 0ሻ 

• Trục Oy: {
x = 0
y = t
z = 0

 ሺt ∈ ℝሻ có vẽctơ chỉ phương j ሺ0; 1; 0ሻ. 

• Trục Oz: {
x = 0
y = 0
z = t

 ሺt ∈ ℝሻ có vẽctơ chỉ phương k⃗ ሺ0; 0; 1ሻ. 

TRỌNG TÂM 

Xác định vectơ chỉ phương của các đường thẳng: 

a.  Δ1 : 
x + 1

2
=
y − 1

−1
=
z − 5

3
                                   b.  Δ2 : {

x = 2 + t
y = −1 + 3t
z = −2t

 ሺt ∈ ℝሻ 

c. Đường thẳng đi qua hai điểm Aሺ0;−2; 1ሻ và Bሺ3; 1;−5ሻ 

Ví dụ 1.1 
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Đưa phương trình đường thẳng {
x = 2 + t
y = −3t
z = −1 + 5t

 về dạng chính tắc. 

Ví dụ 1.2 

Đưa phương trình đường thẳng 
x−3

2
=
y+1

−3
=
z

1
 về dạng tham số. 

Ví dụ 1.3 

Viết phương trình chính tắc của đường thẳng đi qua điểm Mሺ1; 2;−1ሻ và có vẽctơ chỉ phương 

a⃗ = ሺ1;−3; 2ሻ. 

a. Dạng chính tắc b. Dạng tham số 

Ví dụ 1.4 
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Câu 1.  Xác định một vẽctơ chỉ phương của các đường thẳng: 

 d1 : 
x − 2

1
=
y + 1

2
=
z

−1
;                                            d2 : 

x + 2

1
=
3 − y

2
=
z − 5

4
;   

 d3 : {
x = 3 −m
y = 2 +m
z = −2 + 3m

 ሺm ∈ ℝሻ                                       d4: Đi qua hai điểm Mሺ1; 2;−2ሻ và Nሺ2;−1; 1ሻ 

Câu 2. Đưa phương trình đường thẳng d: {
x = 2 − t
y = 3t − 1
z = 1 + t

 về dạng chính tắc. 

Câu 3. Đưa phương trình đường thẳng 
x+2

2
=
y−1

−1
=
z−3

3
về dạng tham số. 

Câu 4. Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm Aሺ2;−1; 3ሻ và có vẽctơ chỉ phương  

a⃗ = ሺ1;−2;−1ሻ. 

a. Dạng chính tắc b. Dạng tham số 

Câu 5. Viết phương trình đường thẳng đi qua hai điểm Mሺ1; 2;−2ሻ và Nሺ2;−1; 1ሻ. 

a. Dạng chính tắc b. Dạng tham số 

Bài tập tự luyện 
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Các bài toán dưới đây đều được xét trong hệ trục tọa độ Oxyz. 

Dạng 1. Vị trí tương đối giữa các đối tượng trong không gian 

 
Cho hai mặt phẳng ሺPሻ: A1x + B1y + C1z + D1 = 0 và ሺQሻ: A2x + B2y + C2z + D2 = 0.  

Xét vị trí tương đối giữa hai mặt phẳng ሺPሻ và ሺQሻ: 

ሺPሻ ∥ ሺQሻ: 
A1
A2
=
B1
B2
=
C1
C2
≠
D1
D2

 ሺPሻ ⊥ ሺQሻ: A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0 

ሺPሻ ≡ ሺQሻ: 
A1
A2
=
B1
B2
=
C1
C2
=
D1
D2

 ሺPሻ cắt ሺQሻ: trường hợp còn lại. 
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Bài 4 VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI 

xét vị trí tương đối giữa các đối tượng sau: 

a. ሺPሻ: 2x − y + 3z + 1 = 0 và ሺQሻ: 4x − 2y + 6z − 1 = 0 

b. ሺPሻ: 2x − y + 3z + 1 = 0 và ሺQሻ: 4x − 2y + 6z + 2 = 0 

c. ሺPሻ: 2x − y + 3z + 1 = 0 và ሺQሻ: 2x + y − z − 2 = 0 

Ví dụ 1.1 
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Cho hai mặt phẳng ሺPሻ: A1x + B1y + C1z + D1 = 0 cắt ሺQሻ: A2x + B2y + C2z + D2 = 0.  

Đường thẳng d là giao tuyến của hai mặt phẳng là đường thẳng thỏa: 

• Vẽctơ chỉ phương u⃗ = n1⃗⃗⃗⃗ ∧ n2⃗⃗⃗⃗ . 

• Đi qua điểm Mሺx0; y0; 0ሻ với x0, y0 thỏa mãn hệ phương trình {
A1x0 + B1y0 + D1 = 0
A2x0 + B2y0 + D2 = 0

 

 

 

Lời giải 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

 .................................................................................................................................................................................................... 

cho hai mặt phẳng ሺPሻ: x + ሺm + 1ሻy − 2z + m = 0 và ሺQሻ: 2x − y + 3 = 0, với m là tham số 

thực. Xác định giá trị tham số m để ሺPሻ ⊥ ሺQሻ. 

Ví dụ 1.2 

Cho hai mặt phẳng ሺPሻ: 2x + 4y + 3z − 5 = 0 và ሺQሻ:mx − ny − 6z + 2 = 0. Giá trị của m, n sao 

cho ሺPሻ song song với ሺQሻ là bao nhiêu? 

Ví dụ 1.3 

Viết phương trình tuyến hai mặt phẳng ሺPሻ: x + y = 0 và ሺQሻ: x − y + z + 4 = 0: 

Ví dụ 1.4 
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Cho hai đường thẳng d1 có VTCP u1⃗⃗⃗⃗ = ሺa1; b1; c1ሻ và đi qua điểm AሺxA; yA; zAሻ , d2 có VTCP 

u2⃗⃗⃗⃗ = ሺa2; b2; c2ሻ và đi qua điểm BሺxB; yB; zBሻ. 

Xét vị trí tương đối giữa hai đường thẳng d1 và d2. 

d1 ≡ d2 ⇔ {
u1⃗⃗⃗⃗ cùng phương u2⃗⃗⃗⃗ 

AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ cùng phương u2⃗⃗⃗⃗ 
 d1 ∥ d2 ⇔ {

u1⃗⃗⃗⃗ cùng phương u2⃗⃗⃗⃗ 

AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ không cùng phương u2⃗⃗⃗⃗ 
 

d1 cắt d2 ⇔ ሺu1⃗⃗⃗⃗ ∧ u2⃗⃗⃗⃗ ሻ. AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 d1 chéo d2 ⇔ ሺu1⃗⃗⃗⃗ ∧ u2⃗⃗⃗⃗ ሻ. AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ ≠ 0 

d1 ⊥ d2 ⇔ a1a2 + b1b2 + c1c3 = 0 ሺkiểm tra tính chất này khi d1 cắt hoặc chéo d2ሻ 
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Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, xét vị trí tương đối giữa các đường thẳng : 

a. d1:
x − 3

2
=
y − 1

1
=
z − 2

−3
 và d2: {

x = 5 − 2t
y = 2 − t
z = 1 + 3t

  

b. d1:
x − 1

2
=
y − 2

1
=
z − 1

−3
 và d2: {

x = 1 − 2t
y = 2 − t
z = 1 + 3t

 

c. d1:
x − 1

2
=
y − 2

3
=
z − 3

4
 và d2: {

x = 1 + t
y = 2 + 2t
z = 3 − 2t

 

Ví dụ 1.5 
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Mặt phẳng ሺPሻ: Ax + By + Cz + D = 0 có VTPT n⃗ = ሺA; B; Cሻ 

Đường thẳng d: {

x = x0 + at
y = y0 + bt 
z = z0 + xt

 ሺt ∈ ℝሻ có VTCP u⃗ = ሺa; b; cሻ. 

• Đường thẳng vuông góc mặt phẳng ⇔ n⃗  cùng phương u⃗ . 

 

• Đường thẳng nằm trong mặt phẳng ⇔ Hệ {

x = x0 + at
y = y0 + bt
z = z0 + ct
Ax+By+Cz + D = 0

 có vô số nghiệm 

 

• Đường thẳng song song mặt phẳng ⇔ Hệ {

x = x0 + at
y = y0 + bt
z = z0 + ct
Ax+By+Cz + D = 0

 vô nghiệm 

 

• Đường thẳng cắt mặt phẳng ⇔ Hệ {

x = x0 + at
y = y0 + bt
z = z0 + ct
Ax+By+Cz + D = 0

 có một nghiệm 
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Xét vị trí tương đối giữa các đối tượng sau: 

a. d:
x − 3

−9
=
y + 2

3
=
z − 4

6
 và ሺPሻ: 3x − y − 2z + 5 = 0. 

b. d: {
x = −1 − t
y = −1 + t
z = 3 + t

 và ሺPሻ: x + 2y + 3z − 6 = 0. 

c. d: {
x = −1 − t
y = −1 − t
z = 3 + t

 và ሺPሻ: x + 2y + 3z − 6 = 0. 

d. d:
x − 1

2
=
y + 2

1
=
z − 1

−3
 và ሺPሻ: 2x − y + z + 1 = 0. 

Ví dụ 1.6 
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Xác định tọa độ giao điểm của hai đối tượng: 

a. Δ:
x−1

1
=
y−2

−1
=
z+2

2
 và ሺPሻ: x − y + z + 4 = 0. b. Δ: {

x = 1 − 3t
y = −1 + 2t
z = 2

 và d:
x−1

1
=
y+1

2
=
z−2

−1
 

Ví dụ 1.7 
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Dạng 2. Góc 

 
Mặt phẳng ሺPሻ có VTPT n1⃗⃗⃗⃗ = ሺa1; a2; a3ሻ, ሺQሻ có VTPT n2⃗⃗⃗⃗ = ሺb1; b2; b3ሻ  

Khi đó: cos൫ሺPሻ; ሺQሻ൯ =
ȁn1⃗⃗⃗⃗ . n2⃗⃗⃗⃗ ȁ 

ȁn1⃗⃗⃗⃗ ȁ. ȁn2⃗⃗⃗⃗ ȁ
=

ȁa1b1 + a2b2 + a3b3ȁ

√a1
2 + a2

2 + a3
2. √b1

2 + b2
2 + b3

2
 

 
Đường thẳng d1 có VTCP u1⃗⃗⃗⃗ = ሺa1; a2; a3ሻ, d2 có VTCP u2⃗⃗⃗⃗ = ሺb1; b2; b3ሻ  

Khi đó: cosሺd1; d2ሻ =
ȁu1⃗⃗⃗⃗ . u2⃗⃗⃗⃗ ȁ 

ȁu1⃗⃗⃗⃗ ȁ. ȁu2⃗⃗⃗⃗ ȁ
=

ȁa1b1 + a2b2 + a3b3ȁ

√a1
2 + a2

2 + a3
2. √b1

2 + b2
2 + b3

2
 

 
Mặt phẳng ሺPሻ có VTPT n⃗ = ሺa1; a2; a3ሻ; Đường thẳng d có VTCP u⃗ = ሺu1; u2; u3ሻ 

Khi đó: sin൫ሺPሻ; d൯ =
ȁn⃗ . u⃗ ȁ 

ȁn⃗ ȁ. ȁu⃗ ȁ
=

ȁa1u1 + a2u2 + a3u3ȁ

√a1
2 + a2

2 + a3
2.√u1

2 + u2
2 + u3

2
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Câu 1. Xác định góc giữa hai đối tượng sau: 

a. d:
x−1

2
=
y+1

2
=

z

−1
 và d′: {

x = 3t
y = −2 + t
z = 1 − t

.  b. ሺPሻ: 2x + y + 2z = 0 và ሺQሻ: 3x − 4z + 2 = 0 

 
  

Xác định góc giữa d:
x−1

2
=
y+1

2
=

z

−1
 và ሺPሻ: 2x + y + 2z − 1 = 0. 

Ví dụ 2.1 

Bài tập tự luyện 
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Dạng 3. Phương trình đường thẳng, mặt phẳng ứng dụng tính chất song song, vuông góc 

 
ሺPሻȁȁሺQሻ ⇒ nሺPሻ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ cùng phương nሺQሻ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ሺPሻ ⊥ ሺQሻ ⇒ nሺPሻ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⊥ nሺQሻ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

Δȁȁd ⇒ uΔ⃗⃗⃗⃗  cùng phương ud⃗⃗⃗⃗  Δ ⊥ d ⇒ uΔ⃗⃗⃗⃗ ⊥ ud⃗⃗⃗⃗  

ሺPሻȁȁΔ ⇒ n⃗ ⊥ u⃗  ሺPሻ ⊥ Δ ⇒ n⃗  cùng phương u⃗  

Δ ⊂ ሺPሻ ⇒ {
n⃗ ⊥ u⃗ 
lấy A ∈ d ⇒ A ∈ ሺPሻ
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Viết phương trình mặt phẳng ሺPሻ đi qua Aሺ2; 1;−5ሻ và song song ሺQሻ: x − 2y + 2z − 3 = 0. 

Ví dụ 3.1 

Viết phương trình mặt phẳng ሺPሻ đi qua Aሺ2; 1;−5ሻ, vuông góc với ሺQሻ: x − 2y + 2z − 3 = 0 và 

ሺRሻ: 2x − y + z − 1 = 0. 

Ví dụ 3.2 
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Câu 1. Viết phương trình mặt phẳng ሺPሻ đi qua Aሺ2; 1;−5ሻ và 

vuông góc với d: {
x = 2 + t
y = 3 − 2t
z = −2t

. 

 

Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm Aሺ1; 2; 3ሻ và vuông góc với d1: {
x = 1 + t
y = 2 − t
z = −2 + 2t

 và song 

song ሺPሻ: x − y + z + 4 = 0. 

Ví dụ 3.4 

Viết phương trình mặt phẳng chứa điểm Aሺ1; 2; 3ሻ và đường thẳng d:
x

3
=
y−1

4
= z + 3. 

Ví dụ 3.3 

Bài tập tự luyện 
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Câu 2. Viết phương trình mặt phẳng ሺPሻ đi qua Aሺ2; 1;−5ሻ, vuông 

góc với ሺQሻ: x − 2y + 2z − 3 = 0 và song song với d: {
x = 2 + t
y = 3 + 2t
z = 1 − t

. 

 

Câu 3. Viết phương trình mặt phẳng ሺPሻ chứa hai điểm Aሺ1;−1; 2ሻ, 

Bሺ2; 1; 1ሻ và vuông góc với mặt phẳng ሺQሻ: x + y + z + 1 = 0. 

 

Câu 4. Viết phương trình mặt phẳng ሺPሻ chứa hai điểm Aሺ1;−1; 2ሻ, 

Bሺ2; 1; 1ሻ và song song với đường thẳng d: {
x = 1 + t
y = 2 − t
z = −2 + 2t

. 
 

Câu 5. Viết phương trình mặt phẳng ሺPሻ chứa điểm Aሺ1;−1; 2ሻ, 

song song với hai đường thẳng d1: {
x = 1 + t
y = 2 − t
z = −2 + 2t

 và d2:
x+1

3
=
y−1

3
=

x+2

2
. 

 

Câu 6. Viết phương trình đường thẳng d đi qua Aሺ2; 1; −5ሻ và 

vuông góc với ሺPሻ: x − 2y + 2z − 3 = 0. 

 

Câu 7. Viết phương trình đường thẳng d đi qua điểm Aሺ2; 1;−5ሻ và song song với d′:
x−1

2
=

y+1

1
=
z−3

2
. 

Câu 8. Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm Aሺ1; 2; 3ሻ, song song với ሺPሻ: x + y = 0 và  

ሺQሻ: x − y + z + 4 = 0. 

Câu 9. Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm Aሺ1; 2; 3ሻ và vuông góc với 2 đường thẳng 

d1: {
x = 1 + t
y = 2 − t
z = −2 + 2t

 và d2:
x+1

3
=
y−1

3
=
x+2

2
. 
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Câu 10. Viết phương trình mặt phẳng ሺPሻ chứa đường thẳng 

d:
x−1

2
=
y

1
=
z+1

3
 và vuông góc với mặt phẳng ሺQሻ: 2x + y − z = 0. 

 

Câu 11. Viết phương trình mặt phẳng chư a hai đường thẳng cát 

nhau d1:
x−1

−2
=
y+2

1
=
z−4

3
 va  d2: {

x = −1 + t
y = −t
z = −2 + 3t

. 
 

Câu 12. Viết phương trình mặt phẳng chư a đường thẳng 

d1: {
x = 2 + t
y = −t
z = −1 + 3t

 va  song song d2:
x−1

−2
=
y+2

1
=
z−4

3
. 

 

 
Dạng 4. Đường thẳng cắt một đường thẳng cho trước 
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Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm Aሺ1; 2; 3ሻ, cắt và vuông 

góc với d1:
x−2

1
=
y+1

−2
=
z+3

−2
? 

 

Ví dụ 4.1 
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Lời giải 
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Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm Aሺ0; 2;−4ሻ, cắt cả 

hai đường thẳng d1:
x−2

2
=
y−1

−2
=
z+1

4
 và d2: {

x = −1 − 2t
y = 3 + 3t
z = −2 − t

? 

 

Ví dụ 4.2 
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Lời giải 
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Viết phương trình đường vuông góc chung của hai đường thẳng 

d1:
x−2

1
=
y+1

−2
=
z+3

−2
 và d2: {

x = 1 + t
y = 2 − t
z = −2 + 2t

? 

 

Ví dụ 4.3 
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Câu 1. Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm Aሺ1; 2; 3ሻ, cắt 

d1:
x−2

1
=
y+1

−2
=
z+3

−2
 và vuông góc với d2: {

x = 1 + t
y = 2 − t
z = −2 + 2t

? 

Câu 2. Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm Aሺ1; 2; 3ሻ, cắt d1:
x−2

1
=
y+1

−2
=
z+3

−2
 và nằm 

trên mặt phẳng ሺPሻ: x − y + 2z − 5 = 0 

  

d nằm trên ሺPሻ d song song ሺPሻ 

Câu 3. Xác định một vẽctơ chỉ phương của đường thẳng đi qua điểm Aሺ0;−1; 0ሻ, cắt cả hai 

đường thẳng Δ1: {
x = 1 + t
y = 1 − t
z = 1 + t

 và Δ2: {
x = −3 + 3t
y = −2
z = 2 − 2t

? 

Câu 4. Viết phương trình dạng đường vuông góc chung của hai đường thẳng Δ1: {
x = 1 + t
y = 1 − t
z = 1 + t

 và 

Δ2: {
x = −3 + 3t
y = −2
z = 2 − 2t

? 

 

 

 

 

 

 

Bài tập tự luyện 
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Cho điểm Mሺx0; y0; z0ሻ và mặt phẳng ሺPሻ: Ax + By + Cz + D = 0 

Hሺx; y; zሻ là hình chiếu vuông góc của M lên ሺPሻ: 

• H ∈ Δ với Δ là đường thẳng đi qua Mሺx0; y0; z0ሻ và vuông 

góc ሺPሻ: {

x = x0 + at
y = y0 + bt
z = z0 + ct

 

• H ∈ ሺPሻ: Ax + By + Cz + D = 0 

Khi đó, tọa độ điểm Hሺx; y; zሻ là nghiệm của hệ phương trình: {

x = x0 + At
y = y0 + Bt
z = z0 + Ct
Ax + By + Cz + D = 0
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Bài 5 HÌNH CHIẾU VUÔNG GÓC 

Cho điểm Aሺ0; 1; 2ሻ và mặt phẳng ሺPሻ: x + y + z = 0. 

a. Xác định tọa độ điểm H là hình chiếu vuông góc của A lên ሺPሻ. 

b. Xác định tọa độ điểm B là điểm đối xứng với A qua ሺPሻ. 

Ví dụ 1 
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Cho điểm Mሺx0; y0; z0ሻ và đường thẳng Δ: {

x = x1 + at
y = y1 + bt
z = z1 + ct

 

Hሺx; y; zሻ là hình chiếu vuông góc của M lên Δ 

• H ∈ Δ với Δ: {

x = x1 + at
y = y1 + bt
z = z1 + ct

 

• H ∈ ሺPሻ là mặt phẳng đi qua điểm M và vuông góc Δ.  

ሺPሻ: aሺx − x0ሻ + bሺy − y0ሻ + cሺz − z0ሻ = 0 

Khi đó, tọa độ điểm Hሺx; y; zሻ là nghiệm của hệ phương trình: 

{

x = x1 + At
y = y1 + Bt
z = z1 + Ct

aሺx − x0ሻ + bሺy − y0ሻ + cሺz − z0ሻ = 0
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Cho điểm Mሺ2; 0; 1ሻ và đường thẳng Δ:
x−1

1
=
y

2
=
z−2

1
? 

a. Xác định tọa độ điểm H là hình chiếu vuông góc của A lên Δ. 

b. Xác định tọa độ điểm B là điểm đối xứng với A qua Δ. 

Ví dụ 2 
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Cho đường thẳng Δ: {

x = x0 + at
y = y0 + bt
z = z0 + ct

 và mặt phẳng ሺPሻ: Ax + By + Cz + D = 0 

Khi đó: Đường thẳng d là hình chiếu vuông góc của Δ lên mặt phẳng ሺPሻ có tính chất: 

• Vẽctơ chỉ phương u⃗ = ሺuΔ⃗⃗⃗⃗ ∧ n⃗ ሻ ∧ n⃗  

• Đi qua giao điểm Mሺx; y; zሻ là giao điểm của Δ và ሺPሻ là nghiệm của hệ phương trình: 

{

x = x0 + At
y = y0 + Bt
z = z0 + Ct
Ax + By + Cz + D = 0
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Viết phương trình d1 là hình chiếu vuông góc của d: {
x = 1
y = 1 + t
z = 4 − 7t

 lên ሺPሻ: x + y + z = 0. 

Ví dụ 3 
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Cho điểm Mሺx0; y0; z0ሻ có H là hình chiếu vuông góc của M lên đường thẳng Δ. 

Khi đó: ሺPሻ là mặt phẳng chứa Δ, cách M một khoảng lớn nhất. 

⇔ ሺPሻ đi qua H và có vẽctơ pháp tuyến MH⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 
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 .................................................................................................................................................................................................... 

Viết phương trình mặt phẳng ሺPሻ chứa Δ:
x−1

2
=
y

1
=
z−2

2
 sao cho khoảng cách từ Mሺ2; 5; 3ሻ đến 

ሺPሻ lớn nhất? 

Ví dụ 4 
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Cho điểm M có H là hình chiếu vuông góc của M lên mặt phẳng ሺPሻ. Điểm A nằm trên ሺPሻ 

Khi đó: Δ là đường thẳng đi qua A, nằm trong ሺPሻ và cách M một khoảng nhỏ nhất 

⇔ Δ đi qua A và có vẽctơ chỉ phương AH⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
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Viết phương trình đường thẳng Δ đi qua điểm Kሺ3; 0; 0ሻ, nằm trong mặt phẳng ሺPሻ: x + y + z 

−3 = 0 sao cho khoảng cách từ điểm Mሺ3; 2; 1ሻ đến đường thẳng Δ là nhỏ nhất. 

Ví dụ 5 


