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PHƯƠNG PHÁP BIẾN ĐỔI ĐẠI SỐ 
 
Phương pháp: 
 Biến đổi hai vế nhờ các phép toán đại số cơ bản; nhóm nhân tử chung; quy đồng; dựa vào giá trị 
tuyệt đối;… sau đó nếu có dùng các bất đẳng thức cơ bản 
 
 2 0x y   và  2 0x y   

        2 2 22 2 2 1 0
2

x y z xy yz zx x y y z z x             

     2 2 2 23 0x y z xy yz zx x y z xy yz zx               (*) 
Từ (*) ta có một bất đẩng thức khác hay được sử dụng:
     2 3 . . . 3xy yz zx xy yz yz zx zx xy xyz x y z         
 

BÀI TẬP MẪU 
 
Bài 1. Cho , ,x y z là các số thực thỏa mãn 2 2 2 1x y z   . Chứng minh rằng 

1 1
2

xy yz zx     . 

Lời giải: 
 
Ta có  
     22 2 22 1 2 0

1
2

xy yz zx xy yz zx x y z x y z

xy yz zx

            

    
 

Lại có 
   

      
2 2 2

2 2 2

1
1 0
2

1

xy yz zx x y z xy yz zx

x y y z z x

xy yz zx

        

      

   

 

Từ đó suy ra đpcm. 
Bài 2. Cho , ,x y z là các số thực dương thỏa mãn x y z  . Chứng minh rằng 

   1 1 1 1 1y x z x z
x z y x z

           
   
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Lời giải: 
 
BĐT tương đương với 

   

   

 

1 1 1 1 1 0

1 1 1 0

1 0

x z y x z
x z x z y

x z y x z
x z y

x z yx z
y xz

            
   

        
 

  
    

 

 

    0.
x z y x z y

xyz
  

  đúng vì 0 x y z   . 

Ta có điều phải chứng minh.  
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x y z  . 
Bài 3. Cho 2 số thực 0, 0x y  thay đổi vào thỏa mãn điều kiện: 

                             
2 2( )xy x y x y xy    . 

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức  

                             3 3

1 1A
x y

   

Lời giải: 
 
Ta có  

      22 23 3

3 3 3 3 3 3

x y x y xy x y x y xyx y x yA
x y x y x y xy

       
     

 
 

Theo giả thiết ta có 

       2 2 2 22 2 3 1( ) 3 0
4 4

xy x y x y xy x y xy x y x y x y              . 

2

0 4 16.x y x yA
xy xy

  
      

 
 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1 .
2

x y    Vậy giá trị lớn nhất của A bằng 16. 

Bài 4. Cho , ,x y z là các số thực thuộc đoạn  0;1 . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 

   3 3 3 2 2 22P x y z x y y z z x      . 

Lời giải : 

Ta có           2 2 2

3 2 3 2 3 2

1 1 1 1 1 1 0
, , 0;1

; ;

x y y z z x
x y z

x x x y y y z z z

           
     

 

Từ đó suy ra  2 2 2 2 2 2 3x y z x y z x y y z z x          



GTLN-GTNN VÀ CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC 
 

594 
Dang Thanh Nam 
Auditing 51a, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 

 

   3 3 3 2 2 22 3P x y z x y y z z x        .  
Vậy giá trị lớn nhất của 3P  khi 1x y z   . 
 

Bài 5. Cho , , 0a b c   thỏa mãn 2 2 2 5
3

a b c   . Chứng minh rằng 

                                               

1 1 1 1
a b c abc
   . 

 
Lời giải : 
 
Do , , 0a b c   nên bất đẳng thức tương đương với 

1bc ca ab    
Theo bất đẳng thức cơ bản ta có 

   2 2 2 21 50 1
2 6

a b c bc ca ab a b c            luôn đúng 

Từ đó ta có đpcm. 
 
Bài 6. Cho , , 0a b c   thỏa mãn 1a b c   . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 

                                   

     2 2 2

4 4 4
b c c a a b

P a b c
  

       

 
Lời giải : 
 
Ta có 

     2 22 2

4 2 4 2
b c b cb c b ca a a a b c a
                

   
 

     2 2 2

0
4 4 4 2

b c b c b c b cbc a a
   

          

Tương tự 

 2

4 2
c a c ab b
 

    

 2

4 2
a b a bc c
 

    

Cộng theo vế các bất đẳng thức trên suy ra 

       
2 2 2

2 2
4 4 4

b c c a a b
P a b c a b c

  
           

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 0, 1a b c    hoặc các hoán vị 
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Giá trị lớn nhất của P bằng 2. 
 

Bài 7. Cho  , , 0;1a b c  thỏa mãn 3
2

a b c   . Tìm giá  trị lớn nhất,  nhỏ nhất của biểu thức 

                                                   2 2 2cosP a b c    

 
Lời giải : 

Do  , , 0;1a b c nên 2 2 2 30
2 2

a b c a b c 
         

vậy P lớn nhất( nhỏ nhất) khi 2 2 2a b c   nhỏ nhất ( lớn nhất) 
- Tìm giá trị nhỏ nhất của 2 2 2a b c   

Ta có  22 2 2 1 3
3 4

a b c a b c      . Suy ra GTLN của P bằng 3cos
4

 ; xảy ra khi 

1
2

a b c    

- Tìm giá trị lớn nhất của 2 2 2a b c   
giả sử : 

3 13
2 2

a b c a b c c c         . 

Vậy    
2

2 22 2 2 2 2 2 3 52
2 4

a b c a b ab c a b c c c              
 

 

Do   1 2 1 0c c    

Suy ra GTNN của P  bằng 5cos
4

 ; xảy ra khi   1, , 0,0,
2

a b c    
 

hoặc các hoán vị 

Bài 8. Cho ,x y là các số thực không âm. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức  
  
   2 2

1
1 1

x y xy
P

x y
 


 

 

 
Lời giải : 
 

Ta có   
   

   
   

2 2

2 2 2 2

1
1 1 1 1

x xy y yxx y xy
P

x y x y

   
 

   
 

   
       

2 2

2 2 2 2

1 1
1 1 1 1

x y y x x y
x y x y
  

  
   

 

Với , 0x y   thì 
   2 2

1 10 ;0
4 41 1

x y
x y

   
 
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Từ đó suy ra GTLN của P bằng 1
4

 khi 1; 0x y   

GTNN của P bằng 1
4

  khi 0; 1x y  . 

 
Bài 9. Cho , , 0a b c  là các số đôi một khác nhau. Chứng minh rằng 

 
     2 2 2

1 1 1 4ab bc ca
a b b c c a

 
     

    
 

Lời giải : 
 
Giả sử  min , ,c a b c , khi đó do , , 0a b c   ta suy ra 
ab bc ca ab    

 2 2

1 1
bb c




 

 2 2

1 1
aa c




 

Vậy ta chỉ cần chứng minh 

   2 22 2

1 1 1 4 4 0ab a bab
b a b aa b a b

 
        

   
 

 
 

 
 

2
2 2

2 22 0 0
a b a bab ab

ab aba b a b

         
   

 luôn đúng 

Vậy ta có đpcm. 
 

Bài 10. Cho , , 0a b c   và 1 1 2
a c b
  . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

2 2
a b c bP
a b c b
 

 
 

 

 
Lời giải : 
 

Ta có 2acb
a c




 thay vào 

2 2
3 3 31 42 2 2 2 22 2

ac aca c a c c a a ca c a cP ac ac a c c aa c
a c a c

              
  

 

 

 
Bài 11. Cho  , , 1;3a b c  thỏa mãn 6a b c   . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 

2 2 2P a b c    
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Lời giải : 
 
Cách 1 : 
Đặt  1; 1; 1; , , 0;2a x b y c z x y z        

Khi đó      2 2 22 2 2 1 1 1P a b c x y z          

 2 2 2 2 3x y z x y z        

     2 2 2 3x y z xy yz zx x y z           

 2 18xy yz zx      

Từ       , , 0;2 2 2 2 0x y z x y z       

   8 4 2 0x y z xy yz zx xyz          

 2 4 4xy yz zx xyz         do 0xyz   

Từ đó suy ra  2 18 14P xy yz zx       

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi    , , 1, 2,3a b c  hoặc các hoán vị 
Bình luận : 
Đặt 1; 1; 1a x b y c z       để chúng ta tận dụng tích 0xyz   
Nếu không abc sẽ rất khó đánh giá 
 
Cách 2 : Xem phương pháp sử dụng tính đơn điệu của hàm số 

 
Bài 12. Cho , ,x y z  là các số thực thỏa mãn 2 2 2 5x y z    và 3x y z   . Tìm giá trị lớn 
nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

2
2

x yP
z
 




 

 
Lời giải : 
 

Ta có          2 2 2 22 2 2 1 15 3
2 2

x y z x y x y x y z            

 2 21 6 3x y z z     
Ta có : 

        222 2 2 2P z x y x y P z          

   2 2 2 23 4 4 6 4 8 3 0P z P P z P P          
Coi đây là phương trình bậc hai với ẩn là z , để phương trình có nghiệm thì 

    22 2 2 36' 2 2 3 3 4 8 3 0 0
23z P P P P P P              
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- Với 2; 0; 1x y z    thì 0P   là giá trị lớn nhất của P . 

- Với 20 66 7; ;
31 31 31

x y z     thì 36
23

P    là giá trị nhỏ nhất của P . 

-  

Bài 13. Cho  , , 0;1a b c . Chứng minh rằng 1 1 1 3
2 2 2

abc
a b c
  

  
 

 
Lời giải : 
 

   2 11 0 2 1
2

a a a a
a

      


 

Tương tự : 
1 1;

2 2
b c

b c
 

 
 

Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta suy ra 
31 1 1 3 3

2 2 2
a b c abc abc

a b c
      

  
 do 1abc   

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1a b c   . 
 
Bài 14. Cho  , , 0;1a b c  và 0a b c   . Chứng minh rằng 

1 1 1 5
1 1 1ab bc ca a b c
  

    
 

 
Lời giải : 
 
Không mất tính tổng quát ta giả sử 1 0a b c     
Khi đó  

  1 1 1
2

1 1 1 1 1
b c b c bcc a b a b c

ab bc ca bc bc
      

    
    

 

Mặt khác 

1 1 1 3
1 1 1 1 1 1

a b b c c a a b b c c a
ab bc ca ab bc ca
                                 

 

         1 1 1 1 1 1
3 3

1 1 1
a b b c c a
ab bc ca

     
     

  
 

Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta suy ra đpcm. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1, 0a b c   hoặc các hoán vị. 
 
Bài 15. Cho , 0a b   thỏa mãn 2 2 1a b  . Chứng minh rằng 
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2
1 1 2 2 a b
a b b a

 
     

 
 

 
Lời giải : 
 
Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
1 1 2 2 2 2 2 2 1a b a b ab ab
a b b a
           

   2
2 1

1 2 2 1
2

a b
a b a b

  
       

 
 

 

  21 2 2 2 0 (*)t t       ; với 1; 2t a b      

(Vì  2 2 2 2 22 1 1a b a b ab a b a b           

Và    2 2 22 2 2a b a b a b        

Suy ra 1; 2t   ). Bất đẳng thức (*) luôn đúng với 1; 2t   . 

 
Bài 16. Cho , , 0a b c  . Chứng minh rằng        2 2 2 4a b c a b c a b b c c a         

Lời giải : 
Không mất tính tổng quát ta giả sử b nằm giữa a và c , ta xét hai trường hợp 
- Nếu 0a b c VT VP     , ta có đpcm. 
- Nếu c b a  , khi đó vế phải 

    4VP a b c a b b c c a       

     4 a b c b a c b c a       

       2
a b c b a c b c a        

Ta chỉ cần chứng minh 
      2 2 2a b c b a c b c a a b c          
Thật vậy bất đẳng thức này tương đương với 

 2 2 0a a c b    , đúng 
Vậy ta có đpcm. 
 
Bài 17. Cho  , , 0;1a b c . Chứng minh rằng 

     1 1 1 1a b b c c a       
 
Lời giải : 
 
Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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  1a b c ab bc ca       
Làm ta nghĩ đến : 
         1 1 1 0 1 0a b c a b c ab bc ca abc              

    1 1a b c ab bc ca abc          
Từ đó ta có đpcm. Dẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 0, 1a b c   hoặc các hoán vị. 
 
Bài 18. Cho , , 0a b c   thỏa mãn 3a b c   . Chứng minh rằng 

     3 3 3
4 4 4 a b c

b c c a a ba b b c c a
    

    
 

 
Lời giải : 

Đặt 
a b x
b c y
c a z

 
  
  

  do , , 0a b c   và 3a b c    nên , , 0x y z   và 
3
3
3

a y
b z
c x

 
  
  

 

Khi đó bất đẳng thức trở thành 

3 3 3

4 4 4 3 3 3y x z
x y z y x z

  
      

3 3 3

4 3 4 3 4 3 0x y z
x x y y z z

                
    

 

         2 2 2

3 3 3

1 2 1 2 1 2
0

x x y y z z
x y z

     
     

Bất đẳng thức cuối luôn đúng, từ đó ta có đpcm. 
 

Bài 19. Chứng minh rằng với mọi  , 0;1a b  thì ta luôn có 2 2

1 1 2
1 1 1a b ab

 
  

 

 
Lời giải : 
Bất đẳng thức tương đương với 
         22 2 2 21 2 2 1 1 1 0ab a b a b ab a b          , bất đẳng thức cuối luôn đúng. Ta 
có đpcm. 
 
Bài 20. Cho  , , 0;1x y z . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức  

  3 3 3

1 1 11
1 1 1

P xyz
x y z

 
       

 

 
Lời giải : 
Sử dụng bài 19, ta có 
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3 3 3 3

1 1 2
1 1 1x y x y

 
  

 

3 4

1 1 2
1 1 1z xyz xyz

 
  

 

3 3 4 4 4 4

2 2 4 4
11 1 1 xyzx y xyz x y z

  
  

 

Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta suy ra 

 3 3 3 3 3 3

1 1 1 3 1 1 11 3
1 1 1 1 1 1 1

P xyz
x y z xyz x y z

 
                

 

Dẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x y z   
Vậy giá trị lớn nhất của 3P  . 
 
Bài 21. Cho , , 0a b c   thỏa mãn a b c  . Chứng minh rằng  

  1 1 1 1a b c
a b c

      
 

 

Lời giải : 
 
Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
1 1 1 1 1 1 1 1
a b c a b c a c b a b c
      

   
 

   
1 1a c a c

ac b a b c ac b a b c
 

   
   

 

        0 0b a b c ac a b c b b c a b b c              
Bất đẳng thức cuối luôn đúng do a b c  . Ta có đpcm. 
 
Bài 22. Cho các số thực , ,a b c  thỏa mãn 1a b c   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

2 2 2 2 2 2P a ab b b bc c c ca a          
Lời giải : 
 

Ta có      2 2 22 2 3 1 3
4 4 4

a ab b a b a b a b         

 2 2 3 3
2 2

a ab b a b a b        

Tương tự ta có 

 2 2 3 3
2 2

b bc c b c b c       
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 2 2 3 3
2 2

c ac a c a c a       

Cộng theo vế ba bất đẳng thức trên ta suy ra 
 3 3P a b c     

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1
3

a b c   . 

 
BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 

 

1.1. Cho 0ab  . Chứng minh rằng 2 23 3 1 12 2
4 4 2 2

a b b a a b                  
      

 

1.2. Cho  , , 0;2x y z  thỏa mãn 3x y z   . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
2 2 2P x y z   . 

1.3. Chứng minh rằng với mọi , ,x y z không âm ta luôn có 

      22 4x y z x y z x y y z z x        . 

1.4. Cho  , , 1;2a b c . Chứng minh rằng     2 2 23 2ab bc ca a b c a b b c c a         

1.5. Cho , , 0a b c   và  min , ,b a b c . Chứng minh rằng   1 1 1 1a b c
a b c

      
 

 

1.6. Cho , , 0a b c  . Chứng minh rằng 
3 211 1

2
b c b c

a a
         

   
, từ đó chứng minh rằng 

     

3 3 3

3 3 33 3 3
1a b c

a b c b c a c a b
  

     
 

 

1.7. Cho , 0x y  . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
 

3 3

33 3 3

4
8

x yP
x y y x y

 
  

 

 
1.8. Cho , ,a b c  là độ dài ba cạnh một tam giác. Chứng minh rằng 

 
2 2

3 3 2
a c a b a
a b a c a b c
 

  
   

 

1.9. Cho 0xy   và 2 22 1x y  . Chứng minh rằng 

1 2 1 2 1 1 2x y       
1.10. Chứng minh rằng với ba số thực , ,a b c  ta luôn có 

     22 2 21 1 1 1a b c ab bc ca      
 

 
PHƯƠNG PHÁP KHẢO SÁT TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 
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Đưa bài toán nhiều biến về bài toán một biến, khảo sát tính tính đơn điệu của hàm số suy ra giá 
trị lớn nhất, nhỏ nhất của hàm số. 
Các hướng giải quyết bài toán loại này 
+ Nếu trong biểu thức có xuất hiện biểu thức đối xứng của ,x y  đặt t x y   hoặc .t xy  
+ Nếu không biểu diễn các biến về một biến được có thể coi biểu thức đó là hàm một biến và các 
biến còn lại là hằng số. 
 
BÀI TẬP MẪU 
 
Bài 1. Cho , ,x y z là ba số thực thuộc đoạn  1;4 và ,x y x z  . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 
thức 

                                
.

2 3
x y zP

x y y z z x
  

  
 

Lời giải: 
 
Ta có  

1 1 1
2 3 2 3 1 1

x y zP y z xx y y z z x
x y z

     
     

 

Đặt , ,y z xa b c
x y z

   , ta có  1, 1;4xabc bc
y

    

Khi đó ta có  
1 1 1

2 3 1 1
P

a b c
  

  
 

Mặt khác ta có 
1 1 2 1 1 21 1

1 1 1 1 1 2 1
b c bc bc

b c bc b c bc b c bc bc bc
   

      
          

, do 1bc  .  Suy ra 

2

2

1 1 1 1 1( )32 3 2 3 11 12

tP f t
a t tbc bc

bc

      
   

, với  1;2 .t bc   

Ta có 
   2 22

3 1'( ) 2 0
12 3

tf t
tt

 
   
  

 

Vì        2 22 233 1 2 3 1 2 3
2

tt t t t t
        

       2 2 4 1 12 3 1 2 3 0
2 2

t t
t t

 
        

Do đó ( )f t nghịch biến trên đoạn  1;2 , suy ra 
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34( ) (2) .
33

P f t f    

Đẳng thức xảy ra khi 4, 1, 2.x y z    

Vậy giá trị nhỏ nhất của P  bằng 34
33

. 

Bài 2. Cho các số thực dương , , (0; 4]x y z  và ;x y x z   và thỏa mãn 1.xyz  Tìm giá trị nhỏ 
nhất của biểu thức  

                           2 2 2 2 .P x y z x y z xy yz zx          
Lời giải: 
 
Xét  

 2 2 2( , , ) 2P f x y z x y z x y z xy yz zx           
Ta có 

 2 2( , , ) ( , , ) 2 2 4f x y z f x yz yz y z y z yz xy zx yz x yz           

     2 22 2y z y z x y z       

   2
2 1 2 0y z y z x yz       , vì , .x y x z   

Đặt 2

1 1 1, .
2

t yz x t
t x

      Khi đó 2 4 2

1 1 1 4( , , ) ( , , ) 2 ( )f x yz yz f t t t f t
t t t t

       

Ta có 

2 3

4 1'( ) 2 1 , '( ) 0 1.f t f t t
t t

         
  

 

Lập bảng biến thiên ta suy ra 
min min ( ) (1) 0.P f t f    Xảy ra khi 1.x y z    
 

Bài 3. Cho 1 1; , 1
4

x y z   sao cho 1xyz  . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức                       

1 1 1
1 1 1

P
x y z

  
  

. 

Lời giải: 

Ta có 1 1 2 1 2 1 2
11 1 11 1 11

P
y z xyz yz yz

yz

      
    

 

Đặt 
2

2

1 21 2 ( )
1 1

tt yz t P f t
t tx

        
 

 

Ta có 
   2 22

2 2'( )
11

tf t
tt

 

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22( ) (2)
15

f t f   

Suy ra 22min
15

P  khi 1 ; 2
4

x y z   . 

Bài 4. Cho hai số thực ,x y thay đổi và thỏa mãn hệ thức 2 2 1x y  . Tìm giá trị lớn nhất và giá 
trị nhỏ nhất của biểu thức. 

 2

2

2 6
.

1 2 2
x xy

P
xy y



 

 

Lời giải: 
 
Vì 2 2 1x y  , nên 

   2 2

2 2 2 2 2

2 6 2 6
2 2 3 2

x xy x xy
P

x y xy y x y xy
 

 
    

 

+ Nếu 0 2.y P    

+ Xét với 
 2

2

2 6
0 , .

2 3
t t xy P t

t t y


    
 

  

Xét hàm số ( )f t trên .  Ta có 

 
 

2

22

4 2 9 3 2'( ) 0 .
22 3

t
f t t

t t

 
    

 
 

Lập bảng biến thiên ta suy ra  
3 2 48 2 18ax max ( )

2 17
m P f t f

  
    

 
, khi 3 11 2, .

11 11
x y     

3 2 18 48 2min min ( )
2 17

P f t f
   

     
 

, khi 3 11 2, .
11 11

x y    

Bài 4. Cho 0a b  . Chứng minh rằng: 1 12 2
2 2

b a
a b

a b
        
   

. 

Lời giải: 
 
Lấy logarit cơ số tự nhiên 2 vế BĐT cần chứng minh trở thành 

1 1ln 2 ln 2
1 1 2 2ln 2 ln 2 ( ) ( ).
2 2

a b
a b

a b
a bb a f a f b

a b

                       
   
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Trong đó 

1ln 2
2( ) , 0

t
t

f t t
t

  
   . Do vậy ta chỉ cần chứng minh hàm ( )f t nghịch biến trên 

 0; .  
Thậy vậy, ta có 

   
 

 
  

 

4

4 1

2 2

4
ln

4 ln 4 4 1 ln 4 1 4 1
'( ) 0

4 1 4 1

t

t

t

t t t t t

t t
f t

t t


   

  
 

. Ta có đpcm. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .a b  
Bài 5. Cho ,a b là các số thực dương thỏa mãn     2 22 2 .a b ab a b ab     Tìm giá trị nhỏ 
nhất của biểu thức 

                                 

3 3 2 2

3 3 2 24 9 .a b a bP
b a b a

   
      

   
 

Lời giải: 
 
Theo giả thì 
    2 22 2a b ab a b ab     , chia cả 2 vế của đẳng thức này cho ab ta được 

2 22 1a b a b
b a a b

       
 

. 

Sử dụng BĐT Cô si ta có 
2 2 2 2 a ba b
b a b a

 
      

 
, suy ra 

2 1 2 2a b a b
b a b a

            
, đặt 

2 52 1 2 2 2 4 4 15 0 .
2

a bt t t t t t
b a

             
 

 

Vậy ta có 3 2( ) 4 9 12 18P f t t t t      

Ta có 2 5'( ) 12 18 12 '( ) 0 2 .
2

f t t t f t t         

Lập bảng biến thiên suy ra 23min ( )
4

f t   , khi 5 .
2

t   

Vậy giá trị nhỏ nhất của P  bằng 23
4

 , khi 
1 2

.
2 1

a a
b b
  

   
 

Bài 6. Cho , ,x y z là các số thực không âm có tổng bằng 1. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất 
của biểu thức 
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                                       2 .P xy yz zx xyz     
Lời giải: 

Giả sử 1min( , , ) 3 1 .
3

x x y z x x y z x         

Khi đó ta có 
2 (1 2 ) 0.P xy yz zx xyz yz x xy zx          

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1, 0.x y z    
Mặt khác ta lại có 

   
21(1 2 ) ( ) 1 1 2 ( )

2
xP yz x x y z x x x f x          

 
 

Ta tìm giá trị lớn nhất của ( )f x trên đoạn 10;
3

 
  

. 

Ta có 3 1'( ) 0
2 3

f x x x    
 

, do đó ( )f x đồng biến trênđoạn 10;
3

 
  

. 

Vậy 1 7max max ( ) .
3 27

P f x f     
 

 Khi và chỉ khi 1 .
3

x y z  
 

 
 
Bài 7. Cho , ,x y z là các số thực không âm có tổng bằng 3. Chứng minh 

                                     
2 2 2 4.P x y z xyz      

Lời giải: 

Không mất tính tổng quát ta giả sử   1min , , 3 3 .
3

x x y z x x y z x         

Khi đó ta có 
     2 22 24 2 4 2 3 4P x y z yz xyz x yz x x              

 
2 2

2 3( ) 2 2 6 5,0 .
2 2

y z xf t x t x x t yz                 
   

 

Vậy ta tìm giá trị nhỏ nhất của ( )f t trên 
230;

2
x  

  
   

, ta có ( )f t là hàm số nghịch biến do 

2 0x   .  

Vậy    
2

23 14 ( ) 1 2 0 4.
2 4

xP f t f x x P
               

 Ta có đpcm. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1.x y z    
Bài 8. Cho , ,a b c là các số thực dương thỏa mãn 1a b c   . Chứng minh 

                               2 2 2 3 3 35 6 1.a b c a b c       

Lời giải: 
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Không mất tính tổng giả sử   1min , , .
3

a a b c a    

BĐT đã cho tương đương với 

       2 32 35 2 6 3 1a b c bc a b c bc b c          

       2 32 35 1 2 6 1 3 1 1a a bc a a bc a           

   29 4 2 1 0.a bc a      

Ta đặt 
2 210

2 2
b c at bc t            

   
 

Vậy ta chỉ cần chứng minh 

   
2

2 1( ) 9 4 2 1 0, 0;
2

af t a t a t
         

   
 

Do ( )f t là hàm nghịch biến nên  
2

21 1( ) 3 1 0.
2 4

af t f a a
          

 Ta có đpcm. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1 .
3

a b c    

Bài 9. Cho ,a b  là các số thực dương thỏa mãn 3ab a b   . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức  

                                 
 2 23 3

1 1
a b abP a b

b a a b
    

  
. 

Lời giải: 
 
Đặt    22 2 2 23 ; 2 2 3 2 6t a b ab t a b a b ab t t t t                

Ta có 
2

213 2.
2 4

a bab t t t       
 

 

Suy ra P 
     

2 2
2 2 2

3 3 12 5
1 2

a b a b ab a b t t
ab a b a b t
  

       
   

 

Xét hàm số 2 12 5( )
2

f t t t
t

      với 2t   

Ta có 2

12'( ) 2 1 0, 2f t t t
t

      . Suy ra hàm số ( )f t  nghịch biến trên 

  32; ( ) (2) .
2

P f t f      

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1.a b   
Vậy giá trị lớn nhất của P  bằng 1 khi 1.a b   

Bài 10. Cho , ,x y z là các số thực thỏa mãn 
4

2
x y z
xyz
  

 
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Chứng minh rằng 4 4 4183 165 5 18x y z     . 
Lời giải: 
Ta có    24 4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 22P x y z x y z x y y z z x          

        
22 22 2 2x y z xy yz zx xy yz zx xyz xy yz zx             

Theo giả thiết ta có 
4

2
x y z
xyz
  

 
, đặt  22 32 144t xy yz zx P t t        

Ta có    2 2 84 4y z yz x
x

     , giải bất phương trình này ta suy ra 3 5 2x   . 

Ta có     24t x y z yz x x
x

      , xét hàm số   2( ) 4f x x x
x

    trên đoạn 3 5, 2    ta 

được 5 5 15,
2

t
 

 
 

 

Tương tự xét hàm số  2( ) 2 32 144f t t t   trên đoạn 5 5 15,
2

 
 
 

ta suy ra đpcm. 

Bài 11. Cho , ,a b c là các số thực dương. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 

                          2 2 2

1 2
1 1 11

P
a b ca b c

 
    

 

Lời giải : 
Sử dụng bất đẳng cô si cho 3 số dương ta có : 

    
331 1 1

3
a b ca b c         

 
. Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a b c   

Mặt khác sử dụng bất đẳng thức Cauchy sharvart ta có 

 22 2 2 11 1
4

a b c a b c       . Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 1a b c   . 

Đặt 1 1t a b c     . Khi đó kết hợp với các bất đẳng thức trên ta suy ra 

 3
2 54 ( )

2
P f t

t t
  


. 

Xét hàm số 
 3

2 54( )
2

f t
t t

 


 trên khoảng  1, . 

Ta có 
 42

2 162'( )
2

f t
t t

  


   1'( ) 0 4 4 ; lim ( ) 0; (1) 0
4 t

f t t f f t f


         

từ đo suy ra 
 1,

1( ) (4)
4t

max f t f
 

  . Từ đó suy ra giá trị lớn nhất của 1
4

P   khi và chỉ khi 

1a b c   . 
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Bài 12. Cho các số thực , ,a b c  thỏa mãn 2 2 2;  a 5a b c b c     . Chứng minh rằng 
                                4a b b c c a ab bc ca        
 
Lời giải : 
 
Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với : 
      4 (*)a b b c a c ab bc ca       
Đặt vế trái của bất đẳng thức (*) là P . 
Nếu 0 0ab bc ca P     , ta có đpcm. 
Xét 0ab bc ca   , ta đặt x ab bc ca    

Ta có :         
2 2

31
2 2 4

a b b c a ca b b c a b b c a c a c                  
   

 

Mặt khác lại có 

     

   

2 2 22 2 2

2 2

1 1 1
2 2 2
1 1
2 4

a b c ab bc ca a b b c a c

a c a b b c

          

     
 

Suy ra    23 45 5 ;0 5
4 3

x a c a c x x          

Suy ra    
3

31 4 2 35 5
4 3 9

P x x x x
 

     
 

 

Xét hàm số  32 3( ) 5
9

f x x x   trên đoạn  0;5 , ta suy ra 
 

 
0;5

( ) 2 4
x
max f x f


  . 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 2; 1; 0a b c   . Ta có đpcm. 
 
Bài 13. Cho , 0x y   thỏa mãn 2 0x y xy   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

2 2

4 8 1
x yP

y x
 

 
 

 
Lời giải: 
 
Theo giả thiết ta có : 

21 1 22 . .2 2 8
2 2 2

x yx y xy x y x y        
 

 

Theo bất đẳng thức Cauchy sharcs ta có 
     

 

2 2 22 2 2 2 2 2
4 8 1 4 8 4 4 4 8 4 4 8 4 2

y x y x yx y x
y x y x y x x y

 
    

        
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Vậy đặt 2t x y  và xét hàm số 
2

( ) , 8
8 4

tf t t
t

 


 

Ta có 
 

2

2

4 8'( ) 0
8 4
t tf t

t


 


 với 8t  . 

Suy ra 
 8;

8min ( ) (8)
5t

f t f
 

  . 

Từ đó suy ra giá trị nhỏ nhất của P bằng 8
5

, khi 4; 2x y  . 

 
Bài 14. Cho , , 0x y z   thỏa mãn 9x y z   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

3 3 3 3 3 3

9 9 9
x y y z z xP
xy yz zx
  

  
  

 

 
Lời giải : 
 
Theo bất đẳng thức Cauchy schwarz ta có 

   
3 3

3 1 1 4 4
9 9 18 9 18

x xx
xy zx x y z x x

 
         

 

Tương tự : 

   
3 3

3 1 1 4 4
9 9 18 9 18

y yy
xy yz y z x y y

 
         

 

   
3 3

3 1 1 4 4
9 9 18 9 18

z zz
zx yz z x y z z

 
         

 

Do đó 
3 3 31 1 1 1 1 1

9 9 9 9 9 9
P x y z

xy zx xy yz zx yz
     

                    
 

3 3 3

2 2 2

4 4 4
9 18 9 18 9 18
x y z

x x y y z z
  
        

 

Xét hàm số 
3

2

4( )
9 18
xf x

x x

  

 

Dễ chứng minh được rằng : 
3

2

4 11 21
9 18 4 4
x x

x x
 

  
 

3

2

4 11 21
9 18 4 4
y y

y y
 

  
 

3

2

4 11 21
9 18 4 4
z z

z z
 

  
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Từ đó cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta suy ra  11 213. 9
4 4

P x y z      

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 3x y z   . 
 
Bài 15. Cho , ,a b c  là độ dài ba cạnh một tam giác. Chứng minh rằng 

                    3 2 3a b c a c b
b c a c b a

           
   

. 

 
Lời giải : 
 
Giả sử  , ,a max a b c  
- Nếu a c b   thì 

3 3 3 2 3a b c a b c a b c a b c a b c
b c a c a b b c a c a b c a b

                         
     

 

- Nếu a b c   thì  

Xét hàm số ( ) 3 2 3a b c a c bf a
b c a c b a

            
   

 

Ta có 
  2

2 2 2

3 23 3 2 2'( )
a bc c ac bf a

b a c a a bc
 

      

Do 2a b c a bc     
Nếu 3 2c a  hàm số đồng biến suy ra 

( ) ( ) 2 0b cf a f b
c a

      

Nếu 3 2c a  hàm số nghịc biến suy ra  
     

 

2 2

2

2 23 2( ) ( ) 0
b c b c c b cc bf a f b c

bc b c b c
   

     
 

 

Ta có đpcm. 
 
Bài 16. Cho ba số thực  , , 1;2a b c . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

 
 

2

2 4
a b

P
c ab bc ca




  
 

 
Lời giải : 
Sử dụng bất đẳng thức cô si ta có  24ab a b   
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Khi đó  
   

2

2

2 22 4 1 4

a b
a b c cP

c a b c a b a b a b
c c c c

     
             

   

 

Ta đặt a bt
c c

   thì do    , , 1;2 1;4a ba b c t
c c

      

Bây giờ ta xét hàm số 
2

2( )
1 4

tf t
t t


 

 có 
 

 
2

22

4 2'( ) 0, 1;4
4 1

t tf t t
t t


   

 
 

Từ đó suy ra 
 1;4

1min ( ) (1)
6t

f t f


  . 

Từ đó suy ra giá trị nhỏ nhất của P bằng 1
6

 khi 1; 2a b c   . 

 
 

BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 
 

1.1. Cho , , 0x y z   thỏa mãn 1x y z   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

 2 2 22 4 9 2012P x y z xyz x      . 

1.2. Cho , ,x y z là ba số thực thuộc đoạn  1;9 và  ax , ,x m x y z . Tìm giá trị lớn nhất và giá 
trị nhỏ nhất của biểu thức 

.
2

x y zP
x y y z z x

  
  

 

1.3. Cho các số thực ,x y thay đổi và thỏa mãn  3 4 2x y xy   . Tìm giá trị nhỏ nhất của 
biểu thức 

   4 4 2 2 2 23 2 1.P x y x y x y       
1.4. Cho ,x y là các số thực thay đổi. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

   2 22 21 1 2 .A x y x y y         
1.5. Cho các số thực không âm thỏa mãn 1a b c   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

   2 2 2 2 2 2 2 2 23 3 2 .M a b b c c a ab bc ca a b c          
1.6. Cho các số thực không âm ,x y thay đổi và thỏa mãn 1x y  . Tìm giá trị lớn nhất và giá 

trị nhỏ nhất của biểu thức 
  2 24 3 4 3 25 .S x y y x xy     

1.7. Cho ,x y là các số thực thay đổi thỏa mãn điều kiện 2 2 1.x y  Tìm giá trị lớn nhất, giá 
trị nhỏ nhất của biểu thức 

2

2

4 2 1
2 2 3

x xyP
xy y

 


 
. 



GTLN-GTNN VÀ CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC 
 

614 
Dang Thanh Nam 
Auditing 51a, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 

 

1.8. Cho , 0x y   thỏa mãn 2 2 3x y xy x y xy    . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

 2
2 2 1 2 3

2
xy

P x y
xy

 
   . 

1.9. Cho 2, ,
5

a b c    thỏa mãn 3a b c   . Chứng minh rằng 

2 2 2

26 5 26 5 26 5 9
5 2 5 2 5 2

a b cP
a b c
  

   
  

. 

1.10. Cho  , 0;1 ; 1x y x y   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức x yP x y  . 
1.11. Cho , 0x y  với 2x y  . Chứng minh rằng 

 2 2 2 2 2.x y x y   
1.12. Cho , ,x y z là các số thực dương có tổng bằng 1. Chứng minh 

 7 2 9 .xy yz zx xyz     

1.13. Cho các số thực dương , ,a b c thuộc đoạn  1;2 . Chứng minh rằng 
3 3 3 5 .a b c abc    

1.14. Cho ,x y là 2 số thực thay đổi thỏa mãn 2 2 3.x xy y    Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ 
nhất của biểu thức 

2 22 .P x xy y    
1.15. Cho các số thực , ,a b c  thay đổi thỏa mãn 2 2 2 1.a b c    Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ 

nhất của biểu thức 
3 3 3 3 .P a b c abc     

1.16. Cho 0 1a b   . Chứng minh rằng 
2 2ln ln ln ln .a b b a a b    

1.17. Cho các số thực không âm , ,a b c  có tổng bằng 1. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất 
của biểu thức 

   .P a b b c c a     
1.18. Cho 3 số thực dương , ,a b c thỏa mãn 21 2 8 12ab bc ca   . Chứng minh rằng 

1 2 3 5 .
2a b c

    

1.19. Cho ,x y là 2 số thực thỏa mãn 0 ,0 .
3 3

x y 
     Chứng minh rằng 

 cos cos 1 os .x y c xy    
1.20. Cho , ,a b c  là độ dài 3 cạnh của một tam giác có chu vi bằng 3. Chứng minh rằng 

 2 2 23 4 13.a b c abc     

1.21. Cho các số thực , ,x y z  thỏa mãn 
0 1
3 2 4

x y z
x y z
   

   
. Chứng minh rằng 
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2 2 2 163 2 .
3

x y z    

1.22. Cho các số thực không âm , ,x y z  có tổng bằng 1. Chứng minh rằng 

     4 4 4 1 .
12

x y z y z x z x y       

1.23. Cho các số thực ,x y  không nhỏ hơn 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

   
  

3 3 2 2

.
1 1

x y x y
P

x y
  


 

 

1.24. Cho các số thực  , 3;2x y  và thỏa mãn 3 3 2x y  . Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ 
nhất của biểu thức 

2 2.P x y   
1.25. Cho các số thực không âm , ,a b c  và không đồng thời bằng không. Tìm giá trị lớn nhất, 

giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

 

3 3 3

3

16a b cP
a b c
 


 

 

1.26. Cho bốn số nguyên thay đổi thỏa mãn 1 50a b c d     . Chứng minh 
53 .

175
a c
b d
   

1.27. Cho ba số dương , ,x y z thỏa mãn 1x y z   . Chứng minh rằng  

2 2 2
2 2 2

1 1 1 82.x y z
x y z

       

1.28. Cho các số dương , ,a b c có tích bằng 1. Chứng minh rằng 
3 2 .

21 1 1
a b c

a b c
  

  
 

1.29. Cho , ,a b c là ba số dương thỏa mãn 2 2 2 3a b c   . Chứng minh rằng 
1 1 1 3.

2 2 2a b c
  

  
 

1.30. Cho các số thực dương , ,a b c . Chứng minh rằng 

 
 

 
 

 
 

2 2 2

2 2 22 2 2

2 2 2
8.

2 2 2
a b c b c a c a b

a b c b c a c a b
     

  
     

 

1.31. Cho các số thực dương , ,a b c có tổng bằng 3. Chứng minh rằng 
2 2 2

2 2 2

1 1 1 .a b c
a b c

      

1.32. Cho , ,a b c là các số thực dương có tổng bằng 1. Chứng minh rằng 

2 2 2

9 .
1 1 1 10

a b c
a b c

  
  

 

1.33. Cho các số thực dương , ,a b c có tích bằng 1. Chứng minh rằng 
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2 2 2

1 1 1 1.
1 1 1a a b b c c
  

     
 

1.34. Cho hai số dương ,x y có tổng bằng 1. Tìm giá tri nhỏ nhất của biểu thức 

.
1 1
x yA

x y
 

   
1.35. Cho các số thực ,x y thỏa mãn 0 x y    . 
Chứng minh rằng    3 36 sin 6 sinx x y y y x   . 

1.36. Cho , ,x y z là các số thực thỏa mãn 
4

2
x y z
xyz
  

 
 

Chứng minh rằng 4 4 4183 165 5 18x y z     . 

1.37. Cho , 1a b  là các số thực dương thay đổi và thỏa mãn 1 1 4
3a b

  . Tìm giá trị nhỏ nhất 

của biểu thức 
2 2

2 2

1 1
1 1

P a b
a b

   
 

. 

1.38. Cho các số thực , ,x y z thỏa mãn điều kiện 
2 2 2

2 2

1
2

x y z xy yz zx
y z yz

      


  
 

Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức 2 2 2P x y z   . 
 
1.39. Cho , ,a b c  là ba số thực dương thỏa mãn    24a c b c c   . Tìm giá trị lớn nhất của 

biểu thức 
3 3

a b cP
b c a c bc ca

  
  

. 

1.40. Cho , ,a b c là ba số thực thỏa mãn 1; 0ab bc ca a b c      . Tìm giá trị lớn nhất của 

biểu thức   
3 3 3

2 2 2

4 3a b c abcP
a b c a b c a b c

  
 

     
. 

1.41. Cho các số thực  , , 0;1x y z . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

     2 2 21 1 1P xy y yz z zx x          

1.42. Cho ,x y là hai số thực dương thỏa mãn 2 2 2x y  . Chứng minh rằng 
3 2

2

9 4
2

x y
y x y

 


 

1.43. Cho ,a b là các số thực thỏa mãn 1 , 1
2

aa
b

   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

 
32 1aP

b a b





. 
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1.44. Cho ,x y là hai số thực thỏa mãn 
2

2

1
3 2 1
y x
x x y

  


  
. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 

2 23 2P y x x   . 
1.45. Cho ,x y là các số thực không âm. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

   23 3 3 3 3 32 3 2 1P x x y x y y        

1.46. Cho ba số thực  , ,  0 ;a b c a a b  sao cho hàm số  3 22 3 6 12y ax bx cx a b c     

luôn đồng biến trên  . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức a b cP
a b
 




. 

1.47. Cho các số thực dương , ,a b c  có tổng bằng 3. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

     
3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 23 4 11 3 4 11 3 4 11
a b b c c aP

b a ab b c b bc c a c ca a
  

  
     

 

1.48. Cho , , 0a b c   thỏa mãn    2 2abc a b c ab bc ca     . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 
thức 
3 3 34 1 4 1 4 1a b cP
b c a
  

   . 

1.49. Cho ba số thực , ,a b c  thỏa mãn  2 2 2 3
2

a b c ab bc ca      và không có hai số nào 

đồng thời bằng 0. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức  22a c
P

ab bc ca



 

. 

1.50. Cho ba số thực , ,a b c  thỏa mãn  2 2 2 3
2

a b c ab bc ca      và không có hai số nào 

đồng thời bằng 0. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 2a cP
ab bc ca




 
 

1.51. Cho  , , 1;2a b c . Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

 
21 1 1P a b c

a b c
      
 

. 

1.52. Cho 1, , ; 2
2

a b c     
. Chứng minh rằng 8 5 9a b c a c b

b c a c b a
           
   

. 

1.53. Cho , ,a b c  là độ dài ba cạnh một tam giác. Chứng minh rằng 

3 2 3a b c a c b
b c a c b a

           
   

. 

1.54. Cho , , 0a b c  thỏa mãn 1a b c   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức  

2 2 2

1 1 1
1 1 1

P
a b c

  
  

. 



GTLN-GTNN VÀ CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC 
 

618 
Dang Thanh Nam 
Auditing 51a, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 

 

1.55. Cho , , 0x y z   thỏa mãn 2 2 2 3x y z   . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
5P xy yz zx

x y z
   

 
 

1.56. Cho , 0x y   thỏa mãn 2 0x y xy   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
2 2

4 8 1
x yP

y x
 

 
 

1.57. Cho , , 0a b c   thỏa mãn 1a b c   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

2 2 2

2 3P
a b c ab bc ca

 
     

1.58. Cho bốn số thực , , ,x y z t  thuộc đoạn 1 2;
2 3
 
  

. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của 

biểu thức 
22

9 16x z x tP
x t x y

           
 

 
PHƯƠNG PHÁP SỬ DỤNG BẤT ĐẲNG THỨC CÔ SI 

BẤT ĐẲNG THỨC CAUCHY – SCHAWARS VÀ  HOLDER 
 
BẤT ĐẲNG THỨC CÔ SI  
 
Trong Đề thi TSĐH các bài toán BĐT thường cho 3 biến số , nên ta chỉ cần sử dụng chắc 2 kết 
quả sau. 
Với 2 số không âm ,a b ta có  

2
a b ab

  

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a b . 
Với 3 số không âm , ,a b c ta có 

3

3
a b c abc 

  

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a b c  . 
Ngoài ra ta có các kết quả sau 
1 1 4 ( , 0).a b
a b a b
  


 

1 1 2 ( , 0).
1 1 1

a b
a b ab
  

  
 

   2 3 , , , .a b c ab bc ca a b c        

  1 1 1 9.a b c
a b c

      
 
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BÀI TẬP MẪU 
 
Bài 1. Cho , ,x y z là ba số thực dương thay đổi. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức  

  1 1 1 .
2 2 2
x y zP x y z

yz zx xy
             

    
 

Lời giải: 
Ta có 

1 1 1
2 2 2
x y zP x y z

yz zx xy
             

    
 

2 2 2

2 2 2
x x y y z z

yz zx xy
       

2 2 21 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2
x z y y z x z x y

xy zx xy yz yz zx
     

             
     

 

2 2 2

3 3 3
1 1 1 1 1 1 93 . . 3 . . 3 . . .

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
x z y y z x z x y

xy zx xy yz yz zx
     

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1.x y z    

 Vậy giá trị nhỏ nhất của P bằng 9
2

khi 1.x y z    

Bài 2. Cho , ,x y z là các số thực dương thỏa mãn 1 1 1 4
x y z
   . Chứng minh rằng 

                   

1 1 1 1.
2 2 2x y z x y z x y z

  
     

 

Lời giải: 
Ta có 
1 1 4

1 1 4
x x x x

y z y z

 


 


 

Cộng theo vế 2 bất đẳng thức trên ta suy ra 
2 1 1 1 1 164

2 2x y z x y z x y z
 

        
 

Một cách tương tự, ta có 
2 1 1 16

2y z x y z x
  

 
 

2 1 1 16
2z x y z x y

  
 

 

Cộng theo vế ba bất đẳng thức ta có điều phải chứng minh. 
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 3 .
4

x y z    

Bài 3. Cho các số dương , ,x y z thỏa mãn 1xyz  . Chứng minh rằng 

                      

3 3 3 3 3 31 1 1 3 3.
x y y z z x
xy yz zx

     
    

Lời giải: 
Sử dụng BĐT Cô si cho 3 số dương ta có 

3 3 3 331 3 1. . 3x y x y xy    , suy ra 
3 31 3x y xy

xy xy
 

  

Một cách tương tự ta có 2 bất đẳng thức 
3 3

3 3

1 3

1 3

y z yz
yz yz

z x zx
zx zx

 


 


 

Cộng theo vế 3 bất đẳng thức trên, và để ý 

3
3 3 3 33 33 . . 3 3.

xy yz xy yzzx zx
xy yz zx xy yz zx

     Ta có đpcm. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1.x y z    
 

Bài 4. Chứng minh rằng nếu 0 1y x    thì 1 .
4

x y y x   

Lời giải: 
 
BĐT đã cho tương đương với 
1
4

y x x y   

Do 20 1x x x    , vậy 2 21 1 12 . .
4 4 4

y x yx yx x y      Ta có đpcm. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 11; .
4

x y   

Bài 5. Cho 2 số dương thay đổi thỏa mãn 6x y  . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

                                 

2 3

2

3 4 2 .
4

x yP
x y
 

   

Lời giải: 
 
Ta có 
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2

3 1 2
4
xP y

x y
    2

1 2
4 4 4 2
x y y x y

x y
          

   
 

3
2

1 2 6 92 . 3 . . .
4 4 4 2 2
x y y

x y
     

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 2, 4.x y   

Vậy giá trị nhỏ nhất của P  bằng 9 .
2  

Bài 6. Cho ,x y là các số thực không âm . Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

                                  

   
   2 2

1
.

1 1
x y xy

P
x y
 


 

 

Lời giải: 
 
Vì , 0x y  nên ta có 

         1 1 1 .x y xy x y xy x y xy         

Từ đó suy ra   
   

  
 2 2 2

1 1
1 1 1
x y xy x y xy

P
x y x y xy
   

 
    

 

Mặt khác ta lại có  

    2 11 4 1 .
4

x y xy x y xy P         

Từ đó suy ra 1 1
4 4

P   . 

Với 1; 0x y   thì 1 .
4

P   

Với 0; 1x y   thì 1 .
4

P    

Bài 7. Cho các số dương , ,a b c thỏa mãn 2 2 2 1a b c   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

                                  
.ab ca bcP

c b a
    

Lời giải: 
 
Ta có  

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2a b b c a cP a b c

c a b
       

Sử dụng bất đẳng thức Cô sic ho mỗi bộ hai số dương ta có 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 22 ; 2 ; 2a b b c b c a c a b a cb c a

c a a b c b
       

Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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 2 2 2 24 4 2.P a b c P       

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 3 .
3

a b c    

Vậy giá trị nhỏ nhất của P  bằng 2. 
Bài 8. Cho ba số thực dương , ,a b c có tổng bằng 1. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức  

                        
3 .P x xy xyz    

Lời giải: 
 
Ta có 

31 1.4 .4 .16
2 4

P x x y x y z    

Sử dụng BĐT Cô si ta có 

     1 1 16 44 4 16 .
4 12 12 3

P x x y x y z x y z           

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  
16
214
44 16
21

1 1
21

x
x y
x y z y
x y z

z

 
 

     
     

 

Vậy giá trị lớn nhất của P bằng 4 .
3

 

Bài 9. Cho các số không âm , , ,a b c d chứng minh rằng 

 316( )abc bcd cda dab a b c d        
Lời giải: 
 
Ta có 

   
   

 

2 2

3

16( ) 16 ( ) 16 ( )

4 ( ) 4 ( )

4

.

abc bcd cda dab ab c d cd a b

a b c d c d a b

a b c d a b c d

a b c d

      

     

     

   

 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ .a b c d    
Bài 10. Cho các số thực không âm , , , ,a b c d e  có tổng bằng 5. Chứng minh rằng 

5abc bcd cde dea eab     . 
Lời giải: 
 
Không mất tính tổng quát ta giả sử min( , , , , )e a b c d e  
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Ta có 

2 3 2 3

( )( ) ( )

5 5 2
2 3 2 3

abc bcd dce cea eab e a c b d bc a d e

a b c d b c a d e e ee e

         

                         
       

 

Ta chỉ cần chứng minh 

   
2 3

25 5 2 5 1 8 0.
2 3

e ee e e            
   

 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 1a b c d e     . 
Bài 11. Cho các số thực không âm , ,a b c có tổng bằng 3. Chứng minh rằng 

a b c ab bc ca      
Lời giải: 
 
Ta có    2 2 2 23 2( )a b c ab bc ca a b c a b c             

 2 2 29 a b c     
Vậy ta chỉ cần chứng minh 

   2 2 22 9a b c a b c       

Sử dụng BĐT Cô si cho mỗi bộ 3 số dương ta có 
2 2 23 ; 3 ; 3a a a a b b b b c c c c          

Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 

   2 2 22 3( ) 9.a b c a b c a b c          

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 1a b c   . 
 
 
Bài 12. Cho , ,x y z là các số thực dương thỏa mãn xyz xy yz zx   . Chứng minh 

 3 .xyz x y z    
Lời giải: 
 
Theo giả thiết ta có 
   2 2xyz xy yz zx   , mặt khác ta lại có 

     2 2 2 23 3xy yz zx xzy yxz yzx xyz x y z         
Từ 2 bất đẳng thức trên ta có đpcm. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 3x y z   . 
Bài 13. Cho , ,x y z là các số thực dương. Chứng minh rằng 

                            
3

2( )1 1 1 2x y z x y z
y z x xyz

            
   

. 

Lời giải: 
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BĐT đã cho tương đương với 

3

2( )x y z x z y x y z
y z x z y x xyz

     
        

   
 

Để ý 
2

3
3

x x
yzxyz

  

Sử dụng BĐT Cô si cho mỗi bộ 3 số dương ta có 

3 3 3
1 3 ; 1 3 ; 1 3x x x y y y z z z

y z z x x yxyz xyz xyz
          

Cộng theo vế 3 bất đẳng thức trên ta được 

3

3( )3x y z x z y x y z
y z x z y x xyz

     
         

   
 

Lại có 
3

3x y z
xyz

 
 , từ đó ta có đpcm. 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi x y z  . 
Bài 14. Cho , ,a b c là độ dài 3 cạnh của tam giác có tổng bằng 3 . Chứng minh rằng 

1 1 1 9
ab bc caa b c b c a c a b

  
      

 

Lời giải: 
 
Đặt ; ;x a b c y b c a z c a b         .  
Thì ta có 2 2 2 3x y z a b c      . 
BĐT tương đương với 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 36
9x y z x y y z z x

  
  

 

  2 2 2 2 2 29 36x y y z z x xy yz zx xyz        
Sử dụng BĐT Cô si ta có 

 233xy yz zx xyz    

 42 2 2 2 2 2 129 12x y y z z x xyz     
Nhân theo 2 vế của 2 bất đẳng thức trên, ta có đpcm 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1a b c   . 
Bài 15. Cho các số thực dương , ,a b c . Chứng minh rằng 

3 3 3 3 3 3

1 1 1 1
a b abc b c abc c a abc abc

  
     

 

Lời giải: 
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Ta có 3 3 3 3
3 3( ) ( ) abc ca b ab a b a b abc ab a b c

a b abc a b c
          

   
 

Tương tự ta cũng có 

3 3 3 3;abc a abc b
b c abc a b c c a abc a b c

 
       

 

Cộng theo vế các bất dẳng thức trên ta có đpcm.  
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a b c  . 
 
Bình luận: Một bài tương tự 
 
Cho các số thực , ,a b c  thỏa mãn 0a b c   . Chứng minh rằng 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
8 8 1 8 8 1 8 8 1

a b b c c a  
     

 

Bài toán này được giải quyết bằng cách đặt 2 2 2 22 , 2 , 2 2 1
a b c a b c

x y z xyz
 

       

Bài 16. Cho ba số thực dương , ,x y z thỏa mãn 1 1 1 1
x y z
   . Chứng minh 

.x yz y zx z xy xyz x y z          
Lời giải: 
 

Đặt 1 1 1; ; 1.a b c a b c
x y z

        

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
1bc a ca b ab c ab bc ca          

Ta có 

      2
bc a bc a a b c a b a c a bc a bc             

Một cách tương tự ta có 
ca b b ca

ab c c ab

  

  
 

Cộng theo vế 3 bất đẳng thức trên, và để ý 1a b c   . Ta suy ra đpcm 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 3.x y z    
Bài 17. Cho các số thực không âm , ,a b c  thỏa mãn 1ab bc ca   . Chứng minh  

 2 2 21 1 1 2a b c a b c        . 
Lời giải: 
 
Ta có  

  2 21
2

a c a ba ab bc ca a a c a b   
          
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Một cách tương tự ta có 
2

2

21
2

21
2

b a cb

c a bc

 
 

 
 

 

Cộng theo vế các bất đẳng thức ta có điều phải chứng minh. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1 .
3

a b c  
 

 
 
 
Bài 18. Cho các số thực dương , ,a b c . Chứng minh rằng 

 3
2

a b c a b c
b c c a a b

    
  

. 

Lời giải: 
 
Dễ thấy bất đẳng thức đúng với bộ 3 số  , ,a b c  thì cũng đúng với bộ 3 số  , , , 0ka kb kc k  . 
Vậy không mất tính tổng quát ta chứng minh bất đẳng thức với 6a b c   . 
Ta phải chứng minh bất đẳng thức 

3
6 6 6
a b c

a b c
  

  
. 

Đặt 2 2 26 ; 6 ; 6 12 6.x a y b z c x y z x y z               
Ta cần chứng minh 

 
2 2 26 6 6 1 1 13 6 3.x y z x y z

x y z x y z
   

          
 

 

Thật vậy bất đẳng thức này luôn đúng. 

Do    1 1 1 546 9 6 3.x y z x y z
x y z x y z

 
               

 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .a b c   
Bài 19. Cho các số thực không âm , ,a b c không đồng thời bằng không. Tìm giá trị nhỏ nhất của 

biểu thức .x y zP
y z z x x y

  
  

 

Lời giải: 
Sử dụng bất đẳng thức Cô si ta có 

  22 x xx y z x y z
y z x y z

     
  

 

Một cách tương tự ta có 
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2 2;y y z z
z x x y z x y x y z

 
     

 

Cộng theo vế ba bất đẳng thức trên ta suy ra 2P  . Nhận thấy 1, 0x y z   dấu bằng xảy ra. 
Vậy giá trị nhỏ nhất của P bằng 2 khi 2 số bằng 1 và một số bằng không. 
 
Bài 20. Cho các số thực dương , ,x y z thỏa mãn   3x x y z yz   . Tìm giá trị lớn nhất của biểu 
thức 

 
 

3 3 2

2

3 x xy yz zxx y x zP
y z y z y z

      
          

. 

Lời giải: 

Đặt 
2 2

2 2, . 1x y x z x y x z x y x za b a b ab
y z y z y z y z y z y z

        
                   

 

Suy ra    2 231 3 1 2
4

a b ab a b a b          

Ta có  23 3 33 3 2 5
4

P a b ab a b ab a b           

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 1 1a b x y z      . 
 
Bài 21. Cho , ,x y z là các số thực không âm thỏa mãn 2x y z   . Tìm giá trị lớn nhất của biểu 
thức 5 7 8P xy yz zx   . 
 
Lời giải : 
 
Ta có      5 7 8 3 2 5P xy yz zx x y z y z x z x y          

            2 2 23 2 2 2 5 2 1 10 3 1 2 1 5 1x x y y z z x y z               

     2 2 2340 300 450 1803 1 2 1 5 1
31 961 961 961

x y z           
 

 

       340 60 60 60 340 60 2801 1 1 3
31 31 31 31 31 31 31

x y z x y z              
 

 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 21 16 25; ;
31 31 31

x y z   . 

Vậy giá trị lớn nhất của 280
31

P  . 

Bình luận : Để có được biến đổi ở (*), ta tìm các số thực , ,a b c thỏa mãn 
     5 7 8 . . .xy yz zx a x y z b y z x c z x y         
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Bài 22. Cho , ,a b c  là các số thực dương thỏa mãn 1abc  . Chứng minh rằng 

                                        3 61
a b c ab bc ca

 
   

 

 
Lời giải: 
Cách 1: 
Ta có        2 3 3 3ab bc ca abc a b c a b c ab bc ca a b c               

Suy ra 6 32
ab bc ca a b c


   

 

Vậy ta chỉ cần chứng minh 
2

3 3 31 2 0 1 0
a b c a b c a b c

 
             

 luôn đúng 

Vậy ta có đpcm. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1a b c   . 
 
Cách 2: 

Đặt 1 1 1; ;a b c
x y z

    do 1 1abc xyz    

Bất đẳng thức cần chứng minh trở thành 
3 61

xy yz zx x y z
 

   
 

Theo bất đẳng thức cô si ta có 
   2 3x y z xy yz zx      

Suy ra 
 2

3 91 1
xy yz zx x y z

  
   

 

Vậy ta chỉ cần chứng minh 

 

2

2
9 6 31 1 0

x y z x y zx y z
 

           
 luôn đúng 

Vậy ta có đpcm. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1a b c   . 
 
Bài 23. Cho , , 0a b c  . Chứng minh rằng 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
3 2 3 2 3 2 6

a b c
a b c b c a c a b a b c

             
 

 
Lời giải : 
 
Áp dụng bất đẳng thức cô si ta có 

     2 2 2 2 2 2 23 2 2 4 2 2 2a b c a b a c ab ac a b c           
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2 2 2

1 1.
3 2 2 2

a
a b c b c

 
  

 

Lại có 

  3 2 3
2

2 1 1 1 1 1 2 12 3 .3 9 .
2 2 18

b c b c
b c b c b c b c

               
 

Suy ra  

2 2 2

1 2 1
3 2 18

a
a b c b c

      
 

Tương tự ta chứng minh được : 

2 2 2

1 2 1
3 2 18

b
b c a c a

      
 

2 2 2

2 1
3 2

c
c a b a b

      
 

Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta suy ra đpcm. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a b c  . 
 
Bài 24. Cho , , 0x y z   thỏa mãn 1x y z   . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 

                                     
    

3 3

2

x yP
x yz y zx z xy


  

 

 
Lời giải : 
 
Ta có 

     1 1 1 1x zy zy z y y z y x y            

       1 1 1 1y zx zx z x z x x x y            

  1 1 1z xy xy x y x y         

Vậy 
           

3 3 3 3

2 2 3 31 1
x y x yP

x yz y zx z xy x y x y
 

     
 

Theo bất đẳng thức cô si ta có 
 2 4x y xy   

 
2 2

33
271 1 3 1

2 2 4 4
x x x xx x         

 
2 2

33
271 1 3 1

2 2 4 4
y y y yy y         

Từ đó suy ra : 



GTLN-GTNN VÀ CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC 
 

630 
Dang Thanh Nam 
Auditing 51a, National economics University, Ha Noi, Viet Nam 

 

     

3 3

2 3 3

4
7291 1

x y
x y x y


  

. 

Vậy giá trị lớn nhất của P bằng 4
729

. Đẳng thức xảy ra khi 2; 5x y z   . 

 
Bài 25. Cho , , 0a b c  . Chứng minh rằng 

      2 2 2 2 2 2 3 3 33a b b c c a ab bc ca abc a abc b abc c abc          

 
Lời giải : 
 
Chia hai vế bất đẳng thức cho abc  bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 

3
2 2 21 1 1 1a b c b c a bc ac ab

c a a c a b a b c
                    
      

 

2 2 2

3
2 2 2 2 2 23 1 1 1 1bc ca ab a b c bc ac ab

a b c bc ca ab a b c
                 
   

 

Dến đây ta đặt 

2 2 2; ; 1bc ca abx y z xyz
a b c

      

Vậy ta cần chứng minh 

   3
1 1 13 1 1 1 1x y z x y z
x y z

            

33 1 2x y z xy yz zx x y z xy yz zx                

Dặt 3 3 33 83 2 8 2t x y z xy yz zx x y z          
Ta cần chứng minh : 

  3 3 2 3 21 1 1 1 2 2 0 2 1 0t t t t t t t t t t t                 luôn đúng 
Vậy ta có đpcm. 
 
Bài 26. Cho , ,a b c  là các số thực dương thỏa mãn    1 1 1 8a b c abc     
Chứng minh rằng 1a b c    
Lời giải : 
- Nếu có một số lớn hơn 1, khi đó do , , 0a b c  nên 1a b c   , ta có ngay diều phải 
chứng minh. 
- Vậy xét cả 3 số nhỏ hơn 1 
Giả thiết có : 

     1 1 11 1 1 8 . . 8a b ca b c abc
a b c
  

       
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Ta đặt 1 1 1; ; , , 0; 8a b cx y z x y z xyz
a b c
  

       

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
1 1 1 1 6

1 1 1
x y z

x y z
      

  
 luôn đúng 

Do 33 6x y z xyz    . Ta có đpcm. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1
3

a b c   . 

Bài 27. Cho , , 0a b c   thỏa mãn 2 2 22 3 3a b c abc   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
8 6 43 2P a b c
a b c

       

 
Lời giải : 
Theo giả thiết ta có 

   2 2 2 2 2 2 22 3 3 3 2 2 4 2 2a b c abc abc a c b c ac bc c a b             

 3 2 2ab a b    
8 6 4 4 3 4 43 2 2

2 2
bP a b c a a b c

a b c a b c
                   
   

 

3 22.4 .4 4 18
2 2 2
b a ba 

        

Từ   3 1 2 93 2 2 2 6
2 2

ab a b a b
b a a b

        


 

Từ đó suy ra 21P  . 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 2a b c   . 
 
 
Bài 28. Cho , , 1a b c   thỏa mãn a b c abc   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

2 2 2

2 2 2a b cP
b c a
  

    

Lời giải : 
 

Ta có             
2 2 2

1 1 1 1 1 11 1 1a b b c c a
P

b b c c a a
        

       

     2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1a b c
a b b c c a a b c

                         
       

 

     2 1 2 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12
a b c
ab bc ca a b c a b c ab bc ca
                        

     
 

Lại có theo giả thiết 
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1 1 1 1a b c abc
ab bc ca

        

Vậy 
21 1 1 1 1 12 3 2 3 2P

a b c ab bc ca
           
 

 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 3a b c   . 
 
Bài 29. Cho ,x y là các số dương thỏa mãn 2 3 5x y  . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

     2 2 3 3

2

1 1 1 1 1 1

2 3

x y x y
P

y x

     
   

 
Lời giải : 
 

Ta có 
3 3

2

1 11 1
2 3 2 3

x y y yxy xP
y x x

  
     

Theo bất đẳng thức cô – si ta có :  

2 3 63 6 6
y y y y y yx x x

x x x

 
      

 
 

 3
1 53 . . 2 3

3 6 3 2 6 66 6
y y y yx x x y x y

x x
        

Vậy giá trị nhỏ nhất của P bằng 5
6

 khi và chỉ khi 1x y  . 

 
Bài 30. Cho , ,a b c  là các số thực không âm thỏa mãn 5a b c   . Chứng minh               rằng 

   2 2 2 2 2 2 5a b b c c a    . 

 
Lời giải : 
 
Giả sử  min , , 5 5a a b c b c a       

Và đặt    2 2 2 2 2 2P a b b c c a     

     2 2 22 2 2 2 2 2 2P a b b c c a      

     2 2 24 4 2 2 4 4b c b c b c b c b c      

 24 45b c b c   
Sử dụng bất đẳng thức cô si ta suy ra 

   2 24 45 5 . . .b c b c bc bc bc bc b c    
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   
5 52 24

5 5 5
5 5

bc b c b c     
     

   
   

 

Suy ra 5P   

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1 5 5 10, ,
2 2

a b c 
    hoặc các hoán vị. 

Bài 31. Cho ba số dương , ,x y z thỏa mãn 1, 2, 3x y z   và 1 2 3 2
x y z
   . Tìm giá trị lớn nhất 

của biểu thức    1 2 3P x y z    . 
 
Lời giải: 
 
Từ giả thiết và sử dụng bất đẳng thức cô si ta suy ra 
1 2 3 2 3 2 31 1 2 .y z y z
x y z y z y z

   
        

2 1 3 1 3 1 31 1 2 .x z x z
y x z x z x z

   
        

3 1 2 1 2 1 21 1 2 .x y x y
z x y x y x y

   
        

Nhân theo vế ba bất đẳng thức trên ta suy ra 

    31 2 3
4

P x y z     . 

 
 

BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 
 
1.1. Cho , , 0a b c  . Chứng minh rằng      2a b a c abc a b c      

1.2. Chứng minh rằng với mọi số thực ,a b ta luôn có  3 3 3
1 12a b a b

b a a b
     
 

 

1.3. Cho , 0x y  . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
 

 
3 3

2 2

7

2

x y xy x y
P

xy x y

  



 

1.4. Chứng minh với 0a b  , ta có 

  2
4 3.

1
a

a b b
 

 
 

1.5. Cho các số thực dương , ,a b c  thỏa mãn 1 1 1 2.
1 1 1a b c

  
  
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Chứng minh 8 1.abc   
 

1.6. Cho , , 0a b c   và 2 2 2 3a b c   . Chứng minh rằng 6a b c a b c
b c a
      . 

1.7. Cho các số thực dương , ,a b c thỏa mãn  22 2 2 4a b c a b c      . Chứng minh rằng 

     2 2 2
1 1 1 3ab bc ca

a b b c c a
  

  
  

 

1.8. Cho , , 0a b c   thỏa mãn 1 1 1 1
a b c
   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

2 2 2

b c c a a bP
a b c
  

    

1.9. Cho , , 0a b c   thỏa mãn 3a b c   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
3 3 3 2 2 2P a b c a b c abc       . 

1.10. Cho các số thực dương , ,a b c . Chứng minh rằng 
21 1 1 4 1 1 1

3ab bc ca a b b c c a
         

. 

1.11. Cho 2, 3, 4x y z   . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
4 2 3

.
xy z yz x zx y

P
xyz

    


 
1.12. Cho , ,a b c là độ dài ba cạnh một tam giác. Chứng minh rằng 

1
3 3 3

a b c
a b c b c a c a b

  
     

 

1.13. Cho bốn số thực dương , , ,a b c d . Chứng minh rằng 

.a d d b b c c a
a b b c c a a d
   

  
   

 

1.14. Cho ba số thực dương , ,a b c có tích bằng 1. Chứng minh rằng 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1.
2 3 2 3 2 3 2a b b c c a

  
     

 

1.15. Cho các số thực , ,a b c  có tổng bằng không. Chứng minh 
8 8 8 2 2 2a b c a b c      

1.16. Cho các số thực dương , ,a b c  có tổng bằng 1. Chứng minh 
3 .

1 1 1 4
a b c

a b c
  

  
 

1.17. Cho , ,a b c  là độ dài 3 cạnh một tam giác. Chứng minh rằng 
1 1 1 1 1 1
a b c a b c b c a c a b
    

     
. 

1.18. Cho , ,a b c  là độ dài 3 cạnh một tam giác. Chứng minh rằng 
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1 1 1 9 1 1 14 .
a b c a b c a b b c c a

            
 

1.19. Cho , ,x y z là các số thực dương có tích bằng 1. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức  

2 2 2 2 2 2

1 1 1
1 1 1

x y y z z xP
x y y z z x
     

  
     

. 

1.20. Cho ba số thực dương , ,a b c thỏa mãn 1abc  . Chứng minh rằng 
2 2 2

3 3 3 3 3 3

1 1 1 18ab bc ca
c a b a b c
  

  
   

1.21. Cho , , 0a b c   thỏa mãn 7ab bc ca abc   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
4 5 6

2 2 2

8 1 108 1 16 1a b cP
a b c
  

   . 

1.22. Cho , , 0a b c   thỏa mãn 1
2

a b c   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

  
  

  
  

  
  

a b b c b c a c a c a b
P

a b b c a c b c a c a b a c a b b c
     

  
           

 

1.23. Cho , , 0x y z  . Chứng minh rằng 
 

  

2 2 2

2 2 2

3 3
9

xyz x y z x y z

x y z xy yz zx

     


   
. 

1.24. Cho các số thực dương , ,x y z thỏa mãn x y z xyz   . Chứng minh rằng 

       2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1x y z x y z        

1.25. Cho các số thực không âm , ,x y z thỏa mãn 3xy yz zx   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 

thức      2 2 22 3 2 3 2 3 1 1 1P x y y z z x x y z          
1.26. Cho các số thực dương , ,x y z thỏa mãn 13 5 12 9x y z   . Tìm giá trị lớn nhất của biểu 

thức 3 6
2 2 2

xy yz zxP
x y y z z x

  
  

 

1.27. Cho , , 0a b c  . Chứng minh rằng 

 2

2 2 2

8 3 81a b c
abc a b ca b c

 
 

  
 

1.28. Cho , , 0a b c   thỏa mãn 1a b c   . Chứng minh rằng 

           3 3 3

3 2
81 1 1 1 1 1

ab bc ca

c c a a b b
  

     
 

1.29. Cho , 1a b  . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
2 2

1 1
a bP

b a
 

 
 

1.30. Cho , , 1x y z   thỏa mãn 2xy yz zx xyz   . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
   1 1 1P x y z     
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1.31. Cho , , 0x y z   thỏa mãn 1x y z   . Chứng minh rằng 
 9 1 4xyz xy yz zx     

 
BẤT ĐẲNG THỨC CAUCHY – SCHAWARS   
 
Bất đẳng thức này có dạng 
    22 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2... ... ... , , .n n n n i ia a a b b b a b a b a b a b             
Để chứng minh bất đẳng thức này ta xét tam thức bậc 2 

 2

1

( )
n

i i
i

f x a x b


   

     2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2... 2 ... ... 0,n n n na a a x a b a b a b x b b b x               

    2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2' ... ... ... 0n n n na b a b a b a a a b b b              (đpcm). trong đó có 

ít nhất một số khác 0. 
Một dạng đặc biệt của BĐT này rất hay được áp dụng là 

 222 2
1 21 2

1 2 1 2

...
...

...
nn

n n

a a aaa a
b b b b b b

  
   

  
, trong đó các số 0ib  . 

 
BÀI TẬP MẪU 

 
Bài 1. Cho , ,x y z là các số thực dương thay đổi và thỏa mãn điều kiện 1xyz  . Tìm giá trị nhỏ 
nhất của biểu thức: 

                              

     2 2 2

.
2 2 2

x y z y z x z x y
P

y y z z z z z x x x y y
  

  
  

 

Lời giải: 
 
Sử dụng BĐT Cô si cho 2 số dương ta có 

 2 2 2 12 2 . 2x y z x yz x x x
x

     

Một cách tương tự ta có 
   2 22 ; 2y z x y y z x y z z     

Đặt , ,a x x b y y c z z   , ta có 1abc  . 
Khi đó ta cần tìm giá trị nhỏ nhất của  

2 2 2
2 2 2
a b cP

b c c a c b
  

  
 

Ta có 

     
 

     

22 2 2

2 2 2.
2 2 2 2 2 2

a b ca b cP
a b c b c a c c b a b c b c a c c b

   
              
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Vậy giá trị nhỏ nhất của P bằng 2 xảy ra khi 1x y z   . 

Bài 2. Chứng minh rằng với mọi số thực , , 1x y z   thỏa mãn điều kiện 1 1 1 2.
x y z
    Chứng 

minh rằng 

                                  1 1 1.x y z x y z         
Lời giải: 
 
Theo giả thiết ta có 

1 1 1 1x y z
x y z
  

    

Sử dụng BĐT Cauchy – Schawars ta có 

 2
1 1 11 1 11

x y zx y z
x y z x y z

      
   

 
 

1 1 1 .x y z x y z         Ta có đpcm. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 3 .
2

x y z    

Bài 3. Cho các số thực dương , ,a b c  có tổng bằng 1. Chứng minh rằng 

                                     

9
1 1 1 10

a b c
bc ca ab

  
  

. 

Lời giải: 
 
Ta có  

 
 

22 2 2

3
1 9 .

3 10
1

9

a b ca b cVT
a abc b abc c abc a b c abc a b c

 
     

       


 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1 .
3

a b c    

Bài 4. Cho , ,x y z là các số thực dương thỏa mãn 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
1 1 1x y y z z x
  

     
. Tìm 

giá trị lớn nhất của biểu thức                                  P xy yz zx    
Lời giải: 
Sử dụng bất đẳng thức Cauchy shart ta có 

    
 

2
22 2 2

22 2

1 21 1 1 1. 1.
1

zx y z x y z
x y x y z


        

   
 

Một cách tương tự ta có 

   

2 2

2 22 2 2 2

1 2 1 2;
1 1

x y
y z z xx y z x y z

 
 

      
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 

 

2 2 2

22 2 2 2 2 2

1 1 1 61
1 1 1

x y z
x y y z z x x y z

  
   

       
 

Suy ra  
     2 22 2 26 6 2 3x y z x y z x y z xy yz zx P xy yz zx                   
Bài 5. Cho , , 0a b c   thỏa mãn 3a b c   . Chứng minh rằng 

                                 2 2 22 2 2
a b c abc

a bc b ca c ab
  

  
 

 
Lời giải: 
 Chia cả hai vế bất đẳng thức cho abc , bđt tương đương với 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2a bc b c b ca a c c ab a b

  
  

 

Sử dụng bất đẳng thức Cauchy- shacwar cho vế trái ta được 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
2 2 2a bc b c b ca a c c ab a b

 
  

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

9
2 2 2a b b c c a a bc b ca c ab


    

 

   
2 2

2

9 9 1
1
3

ab bc ca a b c
  

     
 

 

Từ đó ta có đpcm. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1a b c   . 
 
Bài 6. Cho ,a b  là các số thực thỏa mãn 2 2a b a b   . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 

2P a b  . 
 
Lời giải: 
Ta có 

2 2
2 2 1 1 1

2 2 2
a b a b a b             

   
 

Vậy 
1 1 32 2
2 2 2

P a b a b            
   

, theo bất đẳng thức Cauchy-shawar 

 
2 2 2

2 21 1 1 1 52 1 2
2 2 2 2 2

a b a b                                
 

Từ đó suy ra 3 10
2

P 
  
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi   5 10 5 2 10; ;
10 10

a b
  

   
 

 

Bài 7. Cho , ,a b c không âm thỏa mãn 2 3 4a b c    và không có hai số nào đồng thời bằng 0. 
Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức  

2

1 1P
ab bc ca ab bc c

 
   

 

 
Lời giải: 
 

Với hai số dương ,x y ; sử dụng bđt cô si ta có 
 

2 2
2 2

1 1 2 2 2 2
1
2

x y xy x yx y
   


 

Sử dụng bất đẳng thức này ta có 

2 2

1 1 2 2P
ab bc ca ab bc c ab bc ca ab bc c

  
        

 

  2

2 2 2 2
22 2 a c c bc ca bc ab

 
   

 

2 2 4 2 22 2 3
2

a c c b a b c
  

    
 

Dấu bẳng xảy ra khi và chỉ khi 2; 1; 0a b c   . Suy ra giá trị nhỏ nhất của 2P  . 
 
Bài 8. Cho , ,a b c  thỏa mãn 1, 0a b c ab bc ca      . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

2 2 2 5P
a b b c c a ab bc ca

   
    

. 

 
Lời giải: 
 
Giả sử a b c   khi đó  

2 2 2 5P
a b b c a c ab bc ca

   
    

 

Ta có 
2 2 1 1 8 82

a b b c a b b c a b b c a c
              

 

Vậy 
     

1 1 2010
4 4

P
a c ac ab bc a c ac ab bc

 
   
       
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       2

20 20 2
1 44
2

a c a c ba c ac ab bc
 

     
 

         
20 2 20 6 20 6 10 6

3 1 1 31 1 3 3 1 1 3
2

b bb b b b
   

     
 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 1 2 6 2 6, ,
3 6 6

b a c 
   . 

 
 

BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 

1.1. Cho , , 0a b c   thỏa mãn 3 2 1 1
a b c
   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức P a b c    

1.2. Cho , , 0x y z   thỏa mãn 1x y z   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức
2 2 25 2415

36 25
x y zP
z x y

    

1.3. Cho , , 0a b c   thỏa mãn 3a b c   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

     2 2 2
1 1 1

1 1 1
P

ab bc aa
  

  
 

1.4. Cho , , 0a b c  . Chứng minh rằng 

 22 2 2 92 2 21 1 1
a b ca b c

b c a ab bc ca
                       

 

1.5. Cho , , 0a b c  thỏa mãn 2 2 2 3a b c   . Chứng minh rằng 

     

2 2 2 2 2 2

2 2 2

7 7 7 6a b b c c a
a b b c c a

  
  

  
 

1.6. Cho , , 0a b c   thỏa mãn 3
2

a b c   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

  2
2 2 2

1 11P a b c
a b c

      

1.7. Cho , 0x y   thỏa mãn 2 2 1x y  . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

   
2 2

2 21 11 1 1 1P x y
y x

           
  

 

1.8. Cho các số thực dương , ,a b c  thỏa mãn 2 2 2 3a b c   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 

thức 
2 2 22 2 23 3 3P a b c

b c c a a b
                      
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1.9. Cho , ,x y z  là các số thực dương thỏa mãn 3x y z xyz   . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 

thức 
        

2 4 4 41 1 1
1 1 1 1 1 1
x y zP

x y z xy xz yz xy zy zx
  

               
 

 
 
BẤT ĐẲNG THỨC HOLDER 
 
Ta chỉ xét một dạng của bất đẳng thức này,để hiểu cách vận dụng bất đẳng thức này,nó thực sự là 
một công cụ hữu hiệu khi giải toán bất đẳng thức. 
 
Cho , , , , , , , ,a b c x y z u v t là các số thực dương. Chứng minh rằng 

     33 3 3 3 3 3 3 3 3a b c x y z u v t axu byv czt          
Chứng minh: 
Sử dụng bất dẳng thức Cô si cho 3 số dương ta có 

    
3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 33

3a x u axu
a b c x y z u v t a b c x y z u v t

  
           

 

Một cách tương tự xây dựng tiếp 2 bất đẳng thức 

    
3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 33

3b y v byv
a b c x y z u v t a b c x y z u v t

  
           

 

    
3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 33

3c z t czt
a b c x y z u v t a b c x y z u v t

  
           

 

Cộng theo vế 3 bất đẳng thức trên ta có đpcm. 
Do vậy khi làm toán để vận dụng bất đẳng thức này, ta có thể sử dụng luôn BĐT Cô si theo như 
cách chứng minh trên. 
 

BÀI TẬP MẪU 
 
Bài 1. Cho các số thực dương , ,a b c . Chứng minh rằng 

                     
     3

31 1 1 1 .a b c abc      

Lời giải: 
 
Sử sụng BĐT Cô si cho bộ 3 số dương ta có 

   3

1 1 1 3
1 1 1 1 1 1a b c a b c

  
     

 

   

3

3

3
1 1 1 1 1 1

a b c abc
a b c a b c
  

     
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Cộng theo vế 2 bất đẳng thức  trên. Ta có đpcm. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .a b c   
 
Bài 2. Cho ,a b là hai số thực dương. Chứng minh rằng 

                                      

  
  

2 2

2 3

1 1
2

1 1

a b b

a a b

 


  
 

 
Lời giải: 
 
Sử dụng bất đẳng thức ở bài toán 1 
Ta có: 

      33 3 3 21 1 1 1a a b a b      

     331 1 1 1 1 1a a      

     33 3 21 1 1 1 1b b b      
Nhân theo vế ba bất đẳng thức trên ta suy ra 

         3 3 3 333 3 2 28 1 1 1 1 1a b a b a b       
Suy ra: 
  
  

2 2

2 3

1 1
2

1 1

a b b

a a b

 


  
 

 
KỸ THUẬT CÔ SI NGƯỢC DẤU 
 
Kỹ thuật được khai thác để sử dụng BĐT Cô si cho mẫu số của các phân số, do vậy cần có bước 
chuyển phân số về tổng của một số dương và một số âm. 
 
BÀI TẬP MẪU 
 
 
Bài 1. Cho các số thực dương , ,a b c có tổng bằng 3. Chứng minh rằng 

2 2 2

3
1 1 1 2

a b c
b c a

  
  

 

Lời giải: 
 
Ta có 

2 2

2 2

1
1 1 2 2

a ab aba a a ab
b b b

     
 

 

Một cách tương tự ta có 
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2 2

1 1;
1 2 1 2

b cb bc c ca
c a

   
 

 

Cộng theo vế 3 bất đẳng thức trên ta được 

 2 2 2

1 3 .
1 1 1 2 2

a b c a b c ab bc ca
b c a

        
  

 

Do 3a b c   và    23 9.ab bc ca a b c       
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1.a b c    
Bài 2. Cho các số thực dương , ,a b c có tổng bằng 3. Chứng minh rằng 

2 2 2

2 2 2 1.
2 2 2

a b c
a b b c c a

  
  

 

Lời giải: 
 
Ta có 

2 2 2
3 2 2

2 2 3 4

2 2 2
2 2 33

a ab aba a a a b
a b a b ab

     
 

 

Một cách tương tự ta có 
2 2

3 32 2 2 2
2 2

2 2;
2 3 2 3

b cb b c c c a
b c c a

   
 

 

Cộng theo vế 3 bất đẳng thức trên ta được 

 
2 2 2

3 3 32 2 2 2 2 2
2 2 2

2 1.
2 2 2 3

a b c a b c a b b c c a
a b b c c a

        
  

 

Thật vậy vì 
     23 3ab bc ca a b c a b c ab bc ca a b c               

     3 3 32 2 2 2 2 23 3 .a b b c c a ab a b a b c          

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1a b c   . 
Bài 3. Cho , ,a b c là các số thực không âm thỏa mãn 2 2 2 3a b c   . Chứng minh 

                     
3 3 3

1 1 1 1.
2 2 2a b c
  

  
 

Lời giải: 
 
Ta có 

3 3 2

3 3

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 3 2 6

a a a
a a a

     
 

 

Một cách tương tự ta có 
2 2

3 3

1 1 1 1;
2 2 6 2 2 6

b c
b c

   
 

 

Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta có đpcm. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1a b c   . 
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BÀI TẬP ÁP DỤNG 
 
1.1. Cho , ,a b c là các số thực không âm có tổng bằng 3. Chứng minh 

2 2 2

3 .
1 1 1 2

a b c
b c c a a b

  
  

 

1.2. Cho các số thực dương , ,a b c . Chứng minh  

 
3 3 3

2 2 2 2 2 2

1 .
2

a b c a b c
a b b c c a

    
  

 

1.3. Cho , ,a b c là các số thực không âm có tổng bằng 3. Chứng minh 
2 2 2

3 3 3 1.
2 2 2

a b c
a b b c c a

  
  

  

1.4. Cho các số thực dương , , ,a b c d có tổng bằng 4. Chứng minh 

2 2 2 2

1 1 1 1 4.
1 1 1 1
a b c d

b c d a
   

   
   

 

 
PHƯƠNG PHÁP LƯỢNG GIÁC HÓA 
 
Một số bài toán BĐT có điều kiện ràng buộc ta có thể quy về dạng lượng giác, khi đó BĐT dễ 
chứng minh hơn. 
Một số dấu hiệu nhận biết đưa bài toán BĐT về dạng lượng giác 
+ Nếu các số thực dương , ,a b c thỏa mãn 1ab bc ca   thì luôn tồn tại 3 góc của tam giác ABC 

sao cho tan , tan , tan .
2 2 2
A B Ca b c    

+ Nếu các số thực dương , ,a b c thỏa mãn ab bc ca abc   thì luôn tồn tại 3 góc của tam giác 
ABC sao cho tan , tan , tan .a A b B c C    
+ Nếu các số thực dương , ,a b c thỏa mãn 2 2 2 ( (0;2))(*)a b c bc     thì  tồn tại 3 góc của 
tam giác ABC thỏa mãn điều kiện (*). 
+ Nếu  2 2 2 2 1, , , 1;1a b c abc a b c      thì luôn tồn tại 

cos , cos , cos ; .a A b B c C A B C        
 
BÀI TẬP MẪU 
 
 
Bài 1. Cho , ,x y z là các số dương thỏa mãn   3x x y z yz   . Chứng minh rằng 

                              3 3 33 5 .x y x z x y y z z x y z          
Lời giải: 
 
Đặt , ,a x y b y z c z x      thì , ,a b c là các số dương và 
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, ,
2 2 2

c a b a b c b c ax y z     
    

Điều kiện bài toán trở thành 
       2 22 23 3 3

2 2 2 2
c a b a b c b c a a b c a c b b a c
                 

  
 

2 2 2 (*)b a c ac    . Từ đây coi , ,a b c như là 3 cạnh của một tam giác thì có góc 060B  . 
Ta cần chứng minh bất đẳng thức 

3 3 33 5a c abc b    
BĐT này đương đương với 
  2 2 2 3 25 ( ) 3 5 3 5a c a ac c abc b a c abc b a c ac b             

Sử dụng 060 ; 2 sin , 2 sin , 2 sinB a R A b R B c R C     
Ta cần chứng minh bất đẳng thức 

 2 3 sin sin 12sin sin 15A C A C    
Mặt khác ta có 

2

sin sin 2sin os 2sin 3
2 2 2

sin sin 3sin sin
2 4

A C A C A CA C c

A CA C

  
   

   
 

 

Ta có đpcm. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi .x y z   

Bài 2. Cho các số thực không âm , ,a b c và thỏa mãn điều kiện 2 2 2 2 4a b c abc    . Chứng 
minh rằng 2.a b c abc     
Lời giải: 

Theo giả thiết suy ra  , , 0;2a b c , nên tồn tại 3 góc , , 0;
2

A B C    
sao cho 

2cos , 2cos , 2cosa A b B c C   . Theo giả thiết suy ra 
2 2 2cos os os 2cos cos cos 1A c B c C A B C    , suy ra , ,A B C là các đỉnh của tam giác nhọn 

ABC . 
Vậy ta cần chứng minh 
cos cos cos 4 cos cos cos 1A B C A B C     

sin sin sin cos cos os
2 2 2
A B C A B C  . 

Mặt khác ta lại có 
 2

2 2 2cos cos
cos cos sin os sin

4 2 2 2
B C A B C AB C c
     

 
 

Một cách tương tự ta có 
2 2cos cos sin ;cos cos sin

2 2
B CA C A B   
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Nhân theo vế các bất đẳng thức trên, ta có đpcm. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1.a b c    
 
BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 

1.1. Cho 0ab   thỏa mãn 4 2a b
b a b a
   . Tìm giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất của biểu thức 

2 2 3P a b a b     
1.2. Cho ,x y  là các số thực thỏa mãn 2 2 22 1 0x y yx   . Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ 

nhất của biểu thức 

2

2 1 1 2P y y
x x x

      
 

 

1.3. Cho , ,a b c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 2 2 2 4a b c abc    . Chứng minh 
rằng 3.a b c    

1.4. Cho các số thực không âm thỏa mãn điều kiện 1ab bc ca   . Chứng minh rằng  
1 1 1 5

2a b b c c a
  

  
 

1.5. Cho các số thực dương , ,x y z thỏa mãn 2 2 2 1 16
4

xyzx y z 
   . Chứng minh rằng 

 
4 13 .

1 4 28
x y z xyz

xy yz zx
  


  

 

1.6. Cho các số thực không âm ,x y . Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
  
   2 2

1
1 1
x y xy

P
x y
 


 

 
1.7. Cho các số thực 1 2, ,..., na a a thỏa mãn 2 2, 1,ia i n      và các số thực này có tổng 

bằng không. Chứng minh rằng 
3 3 3

1 2 ... 2 .na a a n   
 

1.8. Cho 0xy   và 2 22 1x y  . Chứng minh rằng 

1 2 1 2 1 1 2x y       
1.9. Cho ,a b  là các số thực thỏa mãn 2 2a b a b   . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 

2P a b  . 
1.10. Cho , , 0a b c   thỏa mãn abc a c b   . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 

2 2 2

2 2 3
1 1 1

P
a b c

  
  

 

1.11. Cho 
51;
4

a     
. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

5 4 1
5 4 2 1 6

a aP
a a
  


     
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