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CHỦ ĐỀ GIỚI HẠN HÀM SỐ 

I. KIẾN THỨC TRỌNG TÂM 

1) Giới hạn của hàm số tại một điểm 

a) Giới hạn hữu hạn 

Cho hàm số  f x  xác định trên khoảng  ;a b , có thể trừ điểm  0 ;x a b . Nếu với mọi dãy số  nx  mà 

   0 0; \ ; limn nx a b x x x   ta đều có  lim nf x L  thì ta nói hàm số  f x  có giới hạn là số L  khi x  

dần đến 0x . Khi đó ta kí hiệu  
0

lim
x x

f x L


  hoặc  f x L  khi 0x x . 

b) Giới hạn vô cực 

Tương tự như các điều đã nêu trong phần a, nếu L là   thì ta nói  f x  có giới hạn vô cực khi 0x x  

và kí hiệu  
0

lim
x x

f x


   hay  f x    khi 0x x . 

2) Giới hạn của hàm số tại vô cực 

Cho hàm số  f x  xác định trong khoảng  ;a   . Khi đó nếu với mọi dãy số  nx  với 

, limn nx a n x     ta đều có 

 lim nf x L  (hoặc ,  ) ta nói hàm số  f x  có giới hạn là L (hoặc ,  ) khi x dần tới vô cực. 

Khi đó viết lim
x

L


  (hay  ) hoặc  f x L  (hay  ) 

Khi x    hàm số  f x  trong  ; b , với mọi dãy  nx  mà limn nx b x    ta đều có  

 lim nf x L  (hay  ) thì ta có  lim
x

f x L


  (hay  ) hoặc  f x L  (hay  ) khi x    

Một số giới hạn của hàm số tại vô cực 

* 
1 1

lim 0, lim 0
x xx x 

   

* lim k

x
x


   (với ); lim k

x
x


   nếu k chẵn và    nếu k lẻ. 

*  1 1
lim lim *

k kx x
k

x x 
    

3) Một số định lí về giới hạn hữu hạn 

Định lí: Nếu    
0 0

lim , lim
x x x x

f x L g x M
 

  , c là hằng số thì 

*    
0

lim
x x

f x g x L M


      

*    
0

lim . .
x x

f x g x L M


    và  
0

lim . .
x x

c f x c L


  (c là hằng số) 

* Nếu 0M   thì 
 
 0

lim
x x

f x L

g x M
  
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*  
0

lim
x x

f x L


  

*  
0

33lim
x x

f x L


  

*  
0

lim
x x

f x L


  với 0L   

 

II. PHÂN DẠNG TOÁN VÀ HỆ THỐNG VÍ DỤ MINH HỌA 

Dạng 1. Sử dụng định nghĩa giới hạn dãy số và những quy tắc cơ bản 

Phương pháp giải: 

* Theo định nghĩa thì giới hạn hàm số  f x  trên cơ sở giới hạn các dãy  nf x . 

Nếu có 2 dãy nx  và nx  cùng tiến đến 0x  mà    lim limn nf x f x   thì không tồn tại  
0

lim
x x

f x


 

* Với mọi số nguyên dương k, ta có: 2 2 1 1
lim ; lim , lim , lim 0k k k

kx x x x
x x x

x


   
        

* Xác định dấu   hoặc   dựa trên dấu của tích số, thương số, 0 0, ,x x x x x      

Ví dụ 1. Tính giới hạn của các hàm số 

a)   2 10f x x   khi 3x     b)   2

2 3

6

x
f x

x





khi 3x    

Lời giải: 

a) Tập xác định của hàm số là  5;   . Chọn dãy số  nx  với  5;nx     sao cho lim 3nx   . 

Theo định nghĩa 
3

lim 2 10 lim 2 10nx n
x x

 
    

Theo định lí về giới hạn của dãy số, ta có  

 2.lim 10 2. 3 10 4 2nn
x


       . Vậy 

3
lim 2 10 2
x

x


   

b) Tập xác định của hàm số là  nên chọn dãy số  nx  sao cho  

Ta có  
2 2 23 3

lim(2 3)2 32 3
lim ( ) lim lim

3 6 6 lim( 6)

nn n

x x n
n n

n

xxx
f x

x x


  




  

  
 

2 2

2.lim 3 2.3 3 3

5lim 6 3 6

nn

nn

x

x




 
  

 
. Vậy 

23

2 3 3
lim

56x

x

x





 

Chú ý: Nếu hàm số  f x  là một đa thức, là một phân thức đại số hoặc một hàm số lượng giác có tập xác 

định là D thì với mỗi 0x D  ta có    
0

0lim
x x

f x f x


  
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Ví dụ 2. Tính giới hạn của các hàm số 

a)  
2 1

2

x
f x

x


  khi 3x   b)  

2

2

3 10

2 6

x x
f x

x x

 


 
 khi 2x   

Lời giải: 

a) Theo định lí 1, ta có  
 2

2
3

3 3

3

lim 11
lim lim

2 lim 2
x

x x

x

xx
f x

x x


 



   

2

3 3 3 3 3

3 3 3 3

lim lim1 lim.lim lim1 3.3 1 5

lim 2.lim lim 2. lim 2 3 3
x x x x x

x x x x

x

x x
    

   

  
    . Vậy 

2

3

1 5
lim

2 3x

x

x


  

b) Vì  22 6 0x x    khi 2x   nên chưa thể áp dụng ngay Định lí 1. 

Nhưng với 2x  , ta có 
  
  

2

2

3 10 2 5

2 6 2 2 3

x x x x

x x x x

     


    
 suy ra   5

2 3

x
f x

x





. 

Vậy 
 
 

2 2 2

2 2
2 2 2

lim 5 lim lim55 2 5
lim ( ) lim 1

2 3 lim 2 3 2.lim lim3 2.2 3
x x x

x x
x x x

x xx
f x

x x x
  

 
  

  
    

   
 

Ví dụ 3. Tìm các giới hạn sau: 

a) 
2

3

1
lim

1x

x

x

 
  

 b) 
2

2

4
lim

2x

x

x

 
  

 

c) 
6

3 3
lim

6x

x

x

  
   

 

Lời giải: 

a) 
 22

3 3

3 11 8
lim lim 4

1 3 1 2x x

x

x 

                  
 

b) 
    

2

2 2 2

2 24
lim lim lim 2 4

2 2x x x

x xx
x

x x  

   
         

 

c) 
  

  6 6 6

3 3 3 33 3 6
lim lim lim

6 6 6 3 3x x x

x xx x

x x x x  

                            

 
 6

1 1
lim

63 3x x
 

 
 

 

Ví dụ 4. Tìm các giới hạn sau 

a) 
2 6

lim
4x

x

x

 
  

 b) 
2

17
lim

1x x

 
  

 

c) 
22 1

lim
3x

x x

x

  
  

 

Lời giải: 
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a) 

6
2

2 6
lim lim 2

44 1
x x

x x
x

x

 

            
 

 

b) 
2

17
lim 0

1x x

    
 

c) 
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2

2 1
lim lim lim

3 33 1 1
x x x

x x x x xx xx
x x

x x

  

           
                

   

 

 

Ví dụ 5. Tính các giới hạn sau 

a)  
2

lim 2 3
x

x


  b)  3

2
lim 2 3 4
x

x x


   

c) 
3

1 2
lim

1x

x x

x

 


 d) 
2

21

4 1
lim

1x

x x

x x

 
 

 

Lời giải: 

a)    
2 2

lim 2 3 lim 2.2 3 7
x x

x
 

     

b)       33

2 2
lim 2 3 4 lim 2. 2 3 2 4 6
x x

x x
 

          

c) 
   
 3 3

1 3 2. 31 2
lim lim 2

1 3 1x x

x x

x 

    
 

  
 

d) 
2 2

2 21 1

4 1 1 4.1 1
lim lim 6

1 1 1 1x x

x x

x x 

   
 

   
 

 

Ví dụ 6. Tính các giới hạn sau 

a)  3

1
lim 2
x

x x


   b) 
2

5

25
lim

2x

x

x




 

c) 
3

1 2
lim

1x

x x

x

 


 d) 
2

21

4 1
lim

1x

x x

x x

 
 

 

Lời giải: 

a)       3 3

1 1
lim 2 lim 1 2 1 0
x x

x x
 

         

b) 
2 2

5 5

25 5 25
lim lim 0

2 5 2x x

x

x 

 
 

 
 

c) 
   
 3 3

1 3 2 31 2
lim lim 2

1 3 1x x

x x

x 

    
 

  
 

d) 
2 2

2 21 1

4 1 1 4.1 1
lim lim 6

1 1 1 1x x

x x

x x 

   
 

   
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Ví dụ 7. Chứng minh rằng không tồn tại giới hạn 
0

1
lim sin
x x

 
 
 

 

  

Lời giải: 

Giả sử tồn tại 
0

1
lim sin
x x

 
 
 

. Xét 2 dãy sau: 
 

 

2

4 1

2

4 1

n

n

x
n

x
n





  

  
 

 với *n N  

0

1 1
lim sin lim sin 1

lim lim 0
1 1

lim sin lim sin 1

x x
n

n nx x

x n
n

x x
x x

x x

 

 

 

         
       

          

( vô lý) 

 

Ví dụ 8. Chứng minh rằng không tồn tại giới hạn  lim sin
x

x


 

Lời giải: 

Giả sử tồn tại  lim sin
x

x


. Xét 2 dãy sau: 

1
2

2

1
2

2

n

n

x n

x n





      


       

 với *n N  

   
   

lim sin lim sin 1
lim lim

lim sin lim sin 1

nx n
n n

nx n

x x
x x

x x
 

 

      
 

 (vô lý) 

 

Ví dụ 9. Chứng minh rằng không tồn tại giới hạn 
0

3
lim cos
x x

 
 
 

  

Lời giải: 

Giả sử tồn tại 
0

3
lim cos
x x

 
 
 

. Xét 2 dãy sau: 

 

1

2
1

2 1

n

n

x
n

x
n





 

  



 

0

0

3 3
lim cos lim cos 1

lim lim 0
3 3

lim cos lim cos 1

x n
n

n n

x n
n

x x
x x

x x

 

 

        
       

           

 (vô lý) 
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Ví dụ 10. Chứng minh rằng không tồn tại giới hạn 
0

1
lim cos

5x x

 
 
 

 

Lời giải: 

Giả sử tồn tại 
0

1
lim cos

5x x

 
 
 

. Xét 2 dãy sau: 

 

5

2
5

2 1

n

n

x
n

x
n





 

  



 

0

0

1 1
lim cos lim cos 1

5 5
lim lim 0

1 1
lim cos lim cos 1

5 5

x n
n

n n

x n
n

x x
x x

x x

 

 

        
       

           

 (vô lý) 

 

Ví dụ 11. Chứng minh  rằng không tồn tại giới hạn  lim sin 3
x

x


 

Lời giải: 

Giả sử tồn tại  lim sin 3
x

x


. Xét 2 dãy sau: 

1 1
2

3 2

1 1
2

3 2

n

n

x n

x n





      


       

 với *n N  

   
   

lim sin 3 lim sin 3 1
lim lim

lim sin 3 lim sin 3 1
x n

n n

nx n

x x
x x

x x
 

 

       
 

 (vô lý) 

 

Dạng 2. Khử dạng vô định về 0/0 

Xét bài toàn: Tính 
 
 0

lim
x x

f x

g x
 khi    

0 0

lim lim 0
x x x x

f x g x
 

  , trong đó    ,f x g x  là các đa thức và căn 

thức. 

Phương pháp giải: 

Phân tích tử và mẫu thành các nhân tử và giản ước: 
 
 

   
   

 
 0 0

0

0

.
lim lim lim

.x x x x x

f x x x A x A x

g x x x B x B x  


 


 

Nếu    ,A x B x  đều chứa nhân tử 0x x  ta sẽ tiếp tục phân tích thành các nhân tử. 

Chú ý: 

- Với    ,f x g x  là đa thức (thường là hàm số bậc hai, bậc ba, bậc bốn…) thì ta phân tích nhân tử bằng 

việc giải phương trình     0f x g x   

- Với    ,f x g x  là căn thức, ta sẽ sử dụng phương pháp nhân liên hợp (liên hợp số hoặc liên hợp biến) 

để phân tích nhân tử. 

- Sử dụng các hằng đẳng thức, nhóm số hạng, phân tích ra thừa số bậc 2, chia đa thức, sơ đồ Hoócne,… 
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- Chia tách thành các phân thức bằng cách thêm bớt đại lượng đơn giản nhất theo x hoặc hằng số mà các 

giới hạn mới vẫn giữ nguyên dạng vô định 
0

0
. 

- Nếu    
0 0

lim ; lim
x x x x

f x g x
 

     thì        
0 0

lim ; lim .
x x x x

x g x x g x
 

            

Ví dụ 1. Tìm các giới hạn sau 

a) 
2

2

3 2
lim

2x

x x

x

 


 b) 
2

22

2
lim

2 6 4x

x x

x x


  

 

c) 
3

41

3 2
lim

4 3x

x x

x x

 
 

 d) 
3 2

21

1
lim

3 2x

x x x

x x

  
  

 

Lời giải: 

a) 
    

2

2 2 2

1 23 2
lim lim lim 1 1

2 2x x x

x xx x
x

x x  

  
   

 
 

b) 
 

 
 

    
2

2 22 2 2 2

2 22
lim lim lim lim 1

2 6 4 2 1 2 2 12 3 2x x x x

x x x xx x x

x x x x xx x   

 
    

         
 

c) 
   

   
23

4 2 221 1 1

1 23 2 2 3 1
lim lim lim

6 24 3 2 31 2 3x x x

x xx x x

x x x xx x x  

              
 

d) 
   
  

   23 2

21 1 1

1 1 1 11
lim lim lim 0

1 2 23 2x x x

x x x xx x x

x x xx x  

     
  

     
 

 

Ví dụ 2. Tìm giới hạn các hàm số sau: 

a) 
4 2

23

72
lim

2 3x

x x

x x

 
 

 b) 
3 2

4 23

5 3 9
lim

8 9x

x x x

x x

  
 

 

c) 
 

2 6

21

5 4
lim

1x

x x x

x

 


 d) 

4 4

lim
x a

x a

x a




 

Lời giải: 

a) 
  

   

3 24 2 3 2

23 3 3

3 3 8 2472 3 8 24 51
lim lim lim

1 3 1 22 3x x x

x x x xx x x x x

x x xx x  

       
  

   
 

b) 
  

   
23 2 2

4 2 3 23 23 3 3

3 2 35 3 9 2 3
lim lim lim 0

8 9 3 33 3 3x x x

x x xx x x x x

x x x x xx x x x  

      
  

       
 

c) 
 

  
   

5 4 3 22 6 5 4 3 2

2 21 1 1

1 4 4 4 45 4 4 4 4 4
lim lim lim

11 1x x x

x x x x x xx x x x x x x x

xx x  

         
   

 
 

d) 
    

3 2 2 34 4
3 2 2 3 3lim lim lim 4

x a x a x a

x a x ax a x ax a
x ax a x a a

x a x a  

   
     

 
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Ví dụ 3. Tính các giới hạn sau 

a) 
2

24

16
lim

20x

x

x x


 

 b) 
2

32

4
lim

8x

x

x




 

c) 
2

22

3 2
lim

2 6x

x x

x x

 
 

 

Lời giải: 

a) 
  
  

2

24 4 4

4 416 4 8
lim lim lim

4 5 5 920x x x

x xx x

x x xx x  

  
  

   
 

b) 
  

  
2

3 222 2 2

2 24 2 1
lim lim lim

38 2 42 2 4x x x

x xx x

x x xx x x  

  
  

    
 

c) 
  
  

2

22 2 2

1 23 2 1 1
lim lim lim

2 2 3 2 3 92 6x x x

x xx x x

x x xx x  

   
  

   
 

Ví dụ 4. Tính các giới hạn sau 

a) 
2

25

30
lim

2 9 5x

x x

x x

 
 

 b) 
2

21

2

2 5 2
lim

4 1x

x x

x

 


 

c) 
2

21

2 3 1
lim

4 5x

x x

x x

 
  

 

Lời giải: 

a) 
  
  

2

25 5 5

5 630 6
lim lim lim 1

2 9 5 5 2 1 2 1x x x

x xx x x

x x x x x  

   
  

    
 

b) 
  
  

2

21 1 1

2 2 2

2 1 22 5 2 2 3
lim lim lim

2 1 2 1 2 1 44 1x x x

x xx x x

x x xx  

   
   

  
 

c) 
  
  

2

21 1 1

2 1 12 3 1 2 1 1
lim lim lim

1 5 5 64 5x x x

x xx x x

x x xx x  

    
  

    
 

Ví dụ 5. Tính các giới hạn sau 

a) 
3

3 21

3 2
lim

1x

x x

x x x

 
  

 b) 
3 2

21

2 4
lim

3 4x

x x x

x x

  


 
 

c) 
4 2

3 23

6 27
lim

3 3x

x x

x x x

 
  

 

Lời giải: 

a) 
   
   

23

3 2 21 1 1

1 23 2 2 3
lim lim lim

1 21 1 1x x x

x xx x x

xx x x x x  

   
  

    
 

b) 
  

  

23 2 2

21 1 1

1 2 42 4 2 4 7
lim lim lim

1 4 4 53 4x x x

x x xx x x x x

x x xx x  

      
    

   
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c) 
  
  

  2 2 24 2

3 2 223 3 3

3 9 3 36 27 36
lim lim lim

53 3 11 3x x x

x x x xx x

x x x xx x  

    
   

    
 

Ví dụ 6. Tính các giới hạn sau 

a) 
3

41

3 2
lim

4 3x

x x

x x

 
 

 b) 
2

32

4 18
lim

8x

x x

x

 


 

c) 
4 2

23

72
lim

2 3x

x x

x x

 
 

 

Lời giải: 

a) 
   

   
23

4 2 221 1 1

1 23 2 2 3 1
lim lim lim

6 24 3 2 31 2 3x x x

x xx x x

x x x xx x x  

   
   

     
 

b) 
  

  
2

3 222 2 2

2 4 94 18 4 9 17
lim lim lim

128 2 42 2 4x x x

x xx x x

x x xx x x  

   
  

    
 

c) 
   

  
  2 24 2

23 3 3

8 3 3 8 372 51
lim lim lim

1 3 1 22 3x x x

x x x x xx x

x x xx x  

     
  

   
 

Ví dụ 7. Tính các giới hạn sau 

a) 
5

31

1
lim

1x

x

x




 b) 
5

31

1
lim

1x

x

x




 

c) 
3 2

4 23

5 3 9
lim

8 9x

x x x

x x

  
 

 

Lời giải: 

a) 
  

  
4 3 25 4 3 2

3 221 1 1

1 11 1 5
lim lim lim

1 1 31 1x x x

x x x x xx x x x x

x x xx x x  

        
  

    
 

b) 
  

  
4 3 25 4 3 2

3 221 1 1

1 11 1 5
lim lim lim

1 1 31 1x x x

x x x x xx x x x x

x x xx x x  

        
  

    
 

c) 
  
      

23 2 2

4 2 2 23 3 3

3 2 35 3 9 2 3
lim lim lim 0

8 9 1 3 3 1 3x x x

x x xx x x x x

x x x x x x x  

      
  

      
 

Ví dụ 8. Tính các giới hạn sau 

a) 
21

2 1
lim

11x xx

   
 b) 

31

1 3
lim

1 1x x x

    
 

c) 
22

1 4
lim

2 4x x x

    
 

Lời giải: 

a) 
 

2 2 21 1 1 1

2 12 1 1 1 1
lim lim lim lim

1 1 21 1 1x x x x

x x

x xx x x   

                             
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b) 
 

  
   

   
2

3 2 21 1 1

1 3 1 21 3
lim lim lim

1 1 1 1 1 1x x x

x x x x

x x x x x x x x  

                              
 

21

2
lim 1

1x

x

x x

       
 

c) 
  22 2 2

1 4 2 4 1 1
lim lim lim

2 2 2 2 44x x x

x

x x x xx  

               
  

Ví dụ 9. Tìm giới hạn các hàm số sau 

a) 
27

3 2
lim

49x

x

x

 


 b) 
22

2 2
lim

3 2x

x

x x

 
 

 

c) 
3 21

2 7 3
lim

4 3x

x

x x

 
 

 

Lời giải: 

a) 
  
      27 7 7

3 2 3 23 2 1 1
lim lim lim

5649 3 2 7 7 7 3 2x x x

x xx

x x x x x x  

    
  

       
 

b) 
  
         22 2 2

2 2 2 22 2 1 1
lim lim lim

43 2 1 2 2 2 1 2 2x x x

x xx

x x x x x x x  

     
   

        
 

c) 
  

      3 2 2 21 1 1

2 7 3 2 7 32 7 3 2 1
lim lim lim

4 3 151 3 3 2 7 3 3 3 2 7 3x x x

x xx

x x x x x x x x x  

    
   

          
 

Ví dụ 10. Tìm giới hạn các hàm số sau 

a) 
2

21

1 3
lim

3 2x

x

x x

 
  

 b) 
22

4 1 3
lim

4x

x

x

 


 

c) 
32

2
lim

8x

x x

x

 


 

Lời giải: 

a) 
  
      

2 2
2

21 1 12 2

2 3 3 2 32 3 1 1
lim lim lim

3 2 22 3 3 1 2 2 3 3 2x x x

x xx x

x x x x x x x  

     
   

          
 

b) 
  
      22 2 2

4 1 3 4 1 34 1 3 4 1
lim lim lim

64 2 2 4 1 3 2 4 1 3x x x

x xx

x x x x x x  

    
  

       
 

c) 
  

      3 2 22 2 2

2 2 22 1 1
lim lim lim

168 2 2 4 2 2 4 2x x x

x x x xx x x

x x x x x x x x x x  

     
  

         
 

Ví dụ 11. Tìm giới hạn các hàm số sau 

a) 
3

31

1
lim

2 5 3x

x

x x


 

 b) 
3

20

1 1
lim

2x

x

x x

 


 



  
 

 Trang 11 
 

c) 
3

22

2 12
lim

2x

x x

x x

 


 d) 
4

3 21

1
lim

2x

x

x x


 

 

Lời giải: 

a) 
  

      
3 23 3

3

21 1 13 32 23 3

1 .1 11 1
lim lim lim 1

2 5 3 1 2 3 .1 1 2 3 .1 1x x x

x x xx

x x x x x x x x x  

  
  

        
 

b) 
    

         
23 3 3

3

20 0 02 23 33 3

1 1 1 1 1
1 1 1 1

lim lim lim
62 2 1 1 1 2 1 1 1

x x x

x x x
x

x x x x x x x x x
  

      
  

          
 

c) 
    

  
2 23 33

3

22 2 2 233

2 12 2 12 2 12
2 12

lim lim
2 2 (2 12) 2 12x x

x x x x x x
x x

x x x x x x x x 

      


     
 

  
     

2 2

2 22 2 2 23 33 3

2 2 12 2 12 5
lim lim

62 (2 12) 2 12 (2 12) 2 12x x

x x x x x

x x x x x x x x x x x 

    
   

        
 

d) 
     

    
4 4

4

3 2 2 41 1

1 1 11
lim lim

2 1 2 1 1x x

x x xx

x x x x x x x 

  


      
 

 
  

         2 21 14 4

1 1 1 1
lim lim

121 2 1 1 2 1 1x x

x x

x x x x x x x x x 

 
  

        
 

Ví dụ 12. Tính các giới hạn sau 

a) 
3 21

2 7 4
lim

4 3x

x x

x x

  
 

 b) 
3

21

3 2
lim

1x

x x

x

 


 

c) 
2 3

1

3 3
lim

1x

x x x

x

  


 

Lời giải: 

a) Ta có 
 

  
2

3 2 3 2 21 1

2 7 42 7 4
lim lim

4 3 3 3 2 7 4x x

x xx x

x x x x x x x 

    


       
 

    
  

      
2

2 21

1 910 9
lim

3 1 2 7 4 1 3 1 2 7 4x

x xx x

x x x x x x x x x

   
 

          
 

       21

9 9 1 4
lim

1 3.2 3 1 4 153 1 2 7 4x

x

x x x x

 
   

      
 

b) 
       

2 3 6 6

2 2 3 31 1 1

3 3 3 2 1 3 3
lim lim lim

1 1 3 2 1 1 3 2x x x

x x x x x x x

x x x x x x x x  

       
 

       
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    
   

     
   

3 23 3

3 31 1

1 1 1 31 1 3 1
lim lim

1 1 3 2 1 1 3 2x x

x x x xx x x

x x x x x x x x 

       
 

       
 

  
   

  
  

3 2 2

31

1 1 3 1 1 1 1 1 3 2.3 3 3
lim

1 1 1 1 2.2 41 3 2x

x x x

x x x

        
   

   
 

c) 
 

       
22 32 3 2 6 4 2

1 1 12 3 2 3

3 33 3 3 6 9
lim lim lim

1 1 3 3 1 3 3x x x

x x xx x x x x x x

x x x x x x x x x  

        
 

        
 

       
6 4 2 6 4 4 2 2

1 12 3 2 3

6 8 3 5 5 3 3
lim lim

1 3 3 1 3 3x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x 

         
 

       
 

  
   

  
 

  2 4 2 4 2

1 12 3 2 3

1 5 3 1 5 3 1 1 1 5 3 1
lim lim

2 1 3 21 3 3 3 3x x

x x x x x x

x x x x x x x 

           
   

       
 

 

Ví dụ 13. Cho hàm số  
21 1

5

mx mx
f x

x

  
 . Tìm giá trị thực của tham số m để hàm số  f x  có 

giới hạn bằng 1 khi x dần tới 0 

  

Lời giải: 

Ta có       2 2 21 1 1 1 1 1mx mx mx mx mx mx           

Suy ra 
 2

2

2 2

1
1 1

1 1 1 1

mx xmx mx
mx mx

mx mx mx mx


    

     
 

Khi đó    

 
   

 
 

2 2

1 1
0

105 1 1 5 1 1

m x m x m
f x g x g

mx mx mx mx

 
    

     
 

Vậy giới hạn    
0

lim 0 1 10
10x

m
f x g m


       

 

Dạng 3. Khử dạng vô định ∞/∞, 0.∞ hoặc ∞ - ∞ 

Bài toán 1: Tính 
 
 

lim
x

f x

g x
 khi    lim lim

x x
f x g x

 
   , trong đó    ,f x g x  là các đa thức và căn 

thức. 

Phương pháp giải: 

Chia cả tử và mẫu cho nx  với n  là số mũ bậc cao nhất của biến số x trong mẫu thức. Nếu    ,f x g x  có 

chứa biến x trong dấu căn thức thì đưa kx  ra ngoài dấu căn (với k là số mũ bậc cao nhất của x trong dấu 

căn). 

Chú ý: 
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* Khi x    thì ta xử lý giống như với giới hạn của dãy số. 

* Khi x    ta cần lưu ý khi đưa 2kx  ra ngoài dấu căn thức bậc chẵn. 

Dạng hay gặp chính là 2x x x   khi x    và x   khi x    

* Xét hàm số    
 

f x
h x

g x
  có hệ số của hạng tử bậc cao nhất của    ,f x g x  lần lượt là a, b 

Và kí hiệu    deg , degf x g x  lần lượt là bậc của    ,f x g x  

- Nếu    deg degf x g x  thì 
 
 

lim
x

f x

g x
   

- Nếu    deg degf x g x  thì 
 
 

lim
x

f x a

g x b
  

- Nếu    deg degf x g x  thì 
 
 

lim 0
x

f x

g x
  

Bài toán 2: Tính    
0

lim .
x x

f x g x


    khi  
0

lim 0
x x

f x


  và  
0

lim
x x

g x


   

Phương pháp giải: 

Ta biến đổi      

 
0 0

lim . lim
1x x x x

f x
f x g x

g x

 
    để đưa về dạng 

0

0
  

Hoặc biến đổi      

 
0 0

lim . lim
1x x x x

g x
f x g x

f x

 
    để đưa về dạng 




. 

 

Bài toán 3: Tính    
0

lim
x x

f x g x


    khi  
0

lim
x x

f x


   và  
0

lim
x x

g x


   

Phương pháp giải: 

Nhân hoặc chia với biểu thức liên hợp hoặc quy đồng để đưa về cùng một phân thức. 

Ta xét các ví dụ dưới đây để hiểu rõ bản chất các bài toán: 

Ví dụ 1. Tính các giới hạn sau 

a) 
2 1

lim
1x

x

x




 b) 
2

2

1
lim

1 3 5x

x

x x


 

 

c) 
2

1
lim

1x

x x

x x


 

 

Lời giải: 

a) 

1
22 1 2 0

lim lim 2
11 1 01

x x

x x
x

x

 

 
  

 
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b) 
2 2

2

2

1
11 1 0 1

lim lim
1 31 3 5 0 3.0 5 55

x x

x x
x x

x x

 

 
   

    
 

c) 
2

2

2

1 1
1 0 0

lim lim 0
1 11 1 0 01

x x

x x xx
x x

x x

 


 

  
    

 

Ví dụ 2. Tính các giới hạn sau 

a) 
 

  
2

2

3 2 1
lim

5 1 2x

x x

x x x



 
 b) 

3 2

4

3 2 1
lim

4 3 2x

x x

x x

 
 

 

c) 
3

3 2

3 2 2
lim

2 2 1x

x x

x x

 
  

 

Lời giải: 

a) 
 

     

2
2

2

3
63 2 1 6 3.0 6

lim lim
1 2 5 0 1 2.0 55 1 2 5 1

x x

x x x
x x x

x x

 

 
  

        
  

 

b) 
3 2 2 4

4

3 4

3 2 1
3 2 1 3.0 2.0 0

lim lim 0
3 2 4 3.0 2.04 3 2 4

x x

x x x x x
x x

x x

 

    
  

    
 

c) 
3 2 3

3 2

3

2 2
3

3 2 2 3 2.0 2.0 3
lim lim

2 1 2 2.0 0 22 2 1 2
x x

x x x x
x x

x x

 

    
   

       
 

Ví dụ 3. Tính các giới hạn sau 

a) 
2 3 2

lim
3 1x

x x x

x

 


 b) 
2

2

2 3 1
lim

4 1 1x

x x x

x x

   

  
 

c) 
2

3
lim

1x

x x

x




 

Lời giải: 

a) Đặt x t  . Với x t     

Khi đó 
2 2

3
1 2

3 2 3 2 1 3.0 2 1
lim lim lim

13 1 3 1 3 0 33
x t t

x x x t t t t
x t

t

  

      
    

     
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b) 
2 2

2

2

1 2 1
1 3

2 3 1
lim lim 4

1 14 1 1 4 1
x x

x x x x xx

x x
xx

 

   
   

 
     

 

Đặt x t  . Với x t    . Khi đó 

2 2 2

2 2

2

1 2 1
1 3

2 3 1 2 3 1 2
lim lim lim

31 14 1 1 4 1 1 4 1
x t t

x x x t t t t tt

x x t t
tt

  

   
       

   
        

 

c) 
2

2

2

1 3
3 0 3.0

lim lim 0
1 1 01 1

x x

x x x x
x

x

 


 

  
 

 

Ví dụ 4. Tính các giới hạn sau 

a) 
2

2

4 2 1 2
lim

9 3 2x

x x x

x x x

   

 
 b) 

2

2

2 3 4 1
lim

4 1 2x

x x x

x x

   

  
 

c) 
3 3 22

lim
2 2x

x x x

x

 


 

Lời giải: 

a) 
2 2

2

2 1 2
4 1

4 2 1 2 1
lim lim

539 3 2 9 2
x x

x x x x xx

x x x
x

 

   
   

 
   

 

Đặt x t  . Với x t    . Khi đó  

2 2 2

2 2

2 1 2
4 1

4 2 1 2 4 2 1 2
lim lim lim 3

39 3 2 9 3 2 9 2
x t t

x x x t t t t tt

x x x t t t
t

  

   
       

  
     

 

b) 
2 2

2

2

2 3 1
1 4

2 3 4 1
lim lim 5

1 24 1 2 4 1
x x

x x x x x x

x x
x x

 

      
 

     
 

Đặt x t  . Với x t     

Khi đó 
2 2 2

2 2

2

2 3 1
1 4

2 3 4 1 2 3 4 1
lim lim lim 1

1 24 1 2 4 1 2 4 1
x t t

x x x t t t t tt

x x t t
tt

  

   
       

   
        

 



  
 

 Trang 16 
 

c) 

3
3 3 2 3

2
1 1

2 1 2.0 1
lim lim 1

22 2 2 2.02
x x

x x x x
x

x

 

 
   

  
 

  

Ví dụ 5. Tính các giới hạn sau 

a) 
 2 33 2 3 2 23

2

2 2
lim

3 2x

x x x x x x

x x

   


 b) 

2

2

2 3 1
lim

3 5x

x x

x x

 
 

 

Lời giải: 

a) Đặt x t  . Với x t    . Khi đó 

   2 23 33 2 3 2 2 3 2 3 2 23 3

2 2

2 2 2 2
lim lim

3 2 3 2x t

t t t t t t t t t t t t
L

t t t t 

         
 

 
 

 
2

3 3 2 33

2 2
1 1 1

1 2.0 1 2.0 1
lim 1

2 3 2.03
t

t t

t



            


 

b) 
2 2

2

2

3 1
2

2 3 1 2 3.0 0 2
lim lim

1 5 3 0 5.0 33 5 3
x x

x x x x
x x

x x

 

    
  

    
 

 

Ví dụ 6. Tính các giới hạn sau 

a) 
  

  
1 1

lim
2 1x

x x x x

x x

  

 
 b) 

5 2

3

2 1
lim

1x

x x

x

 


 

c) 
2 1

lim
2 3x

x

x




 

Lời giải: 

a) 
  

  
  
  

1 1 1
1 11 1 1 0 0 1 0

lim lim 1
2 12 1 1 2.0 1 0

1 1
x x

x x x x x x x x
x x

x x

 

  
             

        
  

 

b) 

3
5 2 2 3 5

2 2
3 3

3

1 2 1
2 1

2 1
lim lim . lim .

11 1 1
x x x

x
x x x x xx x

x x
x

  

    
 

  
 

5 23 5 3 5
2 2

3

3 3

2 1 2 1
1 1

1 2.0 0 2 1
lim ; lim 1 0 lim . lim

1 11 0 11 1
x x x x

x xx x x xx x
x

x x

   

      
          

  
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c) 
2 2

1
1

1 1 0 1
lim lim

32 3 2 3.0 22
x x

x x
x

x

 


 

   
   

 

Ví dụ 7. Tính các giới hạn sau 

a)  2lim 2 1 4 4 3
x

x x x


     b)  2lim 3 2 2
x

x x x


     

Lời giải: 

a) Ta có  2lim 2 1 4 4 3
x

x x x


       

và  2

2

4
lim 2 1 4 4 3 lim 0

2 1 4 4 3x x
x x x

x x x 
     

   
 

b)  2

2

3 2 2
lim 3 2 2 lim 1 1
x x

x x x x
x xx 

 
            

 
 

Ví dụ 8. Tính các giới hạn sau 

a)  2lim 3 2 9 12 3
x

x x x


     b)  2lim 3 2 2
x

x x x


     

Lời giải: 

a) Ta có  2lim 3 2 9 12 3
x

x x x


       

 2

2

7
lim 3 2 9 12 3 lim 0

3 2 9 12 3x x
x x x

x x x 
     

   
 

b)  2

2

2
12 1 1

lim 3 2 2 lim lim
23 2 1 13 2 2 1 2 1

x x x

x xx x x
x x x

x x

  


        

         
 

 

Ví dụ 9. Tính các giới hạn sau 

a)  2lim 3 2 1
x

x x x


     b)  2lim 3 1 3
x

x x x


     

Lời giải: 

a) Ta có  2lim 3 2 1
x

x x x


      ; 

 2

2

1
1

1 1
lim 3 2 1 lim lim

23 13 2 1 1 2 1
x x x

x xx x x
x x x

x x

  

  
      

        
 

b) Ta có    2
2

3 1 3
lim 3 1 3 lim 1 1
x x

x x x x
x xx 

 
             

 
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 
 

2

2

2

8
3

3 8 3 3
lim 3 1 3 lim lim

23 1 3 1 13 1 3 1 1
x x x

x xx x x
x x x

x xx

  


        

       
 

 

Ví dụ 10. Tính các giới hạn sau 

a)  2lim 4 3 2 1
x

x x x


     b)  32 3lim 1 1
x

x x


    

Lời giải: 

a) Ta có  2lim 4 3 2 1
x

x x x


       

 
 

2

2

2

2
3

3 2 3 3
lim 4 3 2 1 lim lim

41 3 1 4 24 3 2 1 4 2
x x x

x xx x x
x x x

x xx

  


       

       
 

b) Ta có    3 32 3 2 3lim 1 1 lim 1 1
x x

x x x x x x
 

          

 2 232 3 33

1 1
lim 0

1 1 1
x x x x x x x


 
    

      

 

 

Ví dụ 11. Tính các giới hạn sau 

a) 
2 24 1

lim
2 3x

x x x
L

x

  



 b) 

2

2

2 3 1
lim

2 5x

x x
M

x

  



 

Lời giải: 

a) Ta có: 2 2 2 2
2

1 1
4 1 1 4 1

4
x x x x x

x x
            
   

 

2

1 1
. 1 2 1

4
x

x x

 
     

 
 và 

3
2 3 2 1

2
x x

x
    
 

 

Khi đó 
22 2

1 1
. 1 2 1

44 1
lim lim

32 3
2 1

2

x x

x
x xx x x

L
x

x
x

 

 
         

   
 

 

Vì x   suy ra x x  , do đó 
 . 1 2 1 1

lim lim
2 2 2x x

x
L

x 

 
    

 
 

b) Ta có 2 2
2 2

3 1 3 1
2 3 1 2 1 2 1x x x x x x

x xx x
                    
     
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Và 2 2
2 2

5 5
2 5 2 2x x x

x x
      
 

, khi đó ta được  

22 2

2 2 2

3 13 1 3 12 12 1 2 1
lim lim lim 2

5 5 5
2 2 2

x x x

xx x
x xx x x xM

x x
x x x

  

              
      

  
 

Ví dụ 12. Tính các giới hạn sau 

a) 
2

2

1
lim

2x

x x
A

x

 



 b) 

2

3 3

4 2
lim

8x

x x
B

x x

 



 

Lời giải: 

a) Ta có 
22 2

2
2 2

2 2

1 1 1 11 1
1

lim lim lim
2 22

1 1
x x x

x x
x xx x x x

x
x x

x x

  

         
        

   

 

2 2

2
2 2

1 1 1 1
1 1

1
lim lim lim 0

2 2
1 1

x x x

x
x xx x

x
x x

x x

  

   
   

       
   

 

b) Ta có 2 2
2 2

4 4
4 2 1 2 1 2x x x x x x

x x
         
 

 

Và 3 3 3 33
2 2

1 1
8 8 1 2 . 1

8 8
x x x x

x x
      
 

, khi đó ta được: 

22 2

3 3 3
2 2 2

44 41 21 2 1 2
3

lim lim lim
21 1 1

2 . 1 2 . 1 2 1
8 8 8

x x x

x xx x xxx xB

x x
x x x

  

 
      

    
  

 

 

Dạng 4. Giới hạn một bên 

Phương pháp giải: 

* Nếu    
0 0

lim lim
x x x x

f x f x
  

  thì không tồn tại  
0

lim
x x

f x


 

* Nếu    
0 0

lim lim
x x x x

f x f x L
  

   thì  
0

lim
x x

f x L


  

Ví dụ 1. Tính các giới hạn sau 

a) 
2

2

4
lim

2x

x

x




 b) 
22

2
lim

2 5 2x

x

x x



 
 

c) 
22

2
lim

2 5 2x

x

x x



 
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Lời giải: 

a) 
2

2 2

4 2
lim lim

2 2x x

x x

x x  

 
  

 
 

b) 
  22 2 2

2 2 1 1
lim lim lim

2 2 1 2 1 32 5 2x x x

x x

x x xx x    

 
  

   
 

c) 
  22 2 2

2 2 1 1
lim lim lim

2 2 1 2 1 32 5 2x x x

x x

x x xx x    

  
   

   
 

Ví dụ 2. Tìm các giới hạn của các hàm số tại các điểm chỉ ra: 

a)  

2

3

4

2
2

8

16
2

2

x x
khi x

xf x
x

khi x
x

 
  

  

 tại 2x    

b)  

2

2

3 2
1

1

1
2

x x
khi x

xf x
x

khi x

  
  

 


 tại 1x   

Lời giải: 

a)    
   

2

3 2 222 2 2 2

22 2 1
lim lim lim lim

8 2 4 2 2.2 4 62 4 2x x x x

x xx x x
f x

x x xx x x      


       

      
 

 
   

  
24

2

2 2 2 2

2 2 416
lim lim lim lim 2 4 4.8 32

2 2x x x x

x x xx
f x x x

x x      

  
      

 
 

   
2 2

lim lim .
x x

f x f x
  

  . Do đó, không tồn tại  
2

lim
x

f x


 

b) 
  
   

2

21 1 1 1

1 23 2 2 1 2 1
lim lim lim lim

1 1 1 1 1 21x x x x

x xx x x

x x xx      

    
     

   
 

 
1 1

1
lim lim

2 2x x

x
f x

  


    

Nhận thấy    
1 1

1
lim lim

2x x
f x f x

  
   . Do đó  

1

1
lim

2x
f x


   

Ví dụ 3. Tìm các giới hạn của hàm số tại các điểm chỉ ra: 

a)   2

0

100 3
0

3

x m khi x

f x x x
khi x

x

 
   

 

 tại 0x    

b)   2

3 1

3 1

x m khi x
f x

x x m khi x

  
 

    
 tại 1x    

Lời giải: 

a)    
0 0

lim lim
x x

f x x m m
  

    
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 
2

0 0

100 3 3
lim lim 1

3 0 3x x

x x
f x

x  

 
  

 
 

Để tồn tại  
1

lim
x

f x


 thì    
0 0

lim lim 1
x x

f x f x m
  

    

Với 1m   thì    
0 0

lim 1 lim
x x

f x f x
  

   

Vậy với 1m   thì  
1

lim 1
x

f x


  

b)    
1 1

lim lim 3 3 1
x x

f x x m m
  

     

   2

1 1
lim lim 3 1 1 3 3
x x

f x x x m m m
  

           

Để tồn tại  
1

lim
x

f x


 thì  
1 1

lim lim ( ) 3 1 3 2 4 2
x x

f x f x m m m m
  

          

Với 2m   thì 
 
 

   1

1 1

1

lim 3.2 1 5
lim lim 5

lim 2 3 5
x

x x

x

f x
f x f x

f x



 





 


     
   

 

Vậy với 2m   thì  
1

lim 5
x

f x


  

 

Dạng 5. Một số bài toán giới hạn ẩn tham số đặc sắc 

Ví dụ 1. Kết quả giới hạn 
22 7 12

lim
3 17x

x x a
L

x b

 
 


, với 

a

b
 là phân số tối giản. Tính giá trị của biểu 

thức 2 2P a b   

a) 7 b) 5 

c) 9 d) 13 

Lời giải: 

Ta có 

2
22 2

7 12 7 122 2
2 7 12

lim lim lim
3 17 3 17 3 17x x x

x x
x xx x x xL

x x x  

          
  

 

2 2

7 12 7 12
2 2

22
lim lim

17 33 17 33
x x

x
aax xx x
bx b

x

 

     
        

 

Chọn D 

Ví dụ 2. Cho giới hạn 
2

21

1 3
lim

21x

x ax b

x

  



. Giá trị của biểu thức 2T a ab   là: 

a) 0T   b) 2T   

c) 4T   d) 2T    

Lời giải: 

Đặt    2 1 1 0f x x ax b f       



  
 

 Trang 22 
 

Khi đó        2
0 0

0 2 21 1 1

11 3
1 lim lim lim

1 21 1x x x

x x x x xx ax b
f x x x x

xx x  

    
      

 
 

     20
0

1 3
2 1 2 2 1; 1 0

2 2

x
x f x x x x x a b T


                  . Chọn A 

Ví dụ 3. Cho giới hạn 
 2

22

3 3 2
lim 4

3 2x

x a x b

x x

  


 
. Giá trị của biểu thức 2 2T a b   là: 

a) 90T   b) 80T   

c) 16T   d) 20T   

Lời giải: 

Đặt      23 2 1 2 0f x x a x b f       

Khi đó:          
  

2

22 2

3 3 2 2 3
2 3 lim lim 4

2 13 2x x

x a x b x x m
f x x x m

x xx x 

    
     

  
 

2

3
lim 4 6 4 2

1x

x m
m m

x


      


 

Suy ra      2 2
2 3 2 3 8 4 20

4

a
f x x x x x T

b


         

. Chọn D 

Ví dụ 4. Cho giới hạn 
 2

23

2 2
lim 1

3x

x a x b

x x

  



. Giá trị của biểu thức T a b   là 

a) 20T   b) 20T    

c) 18T    d) 18T   

Lời giải: 

Đặt      22 2 3 0f x x a x b f       

Khi đó           
 

2

23 3

2 2 3 2
3 2 lim lim 1

33x x

x a x b x x m
f x x x m

x xx x 

    
     


 

3

2 6
lim 1 1 3

3x

x m m
m

x

 
       

Suy ra       2 9
3 2 3 2 9 9 20

11

b
f x x x x x a b

a


            

. Chọn B 

Ví dụ 5. Giả sử 
2

4

2
lim 6

4x

x ax b

x

  



. Tính giá trị của 2a b  

a) 8 b) 10 

c) 38 d) 4 

Lời giải: 

Để 
2

4

2
lim 6

4x

x ax b

x

  



 thì phương trình   2 2 0f x x ax b      có nghiệm 4x   

Do đó   24 0 4 4 2 0 4 14 0f a b a b           



  
 

 Trang 23 
 

Ta có 

 2

4 4 4

2
4

2 2 24
lim lim lim 4 4 6 6, 2

4 4 4 4x x x

b
x x

x ax b b b
x b a

x x  

                       
 

Do đó ta có 2 10a b  . Chọn B  

Ví dụ 6. Giả sử 
 2

1

3

6 1 2 1 5
lim

3 1 3x

x a x b

x

   



. Tính giá trị của 2 2a b  

a) 3 b) 1 

c) 2 d) 5 

Lời giải: 

Để 
 2

1

3

6 1 2 1 5
lim

3 1 3x

x a x b

x

   



 thì phương trình    26 1 2 1 0f x x a x b       có nghiệm 

1

3
x  . 

Do đó  
2

1 1 1
0 6. 1 . 2 1 0 6 4 0

3 3 3
f a b a b
                
   

 

Ta có 
      

2

1 1 1

3 3 3

6 1 2 1 3 1 2 2 1 1 5
lim lim lim 2 2 1 2

3 1 3 1 3 3x x x

x a x b x x b
x b b

x x  

      
      

 
 

1, 2b a   . Do đó ta có 2 2 5a b  . Chọn D 

Ví dụ 7. Giả sử 
 2

22

3 2 6 3 1 4
lim

52 3 2x

x a x b

x x

   


 
. Khẳng định nào sau đây đúng? 

a) 2a b  b) 2 2 2a b   

c) 1a b   d) 2 3a b  

Lời giải: 

Để 
 2

22

3 2 6 3 1 4
lim

52 3 2x

x a x b

x x

   


 
 thì phương trình    23 2 6 3 1f x x a x b      có nghiệm 2x  . 

Do đó ta có    22 0 3.2 2 6 .2 3 1 0 4 3 1 0f a b a b            

Ta có 
   

  

2

22 2 2

3 1 3 1 11 32 3 33 2 6 3 1 42 2 2lim lim lim
2 2 1 2 1 5 52 3 2x x x

b b bx x xx a x b

x x xx x  

              
   

 

1, 1b a   . Do đó ta có 2 2 2a b  . Chọn B 

Ví dụ 8. Cho 
2

2

2
lim 1

2x

x ax b

x

  
 


 với a, b là các số hữu tỉ. Tính 2 2P a b   

a) 9P   b) 5P   

c) 4P   d) 8P   

Lời giải: 

Đặt   2 2f x x ax b    . Vì 
   

2
lim 1 2 0 2 2 2

2x

f x
f a b b a

x
        


 



  
 

 Trang 24 
 

Khi đó       2 2 22 2 2 2 4 4 2 2 2f x x ax a x ax a x a x x x a                  

Suy ra 
      

2 2 2

2 2
lim lim lim 2 4 1 5

2 2x x x

f x x x a
x a a a

x x  

  
         

 
 

Vậy 25 2.8 9P    . Chọn A 

Ví dụ 9. Cho 
23

3 1
lim

72x

x

x ax b




  
 với a, b là các số hữu tỉ. Tính 3P a b   

a) 25P   b) 31P   

c) 37P   d) 42P   

Lời giải: 

Đặt   2 2f x x ax b    . Vì 
   

3

3 1
lim 3 0 3 7 3 7

7x

x
f a b b a

f x


            

Khi đó       2 23 9 9 3 3 3f x x ax a x a x x x a             

Suy ra 
    3 3 3

3 3 1 1 1
lim lim lim 1

3 3 3 6 7x x x

x x
a

f x x x a x a a  

 
     

     
 

Vậy 31P  . Chọn B 

Ví dụ 10. Cho 
3 2

21

2
lim 1

3 2x

x ax bx

x x

  


 
 với a, b là các số hữu tỉ. Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

a) 5a b   b) 2 3a b   

c)  3 2 2; 4a b   d) 22 0a b   

Lời giải: 

Đặt   3 2 2f x x ax bx    . Vì 
   21

lim 1 1 0 1
3 2x

f x
f b a

x x
     

 
 

Khi đó        3 2 3 2- ax 1 2 2 . 1 1 2f x x a x x x ax x x a x                

Suy ra 
 

  
 2

1 1

1 2
lim lim 4 1 5

1 2 2x x

f x x a x
a a

x x x 

  
      

  
 

Vậy  3 2 3 2;4a b   . Chọn C 

Ví dụ 11. Cho 
2

1

2
lim 6

1x

x ax b

x

 



. Tính S a b   

a) 3S    b) 3S   

c) 7S    d) 7S   

Lời giải: 

Ta có 21 2 .1 0 2 1 0a b a b        

Phân tích      2 2 1 2 1x ax b x x b ax bx x x x b            

 
2

1 1

2
lim lim 6 1 6 5 2 3

1x x

x ax b
x b b b a S

x 

 
              


. Chọn A 



  
 

 Trang 25 
 

Ví dụ 12. Cho 
2

1
lim 14

2x

x ax b

x

 



. Tính 2S a b   

a) 124S   b) 586S   

c) 76S   d) 564S   

Lời giải: 

Ta có 22 .2 0 2 4 0a b a b        

Phân tích    2 2 2 2
2 2

b bx b
x ax b x x ax x x x

a
                
   

 

2

1 2
lim lim 2 14 24 10 586

2 2 2x x

x ax b b b
x b a S

x 

                  
. Chọn B 

Ví dụ 13. Cho 
2

21

2
lim 5
x

x ax b

x x

 
 


. Mệnh đề nào dưới đây là đúng? 

a) 270 80a b    b) 280 90a b    

c) 290 100a b    d) 2 70a b   

Lời giải: 

Ta có 22.1 .1 0 2 0a b a b        

Phân tích      22 1 2 2 1 2x ax b x x b ax bx x x x b            

2
2

21 1

2 2
lim lim 2 5 7 9 88
x x

x ax b x b
b b a a b

x x x 

  
             


. Chọn B 
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BÀI TẬP TỰ LUYỆN 

Câu 1. Giới hạn  3 2lim 2
x

x x


    bằng  

 A. 0 B. -∞ C. +∞ D. 2 

Câu 2. Cho  2lim 9 3 2
x

x ax x


    . Tính giá trị của a 

 A. -6 B. 12 C. 6 D. -12 

Câu 3. Tính giới hạn 
2017

2019

1
lim
x

x
x

x


 ta được kết quả là 

 A. -∞ B. 1 C. -1 D. 0 

Câu 4. Giá trị của giới hạn 
0

1 1
lim
x

x

x

 
 bằng 

 A. 
1

2
  B. 

1

2
 C. +∞ D. 0 

Câu 5. Tính 
4

32

16
lim

8x

x

x




 

 A. -2 B. 
1

3
 C. -∞ D. 0 

Câu 6.  3 2lim 2
x

x x


    bằng 

 A. 0 B. -∞ C. +∞ D. 2 

Câu 7. Biết  
2

3
lim 8 ,

3x

x bx c
b c

x

 
 


 . Tính P b c   

 A. 13P   B. 11P    C. 12P    D. 13P    

Câu 8. Trong các giới hạn sau, giới hạn nào bằng +∞? 

 A. 
22 1

lim
1x

x x

x

 


 B. 
3 5

lim
1 2x

x

x




 C. 
21

1
lim

2 1x

x

x x



 
 D. 

0
lim
x

x

x
 

Câu 9. 
1

1
lim

1x

x

x




 bằng 

 A. 1 B. +∞ C. 0 D. 
1

2
 

Câu 10. 
2

22

2
lim

4x

x x

x

 


 bằng 

 A. 0 B. 1 C. 
3

4
 D. 

3

4


 

Câu 11. Tính 
2 1

lim
2x

x

x




 

 A. -∞ B. 0 C. -1 D. 1 
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Câu 12. Giới hạn 
2

2

3 2
lim

2 4x

x x

x

 


 bằng 

 A. +∞ B. 
1

2
 C. 

1

2
  D. 

3

2
 

Câu 13. Giới hạn  3lim 2
x

x x


  bằng  

 A. +∞ B. 1 C. -∞ D. -1 

Câu 14. Giới hạn 
2

5

12 35
lim

5x

x x

x

 


 bằng 

 A. +∞ B. 
2

5
 C. -2 D. 5 

Câu 15. Giới hạn 
1

2
lim

1x

x

x




 bằng 

 A. 
1

2
  B. -∞ C. +∞ D. 0 

Câu 16. 
1

1
lim

1x

x

x




 bằng 

 A. +∞ B. 1 C. -∞ D. 0 

Câu 17.  2lim 4 8 1 2
x

x x x


    bằng 

 A. -2 B. +∞ C.   D. 0 

Câu 18. Giá trị của giới hạn 
2 24 1

lim
2 3x

x x x

x

  


 bằng 

 A. 0 B. -∞ C. 
1

2
  D. 

1

2
 

Câu 19. Cho giới han 
3

1 5 1
lim

4 3x

x x a

bx x

  


 
 (phân số tối giản). Giá trị của 2T a b   là 

 A. 
1

8
T   B. 1T    C. 10T   D. 

9

8
T   

Câu 20. Tìm a để hàm số  
2

2

1 2

2 1 2

x ax khi x
f x

x x khi x

    
  

 có giới hạn tại 2x   

 A. 1 B. -1 C. 2 D. -2 

Câu 21. Kết quả của 
1

2 1
lim

1x

x

x

 


 bằng 

 A. +∞ B. -∞ C. 
2

3
 D. 

1

3
 

Câu 22. 
3

lim
2x

x

x

 


 bằng 
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 A. 
3

2


 B. -3 C. -1 D. 1 

Câu 23. Tìm giới hạn 
3 1

lim
1 2x

x

x




 

 A. 
3

2
L    B. 3L   C. 

3

2
L   D. 

1

2
L    

Câu 24. Cho giới hạn 
2

22

3 2
lim

4x

x x a

bx

 



 trong đó 

a

b
 là phân số tối giản. Tính 2 2S a b   

 A. 20S   B. 17S   C. 10S   D. 25S   

Câu 25. Tính giới hạn 
2

21

2 3 1
lim

1x

x x
L

x

 



 

 A. 
1

4
L   B. 

1

2
L    C. 

1

4
L    D. 

1

2
L   

Câu 26. Cho biết  
2

31

1 2
lim ,

3 2x

ax bx
a b

x x

  


 
  có kết quả là một số thực. Giá trị của biểu thức 2 2a b  

bằng 

 A. 6 5 3  B. 
45

16
 C. 

9

4
 D. 87 48 3  

Câu 27. Tính giới hạn 
2

1

3 2
lim

1x

x x

x

 


 

 A. 2 B. 1 C. -2 D. -1 

Câu 28. Tìm giới hạn  2 2lim 4
x

M x x x x


     

 A. 
3

2
M    B. 

1

2
M   C. 

3

2
M   D. 

1

2
M    

Câu 29. Giới hạn 
3

1 5 1
lim

4 3x

x x

x x

  
 

 bằng 
a

b
 (phân số tối giản). Giá trị của a b  là (giống câu 35) 

 A. 
1

9
 B. 

9

8
 C. 1 D. -1 

Câu 30. Tính giới hạn 
 

2018 2

2019

4 1
lim

2 1x

x x

x




 

 A. 0 B. 
2018

1

2
 C. 

2019

1

2
 D. 

2017

1

2
 

Câu 31. Trong bốn giới hạn sau, giới hạn nào bằng -∞? 

 A. 
3 4

lim
2x

x

x

 



 B. 

2

3 4
lim

2x

x

x

 


 C. 
2

3 4
lim

2x

x

x

 


 D. 
3 4

lim
2x

x

x

 


 

Câu 32. Giới hạn 
2

1

2 3
lim

1x

x x

x

 


 bằng 
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 A. 1 B. 0 C. 3 D. 2 

Câu 33. Giá trị của 
2 3

lim
3x

x

x




 bằng 

 A. -∞ B. -1 C. +∞ D. 1 

Câu 34. Tính 
21

1
lim

1x

x

x




 

 A. 2 B. 
1

2
  C. 

1

2
 D. 1 

Câu 35. Giá trị 
2

1

1
lim

1x

x

x




 bằng 

 A. 2 B. 1 C. 0 D. -2 

Câu 36. Tính 
2

2

3 5
lim

2 3x

x x

x

 


 

 A. 
1

2
 B. +∞ C. 

1

3
  D. 

2

3
  

Câu 37. Tính giới hạn 
2

22

2
lim

4x

x x

x

 


 

 A. 1 B. 0 C. 
3

4
  D. 

3

4
 

Câu 38. Tính 
2

2 3
lim

1x

x

x x



 
 

 A. 0 B. -∞ C. -1 D. 1 

Câu 39. Khẳng định nào sau đây đúng? 

 A.        
0 0 0

3 3 3lim lim lim
x x x x x x

f x g x f x g x
  

    

 B.        
0 0 0

3 3 3lim lim lim
x x x x x x

f x g x f x g x
  

    

 C.        
0 0

3 3lim lim
x x x x

f x g x f x g x
 

      

 D.        
0 0

3 3 3lim lim
x x x x

f x g x f x g x
 

      

Câu 40. Trong các giới hạn sau, giới hạn nào có kết quả bằng 0? 

 A.  2lim 1
x

x x


   B. 
31

1
lim

1x

x

x




 C. 
2

22

4
lim

3 2x

x

x x


 

 D. 
2

2 5
lim

10x

x

x




 

Câu 41. Cho hàm số  
2

1

1

x
f x

x





. Chọn đáp án đúng. 

 A.    lim 1; lim 1
x x

f x f x
 

    B.    lim lim 1
x x

f x f x
 

   
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 C.    lim lim 1
x x

f x f x
 

    D.    lim ; lim
x x

f x f x
 

     

Câu 42. Cho hàm số  
3 1 1

0 1

x khi x
f x

khi x

  
 


. Khi đó,  

1
lim
x

f x


 bằng 

 A. 1 B. 2 C. 0 D. Không tồn tại 

Câu 43. Cho  
2

2 4

x
f x

x





. Kết luận nào dưới đây đúng? 

 A.  
2

lim
x

f x


   B.  
2

lim
x

f x


   C.  
2

1
lim

2x
f x


  D.  

2

1
lim

2x
f x


  

Câu 44. Để 
24 1 4 1

lim
2 2x

x x

mx

  



 thì giá trị m  thuộc tập hợp nào? 

 A.  3; 6  B.  3; 0  C.  6; 3   D.  1; 3  

Câu 45. Cho biết 
24 7 12 2

lim
17 3x

x x

a x

 



. Giá trị của  a bằng 

 A. -3 B. 3 C. 6 D. -6 

Câu 46. Giới hạn 
3

3

1 5
lim

3x

x x

x

  


 bằng 

 A. 0 B. 
1

2
 C. 

1

3
 D. 

1

6
 

Câu 47. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 

 A. 
 1

3 2
lim

1x

x

x 


 


  B.  2lim 1 2

x
x x x


       

 C. 
 1

3 2
lim

1x

x

x 


 


  D.  2 3

lim 1 2
2x

x x x


       

Câu 48. Tính giới hạn 
2

21

2
lim

3 8 5x

x x
L

x x

 


 
 

 A. 
3

2
L    B. 

1

2
L   C. L    D. 0L   

Câu 49. 
2

4

3 4
lim

4x

x x

x

 


 bằng 

 A. Không tồn tại B. 0 C. 5 D. 4 

Câu 50. Tính 
 2

31

2 1
lim

1x

x a x a

x

   


 

 A. 
2

3

a
 B. 

2

3

a 
 C. 

3

a
 D. 

3

a
 

Câu 51. Biết rằng  2lim 1 2
x

x bx x


    , khi đó b bằng 
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 A. 2 B. 3 C. 4 D. -4 

Câu 52. Biết   2lim 4 3 1 0
x

x x ax b


     . Tính giá trị biểu thức 4T a b   

 A. 3T   B. 2T    C. 1T    D. 5T   

Câu 53. Cho giới hạn  2 2lim 1 2 1
x

ax x x bx


      . Tính .P a b  

 A. 3 B. -3 C. 5 D. -5 

Câu 54. Cho các số thực a, b, c thỏa mãn 2 18c a   và  2lim 2
x

ax bx cx


    . Tính giá trị biểu 

thức 5P a b c    

 A. 18P   B. 12P   C. 9P   D. 5P   

Câu 55. Cho 
 

1

10
lim 5

1x

f x

x





. Giới hạn 

 
    1

10
lim

1 4 9 3x

f x

x f x



  
 bằng 

 A. 10 B. 2 C. 
5

3
 D. 1 

Câu 56. Gọi a, b là các giá trị để hàm số  
2

2
2

4
1 2

x ax b
khi x

f x x
x khi x

  
  

   

 có giới hạn hữu hạn khi x 

dần tới -2. Tính 3a b  

 A. 24 B. 8 C. 12 D. 4 

Câu 57. Cho m, n là các số thực khác 0. Nếu giới hạn 
2

1
lim 3

1x

x mx n

x

 



 thì m.n bằng 

 A. -3 B. -1 C. 3 D. -2 

Câu 58. Giới hạn 
3

1 5 1
lim

4 3x

x x a

bx x

  


 
, là phân số tối giản, 0a  . Giá trị của a b  là 

 A. 1 B. 
1

9
 C. -1 D. 

9

8
 

Câu 59. Cho biết 
2

31

2

1 2
lim

4 3 1x

ax bx
c

x x

  


 
, với , ,a b c . Tập nghiệm của phương trình 

4 2 0ax bx c    trên   có số phần tử là 

 A. 0 B. 2 C. 3 D. 4 

Câu 60. Trong các bộ số  ,a b  là các số nguyên dương, 

thỏa mãn  32 3 2 7
lim 9 27 5

27x
x ax x bx


     , tồn tại bộ số  ,a b  hệ thức nào sau đây? 

 A. 2 33a b   B. 2 34a b   C. 2 35a b   D. 2 36a b   



  
 

 Trang 32 
 

Câu 61. Biết 
2

20

5 5
lim

16 4x

x a

bx

 


 
, trong đó a  là số nguyên, b là số nguyên tố. Giá trị của biểu thức 

2a b  bằng 

 A. 3 B. 8 C. 13 D. 14 

Câu 62. Cho hàm số  f x  thỏa mãn 
 

2

1
lim 2

2x

f x

x





, hãy tìm 

 3

22

7 2
lim

4x

f x
I

x

 



 

 A. 
1

24
  B. 

1

8
  C. 

1

24
 D. 

1

8
 

Câu 63. Giá trị của 
2018 2017

20181

... 2018
lim

1x

x x x

x

   


 bằng 

 A. 2018 B. 
2019

2018
 C. 

2019

2
 D. 

2018

2
 

Câu 64. Tính 
     

0

1 1 2 1 3 ... 1 2018 1
lim
x

x x x x

x

    
 

 A. 2018.2019 B. 2019 C. 2018 D. 1009.2019 

Câu 65. Biết 
 

2

2 3
lim

1x

a x

x x

 
 

 
 với a  là tham số. Giá trị nhỏ nhất của 2 2 4P a a    là 

 A. 4 B. 3 C. 5 D. 1 

Câu 66. Cho số thực a  thỏa mãn 
22 3 2017 1

lim
2 2018 2x

a x

x

 



. Khi đó giá trị của  a  là 

 A. 
2

2
a   B. 

2

2
a    C. 

1

2
a   D. 

1

2
a    

Câu 67. Giá trị của m để 
24 1 4 1

lim
2 2x

x x

mx

  



 thuộc tập hợp nào? 

 A.  3; 0m   B.  6; 3m    C.  1; 3m  D.  3; 6m  

Câu 68. Biết 
0

3 1 1
lim
x

x a

x b

 
 , trong đó a, b là hai số nguyên dương và phân số 

a

b
 tối giản. Tính giá 

trị biểu thức 2 2P a b   

 A. 13P   B. 0P   C. 5P   D. 40P   

Câu 69. Cho hàm số  
4 2

, 0

1
, 0

4

x
x

xf x

mx m x

  
 

   

 m là tham số. Tìm giá trị của tham số m để hàm số có 

giới hạn tại 0x   

 A. 1m   B. 0m   C. 
21

2
m   D. 

1

2
m    
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Câu 70. Cho hàm số  
2 1

1
1

2 2 1

x
voi x

f x x

x voi x

 
 

  

. Khi đó  
1

lim
x

f x


 là 

 A. +∞ B. -1 C. 0 D. 1 

Câu 71. Cho hàm số   2 3 2

1 2

x voi x
f x

ax voi x

   


 
. Tìm a để tồn tại  

2
lim
x

f x


 

 A. 1a   B. 2a   C. 3a   D. 4a   

Câu 72. Cho hàm số  

2

2

2 3 3

1 3

3 2 3

x x voi x

f x voi x

x voi x

   
 
  

. Khẳng định nào dưới đây sai? 

 A.  
3

lim 6
x

f x


   B. Không tồn tại  
3

lim
x

f x


 

 C.  
3

lim 6
x

f x


   D.  
3

lim 15
x

f x


   

Câu 73. Biết rằng 
 

2

2 3

1

a x

x x

 

 
 có giới hạn là +∞ khi x    với a là tham số. Tính giá trị nhỏ nhất cuả 

biểu thức 2 2 4P a a    

 A. min 1P   B. min 3P   C. min 4P   D. min 5P   

Câu 74. Biết rằng 
2

2

4 2 1 2
lim 0

3x

x x x
L

ax x bx

   
 

 
 là hữu hạn, với a, b là tham số. Khẳng định nào 

dưới đây đúng? 

 A. 0a   B. 
3

L
a b

 


 C. 
3

L
b a




 D. 0b   

Câu 75. Biết rằng 4a b   và 
31

lim
1 1x

a b

x x

    
 hữu hạn. Tính 

31
lim

11x

b a
L

xx

    
 

 A. 1 B. 2 C. -1 D. -2 

Câu 76. Giá trị của giới hạn 
 

 3
2

1
lim 1

1x

x
x

x 



 là  

 A. 3 B. +∞ C. 0 D. -∞ 

Câu 77. Cho a, b là các số nguyên và 
2

1

5
lim 7

1x

ax bx

x

 



. Tính 2 2a b a b    

 A. 18 B. 1 C. 15 D. 5 

Câu 78. Cho a, b là hai số dương thỏa mãn giới hạn  2lim 2 2018
x

I ax bx x


     hữu hạn. Tính I 

 A. 
1

a b
 B. a b  C. 

1

a
 D. 

2

a b
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Câu 79. Biết rằng 0, 5b a b    và 
3

0

1 1
lim 2
x

ax bx

x

  
 . Khẳng định nào dưới đây sai? 

 A. 2 2 10a b   B. 0a b   C. 1 3a   D. 2 2 6a b   

Câu 80. Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị nguyên của tham số m để cho bất phương trình 

   
 

2 3 2

2

2 7 3 1 2
0

2 2 3

m m x x m x

m x x

     


  
 đúng với mọi x thuộc tập xác định của bất phương trình đó. Số 

phần tử của S bằng 

 A. 13 B. 19 C. 1 D. 5 
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ĐÁP ÁN VÀ LỜI GIẢI BÀI TẬP TỰ LUYỆN 

1-B 2-B 3-C 4-A 5-A 6-B 7-D 8-C 9-D 10-C 

11-C 12-B 13-A 14-C 15-B 16-A 17-A 18-D 19-C 20-A 

21-B 22-C 23-A 24-B 25-B 26-B 27-D 28-C 29-C 30-B 

31-C 32-A 33-B 34-C 35-D 36-C 37-D 38-C 39-C 40-A 

41-A 42-D 43-D 44-C 45-B 46-D 47-D 48-A 49-C 50-C 

51-C 52-D 53-A 54-B 55-D 56-C 57-D 58-D 59-D 60-A 

61-D 62-C 63-C 64-D 65-A 66-A 67-B 68-A 69-B 70-A 

71-B 72-C 73-B 74-A 75-A 76-C 77-A 78-C 79-D 80-C 

 

Câu 1:  3 2lim 2
x

x x


     . Chọn B 

Câu 2:  
2 2

2

2 2

9 9
lim 9 3 lim lim

9 3 9 3x x x

x ax x ax
x ax x

x ax x x ax x  

 
   

   
 

lim lim 2 12
6

. 9 3 9 3
x x

ax a a
a

a a
x x

x x

 
       

     
. Chọn B 

Câu 3: 
2017 2019 2

2019 2019 2017

1 1
lim lim lim 1 1
x x x

x x x
x

x x x  

    
              

. Chọn C 

Câu 4: 
 0 0 0

1 1 1 1 1 1
lim lim lim

21 11 1 .x x x

x x

x xx x  

    
     

    
. Chọn A 

Câu 5: 
   

   
   2 2 24

3 222 2 2

4 . 4 2 . 416
lim lim lim 2

8 2 42 . 4 2 2x x x

x x x xx

x x xx x x  

   
   

     
 Chọn A 

Câu 6:  3 2lim 2
x

x x


     . Chọn B 

Câu 7: Theo bài ra, ta có 3x   là nghiệm của phương trình: 2 0 3 9x bx c b c        

Do đó 
   2 2

3 3 3

3 . 33 9
lim lim lim 6

3 3 3x x x

x x bx bx c x bx b
b

x x x  

      
   

  
 

Suy ra 6 8 2 9 3.2 15b b c          . Vậy 13b c   . Chọn D 

Câu 8: 
 
   

2

2 2 21 1 1

11 1
lim lim lim

2 1 1 1
x x x

xx

x x x x
  


   

   
. Chọn C 

Câu 9: 
  1 1 1

1 1 1 1
lim lim lim

1 211 1x x x

x x

x xx x  

 
  

  
. Chọn D 
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Câu 10: 
   
   

2

22 2 2

2 . 12 1 3
lim lim lim

2 . 2 2 44x x x

x xx x x

x x xx  

   
  

  
. Chọn C 

Câu 11: 
2 2 2

1 1
. 1 1

1
lim lim lim 1

22 2 1
x x x

x
x x x
x x

x

  

   


   
  

 Chọn C 

Câu 12: 
   

 
2

2 2 2

2 . 13 2 1 1
lim lim lim

2 4 2. 2 2 2x x x

x xx x x

x x  

   
  

 
. Chọn B 

Câu 13:  3lim 2
x

x x


   . Chọn A 

Câu 14: 
     

2

5 5 5

5 . 712 35
lim lim lim 7 2

5 5x x x

x xx x
x

x x  

  
    

 
. Chọn C 

Câu 15: 
1

2
lim

1x

x

x


  


. Chọn B 

Câu 16: 
1

1
lim

1x

x

x


 


. Chọn A 

Câu 17:  
2 2

2

2 2

4 8 1 4 8 1
lim 4 8 1 2 lim lim

4 8 1 2 4 8 1 2x x x

x x x x
x x x

x x x x x x  

   
    

     
 

2 2

1
8

8 1 8
lim lim 2

8 1 8 1 4 2
. 4 2 4 2

x x

x x

x x
x xx x

 


    

 
       

. Chọn A 

Câu 18: 
2 2 2 2

1 1 1 1
. 1 . 4 1 4

4 1 1
lim lim lim

32 3 2 3 22
x x x

x x
x x x x xx x

x x
x

  

       
  

  
  

. Chọn D 

Câu 19: 

 2

2

2 23 3 3

1 5 1

1 5 1 3 4 31 5 1lim lim lim .
4 3 4 34 3 1 5 1

4 3

x x x

x x

x x x x x xx x
x x x xx x x x

x x

  

  
           

        
 

 

=
 

   3 3

. 3 4 3 4 3 9
lim . lim .

1 . 3 1 81 5 1 1 5 1x x

x x x x x x x

x x xx x x x 

       
             

 

Vậy 9; 8 2 2.9 8 10a b a b       . Chọn C 

Câu 20: Ta có    2

2 2
lim lim 1 2 5
x x

f x x ax a
  

      

Lại có    2 2

2 2
lim lim 2 1 2.2 2 1 7
x x

f x x x
  

        

Theo bài ra, ta có 2 5 7 1a a    . Chọn A 
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Câu 21: 
21

2 1
lim

1x

x

x

 
 


. Chọn B 

Câu 22: 

3
1

3 1
lim lim 1

22 11
x x

x x
x

x

 

   
   

 
 Chọn C 

Câu 23: 

1
3

3 1 3 3
lim lim

11 2 2 22
x x

x x
x

x

 


   

 
. Chọn A 

Câu 24: 
   
   

2

22 2 2

1 . 23 2 1 1
lim lim lim

2 . 2 2 44x x x

x xx x x

x x xx  

   
  

  
 

Vậy 2 2 2 21; 4 1 4 17a b a b       . Chọn B 

Câu 25: 
   
   

2

21 1 1

2 1 . 12 3 1 1 2 1
lim lim lim

1 . 1 1 21x x x

x xx x x

x x xx  

   
   

   
. Chọn B 

Câu 26: 
   

 
     

22

2 21 1 2

4 . 31 2
lim lim

1 . 2 1 . 2 . 1 2x x

a b x b xax bx

x x x x ax bx 

    


      
 

Để tồn tại giới hạn → nhân tử  2
1x   bị triệt tiêu 

2 4 3

1 2 1

a b b  
  


 

3

2
b    và 

2
2 3 3

3 3
2 4

a b
        
 

. Vậy 2 2 9 9 45

16 4 16
a b    . Chọn B 

Câu 27: 
     

2

1 1 1

1 . 23 2
lim lim lim 2 1 2 1

1 1x x x

x xx x
x

x x  

  
      

 
. Chọn D 

Câu 28:  
2 2

2 2

2 2 2 2

4 3
lim 4 lim lim

4 4x x x

x x x x x
x x x x

x x x x x x x x  

   
    

     
 

2 2 2 2

3 3 3 3
lim lim

1 1 24 1 4 1
. 1 . 1 1 1

x x

x

x x
x x x x

 

  
   

 
       

. Chọn C 

Câu 29: 

 2

2

2 23 3 3

1 5 1

1 5 1 3 4 31 5 1lim lim lim .
4 3 4 34 3 1 5 1

4 3

x x x

x x

x x x x x xx x
x x x xx x x x

x x

  

  
           

        
 

 

=
 

   3 3

. 3 4 3 4 3 9
lim . lim .

1 . 3 1 81 5 1 1 5 1x x

x x x x x x x

x x xx x x x 

       
             

 

Vậy 9; 8 9 8 1a b a b       . Chọn C 
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Câu 30: 
   

2019
2018 2 2 2

2019 2019 2019 2019 2018

1 1
. 4 4

4 1 4 1
lim lim lim

2 22 1 2 1 1
2

x x x

x
x x x x

x x

x

  

 


   
    

 

. Chọn B 

Câu 31: Vì  
2

lim 3 4 2
x

x

     nên 

2

3 4
lim

2x

x

x

 
 


. Chọn C 

Câu 32: 
2 2

1

2 3 1 2.1 3
lim 1

1 1 1x

x x

x

   
 

 
. Chọn A 

Câu 33: 
2 2 2

3 3
. 1 1

3
lim lim lim 1

33 3 1
x x x

x
x x x
x x

x

  

   


   
  

. CHọn B 

Câu 34: 
   21 1 1

1 1 1 1
lim lim lim

1 . 1 1 21x x x

x x

x x xx  

 
  

  
. Chọn C 

Câu 35: 
    

2

1 1 1

1 11
lim lim lim 1 2

1 1x x x

x xx
x

x x  

 
    

 
. Chọn D 

Câu 36: 
2 2

2

2

3 5
1

3 5 1
lim lim

2 32 3 3
x x

x x x x
x

x

 

   
 

 
. Chọn C 

Câu 37: 
  
  

2

22 2 2

1 22 1 3
lim lim lim

2 2 2 44x x x

x xx x x

x x xx  

   
  

  
. Chọn D 

Câu 38: 
2 2

22

3 3
2 22 3 2

lim lim lim 1
211 1 1 11

x x x

x x x
x x x

xx

  

 
    

      

. Chọn C 

Câu 39: Chọn C 

Câu 40:  2

2

1
lim 1 lim 0

1x x
x x

x x 
   

 
. Chọn A 

Câu 41:  
2

2 2

1
1

1 1
lim lim lim lim 1

1 11 . 1 1
x x x x

x x xf x
x x

x x

   

 
   

  
 

Và  
2

2 2

1
1

1 1
lim lim lim lim 1

1 11 . 1 1
x x x x

x x xf x
x x

x x

   

 
    

    
. Chọn A 

Câu 42: Ta có      3

1 1 1 1
lim lim 0 0; lim lim 1 2
x x x x

f x f x x
      

      
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Suy ra    
1 1

lim lim
x x

f x f x
  

  nên không tồn tại  
1

lim
x

f x


. Chọn D 

Câu 43:  
2 2 2

2 1 1
lim lim lim

2 4 2 2x x x

x
f x

x    


  


. Chọn D 

Câu 44: 
2 2 2

1 1 1 1 4
. 4 4 4

4 1 4 2
lim lim lim

22 2x x x

x
x x x x x x x

mx mx mm
x

  

         
   

  
 

Do đó  2 1
4 6; 3

2
m

m
        . Chọn C 

Câu 45: 
2 2 2

7 12 7 12
. 4 4

4 7 12 2 2
lim lim lim 3

1717 . 17 3x x x

x
x x x xx x a
a x a x aa

x

  

    
 

     
   

. Chọn B 

Câu 46: 
3 3

3 3 3

1 5 1 2 2 5
lim lim lim

3 3 3x x x

x x x x

x x x  

      
 

  
 

* Xét 
3 3

1 2 1 1 1
lim lim

3 41 2 3 1 2x x

x

x x 

 
  

    
 

* Xét 
 

3

23 3 3 3

2 5 1 1
lim lim

3 124 2 5 5
x x

x

x x x
 

 
   

    
 

Vậy 
3

3

1 5 1 1 1
lim

3 4 12 6x

x x

x

  
  


. Chọn D 

Câu 47: Ta có 
   1 1

3 2 3 2
lim , lim

1 1x x

x x

x x    

 
   

 
 

Mặt khác  2
2

1 1 2
lim 1 2 lim 1 1 lim 2
x x x

x x x x x
x x x  

 
             

 
. Chọn D 

Câu 48: 
  
   

2

21 1 1 1

1 22 2 3
lim lim lim lim

1 3 5 3 5 23 8 5x x x x

x xx x x
L

x x xx x   

    
   

   
. Chọn A 

Câu 49: 
    

2

4 4 4

4 13 4
lim lim lim 1 5

4 4x x x

x xx x
x

x x  

  
   

 
. Chọn C 

Câu 50: Ta có 
   

   
2 2

3 21 1

2 1 1 1
lim lim

1 1 1x x

x a x a x x a x a

x x x x 

        


   
 

    
   

  
    22 21 1 1

1 1 1 1 1 1
lim lim lim

311 1 1 1x x x

x x a x x x a x a a

x xx x x x x x  

         
   

      
. Chọn C 
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Câu 51:  2

2

2

1
1

lim 1 lim lim
211 1 1

x x x

bbx bxx bx x
bx bx x
x x

  


     

     
 

Vây  2lim 1 2 4
2 2x

b b
x bx x b


        . Chọn C 

Câu 52:    22
2

2

4 3 1
lim 4 3 1 lim

4 3 1x x

x x ax b
x x ax b

x x ax b 

        
     

 

=
     

2
2 2

2 2 2

2

2

1
4 . 3 24 . 3 2 . 1

lim lim 0
3 14 3 1 4

x x

b
a x aba x ab x b x

bx x ax b a
x xx

 


       

 
       

 

Khi và chỉ khi 

24 0 2 2
4 53 2 3 2 0 4 30

2

a a a
a bab ab b

a

                     

. Chọn D 

Câu 53:      2
2

2 2

1 . 1 . 3
lim 1 2 lim

1 2x x

a x b x
ax x x bx

ax x x bx



 

   
     

    
 

 

2 2

3
1 . 1

lim 1
1 1 2

1
x

a x b
x

b
a

x xx x



   
 

     
 khi 

1 0
1

. 31
1 3

1

a
a

a bb
b

a

 
      

. Chọn A 

Câu 54:      2 2 2

2

2

. .
lim lim lim 2
x x x

a c x bx a c x b
ax bx cx

bax bx cx a c
x

  

   
     

   
 

Khi và chỉ khi 

2
20

2
2 2

a c
a c

b
b a c

a c

        
   

. Kết hợp với 2 18c a   

Do đó 2 22 18 9 9c c a      và 3c   (vì c a  ) 

Vậy 2 2 2 9 2.3 12b a c         nên 5 9 12 5.3 12a b c      . Chọn B 

Câu 55: 
       

1

10
lim 5 10 5. 1 5 5

1x

f x
f x x f x x

x


       


 

Do đó 
 

        1 1

10 5 5
lim lim 1

1 . 20 29 31 4 9 3x x

f x x

x xx f x 

 
 

    
. Chọn D 

Câu 56:    
2 2

lim lim 1 1
x x

f x x
  

    ; 

Do đó để tồn tại  
2

lim
x

f x


 thì    
2 2

lim lim
x x

f x f x
  

  
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Suy ra  
2

22 2
lim lim 1

4x x

x ax b
f x

x  

 
  


 nên 2x    là nghiệm của tử số 

   
2

2

22

2 4
2 . 2 0 2 4 lim

4x

x ax a
a b b a

x

  
         


 

2

2 4
lim 1 8 12

2 4x

x a a
a b

x

  
       

 
. Vậy 3 12a b  . Chọn C 

Câu 57:    
2

2

1
lim 3 1

1x

x mx n
x mx n x x n

x

 
      


 

Khi đó 
    

2

1 1 1

1
lim lim lim 1 3 2

1 1x x x

x x nx mx n
x n n n

x x  

  
        

 
 

Suy ra   2 22 1 2 2 1x mx x x x x m           

Do đó 2mn   . Chọn D 

Câu 58: 

   2

2

2 23 3 3

1 5 1

1 5 1 3 4 31 5 1lim lim lim .
4 3 4 34 3 1 5 1

4 3

x x x

x x

x x x x x xx x
x x x xx x x x

x x

  

  
        

       
 

 

 
  3 3

3 4 3 4 3 9
lim lim

3 1 1 81 5 1 1 5 1x x

x x x x x x x

x x xx x x x 

    
  

       
. Chọn D 

Câu 59: 
   

2 2

3 21 1

2 2

1 2 1 2
lim lim

4 3 1 2 1 1x x

ax bx ax bx

x x x x 

     


   
 

Khi đó phương trình 
2 2 2

2

2

1 4 4
1 2 0

1 2

ax b x bx
ax bx

ax bx

   
    

  
 có nghiệm kép 

1

2
x   

 2 2 4 3a b x bx     có nghiệm kép 
1

2
x   

 

2 2

2
2

2 2 2
2 2 2

2 1
4 3 32

3 0 44 3 0 4 4
3 3

b bb a a
b a b

a b
b a b bb a b b b b

                 
                

 

 0

3, 3

a b loai

b a

 
 

  
 suy ra 

2 2

3 31 1

2 2

1 2 1 3 3 2
lim lim

4 3 1 4 3 1x x

ax bx x x

x x x x 

     


   
 

        

2 2

22

2 21 1 2
2 2

1 3 9 12 4

12 12 31 3 3 2lim lim
2 1 1 1 3 3 2 2 1 1x x

x x x

x xx x

x x x x x x 

   
     

      
 

 

       

2

21 12 2
2 2

3 2 1 3 1
lim lim

21 3 3 2 2 1 1 1 3 3 2 1x x

x
c

x x x x x x x 

  
    

        
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Khi đó 

2

4 2 4 2

2

3 3
1 60 3 3 0
2 3 3

6

x
ax bx c x x

x

 


        
 




 nên phương trình có 4 nghiệm. 

Chọn D 

Câu 60: Ta có    3 32 3 2 2 3 2lim 9 27 5 lim 9 3 27 5 3
x x

x ax x bx x ax x x bx x
 

            

=

 
2 2 3 2 3

22 3 33 2 3 2 2

9 9 27 5 27
lim

9 3 27 5 27 5 9
x

x ax x x bx x

x ax x x bx x bx x


 
     

 
       

 

 

=

 
2

22 3 33 2 3 2 2

5
lim

9 3 27 5 3 27 5 9
x

ax bx

x ax x x bx x x bx x


 
 

 
       

 

 

2

2

3 3
2 2

5
7

lim
6 27 275 59 3 27 3 27 9

x

b
a a bx

a b b
x c cx x



 
  

                   
  

 

9 2 14
2 9 14

54 54 54

a b
b a


       

Ta được các bộ số thỏa mãn là    16; 2 , 25; 4 ...  

Suy ra tồn tại bộ số 2 25 4.2 33a b    .Chọn A 

Câu 61: 

2

2 22

22 20 0 0

2

5 5

5 5 16 4 8 45 5lim lim lim
16 16 2 5 516 4 5 5

16 4

x x x

x

x xx
xx x

x

  

 
       

    
 

 

Do đó 
4

2 14
5

a
a b

b


   

. Chọn D 

Câu 62: Do 
       

2

1
lim 2 1 . 2

2x

f x
f x A x x

x


    


 

Suy ra    2 1 0 2 1f f     

Ta có: 
 

 
    

  

2
3 33

22

7 8

7 2 7 47 2
lim

2 24x

f x

f x f xf x
I

x xx

 

    
 

 
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 

         2 22 2
3 3

1 1 1 1
lim. . 2.

2 242 2.2 2 2 27 2 7 4 2
x

f x

x f x f x x



  

           

. Chọn C 

Câu 63: 
     2018 20172018 2017

2018 20181 1

1 1 ... 1... 2018
lim lim

1 1x x

x x xx x x
I

x x 

        
 

 
 

Xét 
  
   

1 2 1 2

2018 2017 20162017 20161 1 1

1 ... 11 ... 1
lim lim lim

20181 ... 11 ... 1

n nn n n

x x x

x x xx x x n

x x xx x x

   

  

      
  

      
 

Do đó 

2019.2018
2018 2017 ... 1 20192

2018 2018 2
I

  
   . Chọn C 

Câu 64: 
     

0

1 1 2 1 3 ... 1 2018 1
lim
x

x x x x

x

    
 

             
0

1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 3 ...
lim
x

x x x x x x x x x

x

              
  

       
0

1 .2 1 1 2 .3 1 1 2 ...2018
lim 1 ...
x

x x x x x x x x

x x x

     
    

 
 

          
0

lim 1 2 1 3 1 1 2 ...2018 1 1 2 ... 1 2017
x

x x x x x x


           

2018.2019
1 2 3 ... 2018 1009.2019

2
       . Chọn D 

Câu 65: 
         2 2

2 22

2 3 2 3
lim lim . 1 lim 2 3 1

11x x x

a x a x
I x x a x x x

x xx x  

   
            

 

Để I    thì 2 0 2a a     do đó 2
min 2 2.2 4 4P     . Chọn A 

Câu 66: 

2

2 2

3 20172 3 2017 2
2 3 2017 2

lim lim lim
2018 20182 2018 22 2

x x x

x aa
a x axxx x

x
x x

  

   
  

  
 

Do đó 
22 3 2017 1 2 1 1

lim
2 2018 2 2 2 2x

a x a
a

x

 
    


. Chọn A 

Câu 67: 

2

2 2

1 1 44 1 4 4
4 1 4 2 1

lim lim lim
2 22 2x x x

x x
x x x xxx

mx mm m
x x

  

      
   

   
  

 

4m   . Chọn B 

Câu 68: 
   0 0 0 0

3 1 1 3 1 1 3 3 3
lim lim lim lim

23 1 13 1 1 3 1 1x x x x

x x x

x xx x x x   

   
   

    
 

Khi đó 3, 2 13a b P    . Chọn A 



  
 

 Trang 44 
 

Câu 69: Ta có    
0

1
lim 0

4x
f x f m


    

Lại có      0 00 0 0

4 2 4 4 1 1
lim lim lim lim lim

44 24 2 4 2x xx x x

x x x
f x

x xx x x x
      

   
    

    
 

Để hàm số có giới hạn tại 0x   thì 
1 1

0
4 4

m m    . Chọn B 

Câu 70:  
2

1 1

1
lim lim

1x x

x
f x

x  


  


. Chọn A 

Câu 71:    
2

lim 2 3
x

f x f


   

Mặt khác    
2 2

lim lim 1 2 1
x x

f x ax a
  

     

Để tồn tại  
2

lim
x

f x


 thì 3 2 1 2a a    . Chọn B 

Câu 72:        2 2

3 3 3 3
lim lim 2 3 6, lim lim 3 2 15
x x x x

f x x x f x x
      

         

Do    
3 3

lim lim
x x

f x f x
  

  nên không tồn tại  
3

lim
x

f x


 

Khẳng định sai là C. Chọn C 

Câu 73: 
     

   
2

2
2 22

2 3 12 3
lim lim lim 2 3 1

11x x x

a x x xa x
a x x x

x xx x  

      
         

 

 2 2
2

3 1
lim 2 1 1 lim 2 .2 2 0 2
x x

x a a x a a
x x 

                    
 

Khi đó  22 2 4 1 3 3P a a a        

Dấu bằng xảy ra 1a  . Chọn B 

Câu 74: 

2

2

2 2

4 2 1 2
14 2 1 2

lim lim
3 3x x

x x
x x x x xL

ax x bx ax x
b

x

 

 
    

 
  



 

2

2 1 2
4 1

3 3
lim 0

3x

x xx a b
a b a b

a b
x



    


     
  

  

 (trong đó 0a  ). Chọn A 

Câu 75: 
 

   
2

3 21 1

1
lim lim

1 1 1 1x x

a x x ba b

x x x x x 

          
 

Vì    2

31
lim 1

1 1x

a b
f x a x x b

x x

         
 có nghiệm 1x   



  
 

 Trang 45 
 

Khi đó  1 3 0f a b   , kết hợp 
1

4
3

a
a b

b


    

 

Suy ra 
 

   
2

3 3 21 1 1

3 13 1
lim lim lim

1 11 1 1 1x x x

x xb a
L

x xx x x x x  

                    
 

   
  

   
2

22 21 1 1

1 22 2
lim lim lim 1

11 1 1 1x x x

x xx x x

x xx x x x x x  

   
   

      
. Chọn A 

Câu 76: 
 

 
 

      
3 2

2
1 1

lim 1 lim 1 1
1 11x x

x x
x x x x

x xx    
    

 
 

 
   

    
   2

2 2

1 1

1 1
lim 1 lim 1 0

1 1 1x x

x x x x
x x x x

x x x    

 
      

  
. Chọn C 

Câu 77: Do      
2

2 2
0 0 01

5
lim 7 5 1 1

1x

ax bx
ax bx a x x x ax a x x ax

x

 
          


 

Do đó 0 5ax    

Khi đó    
2

0 01 1

5
lim 7 lim 1 7 5 7 2

1x x

ax bx
a x x a x a a

x 

 
          


 

Với  0 0

5
2 1 3

2
a x b a x          

Do đó 2 2 18a b a b    . Chọn A 

Câu 78:  
2 2 2

2

2

2 2018
lim 2 2018 lim

2 2018x x

a x bx x
I ax bx x

ax bx x 

  
    

  
 

   22 2 2

2 2
2

2

2018
22 2018

lim lim
2 20182 2018x x

a b xa b x x x
ax bx x a b

x x

 

    
 

     
 

Để I hữu hạn thì 2a b  khi đó 
2

2 2 1
I

a a aa a
  


. Chọn C 

Câu 79: 
3 3

0 0

1 1 1 1 1 1
lim lim
x x

ax bx ax bx

x x 

       
  

 
   

2 33

20 0 33

1 1

1 1 1 1 1
lim lim

1 11 1 1 1 1
x x

ax

ax ax bx a b

x bxbx x ax ax
 

  
                          
 
 

 

2
3 2

a b
   , mặt khác 

3
5

2

a
a b

b


    

. Chọn D 
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Câu 80: Đặt  
   

 

2 3 2

2

2 7 3 1 2

2 2 3

m m x x m x
f x

m x x

     


  
 

Ta có:  2lim lim 2 7 3
x x

y m m x
 

      

Nếu 22 7 3 0m m    thì lim
x

y


   khi đó điều kiện bài toán không thỏa mãn 

Nếu 22 7 3 0m m    thì lim
x

y


   khi đó điều kiện bài toán không thỏa mãn 

Vậy điều kiện cần để 
   

 

2 3 2

2

2 7 3 1 2
0

2 2 3

m m x x m x

m x x

     


  
 đúng với mọi x thuộc tập xác định là 

2

3
2 7 3 0 1

2

m
m m

m


   
 


 

Điều kiện đủ: 

* Với    
 

22

2 2

1 12 2
3 0

2 3 1 2

xx x
m f x x

x x x

  
      

     
  

* Với  
2

2

1
2

1
32 2 3
2

x x
xm f x

x x

 
  

 
 không thỏa mãn    0f x x   

Vậy có duy nhất 1 giá trị của m là 3m  . Chọn C 


