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Chuyên đề 

Nguyên lý Cực 
hạn 

Huỳnh Kim Linh 

GV Trường THPT Chuyên Lê Quý Đôn, Khánh Hòa 

 

Lời giới thiệu 
Tổ hợp là một lĩnh vực không thể thiếu trong Toán học, nó thường xuyên 

xuất hiện trong các kì thi học sinh giỏi các cấp. Khác với các bài toán trong 
lĩnh vực Giải tích, Đại số, Lượng giác, ... các bài toán Tổ hợp thường liên quan 
đến các đối tượng là các tập hợp hữu hạn. Chính vì thế các bài toán này 
thường mang những nét đặc trưng riêng của Toán học rời rạc. 

Nguyên lí cực hạn hay còn gọi là nguyên lí khởi nguồn cực hạn có phát biểu 
khá đơn giản : Một tập hợp hữu hạn (khác rỗng) các số thực bất kì đều có 
phần tử lớn nhất và phần tử nhỏ nhất. Nhờ có nguyên lí này ta có thể xét các 
phần tử của một đại lượng nào đó có giá trị lớn nhất hoặc giá trị nhỏ nhất, 
chẳng hạn: 

- Xét đoạn thẳng lớn nhất (nhỏ nhất) trong một số hữu hạn đoạn thẳng. 
- Xét góc lớn nhất (nhỏ nhất) trong một số hữu hạn góc . 
- Xét đa giác có diện tích hoặc chu vi lớn nhất (nhỏ nhất) trong một hữu 

hạn đa giác. 
- Xét khoảng cách lớn nhất (nhỏ nhất) trong một số hữu hạn khoảng cách 

giữa hai điểm hoặc khoảng cách từ một điểm đến một khoảng cách. 
- Xét các điểm là đầu mút của một đoạn thẳng, xét các điểm ở phía trái 

nhất hoặc ở phía phải nhất của đoạn thẳng.  
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Chúng ta sẽ tìm hiểu về những ứng dụng của phương pháp này trong các 
bài toán Hình học, Đại số, Số học, … Trong Hình học, chúng ta sẽ áp dụng vào 
các Đại lượng đa dạng như độ dài các cạnh, đại lượng góc, khoảng cách đoạn 
thẳng,…. Còn trong Đại số và Số học, Đại lượng cực hạn là số nhỏ nhất, số lớn 
nhất,….   

Nội dung gồm 4 phần  

Phần 1. MỘT SỐ VÍ DỤ MỞ ĐẦU 

Phần 2. NGUYÊN LÍ CỰC HẠN TRONG HÌNH HỌC 

      2.1. Góc lớn nhất hoặc góc nhỏ nhất 

2.2. Khoảng cách lớn nhất hoặc nhỏ nhất 

2.3. Diện tích và chu vi lớn nhất hoặc nhỏ nhất 

2.4. Bao lồi và đường thẳng tựa 

2.5. Bài tập 

Phần 3. SỬ DỤNG NGUYÊN LÍ CỰC HẠN TRONG ĐẠI SỐ VÀ SỐ HỌC 

3.1. Các bài toán số học 

3.2. Các bài toán đại số 

3.3. Bài tập 

Phần 4.   NGUYÊN LÍ THỨ TỰ TRONG TẬP SỐ TỰ NHIÊN 

4.1  Nguyên lí thứ tự 

4.2 .Nguyên lí quy nạp toán học  

4.3 Sự tương đương giữa hai nguyên lí  

 

Dù cố gắng nhiều nhưng chuyên đề không tránh khỏi sai sót, rất mong 
nhận được sự đóng góp từ các thầy, cô giáo và các em học sinh.  

Hi vọng rằng chuyên đề này sẽ giúp các bạn bớt khó khăn khi nghiên cứu 
Tổ hợp, đồng thời giúp các bạn tìm thấy vẻ đẹp sáng tạo của Toán học khi giải 
loại toán này. 

Cuối cùng, tác giả xin chân thành cảm ơn các bạn với những đóng góp ý 
kiến bổ ích. 
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Phần 1. MỘT SỐ VÍ DỤ MỞ ĐẦU : 

Ví dụ 1.Cho n điểm xanh và n điểm đỏ, trong đó không có 3 điểm nào thẳng hàng. 
Chứng minh rằng ta có thể nối 2n điểm này bằng n đoạn thẳng có đầu mút khác màu 
sao cho chúng đôi một không giao nhau.   

Lời giải. Với mỗi cách nối 2n điểm bằng n đoạn thẳng xanh - đỏ, ta tính tổng 
độ dài các đoạn thẳng được nối. Do số cách nối là hữu hạn nên tồn tại cách 
nối có tổng độ dài nói trên là nhỏ nhất.Ta sẽ chứng minh cách nối này thỏa 
mãn yêu cầu bài toán. 

Ta giả sử ngược lai, tồn tại 2 đoạn thẳng cắt nhau, giả sử các đoạn thẳng 
đó là AB và CD giao nhau tại điểm O (A, C màu đỏvà B, D màu xanh ) 

Ta có :      AD < OA + OD (Bất đẳng thức tam giác) 

   BC < OB + OC  (Bất đẳng thức tam giác) 

            Suy ra  :  AD + BC < AB + CD 

Do đó : nếu ta giữ nguyên n - 2 đoạn nối còn lại và thay AB, CD bằng 
AD, BC thì tổng các đoạn nối của cách nối mới nhỏ hơn cách nối của chúng 
ta.Trái với giả thiết. Vậy :Tồn tại cách nối 2n điểm bằng n đoạn thẳng xanh - 
đỏ sao cho chúng không cắt nhau. 

Ví dụ 2. Chứng minh rằng không tồn tại số lẻ n,sao cho 15n +1 chia hết n . 

Lời giải. Với n > 1, ta giả sử p là ước số nguyên tố lẻ nhỏ nhất của n và k là số 
nguyên dương nhỏ nhất sao cho 15k -1 chia hết cho p.  

               Vì 152n - 1 =(15n - 1)(15n +1) chia hết cho n nên 152n - 1 chia hết cho p. 
Như vậy (15, p) =1 và theo định lí Fermat, ta có 15p-1 -1 chia hết cho p. Theo đề 
bài, ta suy ra k là ước số của p - 1 và 2n. 

                Ta lại có k chia hết p - 1 nên  k  ≤  p - 1 ≤  p  

                 Nếu k là số lẻ thì k sẽ chia hết n (vì k chia hết 2n).  

Ta có k chia hết n  (k < p) nhưng p là ước số nguyên tố  nhỏ nhất của n nên k =1, 
như thế p chia hết 15k– 1=14 

                  Nếu k =2l, l là nguyên dương thì l < 2l = k <p , k = 2l chia hết 2n. 

Từ đó l < p, l chia hết n và tương tự như trên l = 1  k = 2.  
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Từ đó p chia hết 15k +1chia hết cho 7. 

Nhưng rõ ràng 15n + 1 chia 7 dư 2. Mâu thuẫn . Vậy n =1 thỏa mãn đề bài . 

Phần 2.  NGUYÊN LÍ CỰC HẠN TRONG HÌNH HỌC : 

          Ta nhận thấy rằng, có khá nhiều bài toán được giải bằng việc xét các 
phần tử cực biên (phần tử lớn nhất hoặc nhỏ nhất ). Vậy trong hình học các 
phần tử cực biên là gì? Trong phần này chúng ta sẽ tìm hiểu các phần tử cực 
biên là các góc lớn nhất hoặc nhỏ nhất, độ dài lớn nhất hoặc nhỏ nhất, các 
điểm đầu mút của đoạn thẳng ,… Việc sử dụng nguyên lí cực hạn trong hình 
học cho ta những lời giải nhanh,gọn và đẹp. Sau đây là một số ví dụ minh họa 
cho phương pháp này : 

2.1 Góc lớn nhất và góc nhỏ nhất : 

Ví dụ 2.1  Chứng minh rằng nếu tất cả các cạnh của tam giác đều đều nhỏ hơn 1 thì 

diện tích tam giác nhỏ hơn 3 .
4

 

Lời giải . Gọi A là góc nhỏ nhất của tam giác ABC, thì góc  060 .BAC ≤   (hình 
2.1) 

         Ta có : SABC = 1 .
2

BH.AC =  

1 . .sin .
2

AB BAC AC   

 SABC ≤ AB.AC. ≤  .1.1. 3
2

 = 3 .
4

 

Suy ra điều phải chứng minh . 

A

B

C

D

M

 

Hình 2.1                                                Hinh 2.2 

 

HA

B

C
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Ví dụ 2.2 . Chứng minh rằng bốn đường tròn đường kính là bốn cạnh của một tứ 
giác lồi thì phủ kín miền tứ giác đó. 

Lời giải . Gọi M là điểm bất kì trong tứ giác ABCD (hình 2.2) . 

   

0360AMB BMC CMD DMA+ + + =  

Do đó, góc lớn nhất trong tứ giác không nhỏ hơn . Không mất tính tổng 

quát, ta giả sử AMB  lớn nhất. Suy ra :  090BMC ≥ . Từ đó, M thuộc đường tròn 
đường kính BC . 

 

Ví dụ 2. 3. Cho tam giác nhọn ABC. Gọi P là điểm bất kì trong tam giác. Chứng 
minh rằng khoảng cách lớn nhất trong các khoảng cách từ P đến các đỉnh A, B, C của 
tam giác không nhỏ hơn 2 lần khoảng cách bé nhất trong các khoảng cách từ P đến các 
cạnh tam giác (hình 2.3) . 

Lời giải . 

Ta dựng PA1, PB1, PC1 tương ứng vuông góc với các cạnh BC, CA, AB. Vì tam 
giác ABC là tam giác nhọn nên A1, B1, C1 lần lượt nằm trên 3 cạnh BC, CA, AB. 

Nối PA,  PB,  PC ta có :      

0
1 1 1 1 1 1 360APC C PB BPA A PC CPB B PA+ + + + + =  

Suy ra góc lớn nhất trong 6 góc này không thể nhỏ hơn . Không mất tính 
tổng quát, ta giả sử  góc APC1 lớn nhất, do đó góc APC1 ≥ . 

Xét tam giác APC1 vuông tại C1,ta có : 

01
1

1os os60
2

PC c APC c
AP

= ≤ =  

Từ đó, ta có : AP ≥ 2PC1. Nếu thay AP là khoảng cách lớn nhất trong các 
khoảng cách từ P đến các đỉnh và thay PC1 là khoảng cách ngắn nhất trong các 
khoảng cách đó thì bất đẳng thức được 
thỏa mãn. 

 

Hình 2.3    
A

C

B

B1
A1

C1

A

B

CB1

C1

A1
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  Hình 2.4 

 

Ví dụ 2.4. (hình 2.4). Cho tam giác ABC và các điểm A1, B1, C1 thuộc các cạnh BC, 
CA, AB. Biết rằng dộ dài các đoạn thẳng AA1  ,BB1  ,CC1 không lớn hơn 1.  Chứng 

minh  : SABC ≤ 3
3

. 

Lời giải . Không mất tính tổng quát, ta giả sử : 
  

C B A≤ ≤ .  

Ta xét các trường hợp sau : 

Trường hợp 1. Tam giác ABC có 3 góc nhọn . 

Khi đó, 


0 060 90A< < Ta có:hb ≤ BB1 ≤ 1 và hc ≤ CC1 ≤ 1 

 (hb , hc là đường cao tương ứng của tam giác hạ từ B , C ).   

Ta có: 0

1 1 1 1.
2 2 sin 2sin 60 3

b c
ABC c

h hS c h
A

= = ≤ =            (1) 

      Suy ra : SABC ≤ 3
3

. 

Trường hợp 2 . Tam giác ABC không là tam giác có 3 góc nhọn.  

Khi đó :  góc A ≥   

                         Suy ra : AB ≤ BB1 ≤ 1 và AC ≤ CC1 ≤ 1 . 

                          Như vậy, 1 1 1.
2 2s 3ABCS AB AC= ≤ <            (2)                              

                          Từ (1) và (2)  đpcm . 

2.2 Khoảng cách lớn nhất và nhỏ nhất : 

Ta xét một vài ví dụ sau : 

Ví dụ 2.5  Trên mặt phẳng cho n điểm ( với n ≥3 ) sao cho trong chúng không có 3 
điểm bất kì nào thẳng hàng.  Chứng minh rằng : n điểm đã cho thẳng hàng . 

Lời giải . Giả sử ngược lại, n điểm đã cho không thẳng hàng. Dựng qua mỗi 
cặp điểm trong số n điểm đó một đường thẳng. Số các đường thẳng được nối 
như trên là hữu hạn. Do vậy, tồn tại một khoảng cách nhỏ nhất . 
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     Giả sử : Khoảng cách từ A đến đường thẳng BC là nhỏ nhất. Theo giả thiết, 
đường thẳng đi qua B và còn đi qua điểm thứ 3 là D (với D ≠ B,C) . 

     Ta vẽ AQ  BC, khoảng cách AQ nhỏ nhất (theo điều giả sử ). Trong 3 điểm 
thẳng hàng B, C, D phải có ít nhất 2 điểm nằm cùng phía với Q, cho đó là C và 
D (hình 2.5). 

      Giả sử: CQ < DQ, vẽ CR AD, dễ thấy CR < AQ. Điều này vô lí với AQ 

nhỏ nhất. Từ đó suy ra n điểm đã cho phải thẳng hàng 

 
DB

A

Q C

R

 

 

Hình 2.5             Hình 2.6 

 

Ví dụ 2.6. Chứng minh rằng trong một ngũ giác lồi bất kì tồn tại 3 đường chéo, mà 
chúng có thể dựng được một tam giác . 

Lời giải. Giả sử BE là đường chéo lớn nhất của ngũ giác lồi ABCDE. Ta sẽ 
chứng minh các đoạn thẳng BE, EC và BD tạo thành các cạnh của một tam 
giác. Như vậy ta cần chứng minh BE < EC + BD. Thật vậy, gọi O là giao điểm 
của BD và EC . 

Vậy : BE< BO + OE < BD +CE  

 

Ví dụ 2.7. Trên mặt phẳng cho n điểm (với n ≥ 2 ) và đánh đấu trung điểm của tất cả 
các đoạn thẳng có những điểm cuối là những điểm đã cho. Chứng minh rằng những 
điểm đã đánh dấu không ít hơn 2n - 3 điểm khác nhau. 

Lời giải : Giả sử hai điểm A và B có khoảng cách lớn nhất trong các cặp điểm 
đã cho. 

O

A

B

C

D
E
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              Ta xét những trung điểm của các đoạn thẳng nối A với các điểm còn 
lại. Tất cả các trung điểm này khác nhau, nằm trong đường tròn tâm A bán 

kính 
2

AB  và có số lượng là n - 2 điểm. 

               Tương tự với điểm B . 

                Hai đường tròn trên tiếp xúc với nhau tại trung điểm của AB, vì thế 
số trung điểm đánh dấu ít nhất là 2(n – 2) + 1 = 2n  - 3 điểm . 

 

2.3.Diện tích và chu vi lớn nhất hoặc nhỏ nhất : 

Ví dụ 2.8 .Gọi O là giao điểm của hai đường chéo trong tứ giác ABCD. Chứng minh 
rằng nếu các tam giác AOB, BOC,COD và DOA có chu vi bằng nhau thì ABCD là 
hình thoi . 

Lời giải . Không mất tính tổng quát ta giả sử OA ≥ OC và OD ≥ OB  (hình 2.8) 
. 

 

Gọi B1, C1 là điểm đối xứng của B và C qua 
O  OB1 = OB và OC1 = OC.  

Ta có tam giác OC1B1 nằm trong tam giác 
OAD.  

Ta có : POAD ≥ POC1B1 = POCB = PAOD.  

Dấu “=” xảy ra khi B1=D và C1=A . 

Khi đó tứ giác ABCD có OA = OC và OD = OB, suy ra tứ giác ABCD là hình 
bình hành . 
Mặt khác               PAOB = AB + BO +OA 

                               PBOC = BC + BO + OC 

       Suy ra AB = BC. Vậy tứ giác ABCD là hình thoi . 

 

 

O

A

B
C

D

C1
B1

O

A

D

B

C
B1

C1

Hình 2.8 
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Ví dụ 2.9 .Cho tứ giác ABCD nội tiếp (O). Chứng minh rằng nếu các đường chéo 
AC, BD cắt nhau tại O thì tứ giác ABCD là hình thoi . 

 

 

 

Lời giải . Không mất tính tổng quát, ta giả sử : OA ≥ OC và OD ≥ OB  (hình 
2.9). 

Gọi B1 ,C1 là điểm đối xứng của B, C qua O  

OB1 = OB và OC1 =OC . Vì BC là tiếp tuyến của (O) nên B1C1 cũng tiếp xúc 

với (O). Mặt khác AD cũng tiếp xúc với (O) AD  B1C1 hay A C1, D B1.  

Do đó OA = OC và OD = OB, suy ra tứ giác ABCD là hình bình hành.Mặt 
khác, tứ giác ABCD ngoại tiếp (O) suy ra AB + CD = AD + BC 2AB = 2AD,  

nghĩa là AB =AD.  

Vậy tứ giác ABCD là hình thoi . 

 

2.4 . Bao lồi và đường thẳng tựa : 

a) Bao lồi: của một tập hợp hữu hạn điểm trong mặt phẳng là tam giác lồi nhỏ 
nhất mà nó chứa tất cả các điểm đã cho (nó không chứa trong nó bất kì đa giác 
nào). Một hệ thống hữu hạn điểm trong mặt phẳng tồn tại duy nhất một bao 
lồi . 

b) Đường thẳng tựa : của một tứ giác lồi là một đường thẳng mà nó đi qu a 
một đỉnh của đa giác và có tính chất sao cho đa giác nằm về một bên của nó. 
Dễ thấy rằng khi ta xét một tứ giác lồi bất kì tồn tại hai đường thẳng tựa song 
song với một đường thẳng đã cho . 

 

Ví dụ 2.10. Chứng minh rằng mọi đa giác lồi có diện tích bằng  1 có thể đặt vào một 
hình chữ nhật có diện tích bằng 2. 
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Lời giải. AB là đường chéo lớn nhất của đa giác.Qua hai điểm A , B lần lượt 
vẽ các đường thẳng a, b tương ứng vuông góc với AB (như hình 2.10 ). Nếu X 
là một đỉnh của đa giác thì AX ≤ AB và XB ≤AB , vì thế đa giác nằm trong một 
dải tạo bởi hai đường thẳng a, b . Ta vẽ 2 đường thẳng tựa song song AB . Giả 
sử những đường thẳng này đi qua C và D, đồng thời tạo với a, b hình chữ 
nhật KLMN .  

Khi đó, SKLMN = 2SABC + 2SABD 

       Mà tứ giác ABCD được chứa trong đa 
giác ban đầu, nên diện tích nhỏ hơn 1 hay 

 SABC+SABD≤1.    

Từ đó suy ra SKLMN ≤ 2 (đpcm) 

HHình 2.10 

2.5. Một số bài luyện tập : 

2.11.Trên đường thẳng có 50 đoạn thẳng.Chứng minh rằnghoặc có 8 đoạn 
thẳng trong chúng đôi một giao nhau, hoặc có 8 đoạn thẳng trong chúng đôi 
một rời nhau.(Tài liệu chuyên Toán Đại số 10 ) 

2.12.Trên đường thẳng có 2n+1 đoạn thẳng.Mỗi một đoạn thẳng giao với ít 
nhất n đoạn thẳng khác. Chứng minh rằngtồn tại một đoạn thẳng giao với tất 
cả các đoạn thẳng còn lại . (Tài liệu chuyên Toán Đại số 10) 

 

K L

MN

A B
a b

C

D
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Phần 3 .  

SỬ DỤNG NGUYÊN LÍ CỰC HẠN TRONG CÁC BÀI 
TOÁN VỀ ĐẠI SỐ VÀ SỐ HỌC : 

 

3.1 . Các bài toán về số học : 

Ví dụ 3.1. Chứng minh rằng nếu n là số tự nhiên lớn hơn 1, thì 2n - 1 không chia hết 
cho n . 

Lời giải . Giả sử 2n - 1 chia hết cho n với n>1 nào đó. Ta có : 2n - 1 là số lẻ  n 

cũng là số lẻ. Gọi p là ước số nguyên tố nhỏ nhất của n. 

Khi đó 2n -1 p ,do đó 2n -1  1 (mod p) 

Theo định lý Fermat, 2p-1  1 (mod p).  

Cho k là số nguyên dương nhỏ nhất sao cho 2k 1(mod p) 

Khi đó, n k (vì ngược lại thì n=kq + r với 0 < r < k và 1 2n = (2k )q .2r  2r (mod 

p), trái với k là số nhỏ nhất ).  

Tương tự  p-1  k 

Do đó : UCLN (n , p - 1)  k.  

Đặt d = UCLN(n, p-1), khi đó nó phải bằng 1, vì n  d , d ≤ p - 1 và p là số 
nguyên tố nhỏ nhất của n. Do đó k = 1 và 2= 2k  1 (mod p) , điều này vô lí . 

 

Ví dụ 3.2 . Chứng minh rằng nếu phương trình x2 + y2 + 1= xyz có nghiệm nguyên 
dương x, y, z thì z = 3 . 

Lời giải . Giả sử phương trình có nghiệm nguyên dương ( x, y ,z) với z ≠ 3. 
Khi đó x ≠ y (vì nếu ngược lại thì 2x2 +1 = x2z cho ta x2 (z – 2) =1và do đó x =1, z 
= 3, vô lí). Vì phương trình đối xứng với x, y nên ta có thể giả thiết x > y. Giữa 
tất cả những nghiệm nguyên dương của phương (x , y, z ) với x > y và z ≠ 3 , ta 
chọn (x0, y0, z0 ) là nghiệm với x0 nhỏ nhất  . 
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               Ta xét phương trình bậc hai theo x là x2 – y0z0x + (y02 + 1) = 0 có 

nghiệm x0. Một nghiệm khác của phương trình này là 
2

0
1 0 0 0

0

1yx y z x
x
+

= − =  

Ta có : 
2 2

0 0
1 0

0 0

1 10
1

y yx y
x y
+ +

< = ≤ ≤
+

 

                Ta biết rằng ( y0 , x1 ,z0 ) cũng là nghiệm nguyên dương của phương 
trình ban dầu với y0 ≥ x1 và z0 ≠ 3.Tuy nhiên y0 < x0 , trái với x0  là số nhỏ nhất 
đã chọn . 

 

Ví dụ 3.3 . Tìm tất cả bộ 3 số nguyên dương sao cho tích của 2 số trong bộ số cộng 
với 1 chia hết cho số còn lại . 

Lời giải.  

Ta giả sử a ≥ b ≥ c ≥ 1. Theo đề bài thì ab +1  c ,bc +1 a và ac +1 b. Suy ra 

(ab+1)(bc+1)(ac+1)  abc. Do đó ab + bc + ac +1  abc,  

Nghĩa là ab + bc + ac + 1 = k .abc (k Z)  (1)                                                                                                                                   

Vì a, b, c là những số nguyên dương lớn hơn 1 nên ta có  

ab + bc +ca +1 ≤ 4abc   k ≤ 4 

Trường hợp k = 4 : Suy ra a = b = c = 1  (thỏa ) 

Trường hợp k = 3:Từ ( 1) 3abc ≤  4ab, nghĩa là c ≤ 1  c = 1. 

Thay c = 1 vào (1) thì ab + a + b +1= 2ab, tương đương với (2a - 1 )(2b - 1) = 3. 

Vậy chỉ có a = 2 , b =1 . 

Trường hợp k = 2: Từ ( 1 ) 2abc ≤ 4ab, nghĩa là c ≤  2, nên có c = 1 hoặc c = 2. 

Thay c =1 vào (1) ta có ab + a + b +1 = 2ab tương đương với ( a  - 1 )(b – 1) = 2. 

Vậy chỉ có a = 3, b = 2 . Trường hợp c = 2 không có nghiệm nguyên . 

Trường hợp k = 1: Từ (1)  abc ≤ 4ab,nghĩa là c ≤ 4 .Nên ta xét c = 1.Thay c = 1 

vào (1) ta có ab + a +b +1 = ab, trường hợp này phương trình không có nghiệm.  

Xét c = 2 (1)  ab+2a +2b +1 = 2ab  ( a – 2 )( b – 2 ) = 5, 
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Vậy ta tìm được a = 7, b = 3. Các trường hợp c = 3, c = 4 phương trình không có 
nghiệm . 

Vậy nghiệm của bài toán là ( 1 , 1 , 1 ) ,( 2 , 1 , 1 ) , ( 3 , 2 , 1 ) và ( 7 , 3 , 2 ) 

 

        3.2 .  Các bài toán về đại số :  

Ví dụ 3.4. Cho x, y, z là các số thực sao cho:  x2 + y2 + z2 = 2. 

Chứng minh rằng : x + y + z  ≤  xy z + 2. 

Lời giải . Ta giả sử z là số không dương thì  

2 + xyz – x – y – z = ( 2- y – z ) - z ( 1- xy ) ≥ 0 

Vì  2 22( ) 2x y x y+ ≤ + ≤  và 
2 2

1
2

x yxy +
≤ ≤ .  

Chính vì vậy chúng ta có thể giả thiết x, y, z là các số dương và sắp xếp theo 
thứ tự  

0 ≤ x ≤  y ≤ z . 

Nếu z  ≤ 1, thì  2 (1 )(1 ) (1 )(1 ) 0xyz x y z x y z xy+ − − − = − − + − − ≥  

Nếu z > 1, thì   2 2( ) 2(( ) ) 2 1 2 2x y z x y z xy xy xyz+ + ≤ + + = + ≤ + ≤ +  

 

Ví dụ 3.5 . Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình 2 3x y z+ = +  

Lời giải .Vai trò của y, z là như nhau, nên ta có thể giả sử y ≥ z. 

Bình phương hai vế ta nhận được 2 3 2x y z yz+ = + +  

Suy ra  2( ) 4 3( ) 4 12x y z x y z yz− − + − − = −         ( 1 ) 

Từ ( 1 ) x – y – z = 4 yz – 12 = 0 vì nếu x – y – z ≠ 0 thì VT là một số vô tỉ ,còn 

VP là một biểu thức hữu tỉ ,điều này không thể được.  

Suy ra yz = 3, vậy y = 3, z = 1. Ta có x = y + z = 4.  

Vậy nghiệm của phương trình là ( 4 , 3 , 1 ) , ( 4 , 1 , 3 ) 

 

Ví dụ 3.6. Tìm các số nguyên x , y > 1 sao cho 3x + 1 y và 3y + 1 x 
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Lời giải .Xét x = y thì 3x + 1 x 1 x,do đó x = 1,điều này trái với giả thiết x> 

1,nên x, y không thể bằng nhau . 

Xét x < y  thì tồn tại số nguyên p sao cho 3y + 1 = px. 

Mặt khác vì 3x > 3y  3x ≥ 3y + 1= px . 

Dấu “ = ” không xảy ra vì 3y + 1 không chia hết cho 3, nên ta chỉ có 3x > px.  

Từ đây chỉ có p = 1 hoặc p = 2  

     Nếu p = 1 thì 3y + 1= x   3( 3y + 1 ) y, do đó 4 y suy ra y= 2 hoặc y = 4  

     Nếu p = 2 thì 2x = 3y + 1 9y + 5 y , nghĩa là 5 y. Suy ra y = 5  

Vậy bài toán có nghiệm ( 7 , 2 ) ,( 13 , 4 ) ,( 2 , 7 ) ,( 4 , 13 ) ,( 8 , 5 ) ,(5 , 8 ) 

 

3.3.Một số bài luyện tập  

3.7. Trong mỗi ô của bảng hình chữ nhật người ta viết một số. Cho phép đồng 
thời đổi dấu tất cả các số trên một dòng hoặc một cột nào đó. Chứng minh 
rằng phép thực hiền này có thể đưa bảng đã cho thành một bảng sao cho tổng 
của các số trên mỗi hàng hoặc trên mỗi cột là không âm. 

 

3.8. Tại các đỉnh của một 100-giác đặt các số sao cho mỗi số đều là trung bình 
cộng của hai số bên cạnh. Chứng minh rằng tất cả các số đều bằng nhau. 

 

3.9. Mỗi nghị sĩ ở một quốc hội có không lớn hơn ba người bạn. Chứng minh 
rằng quốc hội có thể chia làm hai nhóm sao cho mỗi nghị sĩ trong một nhóm 
sẽ có không lớn hơn một người bạn ( Biết rằng nếu B là bạn của nghị sĩ A thì 
A là bạn của nghị sĩ B). 
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Phần 4. NGUYÊN LÍ THỨ TỰ TRONG TẬP SỐ TỰ NHIÊN  

       4.1  Nguyên lí thứ tự : 

           Tập hợp số N ={0, 1, 2, 3, 4, …} được gọi là tập hợp số tự nhiên. Mỗi phần 
tử của nó được gọi là một số tự nhiên. Tập hợp số tự nhiên thường gắn với 2 
phép toán cộng và nhân. Với những số tự nhiên a, b và c, các phép toán trên có 
những tính chất sau : 

  1 . a + b và ab cũng là số tự nhiên ( tính đóng ) . 

  2 . ( a + b ) + c = a + ( b + c ) và ( ab ) c = a ( bc ) ( tính kết hợp ) . 

  3. a ( b+ c ) = ab + ac ( tính phân phối ) . 

  4. 0 + a = a +0 ( đơn vị cộng tính ) 

  5. 1. a = a .1 = a ( đơn vị nhân tính ) 

 Người ta còn xét thứ tự  <  (nhỏ hơn ) thường dùng trong tập số tự 
nhiên :  

0 < 1 < 2 <  3 < 4…  Thứ tự này có tính chất sau: Nếu a, b và c là những số tự 
nhiên khác nhau thì  

 ( 1 ) Hoặc là a < b hoặc là  b<a, nhưng không đồng thời có cả hai BĐT 
này. 

 ( 2 ) Nếu a < b và b < c thì a < c  

Người ta công nhận một tính chất quan trọng trong tập số tự nhiên như 
một tiên đề cơ sở : 

 Nguyên lí thứ tự : Mọi tập hợp con khác rỗng những số tự nhiên luôn có 
phần tử nhỏ nhất . 

  Ví dụ : Cho tập hợp  S được định nghĩa như sau : 

 S = { x / x là tích của những số nguyên dương chẵn khác nhau } . 

Ta có  tập hợp này S = { 8 ,12 , 16 , 20 , 24 , ….}.  

Ta thấy rằng tập hợp S thực sự phần tử nhỏ nhất là 8 . 

 Nguyên lí thứ tự đúng trong tập hợp số tự nhiên N nhưng không đúng 
trong tập số nguyên được định nghĩa và kí hiệu như sau :  
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  Z = {…., -3,  -2,  -1,  0, 1, 2, 3,….} 

 Với thứ tự  <  thì tập con khác rỗng những số nguyên âm không có phần 
tử nhỏ nhất . 

 Định lí 4.1: Cho tập hợp khác rỗng những số tự nhiên  S ={ x1, x2, x ,… } sao 
cho x1>x2> x3>….Khi đó S là tập hợp hữu hạn . 

 Chứng minh . Theo giả thiết S là tập hợp khác rỗng . Giả sử S là tập vô 
hạn . Từ x1> x2 . x3> ….. ( theo giả thiết ) , suy ra S không có phần tử nhỏ nhất . 
Điều này trái với nguyên lí thứ tự . Do đó S là tập hợp hữu hạn .  

Ví dụ 4.1. Chứng minh rằng  là số vô tỉ . 

Lời giải . Ta sử dụng phương pháp chứng minh phản chứng .  

Giả sử  là số hữu tỉ , nghĩa là  =  ( a , b là số nguyên dương ) . 

Điều này suy ra tập hợp S = { n   / đồng thờin và  n  là những số nguyên 

dương } là tập hợp khác rỗng (vì nó chưa a ). 

Theo nguyên lí thứ tự S có phần tử nhỏ nhất , gọi nó là j =  k , k  Z . 

Vì  - 1 > 0 nên j (  – 1 ) = j  – k  = ( j – k )  là một số nguyên dương.  

 Từ 2 < 2  và j  = 2k, ta suy ra  

  ( j – k )  = k ( 2 -  ) <k  = j 

 Như vây, ( j – k )  là một số nguyên dương trong S, mà nó lại nhỏ hơn 

số nhỏ nhất j.  Điều này vô lí với cách chọn  j . Suy ra điều cần chứng minh . 

 

Ví dụ 4.2 . Cho a, b, c là những số nguyên sao cho  a6 + 2b6 = 4c6.  

Chứng minh rằng a = b = c = 0 

Lời giải. Dễ thấy ta chỉ cần chứng minh cho những số nguyên không âm là 
đủ. Ta chọn bộ 3 số nguyên không âm a, b, c thỏa mãn điều kiện đề bài đã cho 
và với max (a , b , c ) > 0 có tập GTNN ( điều này tồn tại vì theo nguyên lí thứ 
tự cho tập con khác rỗng các số tự nhiên ) .  

Nếu a6+2b6=4c6  thì a phải là số chẵn, nghĩa là a = 2a1 với a1 là một số nguyên 
dương. Thay vào đẳng thức đã cho ta nhận được 32a16+b6= 2c6.  
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Từ đây lại có b = 2b1 và suy ra 16a16 + 32b16 = c6 .  

Như vậy ta lại có c=2c1 và cuối cùng a16 + 2b16 = 4c16 

 Vậy (a1, b1, c1 ) là bộ 3 số nguyên không âm thỏa mãn đẳng thức đề bài 
đã cho, mặt khác, ta có max (a1, b1, c1 ) < max (a, b, c ).Điều này mâu thuẫn với 
cách chọn các số a,b,c.  Suy ra max (a, b,c ) = 0 , nghĩa là a = b = c = 0   . 

Ví dụ 4.3. (IMO 1988 ) . Chứng minh rằng nếu a, b là những số nguyên dương sao 

cho   là một số nguyên thì    là một số chính phương . 

Lời giải . Giả sử số  = k là một số nguyên, nhưng không phải là số chính 

phương với max (a, b) nhỏ nhất (điều này tồn tại do tiên đề thứ tự).  

Không mất tính tổng quát ta có thể giả sử a ≤ b.  

Nếu a = b thì 0 < k =   < 2, từ đó suy ra k = 1và 1 là số chính phương . 

 Kết luận bài toán đúng . 

 Xét trường hợp a < b : Ta xét a2 + b2 – k ( ab + 1 ) = 0  là phương trình bậc 
hai theo biến b . 

Theo định lí Vi-ét ta có tổng hai n0 của pt là ka và tích 2 n0 là a2 – k.  

Kí hiệu b1, b2 là 2 nghiệm nói trên thì b1+ b2= ka và b1.b2 = a2 – k.  

Vì a, k là những số nguyên dương và b1 thỏa mãn  a2+ b12–k ( ab1 + 1 ) = 0,  nên 
ta có b1 ≥ 0. Nếu ngược lại thì b1 không thể là nghiệm của phương trình đang 
xét . 

 Hơn nữa, nếu b1 = 0 thì a2 + 02 = k ( 0.a +1 ), mà k không phải là số chính 

phương, điều này vô lí. Như vậy b1> 0 và b1 =  <  < b, do đó ta tìm một 

số nguyên b1 thỏa mãn  = k, mà max (a , b1 ) < max ( a , b ). Điều này vô lí 

. 

 Vậy : k không phải là số chính phương .  

4.2 . Nguyên lí quy nạp toán học : 

 Định lí 4.1. chỉ đưa ra một tập con khác rỗng của N có dãy con giảm vô 
hạn thì nó hữu hạn. Một tập con những số tự nhiên có một số tính chất nào đó 
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mà từ tính chất này suy ra tập con đó trùng với tập số tự nhiên được không? 
Câu trả lời là có và được thể hiện ở định lí 4.2 sau đây . 

 Định lí 4.2 ( Nguyên lí quy nạp toán học ) : 

Nếu một tập S những số nguyên không âm có tính chất : 

 1 . S chứa số 0. 

 2 . Nếu S chứa số nguyên n thì nó cũng chứa số nguyên n +1. Khi đó S = N. 

 Chứng minh. Giả sử S là tập con thực sự của N, nghĩa là có số nguyên 
dương thuộc N nhưng không thuộc S. Vậy theo nguyên lí thứ tự tồn tại số 
nguyên dương nhỏ nhất k không nằm trong S. Ta thấy rằng k > 0 vì 0  S. Vì k 

– 1 < k, theo cách chọn trên thì k -1  S .Nhưng theo giả thiết thứ hai phải có k – 
1 + 1 S.  

Vì thế k = k – 1 + 1 cũng nằm trong tập S, điều này vô lí với cách chọn k.  

Suy ra S = N.  

 Từ định lí trên ta có thể suy ra những hệ quả sau : 

 Hệ quả 1 : 

Nếu tập hợp S những số nguyên dương chứa số m và cũng chứa n + 1 mỗi khi nó 
chứa n với n > m thì S chứa tất cả những số nguyên dương lớn hơn hoặc bằng m . 

 Hệ quả 2 (nguyên lí quy nạp toán học mạnh ) : 

Nếu tập hợp S những sốnguyên dương chứa số m và nó cũng chứa n + 1 mỗi khi nó 
chứa các số m+1, m+2, … , n với n> m, thì S chứa tất cả các số nguyên dương lớn 
hơn hoặc bằng m . 

 

Ví dụ 4.4 . Chứng minh rằng A( n ) = 7n + 3n – 1 9 n N . 

Lời giải . Ta kí hiệu tập hợp S = { n / n Z và A( n ) 9 }. Ta sử dụng nguyên lí 
qui nạp để chứng minh, vậy ta kiểm tra các điều kiện giả thiết . 

 ( 1 ) Với n = 0 , ta có A( 0 ) 9. Vậy 0 S . 

 ( 2 ) Giả sử n S, nghĩa là n N và A( n ) = 7n + 3n – 1 9 với n > 0.  

Ta xét n + 1  N  
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Do đó :       A( n + 1 ) = 7n+1 + 3( n + 1 ) – 1 = 7. 7n + 3n + 3 – 1 

        = 7 ( 7n + 3n – 1 ) – 9 ( 2n – 1 ) 

        = 7 A( n ) – 9 ( 2n – 1 )  

 Vì A( n )  9 ( theo gt ) , nên A( n + 1 )  9 , nghĩa là n + 1  S . Theo 
nguyên lí quy nạp suy ra S = N , nghĩa là n ≥ 0 , A( n )  9  

 

Ví dụ 4.5 .Chứng minh rằng : 

  13 + 23 + 33 + …+ n3 =  ( ) 2
1

2
n n +
 
 

, n  N* . 

Lời giải . Ta kí hiệu T( n ) = 13 + 23 + 33 + …+ n3  và  

  ( ) ( ) 2
* 1
,

2
n n

S n n N T n
  + = ∈ =  

   
 

Ta kiểm tra các điều kiện của nguyên lí quy nạp toán học : 

Với n = 1 , T( 1 ) = 13 = 1 và ( ) 2
1 1 1

1
2

 +
= 

 
 T( 1 ), suy ra 1 S 

( 2 ) Giả sử n  S, nghĩa là T( n ) = ( ) 2
1

2
n n +
 
 

 .  

Ta xét n + 1 N và  

 T( n + 1 ) = 13 + 23 + 33 +….+ n3 + ( n + 1)3 = T( n ) + ( n + 1 )3 

         = ( ) 2
1

2
n n +
 
 

 + ( n + 1 )3 = ( )( ) 2
1 2

2
n n + +

 
 

 

 Suy ra n + 1  S.  

Theo nguyên lí quy nạp toán học thì S = N*, nghĩa là n ≥ 1 ta có  

 T( n ) = ( ) 2
1

2
n n +
 
 

  

Ví dụ 4.6 . Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n , luôn có  
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  1 1 1 1 1 1 11 .... ....
2 3 4 2 1 2 2n n n n

− + − + − = + + +
+ +

 

Lời giải . Ta có : 

1 1 1 1( ) 1 ....
2 3 4 2

A n
n

= − + − + −  và 1 1 1( ) ....
1 2 2

B n
n n n

= + + +
+ +

 

Khi đó A( n + 1 ) = A( n ) +  -  

            B( n + 1 ) = B( n ) -  +  +  

Đặt S ={n / n  N* và A( n ) = B( n )}.  

Ta chứng minh bài toán bằng nguyên lí quy nạp: 

( 1 ) Với n = 1, ta có A( 1 ) = B( 1 ) = , suy ra 1  S . 

( 2 ) Giả sử đã có n S, nghĩa là A(n)=B(n) là đúng.  

Ta xét A(n+1) – B( n + 1 ) = A(n) – B(n) + -  = A( n ) – B( n ) = 0 . 

Do đó n + 1  S .Theo nguyên lí quy nạp toán học thì S = N*, nghĩa là với mọi 
n N* ta đều có A( n ) = B( n )  

Định lí 4.3 ( nguyên lí quy nạp toán học dạng mệnh đề ) .  

Cho một dãy mệnh đề gồm P(0), P(1), P(2),…có nghĩa và thỏa mãn : 

( 1 ) P ( 0 ) đúng . 

( 2 ) Nếu với mỗi k  N, P( k ) đúng suy ra P(k + 1) cũng đúng, thì P( n ) đúng 

∀n N 

Ví dụ 4.7. Chứng minh rằng nếu k là một số lẻ, thì - 1 chia hết cho 2n+ 2 với mọi 
số nguyên dương n. 

Lời giải . Cho k là một số lẻ. Đặt P( n ) = { - 1chia hết cho2n+ 2 } với n  N* . 

Bước cơ sở : Với n = 1, k2 – 1= ( k – 1 ) ( k + 1 ) chia hết cho 8 với mọi số nguyên k 
lẻ  

Bước quy nạp : Giả sử  - 1chia hết cho 2n+ 2, ta phải chứng minh - 1 2n + 3.  
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Thật vậy, - 1 = ( - 1 ) (  + 1 ), theo giả thiết quy nạp ta có - 1 chia 

hết cho 2n+ 2, ta chỉ cần chứng minh  + 1 chia hết cho 2. Nhưng điều đó là 
hiển nhiên đúng, vì  là một số lẻ, tạo ra  + 1 là một số chính phương .  

Theo nguyên lí quy nạp dạng mệnh đề suy ra kết luận đúng với mọi n ≥ 1 . 

Ví dụ 4.8 . Tìm các hàm số f :N → N*   sao cho : 

( a ) f ( 2 ) = 2 

( b ) f( n +1 ) = 1+ 1.f ( 1 ) + 2.f ( 2 ) +…+ n .f ( n ),  với mọi n  N* . 

Lời giải . Nếu n = 1 thì từ ( b ) nhận được f ( 2 ) = 1 + 1. f ( 1 ). Do đó f( 1 ) = 1.  

Nếu n = 2 thì ta nhận được f ( 3 ) = 1 + 1. f ( 1 ) + 2. f ( 2 ) = 1 + 1 + 4 = 6 . 

 Tương tự, ta tính được f ( 4 ) = 24 và f ( 5 ) = 120 .  

 Vậy ta nhận xét  f ( 1 ) = 1! , f ( 2 ) = 2! , f ( 3) = 3!,  f ( 4 ) = 4! và f ( 5 )= 5!  

 Ta có dự đoán f ( n ) = n! với mọi n  N* 

Bước cơ sở : Với n = 1 , mệnh đề đúng . 

Bước quy nạp : Giả sử mệnh đề đúng với mọi n ≤ k ,  

tức là f ( 1 ) = 1!, …. f ( k ) = k !, ta phải chứng minh đúng với n = k + 1,  

nghĩa là f ( k + 1 ) = ( k + 1)! 

 Thật vậy từ ( b ) ta có f ( k + 1 ) = 1 + 1.1! + 2.2! + 3.3! +….+ k.k!  

 Mặt khác ta luôn có đẳng thức : 1 + 1.1! + 2.2! + …+ n.n! = ( n + 1 )! đúng 
với mọi n  N*. Do đó f ( k + 1) = ( k + 1)!  

 Từ chứng minh trên suy ra chỉ có hàm số f : N*→ N* thỏa mãn (a) và (b) 
là  

f (n)=n! 

 4.3 Sự tương đương giữa hai nguyên lí : 

 Định lí 4.2 đã chỉ ra rằng từ nguyên lí thứ tự suy ra nguyên lí quy nạp 
toán học. Sau đây ta sẽ chứng ming ngược lại, nếu như ta có nguyên lí quy 
nạp toán học ta sẽ suy ra nguyên lí thứ tự . 
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 Định lí 4.4 . Nguyên lí quy nạp toán học kéo theo nguyên lí thứ tự . 

Ví dụ 4.9.  Cho số thực x 0 thỏa mãn 1 .x Z
x

+ ∈  Chứng minh rằng :    

*1 ;n
nx Z n N

x
+ ∈ ∀ ∈ . 

Lời giải . Ta có 2 cách chứng minh khác nhau . 

1 . Phương pháp quy nạp toán học : Đặt  ( ) 1n
nB n x

x
= + ,  với n N* 

Bước cơ sở : Với n = 1 , B( 1 ) = 1 .x Z
x

+ ∈  

           Với n = 2 , B( 2 ) = x2 +  = ( x +  )2 – 2 cũng là số  nguyên . 

Bước quy nạp: Giả sử B( n ) và B ( n+ 1 ) là số nguyên ( n  N* ).  

Ta chứng minh B( n + 2 ) cũng là số nguyên.  

Thật vậy, dễ dàng có đẳng thức B (n + 2) = B (n+ 1) . B(1) – B (n)  (đpcm ).  

Như vậy, với mọi n  N* , B( n ) là số nguyên . 

2. Phương pháp phần tử cực biên : Giả sử có một số giá trị n  N* nào đó mà B(n) 
không là số nguyên. Ta chọn n là số tự nhiên nhỏ nhất mà B(n) không phải là 
số nguyên. n không thể là 1 và 2, vì theo giả thiết và tính toán đơn giản như ở 
phương pháp quy nạp .  

 Vậy n – 2 > 0.  

Dễ dàng kiểm tra được  B(n) = B(n – 1) B(1) – B(n – 2),   

mà n – 1 < n  và n – 2 < n nên B( n – 1 ) và B( n – 2 ) là những số nguyên, suy ra 
B( n ) cũng là số nguyên.  

Điều này trái với cách chọn n là số tự nhiên nhỏ nhất sao cho B( n ) là số 
nguyên .  

 Vậy không thể có số tự nhiên n nào mà B( n ) không là số nguyên . 

 

Ví dụ 4.10. Chứng ming rằng S( n ) =10n + 18n – 1 chia hết cho 27 với mọi số tự 
nhiên n . 
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Lời giải .  

1 . Phương pháp quy nạp toán học :  

Bước cơ sở : Với n = 0, ta có S( 0 ) = 0 chia hết 27, mệnh đề đúng . 

Bước quy nạp : Giả sử mệnh đề đúng với n = k  N nghĩa là S( k )  27.  

Ta cần chứng minh mệnh đề đúng với n = k + 1, nghĩa là cần chứng minh  

S( k + 1 )  27 . Ta có : 

 S ( k + 1 )     = 10k + 1 + 18 ( k + 1 ) – 1  

= 10 . 10k + 18k + 18 – 1  

                                 = 10 ( 10k + 18 k – 1 ) - 27 ( 6k – 1 ) 

Do S( k ) = 10k + 18 k – 1  27 , nên S( k + 1 )  27 ( đpcm ) . 

2. Phương pháp phần tử cực biên : Giả sử có một số tự nhiên n mà S( n ) không 
chia hết cho27. Ta chọn n nhỏ nhất trong các số đó. Số n không thể là 0.  

Khi đó S( n – 1 ) chia hết cho 27  

Ta lại có : S( n ) = 10n + 18n – 1 = 10.10n – 1 +18 ( n – 1 ) + 18 – 1  

                           = 10. ( 10n – 1 + 18 ( n – 1 ) – 1 ) – 27 ( 6n – 7 ) 

Từ đẳng thức trên ta suy ra S( n ) chia hết cho 27, điều này vô lí với cách chọn 
n.  

Như vậy mệnh đề khẳng đệnh đúng .     
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