Phin 4
DUNG PAO HAM PE TIM GTLN - GTNN

A/LY THUYET

1. Dinh nghia gia tri lom nhit
Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén mién D.
Ham s6 f(x) dat gia tri 16n nhat trén D
f(x) < M (1a mdt s6 ¢§ dinh) Vx € D
{EIXO € Dsaochof (x))=M
Kihi¢u: GTLN cua f(x) 1a: Maxf(x)
2. Dinh nghia gia tri nho nhit
Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén mién D.
Ham s6 f(x) dat gia tri nho nhat trén D
f(x) = N (1a mot s6 ¢6 dinh)¥x € D
{EIXO € Dsao chof(x,)=N
Kihiéu: GTNN cua f(x) 1a: Minf(x)

B/ CAC DANG TOAN:

Dang 1: TIM MAX — MIN BANG CACH PAO HAM TRUC TIEP

1. Phwong phap gidi
Bur6e 1: Tim mién xac dinh D ctia ham y = f(x) (néu @ chua cho)
Buéce 2: Tinhy’ = £(x); gidi phuong trinh y” = 0 tim nghiém x € D
Bur6e 3: Lap bang bién thién

£ (x)
f(x)

r 7

2. Chiy
Néu ham y = f(x) dat duoc Minf(x); Maxf(x) tri nhiéu diém thi chi can chi ra mot diém
X, €D la du.

3. Baitip

Bai 1: Tim gia tri 16n nhit — gia tri nh6 nhit cia ham:

flx)=x/4—x?

Giai

bicukién: —2<x<2



A2
(%) Ji
[ (x)=0&x=+2

Bang bién thién:
X 2 —V2 \/ 2 2
(x) 0 +

f(x) \ / \

Dua vao bang bién thién ta duoc:
e Maxf(x) =2 dat dugc khi x=1/2
e Minf(x) = -2 dat dugc khi x=—+/2

Bai 2: Chohamsof x+\/4—x
Tim gia tr1 16n nhat va gia tri nhé nhat

Gidi
Piéukién: —2<x<?2

Va4 —x —x
\/4—x
> __
f/<x>=0<:>\/4—x2 =x<:)>{z__(-)xz=x2 <:>_X=\/2
Bang bién thién:

Tacod: f'(x)=

X -2 —V2 2
P T 0
22

f(x) L

Dua vao bang bién thién ta duoc:
e Maxf(x)=2 /2 datduockhi x=y2
e Minf(x)= —2+/2 datduockhi x=—2

Bai 3: Tim gia tri 16n nhat va nhé nhat ctia ham so:

y:\/l—x2+2\3/(1—x2)2

Giai




Piéukién: —1<x<1

e [
)

>0

y'=0&x=0
Bang bién thién:
X -1 0 1
f(x) + 0 -

) o — T

Dua vao bang bién thién ta duoc:
e Maxy =3 dat duoc khix=0
e Miny =0 dat dugc khix =1 hoac x =-1

Bai 4: Tim gi4 tri 16n nhat va gia tri nhé nhat ctia ham sé:

y=x+1 +\/—3x2+6x+9

Gidi
Didukién: —3x>+6x+9>0< —1<x<3
, 6— 6x V= 3x246x+9 +3 - 3x
Taco: y'=1+ =
2/—3x+6x+9 V= 3x246x+9

y/=0&/—3x246x+9 =3x—3

{3x—320 {le
RN , & =x=2

—3x%+6x+9=(3x—3) 12x2—24x =0
Bang bién thién:
X -1 2 3
y +

AN O
1

y O/ \4

Dua vao bang bién thién ta duoc:
e Maxy = 6 dat duoc khix =2
e Miny = 0 dat duoc khi x =-1

Bai 5: Tim gi4 tri 16n nhat va nho nhit cia ham sé:

. T T
y =5c0sx — cos 5x vo1 —Zéxéz




Giai

Taco: y'=—5sinx +sin5x
_kn
y’'=0<% sinS5x =sinx < X_E_,_k_n (keZ)
53
T T . T T
Do 4_x_4nen.x 5,x 0;x G
Bang bién thién:
T _n T T
x 4 6 6 4
y’ 0 - 0 + 0 -
V3 3V3

+
3
y B / \ / \ B
3.2 4 3.2
Dua vao bang bién thién ta duoc:

e Maxy=3./3 datduockhix= %

e Miny =4 dat dugc khix=0

. . xX+y=a
Bai 6: Gid su (x,y) 14 nghiém cta phuong trinh: {x2 =6 —a?

Tim gia tri nho nhat ctia biéu thirc: F=xy +2 (x + y)

Gidi
Hé da cho tuong duong vo1:
xX+y=a {x +y=a

2

<x+y> —2xy=6—a? xy=a’—3

= x,y la nghi€ém cua phuong trinh:

X?—aX+a*-3=0
Phuong trinh nay ¢6 nghiém < A>0< —2<ag<2

luc do: F=xy+2<x+y>=a2—3+2a
F'=2a+2, F'=0&a=—1
Bang bién thién:




a -2 -1 2
F - 0 +

F \

Dua vao bang bién thién, ta duoc: MinF = -4 dat dugc khia =-1

Bai 7: Goi1 x,, x, 1a 2 nghiém cta phuong trinh:

12x2—6mx+m2—4+2=0 (1)
m2

Tim m dé biéu thirc: A =x2+ x2 dat gia tri lén nhat va nho nhét.

Gidi
Diéu kién dé (1) c6 hai nghiém x,, x, 1a: A>0
& om? — 12<m2—4 +1—22>=—3m2—%+4820
m m
—2/3<m<-2
2<m<2+3
Theo dinh ly Viet:

A =xf+x§=<x1+x2><xf+x§— X, x2>

=<x1 + x2> (xl + x2>2— 3x, le

_m|m® 3/ , , 12)|_1( 3
214 12 mA/| m

—2/3<m<=2
2<m<2+/3

[\®)

Xét ham sb: f(m)=m — > v6i

frx)=1+-5>0

Béng bién thién:
X 23 2 2 243
F(x) 1 7 N

s ! T

4 4
Dua vao bang bién thién ta duoc:

e MaxA = % dat duoc khix=2+/3



e MinA = —# dat duoc khix= —2 /3

Bai 8: Goi1 x,, x, 1a 2 nghiém cua phuong trinh:
x2+ax+%=0 (a#0) (1)

Dinh a & A4 =x}+ x4 dat gi4 tri nh6 nhét.

Gidii
Piéu kién dé phuong trinh (1) ¢6 nghiém la: A>0
@az—%20<:>a4—420<:> la|=+/2

X +x,=—a

Theo dinh ly Viet: { 1
xl-x2=—

612
Ta ¢o:

A =x12+x§=<xf+x§>— 2xi x3

2
=<x1+x2 2x1x2] 2x7 x5
2\ 2
— 2~ _ = 4_4+_
(a a’ at a*
8_
/1/:46,3—%=4~6’0152
A'=0ead*—2=0=a=%2
Bang bién thién:
~ 8/~ 8/~
a — 00 —\/2 —\/2 \/2

A -

+ 00

A

Tir bang bién thién, ta duoc:

minA :% dat duoc < a=++y/2

V2

+ 0

N | =

Bai 9: Tim gia tri 16n nhat va nhé nhat ctia ham so:
y=x*—3x| véi —2<x<1

Giai

Ta ¢6: Miny = 0 dat duoc khi x* —3x=0=x=0




y=lx—3x|= x3—3xnéAux3—3xZO

3x —x*néu x*—3x<0
—/3<x<0
x=V3
0<x<.3
x<—43

x3—3x néu[

3x — x° néu

Xétham y, =x*—3x
y,=3x"-3,y,=0&x=*+1

y,=3x>—x’
y,=3-3x%,y,=0&x=+1
Bang bién thién:
X -2 -3 -1 1/3 +00
Yo gt O - %//////////f/////////////////////////
v’z - //////////////////////////////_////////////////

y’

y \/\/2

Dua vao bang bién thién = Maxy = 14 dat duoc khl X= -

Bai 10: Tim gia tri 16n nhét va nhé nhat cia ham sé:

% =x2\/2 — x|

Giai
Didukién: 2 —|x|>0< —2<x<2
béat r=ix| vé1 0<¢r<2
Ham s6 d4 cho trd thanh: y=1>/2 — ¢

, 41=5r
242 —t
=0
y'=0& t—i
5

Bang bién thién:




4
X —
0 s 2
y + 0 -
16 /6
25./5

Dua vao bang bién thién ta duoc:

16 /6
2545

e Miny = 0 dat duoc khi x = %

e Maxy = dat dugc khix=0

Bai 11: Tim gié tri 16n nhit va gié tri nho nhat ciia ham sé:
flx)=x*—6ax*+a’>voi —2<x<1

Gidi
Tacod: f/(x)=4x"— 12ax
/ _ 3 X :O
f (x)—0<:>4x<x _3a><:{x2—3a=0
e Néu a <0 ta c6 bang bién thién:
X -2 0 1
fx)| O 0 +

f(x) T~ —

Tir bang bién thién, ta duoc:
e Minf(x)=/f(0)=a* dat duoc khix=0

e Minf(x)= max{f(l),f(—2)}=max{a2—6a+ 1, a*—24a + 16}

=a’—24a +16
e Néu a>0 thi f'(x)=0=x=0Vx=+.3a
Ta c6 bang bién thién:

V3a

+ 0

P : 0 T

0

+

) | T~ — T T, 7

e Khi x =++/3a thi ham s dat cuc tiéu, do dé:
ham s6 f(x) dat gia tri Ion nhat khi x €2, 1] Ia:




max (x) =max {/(~2) £(0) ./ ()}

f(—2)=a’—24a+16

f(0)=a®
f()=a*—6a+1

Tacod: f(—2)—f(0)=—24a+16
F(0)—f(h=6a—1
f)—f(—2)=18a— 15

Bang xét dau:

0 1 2 S

2 6 3 6 +oo
f(-1) - f(0) + |+ 0
£(0) - f{1) -0+ +
f(1) - f(-2) - 0

& 1 )/ (=2)>£(0)

+Néu 0<ag<—thi

6 {f(—2)>f(1)

f(©

+Néua>§thi 2/(=2)
6 f(0

; — maxf(x)=f(0) =a

Vay: Neu0<a<2th1maxf( x)=f(—2)=a’—24+16

Neua> thlmaxf( )=f(0)=a

e Gia tri nho nhat ctia ham s6: minf(x) =f<i \/3a> =—8a’

minf(x)=a’

Két ludn: + Néu a <0 thi
max f(x)=a’>—24a + 16

maxf(x)=a*—24a +16

+Néu O<a< thi{
3 minf(x)=—8a’



+Néu g> = 3 th1 {

maxf(x)=a

minf(x)=—8a

2

2

Bai 12: Cho AABC c6 ba géc A > B > C. Tim GTNN cua ham sé:

x —sinA x—sinB
f<x>=\/x —sinC " \/x —sinC
Giai
x —sinA
T T A
x—smnC ~
inAd—sinB sinB—sinC
O — + >0
2\/§:2$é(x—smc 2\/ SmB x—smC)
(Do A > B > C nén sinA > sinB > sinC)
Bang bién thién:
X _ sC SinA
o o
) +00 // / +00

sin4 sin B sind —sinB

e Khi x > +o0 thi f(x —>\/

=minf(x)=/(sin4) =\/

sin(C

> - - —
\/smA —sin(C

— 1 dat duogc khi x = sinA

¢ |

sim(C

sin4 — sinB
sind —sin(C

Bai 13: Tim gia tri nho nhat cia ham s6:

. , . . T
y=sin" x +cos” x véi n €N, N>2 va O<x£5

Gidi
R A . Iz T
Xétham s6: f(x)=sin" x +cos” x v1 0 <x <3

[/ (x)=nsin"""

Ixsinx

COSX —ncos””
: s n—2 n—2
=psinxcosx(sm “x—cos" “x
. on=2 - T
f'(x)=0<sin" “x =cos” Zx@xzz

Bang bién thién:




X -2
(%) -

f(x) T~

Dua vao bang bién thién, ta duogc:

o3
ro A

. v 2-n . T
miny =f (Z) =2 2 dat duoc khi x =7

Bai 14: Tim gia tri 16n nhét va nhé nhat cia ham sé:

2
y=v1+x +y/1—x+

X
4

Gidi
Ham sb xac dinh < —1<x<1

/ 1 1 VI—x —/1T+x +x4/1 — x?

x

= — +—=

Y o Tex 2VT—x 2 2o x
y/=0<:>\/l—x—\/l+x+x\/1—x2=0
<:>x\/1—x2=\/l+x—\/l—x

sx(1-x)=2-2\/1-x 1)
Pat 1=\/1 —x? ;0</<1 = x2=1 — 7
Phuong trinh (1) tré thanh:
(1-A)r=201-1ner=1=1-x* =1&x=0
Bang bién thién:
x 1 0 1

2

0
2

y +
Yy ﬁ_Jr%/v

Tir bang bién thién, ta duoc:
maxy =2 x=0

1
\/2_+Z

miny=\/2_+%<:>x=j: 1
Vay: gi4 tri 16n nhat ctia ham s6 14 2 khix =0
gi4 tri nhé nhat ctia ham s6 1 /2 +% Khi x =+ 1

Bai 15: Tim gia tri 16n nhét va nhé nhat cia ham sé:
y=x*vo1 x>0




Gidi
y=x"<Iny=xlnx

/

=lnx+ 1=y =x"(Inx + 1)

P4

y’:0<:>1nx+1:0:>x:é

Bang bién thién:
X 0 1 +00
e
y - 0 *
+00 +0o0
e

Tur bang bién thién, ta duoc: miny = i/lg khi x :é

Ham s khong dat gia tr1 16n nhat.

Bai 16: Cho diém M(1,2). Pudng thang d qua M cit nira truc duong Ox, Oy tai A va B.
Xac dinh phuong trinh dudng thang d sao cho dién tich tam giac OAB ¢6 gia tri nho nhat.

Gidi
Gia st phuong trinh dudng thang d ¢é dang:
y=ax+b(a<0)
Puong thang nay qua M(1,2) =2 =a+b=5b=2—a=5b>2

Dién tich AOAB véi A (- g ,o> va B(0,b)

1| b 16 1 b
S—z‘—g'b—z';—z'b_z
2
Lo =Ab e g p—y
2 (b-2)
Bang bién thién:
S’ - 0 +
S e \ Smin /'+OO

Tir bang bién thién, suy ra:
Sun —4datduoc & b=4=a=-2
Vay phuong trinh duong thang d can tim 1a: y =—2x + 4




o Chuy:
C6 thé lam theo phuong trinh doan chan:
Phuong trinh duong thang d chén trén hai truc Ox va Oy 1a:

X Voo fa>1
© 42 = 1v6i A@O);, B(Ob)va {b> !

o thi 1,2 b __a
]—)ucmgthangdquaM.aer—l:>2—a_l
a
a—1

2_
§ =920 g g2
(@ —1)

Dién tich AOAB: § :% ab=a-

Bang bién thién:
S’ - 0 +

S +OO\S_/+OO

min

Tir bang bién thién, suy ra:
Sin = 4 datduoc & a=2=>5=4
Vay duong thang d can tim 14 % + % =1

Bai 17: Cho A(1.,4). Viét phuong trinh duong thang D qua A va cét Ox, Oy lan luot tai
1

1 .
M,NS&OChOIw+WDh6Dth.
Giai
Phuong trinh duong thing D cat Ox, Oy tai M, N ¢6 dang:
XLV | , fa>1
L2~ 1961 M(a.0); N(O.b) va {b> )
Puong thang D qua A(1,4) nén:
1,4 1 4
a b a b
Taco Loy L1 1 4y L
"OM? ON?* a* p> b b2
17 8 b -8b+17
b

2
Xét ham s6: f(b) =b_i#




, 8h° —34b 4
1 (0) s (0)=0=b =
Bang bién thién:
34 +00
X 4 ?
'(b) - 0 ¥
1 |
flb) | 16 T~ L _—
Tu bang bién thién, ta duoc L+th nhat
s YA E
34 17
Gh=g =y za=17
Vay phuong trinh duong thang D 1a:
8
X2 hay x+4y—17=0

17 24

Bai 18: Xac dinh a dé € gia tri nho nhét ctia ham sé:
y=x*+Q2a+1)x+a*—a—1trén[-1,2] bang 1.

Gidi
Tacd: y'=2x+2a+1
y’:0:>x:—M
2
Xét cac truong hop:
e Truong hop 1:
Néu—2a2+l<—l<:>2a+l>2<:>a>%

Béang bién thién cuay:

W/

Tir bang bién thién, ta duoc
miny =y (~ )=a’~3a — 1
miny=1<a’*-3a—-1=1<a*-3a—-2=0
@6_3 +2¢17 (nhdn)

e Truong hop 2:




—2a—1
<

Néu —1< > 2
o _deg<l
2 2
Bang bién thién ctia y:
2a —1
X 1 - 2 + o0
y’ - 0 +

Yy \ /

Tir bang bién thién, suy ra:
miny = —2a—1 ——2a—§
YEN T2 )T 4

miny:1<:>—2a—%:1<:>a:—§(nhén)

e Truong hop 3:
—2a—1

2
Bang bién thién ctia y:

X -1 2

5
>0 e g<—=
a >

_2a—l
2

T —

Tir bang bién thién ta duoc:

Z

2
miny =y (2)=a’+3a +5 :(a +%) +14—1>l

Vay gia tri cia a can tim la:

Bai 19: Cho phuong trinh: x*>—(a+ 1)x +a*=0
Pinh a dé tong nghich dao hai nghiém ctia phuong trinh trén 13 nho nhét.

Giai
Phuong trinh: x*—(a + 1)x +a*=0 ¢6 2 nghiém x,, x,

@AZO@—%gagl




_l’_
Lic dé: A=— 4L Xit¥s _at]
X, X, XX, a
A +1
Xét ham so: f(a)—aa2 Vo1 — %<a£l(a¢0)

, . a’=2a(a+1) —a-2
[ (a)= a S
f'(a)=0a=-2

Bang bién thién:

f(X) /////

Tt bang bién thién, ta duoc:
minf(a)=min4 =£(1)=2 dat duoc khia =1

Vay gia tri ctia a can tim 1a: a = 1



Dang 2: PAT AN PHU SAU PO DUNG PAO HAM

1. Nguyén nhan dit 4n phu

Do ham f(x) ¢6 dao ham £’(x) phirc tap nén ta dat an phu dé dua vé ham don gian hon.
2. Cac buwdrc giai

Buée 1: Tim mién xac dinh cta ham sb 1a Dy

Bur6e 2: Pit an phu t = h(x) véi h(x) 1a mét biéu thirc nao d6 trong ham sé da cho.

Bur6e 3: Tim mién gia tri ctia t1a D,

Bur6e 4: + Pua ham f(x) vé ham g(t)

+ Lap bang bién thién ctia g(t) trén mién D,
Burée 5: Dya vao bang bién thién = ming(t) ; maxg(t)
= minf(x) ; maxf(x)

3.Bai Tap:

Bai 1: Tim gi4 tri 16n nhat va gia tri nho nhét ctia ham sé:

y=x6 +<1 _ x2>3 trén [-1;1]

Giai
biatr=x?;do —1<x<1nén 0<r<1
Ham sb da cho trd thanh:
(=0 +(1—1),y’ =32-3(1-1)
1
’r_ 2 _ 42 — =
y'=0er=(1 z)@z_z
Bang bién thién:
1
y - 0 +
1 1
. —_—, 1

Dua vao bang bién thién, ta duoc:
maxy =1 dat duoc khi =0 =x=0
V2

min y :% dat duoc khi l:%:>x -2

Bai 2: Tim gi4 tri 16n nhét ctia ham sb:

y=\3+2x— x> +(x—1)"=3




Giai
Pifukién: 3 +2x —x2>0=—1<x<3.
Pt 1=y/3+2x— x> =\/4 —(x— 1)) <2 0<1<2
Ham s da cho tré thanh:

S 1+r-1
y/=1—2t;y/=0<:>t=%
Bang bién thién:

1
— 2

X 0 >

y * 0 -
2
4

, - \_1

1

Dua vao bang bién thién, ta duoc:

. 1

max y :% dat duoc khi 1=~
V15

1
@\/3 +2x — x? :%<:>3+2x—x2:2:>x:1+ 7

miny =— 1 dat duockhi r=2=x=1

X+ xl+x

(x+1)

Tim gi4 tri 16n nhét va gia tri nho nhét.

Bai 3: Cho ham sb: y =

Giai
()c2+l>x+x2 ¥ ¥ \2
Taco: y= = +
aco.y <x2+1>2 x2+1 (x2+1)
y x )
bat r=— Shxc—x+r=1
x°+1
Phuong trinh nay ¢6 nghiém:
t=0 t=0 . .
& {t?&O & [r#0 @—Eszsi
A>0 r—4r>0

Ham s6 d4 cho tro thanh: y =7 +7°



y'=1+2020V1€

11
2°2

Bang bién thién:
X 1 1
2 2
Y +
3
4
Yy
_1
4

Dua vao bang bién thién, ta duogc:

max y :% dat duoc khi t:%:>x -

miny:—% dat duoc khi z:—%;»x:—l

21— x* +/1+x2 41 —x? +3
\/l+x2 +\/1 —x* +1

Tim gia tr1 16n nhat va nhé nhat cia ham so.

Bai 4: Cho ham s6; y =

Gidi
Pidukién: 1 —x*>0& —1<x<1

Pat 1 =\/1+x” +\/1 —x? >2,/1 —x* =22
o x =x(\/l—x2 —\/1+x2>
\/1+x2 \/1—x2 \/1—x4

t/=0<:>x(\/l —x? /1 +x2)=0<:>x=0

Bang bién thién:
X -1 0 1
y’ 0
2

+ -

Theo bang bién thién = /2 <1< /2

Ham sd d3 cho trd thanh:
_P+t+l ., P42

>y -
r+1 (t+1)°

>0vie|v2 2] (1)



— ham s6 (1) ludn ting trén [\/2_,2}
Vay: miny =y<\/2_>=2 V2 —1datduockhi r=y2 =x=1

maxy =y (2) == dat duoc khi =2 =x =0

Bai 5: Tim gia tri nho nhét ctia ham sb:

f(xy)=3 (%+%)—8(§+

= <

)(x;tO,y;tO)

Giai
X
= || =|— —
y y

Theo bét dang thirc Cosy thi [7]> 2

2 2 2 2

X X
va f2=—2+y—2+2:>—2+—2=12—2
X Y

Y

Datt=£+— Y
y X

==+

Yy
X

ham sb di cho tré thanh:
f(t)=3(r—2)—8t=3-81—6

f'(t)y=61t—38
f’(t)=02>t=§
Bang bién thién:
t _ o 2 4 2 + oo

f(t) - __ /// +

ftt) \ / o m

Tir bang bién thién, ta duoc:

miny =— 10 khi 1:2@£+X:2:>x:y
y X

Bai 6: Tim gi4 tri 16n nht va nhé nhit ctia ham sé:

.2 .
sin” x + 2sinx + 3

.2 .
sin” x + 3sinx + 4

Gidi
Dat r=sinx; —1<r<1
+21+3

Xét ham: f(f)=mVéi—l£l£l




2+2r—1

/()=

2
<t2+3t+4>
t=—1—1/2
f()=0&r+2—1=0& \/:
f=—1+/2
Bang bién thién:
t 0 V2 —1 1
(1) - 0 +
1 3
4
fit) \ _ 4 /
V2 +4

Dua vao bang bién thién, suy ra
. . 4 . -
. A= HN=—=—khir=y2 —1
minA4 =minf(7) N V)
&sinx =2 — 1
:>x=arcsin<\/2_— 1>+k27't (keZ)

e maxA4 =maxf(f)=1khi r=—1

Bai 7: Tim gia tr1 16n nhat va nhé nhat ciia ham so:
y :2sin2x + 21+cos2x

Gidi
Pat =2 0<sin‘x<1=1<2" <2 = 1<¢<2

Xétham: f(1)=1+7

4 -4
frn=1-—7=— <0vre[1.2]

Bang bién thién:
t 1

P (t) -

5
f(t) T

Dua vao bang bién thién, ta duogc:

e miny =minf(x)=4 dat dugc khi 1 =2 < sin’x =1

i
=Xx=km+—
x=km 5




e maxy =maxf(f)=5 dat duoc khi 1 =1 < sinx =0 < x =kn (kEZ)

Bai 8: Tim gia tri 16n nhat va nhé nhat cta:
3Vx+3 +4/1—x +1

B=""—= —
4v/x+3 +31—x+1

Giadi
Piéukién: —3<x<1
2 N2
Vi (x/x+3 >+<\/l —x) =4 nén ta dat
2t

xX+3=2-
v 1+£

vo10<r<1

_ 42
V1—x =2~1 lt + 7

— 72+ 12t+9

— 57+ 16t +7
J— 2_ J—
_ 52t — 8t 602 <0Vt€<0,1}
(— 52+ 160+7)
Bang bién thién:
t 0 1
°(t) -

\

Dua vao bang bién thién, ta duogc:

o min B =min/ (1) =f(1) =2 dat dugc khi (=1 =x =1

Khidé: B=

2
fly 7

7
9

o min B =minf(1)=/(0) =7 dat duoc khi (=0 =x=—3

Bai 9: Tim gi4 tri 16n nht va nhé nhit ctia ham sé:

e y4 2 yz x
f(x,y)=?+y—2 ?+; +;+;<X,y¢0>

Giai

bat r=—+

= |

X
Y
vit Ll otnentval ctng dau
y X Y X




*
y

Y

Nhu vay: f=—+2 = || =|> + >2
y X

y

2 2 2 2
== +y—+2:>—+y
y?

x
;— % G )=t4—4t2+2

Xétham sb: f(1)=t'—4r+2 —2(r—2)+2

NE
X

-
X

=1*-2

=

=t*— 617 +1+6v6i t|>2
f()=4r—12t+1
7 (t)=12r—12
f7(t)=0&=1==%1
Bang bién thién:

t — 0

£(t) T

() e

) T
Tir bang bién thién, ta duoc:
minf(x,y)=minf(t)=—4 dat duoc khi 1 =—
& %+%:—2<:>x2+2xy+y2:0<:>x:—y
Ham s khong dat gia tr1 16n nhat.

Bai 10: Tim gia tri 16n nhét va nho nhat cia ham sé:

y=cos’x + +cosx + —4

COS X COsS X

Giai

Pat: t =cosx +
COSX

Laidat: u=cosx;—1<u<1l,u#0

1 1
Xéthélm:t(u)=u+;;t/(u)=l—? OV |u[<1l,u#0
Bang bién thién:




u -1 0 1
t’ - 0 - 0
i) +00
t \ - \ 5
Tu bang bién thién, suy ra; [f|>2
VOL f=cosXx + =cos’x +———=1"—2
cosx cos’x
Ham s6 da cho trd thanh:
y=t*+1—6
1
y’=2t+1;y’=0:>t=—§
Bang bién thién:
t 50 -2 _1 2 + 00

2
7

%

+ oo +00
y \

T bang bién thién, ta duoc:

4 0

miny =—4 datdugc & 1r=—2=x=n + k27 (keZ)

Bai 11: Tim gia tri 16n nhét va nhé nhat cia ham sé:

. 8
y=sin x +cos*x

Gidi
2(1 —cos2x)’

4
16 +cos*2x

Ta c6: y =2sin’ x +cos* 2x =
1 4 4
:§(1 —cos2x) +cos*2x

Dat r=cos2x; —1<r<1

Xeétham sb: f(1)=(1 — 1)+ voi —1 <121

£y == — o)+ ar

2
Vi (t)=0<:>—%(1 — 1Y +4r=0
& 8r=(1 —t)3<:>t=%

Bang bién thién:




t -1 % 1
{0 : 0 T
3 1
o T~ 1 —
27

Tt bang bién thién, ta duoc:
+ maxy =maxf(t) =3 dat duoc khi r=—1

@cos2x:—l<:>x:g+kn<k€Z>

+ miny =min/ () =5 dat duo khi /=

1 1 1
S CcoS2X =— <& X £ —arccos — + mn

3 2 3
maxy =3 khix =g+kn
Vay: | | | (k,meZ)
minyzﬁ khi x =i§ arccos  + mn

Bai 12: Tim gia tri 16n nhét va nhé nhat cia ham sé:

. 1
y=2(1 + sin2x - cosdx) — 5 (cosdx — cos8x)

Gidi
Taco: y=2(1 + sin2x - cosdx)— % (cos4x — cos8x)

=2 + sinb6x — sin2x + snbx - sSin2x
=2+ (3 sin2x — 4sin’ 2x> — sin2x + sin2x (3 sin2x — 4sin’ 2x>

=2 + 2sin2x + 3sin’ 2x — 4sin’ 2x — 4sin’ 2x
Dat 1 =sin2x; —1<r<1
Xét ham s
f(O)=—41*—4F +3P+ 21+ 2 voi — 1 <1 <1
f(t)==168 =120+ 61 +2 =(t + 1)(— 16>+ 41+ 2)

[r=—1
1
(=—1 ——
"Y=0& =
S —82+2t+1=0 2
f=—

1
4

Bang bién thién:




¢ - - + I
(1) - 0 + 0 -
3 3
f(t) S~ T
64

Tir bang bién thién, ta duoc:
+ maxy =maxf(¢t)=3 dat dugc khi r=—1 \/z:%

sin2x =—1 - -
= sin2x=% :>x:—z+kn\/x:5+mn

+ miny =— 1 datduockhi 1 =1 =x =kn +%

maxy=3khix=—%+anx=ln—2+mn
T

4

Viy: (km € Z)

miny =— 1 khix =kn +

Bai 13: Tim gia tri 16n nhat va nho nhat ctia ham so:
.2
y= 3cos*x +4sin” x
3cos*x + 2cos?

Giadi
2
.2 .2
3cos*x +4sin’ x 3<1 —sm x) +4sin” x

- 4 2 = .4 )
3cos”x + 2cos 3sin x +2<1 —sin x)

Pat sinx=r,0<r<1

3 -0"+dr 3°—243 2

C32+2(1—¢t) 32-2t+1 3P -2t+1

Ham y =f£(¢) dat min, max trén [0,1] khi ham g (x)=3¢>—2¢ + 1 dat min, max trén [0,1]

Xét ham s6: y =£(¢)

Ta co: g’(l):6t—2;g’(l):0:>t:%
Bang bién thién:
1
t -1 3 1
g - 0 +
1 2

g(t) \

\




T bang bién thién, ta duoc:
+ ming (1)=2=miny =minf(¢)=2 dat duoc khit=1

@sinzleﬁx:ngmn(mEZ)

+ maxg (1)=2= maxy =max /(1) =1 +3 =4 dat duoc khi /=~

3
o inzx—l@ 1 —cos2x 1
S X =3 2 3

1 1 1
<:>cos2x=§:>x=i§arccos§+mc<n€Z>

miny =2 khix =g+mn
Vay: 1 1
max y =4 khi x =i§ arccos 3 + nn

Bai 14: Tim gia tri 1én nhat va nho nhat ctia ham so:
. 6 .
_ sin x]cos x| +cos® x[sinx|
Isinx| + [cos x|

Giai
Ta cé: |sinx| + [cos x| >sin”x +cos’x =1
nén ham sb xac dinh Vx € R
sin® x|cos x| +cos® x[sinx| [STNX COSX| [|sm x|+ |cosSx|}
Bl |sinx| + |cos x| Bl |sinx| + |cos x|

sin’ x| + [cos® x| :<sin2x +coszx> {|sin3x| + |cos3x|} —cos’xJsin’ x| — [cos® x[sin” x
:{|sinx| + |cos x|} [1 — |sinx| + |cos x|} —cosxsin’x <|sinx| + |cos x|>

Do d6: y =|sinx cos x| {1 — |sinx cos x| — cos®x - sinzx}

I, .
=5 |s1n2x|

1, . 1 . >
1 — > |sin2x| — 4 Sin 2x]
Dat 7 =|sin2x| v61 0<7<1

Xét ham f(z)%z(l—lf_lﬂ):_%zs_%m%,

2 4
in_ 3 1.1
f ()= 8z 2z+2

2
J()=0&1""3

[=—2




Bang bién thién:

t 0

()

+
O | n| O ||

\

\

ft)

Tir bang bién thién, ta duoc:
+ maxy =maxf(7) =f<§> =g dat duoe khi 1=

= |sin2x| :§:>x :j:% arcsin%Jrch (ke Z)

+ miny:—% dat duoc khi 7 =1

& Jsin2x| = 1 :x:i%Jrkn (kez)

3
8

Bai 15: Tim gia tri 16n nhét va nho nhat cia ham sé:
v =|1+2sin3x| + |1 + 2cos3x]|

Gidai
Ham s6 xac dinh Vx € R

Theo dé bai y > 0 nén y dat min, max thi y? ciing dat min, max.
Ta c6: y*=6+4 (sin3x + cos3x) + 2| (I + 2sin3x) (1 + 2cos3x)]|

= y?=6+4 (sin3x + cos3x) + 2|1 + 2 (sin3x + cos3x) + 2sin6x|

Dit 1 =sin3x + cos3x; — /2 <t</2 = sinbx =12 — 1
Lic d6 y*=f(1)=6+4t+21 + 2t +2(— 1)
=6 +41+2)°+2t — 1

—1-V3
=
Tacd: 22+ 2t —1 =0 _
—1++/3
_tz:f
Ca hai nghiém nay déu €[— /2, /2 }

Do dé: f(£)=6+ 41+ 2212+ 21 — 1|

A7+ 81+4 néu —\/2 <1<—

1—%5_\/%5_—1

2

1

—42+8  néu _1;\/3 <t< V3 -

2

2

<t<V2




it f (t)=4+8t+4
S ({0)=8t+8, " (1)=0=1=—1
f, (t)y=—4r+8

f(t)==8t; f,(1)=0&1=0
Bang bién thién:

a | -2 _¢3_2—1 q \/3_2—1 3
Fl(t) - 0 +
() ]

(1) - + 0
/

T bang bién thién, ta duoc:

Ta co: f(—\/2_>=12—8 V2

f<\/2_>=12+8 ¢2_=(2 ¢2_+2)2

f(0)=8

f<$>=4 2TV

f<¢3—2— 1>=4 +2.3

Tu do, ta duoc:

+ minyzzminf(t):<\/3_— 1)2:>miny:\/3_—l

_ 2 _
+ max y? =maxf(1)<(2 V2 +2) = maxy =2 y2 +2

Bai 16: Tty theo m, tim gi tri 16n nhét va nho nhat cia ham sé:

.6 .
y =sin X +cos®x + msinx cosx

r .6 .
Tacod: y =sin’ x +cos®x +msinx cos x

3 3

.2 .
=<Sll’1 X) +<COSZX> + mSIinx Ccosx

Giai

.2 .4 .2 .
=<sm X +coszx><sm X +cos*x —sin xcoszx> + msinx cos x

3 .9 m .
—1—4sm 2x+2sm2x




Dat r=sm2x; —1<¢<1

Xét ham s6: f(z):—%z%r%zﬂvc’yi —1<r<1

=51+
f(H)=0&t= ?
Xét cac truong hop:
o Truong hop 1:
Néu ? <lem<—-3
Bang bién thién cta (t):
7 1 1
o e —
g(t) //

\

Tur bang bién thién, ta duoc:

maxy =max/ (1)=/ (- =i -2

-lk|’_‘ N

miny =minf (1) =£ (1) =
o Truong hop 2:

le

Néu—l<?<l<:>—3<m<3
Bang bién thién cta (t):
1 m
t - 3
() + 0 -
f(t) T T,

Tur bang bién thién, ta duoc:

maxy=maxf(t)=f( )—1 +m—2

. . I m 1 m
miny =minf ()= mln{f mln{2_5’2+5}

1 m 1
+Néu —— —<—+— <x <3 thi =
Neu4 5 4+2:>O x <3 thi miny =

+Néu —3<m<0 thi miny = %+%
o Truong hop 3:



Néu ? >l m>3
Bang bién thién cta (t):

t 1 ﬁ

F(t) + W////////////////////
f(t) / %

Tt bang bién thién, ta duoc:

maxy=maxf(t)=f(l)=%+%

miny =minf(f)=f(—1)= % %
Viy: + m<—3 thi . m
miny = )

2
+Néu — 3 <m <3 thi maxy =1 +%

-Néu —3 <m<0 thi miny = 3‘ %

_l’_
-Néu 0<m<3thi mlnyz1 _m
4 2
maxy =+ + 2
+Néu m>3 thi 4 51



Dang 3: DUNG PHEP THE ROI PAO HAM

1. Phwong phap:
e Khi ham da thitc chtra hai 4n; ba an thi ta tinh 4n nay theo an kia rdi thé vao ham
can tim Min; Max dugc ham mot an.
e Sau do6 dung dao ham.

2.Bai Tap:

Bai 1: Cho hai sé thuc x; y théa man: x+y=2 . Tim gia tri nhd nhat cta biéu thirc
A=x*+y*

Gidi
Tacd: y=2—x=>A=x*+2—x)'
A’ =4x’—402 —-x)'=0=x=1

Bang bién thién:
X — 00 1 + 00
A’ - 0 +

+ OO

N \2/+m

Theo bang bién thién, ta duoc:
MinA=2 datduockhi x=1=y=1

Bai 2: Cho hai s6 duong x;y théa man: x + 2y =3. Tim gia tri 16n nhat cta biéu thirc:

A=vV1+2x +2, /2y —1

Giai
Theo dé: x +2y =3 :>2y:3—x21:>—%£x£2
=A=y1+2x +2/2—x
e 1 1 V2 x — /T2
S VT+2x V2—x  JT+2x /2 —x

A'=0&2—x=y1+2x <:>x=%

Bang bién thién:




| =

A’ +
V15
A Ji0 / \ /5
Theo bang bién thién, ta duoc:
Max A=./15 dat duoc < x =

4
=Yy :§

W | =

Bai 3: Cho hai s x;y duong va x +y=1
Tim gi tri nhé nhat cta biéu thirc: 4 =3""*+9"

Gidi
Taco: y=1—-x>0=0<x<1
Khido 4 =33"+9'* 33x+9%
Dat r=3";v61 0<x<1=1<3"=¢<3
3_
— A= 3z+— LA _3—1—8 3~’t36
A’ =O<:>t=\/€
Bang bién thién:
X 1 NG 3
A’ - 0 +
/36
Theo bang bién thién ta duoc:
MinA = =6 =3°=/6

¢_

1
:>x:§10g36:>y:l —glog36

Bai 4: Cho hai s6 x;y théa man: x*+xy+y?=1 (1)
Tim gia tri 16n nhét va nho nhét cua biéu thae: 4 =x2—xy + »?

Giai
x?—xy+y?
Ta co: A=x2—xy+y2:%
X*+xy+y

Néu y=0thix=+1va A=1



P
NéuyiOthiA= 4 L

2

) +341
2 2(12—1
it 1 = ta duoc: A=%;A'=<7>2;A'=o@z=i1
Y it <t2+t+l>
Bang bién thién:
t — 0 -1 1 + 00
A’

+ 0 - 0 +
A 1 \ , /
) 3
Theo bang bién thién, ta duoc:

+ Max A=3 dat dugc khi 1 =— 1 < y =— x thé vao (1) duoc:
¥=lex=tl=y=F1

+ Min A :% dat dugc khi 7 =1 < y=— x thé vao (1) dugc:

3x%=1 @x:iL:y

V3
Bai 5: Tim gi4 tri 16n nht va nhé nhit cia ham sé:
__ 2yt
S 2xy+2x2+ 1
véi x,y khong ddng thoi bang va théa: x2+ y*=1
Gidi
Theo gia thiét: x>+ y?=1nén:
X
2xy + y? 2wy +y? 2'§+1

2

TOxy+2x2+ X247 2xp+3x2+ )2
ey aymee Ty 2~§+3(§)+1

Pat 1=2
y
. 2t +1
Xét ham sb: f(f)=——0 " —
Stham so: f(1)=35" 75
— 61— 6t

G
" (3z2+2z+ 1)




f’(r)=0<:>—6z2—6z=0<:>{§f0_ |
Bang bién thién:
t — 0 -1 0 + 00
f'(t)

- 0 + 0 -
0 1
ft) T~ 1 T Ty
2
Theo bang bién thién, ta duoc:
+ maxA4 =maxf(t)=1datduockhi r=0=x=0=y==%1

+ mind =min/f(1) =~ dat dugc khi 1=—1 = x=—y

Két hop x>+ y2=1 :x:ii_:y:q:%

V2

Bai 6: Cho x*+ y?—xy=1

Tim gi4 tri 16n nhat va nho nhat ctia ham so: 4 =x*+ y* — x? y?

Giai
Tacd: 1 =x*+ y*—xy>2xy —xy =xy=xpy<1
2

1=x2+ yz—xy:<x +y> —3xy2—3xy:>xy2—%
Tu do, ta duogc: —%gxysl
Bién doi: 4 =x*+ y*— x?)? :<x2+ y2>2—3x2 y?
:<l +xy>2— 3x2y*=1+2xy —2x*y?
Datz:xythi—%szsl

Xétham sb:  f(t)=— 202+ 2t + 1 vé6i —%Stél

f’(z):—4z+2;f’(z):o<:>z:%
Bang bién thién:
6 —x ! 1
3 2
f(t) + 0 -
3
9

Theo bang bién thién, ta duoc:




+ minA:minf(t):é dat duoc @t:—%@x :—y:%
3 1 1
+ max 4 :maxf(t):i dat duoc < (=5 &xy=5

Tur gia thiét: x>+ y>—xy =1

, _
<:><x+y> =1 +3xy=%:>x+y=i\/é

2
1
xy=§
= Giai hé 3
x+y==t4/=
/;
x_\/5_+1 /5 +1
22 22
Ta duoc: \/_ V _\/
RS R
T2 VST 2

(Nh¢ la ta chi can dua vai gia tr1 hoac mot gia tri cia X,y dé A max)

Bai 7: (Dé thi khéi A — 2006)

Cho haisé x,y € R va xz—xy+y2=xy<x +y> (1)
1
v

Y A, 1
Tim gi4 tr1 16n nhat cia: 4 =— +
x

Giai
Piéukién x#0va y=0
bat y=tx (teRvar#0)
(1) tro thanh: x> — x>+ 2 x2 =10 (x + 1x)
& X(1—t+)=x(1+7)

= =t2t_2%tl (t#—1)
2_ 2
Mit khac: A=%+%=X;"’yz3 (o +y>(; ygxy+y)
<x+y>xy<x+y> X+ 2
= x3y3 :( Xy )

. P—t+1
Thé x =———— vao A duoc:
"+t




x4 2_(1+t)2 (t+1)
IS t2(12—1+1
P+t
2 2
(1+1) —  (t+1)
S T E VAT T
(P=1+1)

e Dén day ta tim Min ctia B theo 2 cach:
Cdch 1: dung dao ham
2

1+1 .
XétB=§7>V('JIZ¢O;Z¢lVE‘lZER

—r+1
—3(r2-1)
B'=— 2. B'=0&i=—1V1=
(tz—t+l>
Bang bién thién:
t 00 -1 1 + 00
B’ i 0o + 0 -
1 4
B \ 0 / \1

Theo bang bién thién = max B =4 = maxA =16 dat duoc khit=1

1
=Sy=X —5
Cach 2: Dung diéu kién ¢6 nghi€ém cta phuong trinh:
2
r+1
Ta co: B=ﬁ<:><3— 1)t2—<B+2>f+B— 1=0

Phuong trinh nay c6 nghiém < A>0 (vi B#1)
&(B+2) ' —4(B—1)20<3B°—12B<0< 0<B<4
= maxB =4 =maxA4 =16 datduockhi A=0&r=1

1



Dang 4: DON VE MOT BIEN BANG CACH CHAN TREN
HOAC CHAN DUOI

1.Cdc cach chin:

Cdch 1: Dung diéu kién rang budc ctia an dé chan.
Cdch 2: Ding gia tri cia mot biéu thie.
Cdch 3: Dung bat dang thirc phu nhu bét déng thirc Cosy, Bunhiakopxky

2.Bai Tap:

Bai 1: Cho hai s6 x;y duong thdéa man: x*+ y°<2
Tim gia tri 16n nhét ctia ham s6: 4 =x>+ )

Giai

Tacd: x*+)°<2= )’<2 — ¥ e y<y2 —x°

& x+ y2Sx2+§/<2 —x3>2 =f(x)

4 2 . —
Xét ham s6: f(x)=x2+§/<2 —x3> V61 0 <x<y/2

2X2 o \3/<2—x3>_x
_x3
0

f/<x>=0<:>F¢Z_T=x Sr=l(0sr=y2)

£ (x)=2x -

Bang bién thién:

X 0 1 NS

£ (x)

+ 0 -
2

Theo bang bién thién = f(x)<2 =A< f(x)<2
= maxA4 =2 datduockhi x=1=y=1

Bai 2: Cho 3 sb x,y,ze[O, 1} va‘wc+y+z:i

2

Tim gi4 tri 16n nhét va nhé nhét cua: A =cos <x2 + 32+ zz>

Giai

e Tim gié tri 16n nhét:




Ta ¢o: %zx +y+z£\/3 <x2+y2+zz>

= x2+y2+222%,\11xy,z€[0, l}nen

Xty ex4yrz=a<l
g=r Ty YTETE 70

3
= cos<x2+ y2+zz>£cosz

=  max4 :cos% dat dugc < x =y :z:%

Tim gia tri nho nhét:
Khéng mat tinh tong quat, gia st trong ba sb thi:
zZny:%ézél
2
A 2 2 2 2 2 3 2
Taco: x“+y“+z :<x+y> —2xy+z 57 +z7—=2xy

2

S(%—z) +z%(do —2xy<0) :222—3z+%
s £ ) o .1
Xéthamso: f(z)=2z —3Z+ZVO'1 Eézél
f'(z)=4z -3
£1(z)=0=x=>
4
Béang bién thién:
1 3
Z E Z 1
£(z) - 0 +
> >
f(z) 4 \ / 4
Tl bang bién thién, suy ra: f(z)<>
5 7 5
2 2 2 - had 2 2 2 -
=X +)y+z <4<2 :>cos<x +y +Z>ZCOS4

. 5 Cjz=1
= minA =1 dat duoc khi {xy =0



z=1 z=1
y=0 x=0
M PEA N
=2 Y=3
1 1
1 zZ== zZ==
. z== 2 2
hodc _20 S0 V y=0
e y=1  |x=1
R 3 .. 1
Vay: maxA:cosZkhwc:y:E:z
x=0 x=1 x—l
. 5 .. 1 y=0 2
minA4 =cos - khi y=§\/ 1 \% y=0
z=1 2 z=1

Bai 3: Cho x, y déu duong va théa mén: x +y =1

L : : 1 1
Tim gia tri nho nhat ciia ham so: f(x,y)=x>+— + y*+

Giai

, X+ y 1
Tacod: f(xy)=x>+y*+ e =<x2+y2><1+ > 2)

Theo bét déng thie Cdsy thi:

1 1 2
_ 2 2 —
f(x,y)-(x +y )(1 +x2y2>22xy<l +x2y>_2xy+xy
Tur gia thiét x + y = 1, theo bat dang thic Cosy thi:

122\/W:>O<xy£%

bat r=xy; O<t£l

4
e Ln A 2 1
Xét ham so: f(l):2t+7;0<téz
2 -1 1
=2 —"= < —
fn=2-5=2— ()Vte<0,4]
Bang bién thién:
1
t 0

) -




+00
0 T

17
2

fmin
Tlr bang bién thién, ta dwoc: f(¢)>f] ( >
. 1A 17 o1
= f(x,y) nho nhat = dat duoc khi ¢ =7
1

1
<=>Xy:Z<:>X:y:5

Vay: minf(xy)="5 dattai x=y =2

Bai 4: Cho hai sb x, y duong déu théoa man:
x2+y2=x\/1 — ¥ +y1—x?

o : 2 1 1
Tim gia tri nho nhat cia biéu thirc: 4 =x*+ P yi+ 7

Gidi
Theo bét déng thire Buniacopxki, ta co:

x4 yr=xy /1 - P wyfl - g\/<x2+y2>(2—(x2+y2>)
:><x2+ y2>2£<x2+y2>(2—<xz+ y2>)

& xP+y?<2 — (x +y> & 0<x?+y*<1

Bién doi: A=x%+y? +L+L (x +y><l+ 21 2)
x? x*y

y?
Theo bat déng thire Cosy:
2 2
x2y2S<x ;y> :>x21 =2 4 >
Y ()
Do do: A2<x2+y2> 1+L2 =x>+ y>+ 4 >
<x2+y2> X'y

bit r=x*+y*thi0<r<1

Xét ham sb: f(t):t+%véio<tﬁl

fn=1 —f—zwe(o,l}



Bang bién thién:

t 0 1
f(t) -
+00
Aty T
fmin
Tir bang bién thién, ta duoc:
minf(¢)=f(1)=5 dat duoc khi r =1
=mind =1
Gia tri nho nhat dat duoe < =1 x>+ y*=1
x2=y2
dong thoi A Sx=y _ L
> V2
F7 i+
: . 1
Vay: min4 =5 dattat x =y =——+
1y attalr x =y NG
Bai 5: Chohai sb x,y e (O, 1) thoaman: x +y=1
Tim gia tri nho nhét cua ham sb: f(x,y) =x"+ y*
Gidi
Xétham sb:  f(1)=Int —t+1v6i 0 <t
F0=1— 1.1 (=0 1=1
Bang bién thién:
t 0 1 + oo
() + 0 -
2
— 00 — 0

Theo bang bién thién = £ (x)< 0 V¢ (0, + o)
Do do: Vx,y>0thix~f<%>+y~f<L>£O
& x lnL—L+l + lnL—L+1 <0 (vix,y>0)
2x  2x Y 2y 2y =UviRY

1 1 \
— —< ty=
@x1n2x+y1n2y_0(sudungx y=1)

& —xIn2 —yIn2y <0 & — 1% 27 —Inx*- y7<0




& Inx® y’>1nx2 =Y :1n%<:> X< yyz%

Mit khac, theo bat ding thirc Cosy:
- 1 -
xXT+ Y22, /x%yr 22—=4/2
N N
= f(xy)= /2 = minf(x,y)=1/2

dat duoc < x =y :%

0| =

Vay, gia tri nho nhat cia f(x,y) 1a /2 dattai x =y =

Bai 6: Cho a®+ b*+ =4, va xe(O, g)

Tim gia tr1 16n nhat va nhé nhat cia ham so:
y=a+b+/2 sinx + c¢sin2x

Gidi
Theo bét déng thire Bunhiacopxki:

—a+b 2 sinx +csin2x <, [ a?+ b+ )1 + 2sin” x +sin’ 2x
y v (

=2 \/1 +1 —cos2x + 1 —cos?2x =2\/3 — ¢c0s2x —cos?2x
Dat r=cos2x;, —1<t<1

Xétham s6: f(1)=3 —t—1>,f (t)=—1 —2z;f’(z):0:>z:%

Bang bién thién:
1
t -1 3 + 00
£(t) + 0 -

T T~

Theo bang bién thién, suy ra:

f(l)é%:y2£4-%:l3 = /13 <y<y/13

= maxy =+/13 dat duoc

@l——l@) 2x——l:>x—£
=—3 cos2x = > =3
. .1 2sinx sin2x 1 /6 V3
DA h‘ L= = —_—=— =
ong tho a b c :>a 2b 2¢



V6

b=——qa
= ~ thévao: a’+ b +32=4
N
2
_2.6
3 3 4 VI3
Ta @ Atz at+=a’= = —
auoca+2a+4a 4=aqa \/13:> _2\/3
_—\/ﬁ
va gia tri nhd nhét cua y 1a:
miny =—+/13 dat dugc
w=X
3
A 4 2.6 2.3
a=———,b=— ,C=———
V13 Vi3 V13
T
X=§
Vay: + maxy =1/13 & o 4 b_z\/g 0_2\/3—
V13T a3 /13
T
X=§
+ miny =—+/13 & 4 2.6 23




Dang 5: DUNG PHEP LUQNG GIAC HOA KET HQP
VOI PAO HAM

1. Phwong phdp:

e Khicac an x; y thoa man: x2+ y2=a? (a>0)
thi dat {xza sint
y=acost

. R . 2 2,

e Khicac an x; y thda man: (x —a) +<y—b> =R

. 4x, |X —a=Rsint

thi dat {y—bchost

e Khicéc an x; y,z théaman: xy + yz + xz =1 thi ta dat
x:tan—'y:tanE

2 2
e Khicac an x; y;z théaman: x +y +z=xyz

2

'z:tangvéi 0<A4 B C<m

thi dat x =tanA4;y =tan B,z =tan C vdi1 —%<A, B, C<g

2.Bai Tap:

Bai 1: Cho hai s6 x; y duong théoa man: x?+ y?=1
1 1

Tim gia tr1 nho nhat ctaham s6: y=— +—
X

Y
Gidai
X2+ yi=1 i x =sinf
Vi nén ton tai IE(O, —) sao cho:
x’y>0 2 y=COSt
o, 1 1
Khidé: A=—F—+—5
sinf Ccos’ [/
A 3 cost 3sint_3 sin’ f —cos’ ¢
sin‘z  cos*t sin’ f-cos*t
. i
A/:O@smslzcosSl@l:Z
Bang bién thién:
i i
z 0 4 2
f(z) - 0 +

) | T 4y —




Tir bang bién thién, suy ra:

. _ . 2

A=4 /2 dat duockhi r=> = -
min V2 dat duoc khi 2 /3
2

Bai 2: Cho hai sb x; y duong théa mén: x +y=1
. . . 1

Tim gia tri nho nhét cua: A=x"+ y*+— +—
X Y

Gidi

Cfx+y=1 0<x<1

i x>0 én 0<y<l
x =sin"t
Pat (¥ =cos’t
T
<t<=
0<r 5

ey . 1
Khi do: 4 =sin'7+cos*t+—+——
sin £ COs'f

=<l—%sin22t><l+ .1462>
sin 2t
\ T . .2 1 .2 . 16
Vio<r<—nénsin2t<1=1——sint>2-val+—
2 2 2 sin” 2¢

| 16 17
=1 —=sm 2t |1+ >—
( 2 >< sin42t> 2

>17

Ny z% — minA :% dat duoc khi sin27 =1

=
I

=l
~4
y:

D= N =

Bai 3: Cho hai s6 x; y duong théa: x +y =1
Tim gi tri nho nhét ctia: A =——— 1 —2
V1I—x \/1 -y

Gidi
Theo gia thiétx, y>0vax+y=1
=0<x<lvalO<y<l



.2
- X =S1m o /- T
Dat { . V61 0 <a< >

y=cos o
.2 2 .2 2 .3 3
. sin” o cos” o sin“ o cos“a  sin oL +cos” o
. 2
\/l _sin’a \/l _coslg Coso  smna SINOLCOSCL
(sina + cosat) (1 — sinocosat)
B SINCLCOSOL

V(’yiO<oc<g:>1<t<\/f

. -1
Lac d6 sinocosa = >
2
t(l = ;1) 3tr—+r
Xétham so: A=f(t)= o1 S
2
Bang bién thién:
t 1 V2
() -

f(t T,

T bang bién thién, ta duoc:
minA = minf(t) = /2 dat duoc khi 1 =+/2

x=x

:>sin(oc+£)=l(:>og=£:> 2
4 4 1

Y=2

Vay, gia tri nho nhat ctia A 1a;
mind =/2 dattai x =y :%

Bai 4: Cho ba sé x; y; z déu duong théamén: x +y +z=xyz (1)
Tim gia tr1 nho nhét cua: T:l + 1 + 1
X Yy z

Giai

Dat x =tanA4; y=tanB; z =tan C, v61 0 <A4, B, C<g




(1)< tanA +tan B+ tanC =tanA4 - tan B- tan C
& tand +tanB=—tanC (1 —tanA- tan B)

tan4 +tan B
1_tanAtanB——tanC<:)tan(A+B)—tan(—C)
SA+B+C=n (2)
1 1 1
Khi d6: T_tanA+tanB+tanC_cotA+cotB+cotC>O

Tur (2) ta chimg minh duoc:
cotAcotB+cotBcotC+cotCcotd=1
Nhu vy: 72 =(cot 4 + cot B + cot C )’
=cot’ 4 +cot’ B +cot’ C + 2 (cotA cot B+ cot Beot C + cot C cot 4)

=cot’ A +cot’B+cot?C +2
Theo bat dang thirc Cosy ta co:

cot’4 +cot> B>2cotA-cot B

cot’ B +cot>C>2cot B-cotC

cot*C +cot?’4>2cot C-cot4
Cong ba bit dang thirc ta duoc:

2 (cotzA +cot? B +cot? C) >2 (cotAcot B+ cot Beot C+ cot Ccot4)

= cot’A +cot’ B+cot>’C>1
=1*>3=T>,/3

=min7=+/3 dat duoc < cotA =cot B=cotC
@A:B:C%



