Vin dé1

¢ (eE)l — 61’ — <€U)| — u' eu
¢ (z%)' = az" — (u)' = au !
1 u' <> ((f”)':az lnal—>(a )':u'a“.lna
b (B =5 )=
2Jz 2\u <> (u‘v)':u'v—f—v'u
1) 1 1w .
¢ —_— = —— =] = —— ! — !
[,{L‘] xz [u] ug ¢ 2 _ u v VU
v v’
- | 3 | R ! !
% (sinz)'= 8T (sinu)' = u o8 u $ (Inz)' = 1 — (Inw) _u'
<% (cosz)' = —sinz +— (cosz)'= —u'.sinu T u
! 1 ul
¢ (tanz)' = —5— > (tanu)' = u2 < (Inlzl)' == — (Inful)' = —
cos™ x cos” u z u
u' 1 u'
= — - <> (log, z)' = — (log, u)' =
< (cotx) SianH(cotu) e ( g, ) na ( I ) ulna
Van dé 2
CONG THUC LUQNG GIAC

Hg thac lugng co ban

Cong thirc nhan ddi — nhan ba — ha béc

2 2
sin” z +cos” v =1 tanz.cotz =1

sin CcoS T
tanz = cotr = —
CoS T sinz
5 1
1+ tan’ 2 = 5 1+cot’r=—
c0S’x sin” x

sin 2z = 2sinx.cos T
2 ) 2 . 2
cos2x =cos  x—sin"r=2cos"z—1=1—2sin"z

. 9 1—cos2x 9 1+ cos2z
=>sm-yr=——;,c08 T =——m—
2 2
sin 3z = 3sinz — 4sin’ 2 (3sin — 4sin)
cos3z =4cos’ x —3cosz  (4cd—3co)

Cong thirc cong cung

Cong thirc bién ddi tong thanh tich

sin(a £ b) = sina.cosb + cosa.sinb
cos (a £b) = cosa.cosb F sina.sinb
tana + tanb

tan(a +b) = ——
( ) 1—tana.tanb

tan (a — b) = tana — tanb
1+ tana.tanb

cosa—l—cosb=2cosa+b.cosa;b
. a+b . a—b
cosa — cosb = —2sin .sin
2 2
sina+sinb:2sina+b.cosa_b
2 2
. ) a+b . a—2b
sina —sinb = 2 cos 5 .sin 5

Cong thirc bién déi tdng thanh tich

Cong thirc tinh sin «,cos a theo ¢ = tan%

cos a.cosb = %[cos (a — b) + cos (a + b)]
sina.cosb = %{sin (a — b) + sin (a + b)]

sina.sinb = %[cos (a — b) — cos (a + b)}

. 2t

sina = 5

1+1¢

1_ 2

Détt:tang:><cosa = t2
2 141

2t
tana = 5

1—¢




M@t s6 cong thirc khac M#t s6 cong thirc khac
. 1. 3+ 1lcosdz
4 4 2
oS’ & + sin le—gsm 2$:T sinz + cosz = 2 sin x—l—% :\/Ecos[x—%]
4
cosﬁx+sin6$:1—§sin22x:w T -
4 sinz — cosz = /2 sin T— =2 cos x+Z
tanz + cotz = —
sin 2z
cotx —tanz = 2cot 2z
Vin dé3

PHUONG TRINH LUQNG GIAC CO BAN

1. Phweng trinh lwgng giac co ban:

a. Phuwong trinh: sinu = sinv <

b. Phuong trinh: cosu = cosv <

¢. Phwong trinh: T
Dk :u,v= 5 + km

. Ph inh:
d. Phung trinh Dk :uv=kr

u=v+ k27
u=m—v-+ k27

u=v+ k2T

u=—v+027

tanu = tanv <& u=v+kw

cotu=cotv u=v+kr

sinzg =0=x=km

Dac biét: «sinlez>xz%+k27r

sinx:—1:>x:—3+k27r

cosx:0:>x:g+k7r

Pic biét: fcosz =1=z = k27
cosr=—-1=z=nm+K2nr

[tanz = 0 < 2 = kn
bac biét: T
tanz = t1le 2z = iz—l-kﬁ

cotz =0 & x:z+k7r
Dic biét: | 2

cotr = j:l@xzﬂ:%—kkw

2. Phuong trinh lwong giac ¢6 dién dang: |asinz +bcosz = ¢| (1)

< Diéu kién cé nghiém: a* +b* > ¢*.

<~ Chia hai vé cho vJa® +b” , ta duoc:

< Pat sina = cosa =

a
2 27
Na© +b
Sin . sin  + CosS (.. COS & = —
NJa© +b

sSr=atrf+kr (keZ)

1) < — 2% _sinz + _b
Na' +b° Ja' +b°
% (a elo, 27r]). Phuong trinh tr thanh:
a”+b
C

& cos(z —a) =

COST =

c
Ja® + b

C

Ja? +b*

= cos (3

3. Phuong trinh hrong giac dang cép bac hai dang: |asin® z + bsinz cosz + ccos’ z = d (2)

< Kiémtraxem cosz = 0 c6 phai la nghiém hay khong ? Néu c6 thi nhan nghiém nay.
< Khi cosz = 0, chia hai vé phuong trinh (2) cho cos’ z, ta dugc:

a.tan’z + b.tanz + ¢ = d(1 + tan® 1)

< Dit t = tanz, dua vé phuong trinh bac haitheo t: (a —d)t* + bt +c—d =0 -t — x




3. Phuong trinh d6i xing dang: |a,(sin:c + cosx) + bsinzcosz + ¢ = O| (3)

:CHFZ); It < 2.

$ Ditt = cosz + sinz = +2.cos

1
=t = 14 2sinz.cosz = sinz.cosz = iE(t2 —1)

<> Thay vao phuong trinh (3), ta dugc phuong trinh bac hai theo t — ¢ — x

4. Phuong trinh d6i xing dang: |a,|sinx + cosz|+bsinzcosz + ¢ = O| (4)

< Pitt = |cosz £ sinx| = 2.

cos(xqig)‘; DK :0<t<+2= sinz.cosz = i%(tZ —1)

< Giai twong tu nhu dang trén. Khi tim z can luu ¥ phuong trinh chira dau tri tuyét doi.

Vién dé 4 )
PHUONG TRINH PAI SO

1. Phwong trinh bac hai: |az’ + bz + ¢ = 0| (1)
a/ Giai phwong trinh béac hai

Néu b lasd 1é Néu b la sé chin
, 2 . 2 Lot — b
Tinh A = b — 4ac Tinh A'=15 ac Voi b' = A

< Néu A' < 0 = Phuong trinh v nghiém.
< Néu A' = 0 = Phuong trinh c6 nghiém

!

< Néu A < 0 = Phuong trinh vd nghiém.
< Néu A = 0 = Phuong trinh c6 nghiém

kép:g;:—z—. kep:x:—;.
a % f \ , . N
4 Néu A > 0 = Phuong trinh c6 hai < Néu A' > 0 = Phuong trinh c6 hai nghiém
B 1
o _b—vA g =2 —va'
1= T 5 A 9N a
‘n A hiA 2a phan biét:
nghiém phan biét: i y 1
b+ VA p, = 2ENA
LTy =—7—— a
2a
b/ Dinh li Viét
Néu phuong trinh (1) c¢6 hai nghiém phan biét z,,z, thi:
2 S b
— Tong hai nghiém: S =z, + z, = - NN
- ¢ = |z, — 3| = =
— Tich hai nghiém: P = z,.x, = — lal lal
a
¢/ Ddu cdc nghiém cua phirong trinh
a=0
< Ph trinh co hai nghiém phén biét <
uong trinh ¢o hai nghiém p ¢ A0
<> Phuong trinh ¢6 hai nghiém trai dau < a.c < 0
) A>0
< Phuong trinh co6 hai nghiém phan biét cung dau < P>0




A>0
<> Phuong trinh c6 hai nghiém &m phén biét < {P > 0
S <0

A>0
<> Phuong trinh c6 hai nghiém duwong phan biét < { P > 0
S>0

d/ So sanh hai nghiém cua phuong trinh bac hai g(z) = az® + bz + ¢ = 0 véi 1 s6 B bét ki

A>0 A>0
oz, >1 >0 a.g(ﬁ)>0 <>a:1<:c2<ﬁ<:>«a.g(ﬂ)>0 > <f<zSag(f)<0
S S
- > — <
(2 & 2 v

2. Phweng trinh bac 3: |az® +b'a’ +¢'z +d'=0| (2)

T =«
<:>(:1:—a)<a:1:2+bx+c):0<:>

ar’ +br+c=0 (3)
bt g(z) = az’ + bz +c, A =b" —4dac

A>0
<> Phuong trinh (2) c6 3 nghiém phén biét < (3) co 2 nghiém phén bi¢t z = o &

gla) =0

<> Phuong trinh (2) co 2 nghiém phan biét < (3) co nghiém kép x = « hodc (3) ¢ hai nghiém

A=0
{da)IO
A>0
g(a) =0

phén biét trong d6 c6 1 nghiém z = a &

A=0
< Phuong trinh (2) ¢6 1 nghiém < (3) v6 nghiém hoic (3) c6 nghiémkép z = a < ||g(a) =0
A <0

3. Phweng trinh bac bén trang phweng : [az + bz® + ¢ = 0| (4)
Pit t = 2°. DK :t > 0. Phuong trinh (4) < at” +bt +c=0 (5)

A>0
<> Phuong trinh (4) c6 4 nghiém phan biét < (5) c6 2 nghiém dwong phan biét < {P > 0
§>0

c=0
< Phuong trinh (4) c6 3 nghiém phén biét < (5) c6 1 nghiém ¢ = 0 valnghiém ¢ >0< 1

—=>0
a

< Phuong trinh (4) c6 2 nghiém phan biét < (5) c6 2 nghiém trai diu hodc (5) c6 nghiém kép




ac <0

duong < A=0

S>0
B>0 A>0 (hay B>0)
4, Phlr(rnqtrinhchiracinth&c:+\/Z:B<:> ) +\/Z:\/§(:>
A=DB A=DB
, , B>0
5. Phwong trinh chira du gia tri tuyét déi: + |4| = B & A— 4B +|A=|B| < A=+B
B <0
A>0 B>0
6. Bét phwong trinh chwa cin thic: +\/ZZB<:) B>0 +\/Z§B<:> A>0
> o
A>DB

7. Bét phwong trinh chira déu gia tri tuyét déi: + |[A| < B< —-B< A< B +/A|> B & A ;

—B

_ Vandés |
HINH HOC PHANG

Trong mat phing Decac Ozy cho:
o Béndiém: A(z,,y,), B(zyys), C(z0,y) va M(z,,y,)
o buongthing A :az +by+c=0.
o Buongtron (C): (z—a)’ +(y—b) =R hay (C,,): 2" +y* —2az —2by +c = 0 cotam I3

I(a,b) vabankinhla R =+a’ +b° —c.

— Veécto AB = (a:B — Ty Y — yA) = D¢ dai doan thing AB = \/<£UB — xA)2 +(y5 — )
(khoang cdch gitta hai diém A, B)

2

— Débadiém A(z,,y,); B(z,,y,) va C (24,9, )thang hang < Ty~ Ty _ To — Ty
Ys —Ya Yo —Ya
s 2 £ . 2 . |a,:v +bx)+c|
— Khoang cach tir diem M(ma,ya) dén duong thang A : az + by + ¢ =0 la: d(M,A) _ ;/ : . :
a” +b

— Dé A va B dbi xig nhau qua duong thang A < A la duong thing trung tryc cia doan thiang AB.
L, 2
— Diéntich AABC: 5,50 = %AB.A C.sin A = %\/ABQ.A C? — (AB.A 0)

1 1 1 abe
Jp(p—a)(p—b)(p—c) S = Jbh = Sch = =pr

Trong d6: R,r, p lan luot la ban kinh dwong tron ngoai tiép, ban kinh dwong tron néi tiép va nira chu vi.
— DéAvaB nam veé 2 phia (khac phia) so véi duong thang A < (az, + by, + ¢).(az, + by, +¢) < 0.

— Dé Ava B nam vé cung phia so véi duong thing A < (az, + by, + ¢).(az, + by, +¢) > 0.
— Pé A va B cing nam trong duong tron hay cling nam ngoai dudng tron
< PyomyPsjiom >0 (mi + 95 — 2ax, — 2by, + c)(xz + v — 2azx, — 2by, + c) > 0.
— Pé A va B nam vé hai phia khac nhau d6i véi duong tron (1 diém phia trong, mét diém phia ngoai)
& Py Pajienm <0 (27 + 95 — 20z, —2by, + ¢)(z} + yj — 20z, — 2by, +¢) <0




CHUONG I

UNG DUNG DAO HAM DE KHAO SAT VA VE PO THI CUA HAM SO

BAIL ,
TINH PON PIEU CUA HAM SO

Co s& ly thuyét
1. Dinh nghia:
+Ham s6 y = f(x) dongbiéntrén K < Vo, 2, € K va z, <z, = f(7,) < f(z,).

+Ham s6 y = f(x) nghichbiéntrén K < Vz,,2, € K va z, <z, = f(z,) > f(x,).

2. Diéu kién can: Gia st y = f(x) c6 dao ham trén khoang I.
+Néu y = f(z) ddng bién trén khoang I thi f'(z) >0, Vz € 1.
+Néu y = f(z) nghich bién trén khoang I thi f'(z) <0, Vz € I.

3. Diéu kién dii: Giastr y = f(z) c6 dao ham trén khoang 1.
+Néu y'= f'(x) >0, Vo € I [f'(z) = Otai 1 56 hitu han diém] thi y = f(x) dong bién trén L.
+Néu y' = f'(2) <0, Vo €I [f'(z) = 0tai 16 hitu han diém] thi y = f(z) nghich bién trén 1.
+Néu y' = f'(x) = 0, thi y = f(x) khong ddi trén I.

Chay: Néu khoang I duoc thay boi doan hoic nira khoang thi y = f(z) phai lién tuc trén d6.

DANG 1
XET TINH PON PIEU (tim khodng ting - gidm) CUA HAM SO y = f (x)

1. Phuong phap gidi )
+ Bwoc 1: Tim tap xac dinh cua ham so. Thuong gap cac truong hop sau:

P(z)

- y:miTXB:Q(sc)z()
-y =+Q(z) = TXD: Q(z) 2 0
-y = ];(2) = TXD: Q(z) > 0

+ Bwdc 2: Tim cac diém tai d6 y' = f'(x) = 0 hodc y' = f'(z) khong x4c dinh, nghia la: tim dao ham
y'= f'(z).Cho y'= f'(z) = 0 tim nghiém z; véi (z =1; 2 3n)
+ Budgc 3: Sap xép cac diém d6 theo tht ty ting dan va 1ap bang bién thién dé xét dau y' = f'(x).
+ Bwéc 4: Duya vio bang bién thién, két ludn cac khoang ddng bién va nghich bién ciia ham sé.
- f'(z) = y' > 0 = Ham s dong bién (tang) trén khoang......va......
- f'(z) = y' < 0 = Ham s6 nghich bién (giam) trén khoang...va......
2. Mt s6 lwu ¥ khi giai toan ,
+ Luuy 1: Doi voi ham phan thuc hiru ty thi dau “=" khdng xay ra.
+ Luuy?2:




b . 5 . .
thi ham s6 ludn dong bién (hoic nghich bién) trén TXD, nghia 1a luoén

o e az
e Doi voi ham dang: y =
cxr +

tim dugc y' > 0 (hoic y' < 0) trén TXD.
2
b N .
v tbhrte ludn co it nhat hai khoang don diéu.
a'rz+b'
e Déi voi ham dang: y = az’ + bz’ + ca® + dz +e ludn c6 it nhat mot khoang ddng bién va mot

« D6i voi ham dang: y =

khoang nghich bién.
e Ca ba ham s trén khong thé luon don diéu trén R.

+ Luwu ¥ 3: Bang xét ddu mot s6 ham thuong gap
a) Nhi thirc bac nhat: y = f(z) = ax +b ,(a = 0)

b
T —00 —— +00
| a
ar + b ‘ traidduvéia 0  cing diuvéia
b) Tam thic bac hai: y = f(z) = a2’ + bz + ¢ ,(a = 0)
e Néu A < 0, ta co bang xét dau:
r | —» i +00
f(z)]  cing dduvéia
e Néu A = 0, ta co bang xét dau:
x —00 _—b —+00
| 2a
f(z)| cingdduvéia 0 cungdduvéia

e Néu A > 0, goi z,,, la hai nghiém cia tam thic f(z) = 0, ta c6 bang xét dau:
X | =0 X, X, +o0

f(z) | cungdduvéia 0 tréidduvéia O
¢) D6i véi hamma co ' = f'(z) = 0 c6 nhiéu nghiém, ta xét dau theo nguyén tic: (phwong phap chung)

e Thay 1 diém 1an can z, gan z, bén 6 phai ciia bang xét dau vao f'(z).[Thay sbz, sao cho dé tim

cung dau voi a

(@)1
e Xét diu theo nguyén tic: DAu cua f'(z) d6i dau khi di qua nghi¢m don va khong dbi dau khi qua
nghiém kep.
+ Luuy4: Xem lai 1 s6 cach giai phuong trinh lugng giac thuong gap va ta c6 thé dwa ham sb luong giéc vé
dang da thuc trong 1 6 trudng hop.

+Luwu y5: Cach tinh dao ham ham sé dang hitu ti (phén thic).

a b
ar +b c d ad — cb
y = =qy'= > = 5 Cach nh¢: Tich duong chéo chinh tru tich duong chéo phu.
cx+d (cx+d)  (cz+d)
a b 2+2“ ¢ +b ¢! Cach nhé: (Anh ban #n chao hai lan bo chay)
X X
_ar’ +br+c N '_a' b' a' ¢ b' c'_(b'a—a'b)xQ—|—2(c'a—a'c)a:—|—(c'b—b'c)
a's> +b'z + ¢! (a'w2+b'$+c')2 (a'x2+b'$+c')2

Bai 1. Tim cac khoang don diéu cia cac ham sé:
bl y=2"'—62" +8x+1.

el y=2"+32" +3z+2. fl y=~12"—2z.

al y=—a'+42° - 3. o y=z'4+4z+6.

dl y=—2"+62" -9z +4.



20 —1 3z +1 3—2z

[y = : h y= : il y= :

>y x—1 Y 1—2 Y T+7
Bai 2. Tim cac khoang don diéu ciia cac ham sé:

o y_—x2—|—21:—1 b/y_x2—8x+9 o y = T +2

z+2 ' r—5 *’:L‘Q—l'—i—?).

d/y:<4—3x)\/6x2+1. e/l y=z+1—-2y2° +3z+3. fl y =132’ —2z.
Bai 3. Tim cac khoang don diéu ciia cac ham sé:

a/ y:|12—|-5x+6|. b/ y:—:lz—|—1—|2:1:2—|—5:1:—7|. o y=+dzr -1 .

V22P —z +3
d/ y =z’ +2z+3. e/ y:|:1:3—7372—7x—|—15|. f/ y:x—H.
3z + 2

Bai 4. Tim cac khoang don diéu cuia cac ham sé sau:

al y=x—sinz, xE[O;W] : b/ y = 2sinx + cos2z , 176[0;71'].

¢/ y=-sin’z +cosz, [O;ﬂ']. d/ y =sin’ 2 — cos2r +sinz + 2.

4
e/ y=sin®r+cosz+1,z¢€ O;g]. f/ y:2sinx—§sin3x,$€[0;7r]

Bai 5. Chung minh rang:
a/ Hamsd y = 2° + 2 — cosz — 4 ddng bién trén R .

b/ Ham sb y = 2sinz + tanz — 3z ddng bién trén nira khoang

T
(%)-
DANG 2

Tim diéu kién ciia tham s6 dé ham s6 y = f (x) dong bién hoic nghich bién

I. Co sé 1y thuyét
Cho ham s6 y = f(x,m) véi m la tham sb, c6 tap xac dinh D.
e Hamsb y = f(z,m) dongbiéntrénD < y' >0 Vz €D

. . . — Tham sé m
e Hamsb y = f(z,m) nghichbiéntrén D < y' <0, Vz €D

e Hamsé y = f(x,m) dongbiéntrén R < y' = f'(z,m) > 0,Vz € R & miny' >0
z€R

e Hamsé y = f(x,m) nghichbiéntrén R < y'= f'(z,m) <0,Vzr € R < maxy' <0

zeR
e Ham s6 dong bién trén R thi nd phai xac dinh trén R .
I1. Phwong phap giai
Dang 1: Néu y' = f'(z,m) = ax® + bz + ¢ thi:
. . y a>0
e Déhamsé y = f(z,m) dong bién (ting) trén R < y' = f'(x,m) > 0;Vz € R & A <0
a<0

e Déhamsb y = f(z,m) nghich bién (giam) trén R < y' = f'(x,m) < 0;Vz € R &

A<0

ChQ y: Péi véi ham phén sé hivu ti thi ddu “=" khéng xay ra.

Dang 2: Néu y'=az + b ; Vz € [o; (] thi:

e Déhamsé y = f(z,m) dong biéntrén [o; 5] < y' >0 ; Vi € [o; 8] @l
Yy




!
e Béhamsé y = f(z,m) nghichbiéntrén [; 3] < y' < 0; Vo €0 8] & | | ’
y'(B)<0
Dang 3: Néu y' = f'(z) = az’® + bx + ¢ hoac y' = f'(z) 1a mot ham bat ky nao khac, ma ta cin
y'= f'(z) >0 hay y' = f'(z) <0 trén khoang (a,b) hoic doan [a,b] (hoic trén nira doan hay ntra khoang
nao d6). Thi ta l1am theo cac budc sau:

e Budc 1: Tim mién xac dinh ciia y' = f'(z).

e Buéc 2: Doc 1ap (tach) m (hay biéu thirc chira m ) ra khoi bién 2 va chuyén m vé mot vé. Pat vé con lai
la g(z). Luu y khi chuyén vé thanh phan thuc thi phai dé y diéu kién x4c dinh cua biéu thirc dé khi xét ddu g'(x)
ta dua vao bang xét dau ¢'(x).

e Bugce 3: Tinh g'(z).Cho ¢'(z) = 0 va tim nghiém.

e Buéc4: Lap bang bién thién cua g'(z).

e Budc5: Kétluan: “Lém hon so 16n — Bé hon sé bé”. Nghia 1a:

+khitadat m > g (3:) thi dya vao bang bién thién ta s& liy gia tri m > s6 16m nhét trong bang bién thién

+khitadat m < g (a;) thi dya vao bang bién thién ta s& 14y gia tri m < s6 nhé nhét trong bang bién thién

Dang 4: Tim m déhamsdé y = az’ + bx” + cx + d co do dai khoang ddng bién (nghich bién) = 1.
Ta giai nhu sau:
e Buéc1: Tinh y'= f'(z).
a=0

A>0 OF

o Buwdc2: Tim dicu kién d€ ham so c6 khoang dong bién va nghich bién:

e Buédc 3: Bién d6i |:U1 - 372| = [ thanh <1‘1 — x2>2 —dz .z, = [? (2)

e Budc4: St dung dinh Iy Viét dua (2) thanh phuong trinh theo m .
e Budc 5: Giai phuong trinh, so véi diéu kién (1) dé chon nghiém.

III. Mot s6 hru ¥ khi gidi toan
e Luuy 1: Can st dyng thanh thao dinh i Viét va so sanh nghiém cta phuong trinh bac hai vai s6 p.

e Luuy2: Taco thé dung dang toan loai 3 dé giai bai todn tim tham sb m ctia mot bat phurong trinh hodc tim
dicu kién dé phuong trinh c6 nghiém, v6 nghiém hoac 1, 2, ...n nghié¢m, ...

Bai 1. Tim tham sbm dé ham sb:
al y=1"—32"+3(m+2)z + 3m — 1 dong bién trén R .
b/ y=1"—(2m—1)2* +(2—m)z +2 dong biéntrén R.
o/ y=2a"+(m—3)z’ +2maz + 2 ddng bién trén tap xac dinh cua no.
d y=—2'+32" +3(m’ — 1):1: —3m” —1 Iuén giam.

1
el y 25(3—m)x3 —(m+3)332 +(m +2)x — 3 ludn tang trén R.
fl y= %(mQ _1);53 +(m +1)2” + 3z + 5 luén dong bién trén R .

Pap so6:a/ m > —1 b/ —1§m§% c/ m€[6—3\/§;6+3\/§}

d m=20 e/ —

DO | o
VAN

m<—1 f/ mE(—oo;—l)U[2;+oo)

Bai 2. Tim tham s6 m dé ham sb:

mr+3—2m LA A L S
al y= mr - am luén nghich bién trén moi tap xac dinh cua no.

r+m




-2 .
bl y= mres dong bién trén tung khoang xac dinh cua no.
r—m+1
2 1 . , L e,
c y= ma L nghich bién trén ting khoang xac dinh cuaa no.
—2x2—|—(m—|—2>x—3m+1 )
d/ y= N nghich bién trén tung khoang xac dinh cua no.
a’/‘ —_—
(K 1 1 1
Papso:a/l —3<m<1 bl —1<m<?2 o ——<m<— d m<-—
V2 V2 2

Bai 3. Tim tham s6m d¢ ham s
al y=21"—2ma* —(m+1)z + 1 ddng bién trén doan [0;2] .

b/ y =&’ + 32" + (m + 1) + 4m nghich bién trén khoang (—1;1).
¢/ y =z’ + 3z — mzx — 4 ddng bién trén khoang (0;+oo).

d y= %x?’ —ma’ + (2m — 1)z — m + 2 nghich bién trén khoang (—2;0).

4 .
el y= mr + nghich bién trén khoéng(—oo;l).
T +m
2
-2 .
fl y= me +6z—2 nghich bién trén nua khoéng[1;+oo>.
x4+ 2
9/ y =+ mcosz dong biéntrénR .
. 1
Papso:a/ m < —1 b/ m <—-10 ¢ m<0 d/m2§
3 14
e/ —2§m§§ fl —2<m< -1 g/mg—? h —1<m<1

Bai 4. Tim tham s6m dé ham sb:
al y=1"— (m + 1):1:2 — (2m2 —3m + 2)95 +2m* — m ddng bién trén nua khoang [2;+oo>.

bl y :%x3 +(M+1).x* + (m? + 4m + 3).x — m? ddng bién trén nira khoéng[1;+oo).

3

o y= %x —(M+1).x* + m.(m+ 2).x + 7 ddng bién trén doan [4;9].

d/ y =x®—mx® —(2m? —=7m + 7).x + 2(m —1).(2m — 3) ddng bién trén nira khoéng[2; +oo).
Bai 5. Tim gia tri thuc m dé ham sb:
al y=az’+ 32" +ma + m giam trén doan c6 d6 dai bang 1.
bl y=—1’+1° — (2—m)z 41 tang trén doan c6 d¢ dai bang 2.
. 14
Pap so: a/ ng. b/ m=—.

4

, DANG 3 -
Ung dung tinh don di€¢u chirng minh bat ding thirc

1. Phuwong phap giai
e Bude 1: Chuyén bat dang thuc vé dang f(z) > 0 (hay <,>,<). Xét ham sé y = f(z) trén tap x4c dinh
do d& bai chi dinh hodc miém xac dinh ciia bai toan ma ta phai tim.
e Bubc2: Xétdiu y' = f'(z). Suyraham s6 dong bién (hay nghich bién).
e Buéc 3: Dua vao dinh nghia dong bién (hay nghich bién) dé két luan. Tuc la:
+Ham s6 y = f(x) dong biéntrén K < Va1, € K va z, < z, = f(z,) < f(x,).




+Ham s6 y = f(x) nghich biéntrén K < Vz,,x, € K va z, <z, = f(z,) > f(x,).
2. Mt s6 Iru y khi giai toan
e Luu y I: Trong truong hop ta chua xét dugc dau cua f'(z) thi ta dit h(z) = f'(x) va quay lai tiép tuc xét
diu h'(z) ... cho dén khi nao xét dau dugc thi thoi.
e Luu y 2: Néu bit dang thic co hai bién thi ta dua bat dang thiic vé dang f(a) < f(b). Xét tinh don digu ctia
ham sb f(z)trong khoang (a,b) .

Bai 1. Ching minh ring

a/ sinz <z, Vx € 0,%‘ b/ tanz > x, VmE(O;%)
3
¢/ tanx > sinz,Vx € 0;1] d/ Smx>x—x— Vx € 0,1]
2 3! 2
T z’ s
el tan:c+281nx>3x,Vx€[0;5] f/ tanx>$+§, VxE[O;E]
Bai 2. Ching minh ring
3 5
a.zsinx+ltanaj>x, vxe[o;i] b. sinx<x—x—+$—, Vx>0
3 3 2 6 120
1 1
; 2z T in— - .
Cc. sinz > , Vo € (0; d. zsin—>1 , Vo € (0,400
1 1 4 1 ? 1
e ——<—+1-—, vxe[o;ﬂ] f. 1—i——a;—x—<\/1+a: <l4+—-2,Vr >0
sin"x = T 2 2 8 2
1 .9 4x s
g. 2V >3——, Vz € (l;4+0) h. 28/ sin"z < — (7 —2), Vz € 0;5
x 0

DANG 4
Ung dung tinh don diéu dé giai phwong trinh — bat phwong trinh c6 chira tham s6 m

Bai toan 1. Tim m dé phuong trinh f(x;m) = 0 c6 nghiém trén D ?

e Buoc 1. Dac lap (tach) m ra khoi bién sb x va dua vé dang f (x) =A (m) :

e Buoc 2. Lap bang bién thién cua ham sé f(x) trén D.

e Budc 3. Duya vao bang bién thién xac dinh gia tri cua tham sé6 m dé duong thing y = A (m) nam ngang cat
d6 thi hamsb y = f(x).

e Bugc 4. Két luan nhitng gia tri cin tim ciia m dé phuong trinh f(x) = A(m) c6 nghiém trén D.

Luuy:
+ Néu ham s6 y = f(x) c6 GTLN va GTNN trén D thi gia tri m can tim la nhitng m thoa man:

mDinf(X) < A<m> < mgxf(x) .
+ Néu bai toan yéu ciu tim tim tham s dé phuong trinh c6 k nghiém phan biét, ta chi cin dua vao bang

bién thién dé xac dinh sao cho duong thang y = A(m) nam ngang cit do thi ham s y = f (x) tai k diém phan

biét.

Bai toan 2. Tim m dé bat phuong trinh f(x;m) > 0 hoac f(x;m)

co6 nghiémtrén D ?

)2 Afm) e 1) < Am].

e Buoc 1. Dac lap (tach) m ra khoi bién s x va dua vé dang f(

e Buc 2. Lap bang bién thién cua ham sé f(x) trén D.




e Budc 3. Duya vao bang bién thién xac dinh gia tri cua tham sé m dé bét phuong trinh c6 nghiém:
+ V6i bat phuong trinh f(x) > A(m) d6 la nhitng m sao cho ton tai phan d6 thi nim trén dwong

thing y = A(m), tac la A(m) < mﬂaxf(x) (khi mguxf(x) EI).

+ V6i bat phuong trinh f(x) < A(m) d6 la nhitng m sao cho ton tai phan do thi nam dudi duong

thang y = A(m), tuc la A(m) > m&nf(x) (khi m})inf(x) EI).

Bai toan 3. Tim tham sb m dé bét phuong trinh f(x) > A(m) hoic f(x) < A(m) nghiém dang Vx € D ?

+ Bt phuong trinh f(x) > A(m) nghiém dung |Vx € D & mDinf(x) > A(m) :

+ Bat phuong trinh f(x) < A(m) nghiém dung |Vx € D & mgxf(x) < A(m) :

Luuy:

+ Céc bai toan lién quan hé phwong trinh, hé bit phuong trinh ——— ta cn bién ddi chuyén vé cac
phuong trinh va bat phuong trinh.

+ Khi d6i bién, can quan tdm dén diéu kién cua bién moi.

LOAI 1
Ung dung tinh don di¢u dé giai phwong trinh c6é chira tham so m

Bai 1. Tim tham s thuc m dé phuong trinh:
al r++/32° +1=m co6nghiém thuc.
b/ mnz® +2 = z +m cb dang 3 nghiém thuc phan biét.
¢ Nz' —4xz +5 >z — 4z + m co nghiém thyc trong doan [2;3] .

. 3 1
Pipsbial m> . o ———. bl —2<m<+2. o m<—1
2 Vo
Bai 2. Tim tham s6 thyc m dé phwong trinh:
al VX*+mx+2 =2x+1 co hai nghiém phan biét.
b/ X +/9—Xx =V=X*+9x+m co nghiém.
¢/ 3VX—1+m/x+1=23x*-1 c6 nghiém.
d/ V6 —X +~+/X+3 =mx co6 nghiém.

9 9 1 m<-1
Pipsé: a/ m>= b/ —=<m<10 o -l<m<= d/ 1
2 4 3 m>§

Bai 3. Tim tham s6 thuc m dé phwong trinh:
a/ 3+ X +/6—x —/(3+x)6—x) =m c6 nghiém.

b/ VX2 +X+1—+/x? —x+1=m cbnghiém.

LOAI 2
Ung dung tinh don di¢u dé gidi bat phwong trinh ¢é chira tham so

Bai 1. Tim m dé bt phuong trinh /4X—2 + 24/4—X <m c6 nghiém.
Pap sé: m>+/14.
Bai 2. Tim tham s6 M dé bat phuong trinh sau c6 nghiém: MX —/X—-3<m+1




\/§+1

4
Bai 3. Tim m dé bat phuong trinh /(4+ X)(G — X) <X?—2x+m (1) nghiém dung véi moi X € [—4; 6]
Pap s6: m>6.
Bai 4. Tim m dé bit phuong trinh MA/2x* +9 < X+mM ¢6 nghiém véi moi X .

Pap s6: m<

. 3
Papso: m<——.
4

BAI 2

CUC TRI CUA HAM SO

Co sé 'y thuyét
1. Khdi niém cue tri ciia ham s6: Gia sit ham sdy = f(x)xéc dinh trén tapD (D C R)vaz, € D

+ 1z, la diém cuc dai cia ham s6 y = f(z) néu El(a,b) €D va z, €(a,b) sao cho f(z)< f(x0>,
Vx € (a;b> \ {xo} Khi d6: f(xo>duqc goi la gid tri cyc dai cua y = f(z)

+ 1z, la diém cyc tiéu cia ham s6 y = f(z) néuEl(a,b) €D va z, €(a,b) sao cho f(x) > f(xo),
Vo e (a;b) \ {xo} . Khi do: f(xo) duoc goi 14 gid tri cyuc tiéu cua y = f(x)

+ Néu z, 1adiém cyc tri cia ham sé y = f(z) thi diém (z,; f(z,)) dwoc goi 1a diém cyc trj cta db thi ham

s0 y = f(2).
2. Diéu kién can dé ham so cé cwe tri (Pinh ly Ferman).
Néu ham s6 y = f(z) c6 dao ham tai z, va dat cuc tri tai diém d6 thi f '(Io) = (0. Nghia 1a ham s6

y = f(z) chico thé dat cuc trj tai nhitng diém ma tai d6 dao ham béng 0 hodc khong c6 dao ham.
3. Diéu kién dii dé ham sé cé cuc tri
a. Dinh Iy 1: Gia sitham 6 y = f(z) lién tuc trén khoang (a;0) D z, va c6 dao ham (a,b) \ { z,}
+ Néu f'(z) d6i dau tir am sang dwong khi z di qua z, thi y = f(z)dat cuc tiéu tai z, .
+ Néu f'(z) d6i dau tir dwong sang am khi z di qua z, thi y = f(z)dat cuc dai tai z, .

x a Xo b
f'(@) - 0 +

f(a) f(b)
y = f(z) \cuc tiéu/

f(Xo)
X a Xo b
f'(x) * 0 -
f(%o)

y = f(z) /Ct,rc da\

f(a) f(b)

b. Binh Iy 2: Giastrhamsd y = f(z)c6 dao ham trén (a; b) D z,; f'(z,)=0va f"(z,) =0
+ Néu f"(z,) <0 thi y = f(z) dat cuc dai tai z, .
+ Néu f"(z,)> 0 thi y = f(z) dat cuc tiéu tai z, .



DANG 1 _
TiM CU'C TRI CUA HAM SO

1. Phwong pl}ép oiai
¥ Qui tac 1: Dung dinh 1y 1
e Budc 1: Tim mién xac dinh. Tinh y' = f'(z).

o Buéc2: Timcacdiém z, (i =12, ,n) taidd y'= f'(x) =0 hodc y' = f'(x) khdng x4c dinh.

e Budc3: Xétdau f'(x), tr d6 suy ra diém cuc trj dua vao dinh Iy 1.
¥ Qui tic 2: Dung dinh 1y 2
e Buéc 1: Tim mién xac dinh. Tinh y' = f'(z).
o Buéc2: Timcacdiém z, (i = 1,2, ,n) taidd y' = f'(z) = 0 hodc y' = f'(z) khong x4c dinh.
e Budc3: Xétdau f"(z) va f"(z,)
- Néu f"(z;) < 0 thi ham sb dat cuc dai tai T,.
- Néu f"(z,) > 0 thi ham s6 dat cyc tiéu tai z,.

2. Mt s6 luu v khi giai toan
<> C6 2 qui tac tim cuc tri dwa vao dinh li 1 (qui tac 1) va dinh i 2 (qui tic 2):
o Néu viéc xét ddu cua dao ham bac nhat dé dang, thi nén dung qui tic 1.
e Néu viéc xét dau ay kho khan (vi du nhu trong bai toan ma ham sé di cho ¢ dang lugng giac, hoic bai
toan co chira tham s), thi nén dung qui tic 2.
<> Néu y' khong ddi ddu khi di qua nghiém (nghiém kép) thi ham s6 khong co cuc tri.

<> Pbi v6i ham bac 3 thi y' = 0 ¢6 2 nghiém phén biét 1a diéu kién can va du dé ham co cuc tri.
< Khong can xét ham sé y = f(x) c6 hay khdng co dao ham tai diém z = z, nhung khéng thé bo qua diéu
kién “ham s lién tuc tai diem x,”.
_ . y'(z,)=0
< Hamsodatcyctritai x <4 |
0 Y (a:o) =0

<> Poi voi ham sb can thuce ta khong xét diu duge nhu bac 1, bac 2 thi chon diém dé xét dau.

Bai 1. Tim cuc tri ctia cac ham s sau:

2
al y=2"+32" +3x+5 bl y=212’+32" 9z +4 c/y:—§x3+gaz2—2x
4 ,
d/ y:§x3—6x2+93}—1 e/ y=—a'+62° —8r+1 fl y=2a'—22> -3
Pip sd:a/ Ham s6 khong c6 cuc tri. bl y,., = y(—S) =31y, = y(l) =—1.
2 1 11 NV , .
c Yy, = y(2> = g; Yoy = y[g] = Y d/ ham s6 khong co cuc tri.

el Y, = y(—2) = 25; Ham s6 khong c6 cuc tiéu.  f/ Yop = y(O) ==3,Y,p = y(l) = y(—l) =—4.
Bai 2. Tim cuc tri ctia cac ham s sau:

) 1 —7? — 2 _
a/y:3 z b/y=3$+ o y— T +2x—1 d/y:x 8r+9
r—1 l—z T+ 2 z—5
Pap s6:a/ Ham s6 khong co cuec tri. b/ Ham sé khong co cuec tri.
/ Yop = y(l) =05y, = y(—5) =12. d/ Ham s6 khdng co cuc tri.

Bai 3. Tim cuc tri ctia cac ham sé:

al y=+—2"+ 32 bl y=av4 — 2 o y=2z—+2"—3
d/ y=2z+1—+2z>—8 e/y:|:1:|(:1:—|—2> il y=(z—3) |x|

Pap so:




& Yoy = y(2) =2 yop = y(0) = 0. bl y,, :y(—ﬁ):—m You :y(\/§):2.

¢/ Ham s khong c6 cuc dai. d y., = y(2\/§) — 372 +1.Ham s6 khong co diém cuc dai.
e/ Y, = y(—l)zl; Yor = y(O): 0. fly, = y(()): 059, = y(l): —2
Bai 4. Tim cuc tri ctia cac ham sé:
a/ y=sin2x —x b/ y=2sin2z —3
¢ y=3—2cosxr— cos2z d/ y = coszVsinz trén 0;%]
Pap so0:
oy =y Ttk =< | T gk ) D Ly
yOD y 6 2 6 yCT y 6
s 7r
b/ y,, :y[——i—lm]— L.y, :y[z—l—(%—l—l)E =-—5.
¢/ Yop = y[i%—kkﬁw]— Yoy = y(lmr):2<1—cosk7r>.
\ 1
d/ Ham sb dat cuc dai taixzﬁ;y(ﬁ): Voi sinﬁ:T.
3
DANG 2

TIM THAM SO m PE HAM SO CO CUC TRI TAI z,

Bai toan 1: Cho ham sé y = f(x,m) . Tim tham s6 m dé ham sb dat cure tri tai diém z = T, .
Phwong phap gidai
+ Tim tép xac dinh
+Tinh y' = f'(z,m)
+ Dé ham s6 dat cuc tri tai © = z, thi: f'(z,m)=0=m .
Bai toan 2: Cho ham s6 y = f(x,m) . Tim tham s6 m ¢ ham s6 dat cwe dai tai diém z = T, -

Phuwong phap gidai
+ Tim tép xac dinh
+Tinh y' = £'(5,m);y" = £"(z,m)

f'(xo,m):()

f"(:co,m) <0 -

+ Dé ham sb dat cuc dai tai z = , thi: l
Bai todn 3: Cho ham s y = f(z,m) . Tim tham s6 m dé ham s6 dat curc tiéu tai diem = = z.

Phwong phap gidi
+ Tim tép xac dinh
+Tinh y' = f'(z,m);y" = f"(z,m)

+ Dé ham sb dat cuc tiéu tai z = z, thi: k

Bai 1. Tim tham sb dé ham sb:
al y= z* — 3ma’ +3(m2 —1)IB—|—TTL datcuc daitai x = 2.

bl y = —(mz +5m)a:3 + 6maz” + 6z — 6 datcuctiéutai z = 1.

o y=2"—2z" +ma+1 datcuctiéutai z =1




d/ y = ma’ + 32° + 122 + 2 dat cyc dai tai diém z = 2.
e/ y=——9¥—— datcucdaitai z =2.
T+m
Pap sé a/ m = 3 bl m=-2 ¢ m=1 dd m=-2 e m=-3
Bai 2. Tim tham sé m dé ham sé:
al y= %aﬁ —mz® + (m2 —m+ 1)3: +1 dat cyc trj tai z = 1. Khi d6 ham sb dat cuc dai hay cuc tiéu.

Tim cuc tri twong tng.
b/ y=—2" + ma® —4 d&ham sé nhan diém M (2;0) lam diém cuc dai.

c/ y:2(m2—3)Sinfc—2msin2x—|—3m—1 dat cuc tiéu tai x:%.
Pip s6 a/ m =2 bl m =3 o m=1

Bai 3. Timthamsb a,b déham sé:
4

al y= L 4’ +bcoeuctritai z = —1 va gia tri cuc tri twong tng caa ham sb bing —2.
4
bl y= gazaf‘ +2ax” — 9z + b ¢6 gia trj cuc tri la nhiing s6 duong va z, = —% la diém cuc dai.
. 1 9 9 128 9 140
Pipsbal 4= ——;b—=— b 4= ——: b> =22 hogc a = = b > ———
2 4 25 27 5 27

Bai 4. Tim gia tri cua tham sb dé ham s :
al y=212"+ma’+(m+1)x—1 cocyctrtai x = 2. Khido ham sb dat cuc dai hay cuc tiéu ? Tinh gia
tri cuc tri twong ung.
b/ y=22"—(4—2m)z’ + (m—5)x —4 c6 cuc tri khi = 0. Khi d6 ham sb dat cuc dai hay cuc tiéu.
Tinh gia tri cyc tri twong ng.
2 4 2mz — 2

o y= — c6 diém cuc tri khi z = —2. Khi d6 ham s dat gia trj cuc tiéu hay cuc dai. Tinh gia
T+

tri cuc tri twong ung.

d/ y:x3—mx2—|—[m—§]x+5 dat cuc tri tai z = 1. Khi do, n6 la diém cyc dai hay cuc tiéu, tinh gia

tri cuc tri con lai (néu co).
Bai 5. Tim gia tri cua tham s a;b dé ham so :

al y:ix4 —(2a +b)2* —a — b dat gia trj cuc dai bang 2 tai z = 1.
b/ y=—2"+(a—3b)z’ —3a + b datgia trj cyc tiéu bing 1 tai x = 0

o y= %x”‘ —(3a —2b)2* —a + 2b co gia tri cyc tri bang 0 khi z = 0. Khi d6 ham s6 dat cyc tiéu hay

cuc dai.
2
b b . .

d/ yzw datcuctritai x =0 vaz =4.
br + a
2

e/ y:w dat cuc dai bang 5tai x = 1.
- +1

2 4+ar+b _, . .

d y= —1 dé ham s6 dat cuc tri bang -6 tai x = —1.

x_

Bai 6. Tim gia tri cua tham sé a;b;c dé hamsé :
al y=1"+az’ + br + ¢ dat cyc tri bing 0 tai diém 2 = —2 va db thi ham s6 di qua diém A(0,1).

b/l y =12’ +ar’ + bz + c dat cyc tidu tai diém A(1,—3) va do thi ham sb cét truc tung tai diém c6 tung do
bang 2.



o y=ax' +br’ +c dédd thidiquagdctoadd O vadat cuc tri bing —9 tai = = /3.

Bai 7. Tim gia tri cuatham s a;b;c;d dé hamsé :
al y=az’ +bx’ +cx+ d dat cyc tiéu tai diém z = 0, f (0) = 0 va dat cyc dai tai z =1, c6 gia tri cuc
dai bang 1.

bl y= ax’ +bx* +cx +d dat cuc tiéu bang 0 tai « = 0 va dat cuc dai bang % tai x = %

~ DANG3 -
BIEN LUAN HOANH PO CUC TRI CUA HAM SO

Ham sé y = f(z) co n cuc tri <>y’ = 0 ¢é n nghigm phan biét.
Mat s6 luu ¥ khi giai toan
e Luu v 1: Hoanh d¢ cyc tri thuong 1a nghiém cua phuong trinh bac 2. Do d6, ta can phai nim viing kién
thirc vé phuong trinh bac 2 nhu: Dinh ly Viét, so sanh nghiém phuong trinh bac 2 vai 1 s6 B bat ky, cac diéu kién
¢ nghiém cia phuong trinh, ... ddng thoi, né lién quan dén mot sé tinh chat caa hinh hoc phang.

2
. b
e Luuy2: Hamsobacha y = az’ + bz’ + cx + d vaham hiwu ti Y= %jﬂ €O Cuc dai va cuc
i e
a=0
tiéu (2 cyc tri) < y' = 0 c6 hai nghiém phan biét <
(2cyctri) <y ghiém p . A0
, . b 2 .
e Luuy 3: Bé A va B thuoc hai nhanh caa do6 thi dang y = ar + hoac y = w thi 2 diém A
cr+d ex +d
va B phai ndm vé hai phia so véi duong tiém can ding twong tng caa do thi.
y
A «— TCD:x= -dic N TCD:x= —dle
\
TCN:y= —alc \A\
— A B — A
B & [-d X O X
+b
« (©):y=2
\‘ y cx+d B
) \
oy = ar’ +bxr + ¢
(©): exr + d
y
A
A B
X1 O‘ X2 > X

e Luu v 4: Cyc tricia ham bacbén : y = az’ + b2’ + cz” +d




x=0
daz’® +3bx +2c=0= g(:n) (2)
By
g(o) =0

+Taco: y'=4az’ +3b2° +2cx = y' =0 &

. >0
+ Ham so6 ¢6 3 cuec tri khi va chi khi (2) cé hai nghiém phén biét khac 0 <

Khi d6: Ham s6 ¢ 2 cyc tiéu, 1 cuc dai khi a > 0.
Ham sb c6 2 cuc dai, 1 cyc tiéu khi a < 0.
+ Ham sb ¢6 1 cuc tri khi va chi khi (2) c6 nghiém kép hoac vé nghiém hozc c6 1 nghiém

A <O

9(0)=0

Khi d6: Ham chi c6 cuc tiéu khi a > 0 (nghia la c6 cyc tiéu ma khong c6 cyc dai).
Ham s6 chi ¢6 cuc dai khi a < 0 (nghia la c6 cuc dai ma khong co cuc tiéu).

Loai l
Tim gia tri tham s6 m dé ham so n cuc tri, hoac khong ¢6 cuc tri

r=0%

Ham bac 3
y=az’ +b2* +cx+d (aiO)

Hambac 3: y = az’ +bz” +cz +d (0'7:0) <*)

Phuwong phap giai:
-Tacod: y'=3az” +2br +c=y' =0« 3az” +2br +c =0 <1)

. a=0
+Ham s6 (*)c6 2 cuc trj <> (1) c6 hai nghiem phan bigt <> A >0
(1)
. a=0
+ Ham s6 (*) khéng c6 cuc tri < <1) c6 nghiém kép hoac vé nghiém & A <0
=

Bai 1. Tim gia tri tham s6 m dé ham so c6 cuyc tri

al y=21"—3mz’+(m+2)z+3m+4 bl y=—2’+(m+1)2* — 3z
m_3]x3—(3—m)x2-|—217—1

o y=(m+2)2"+32° +mx—5 d/ y:[

e/y:%x3+mx2+(2m+3)m+1 fly=(4+m)z’ —(2m+8)a" + 1 +3

Bai 2. Tim gi tri tham s6 m dé ham sé c6 2 cuc tri
ady=12"+(m—-2)2" —(m+2)z—3 bl y=22"—(m—2)z" +(6—3m)z+m+1
o y=12"=3m-D2" +2m’ =3m+2z-m(m—-1) dy=01-m)z’+(m+2)2° —(m-Da+m+2

el y=—2"+B-m)z> —(9—-3m)x +2m f/ y:[m_g]x3—(3—m)x2—|—2x—1
Bai 3. Tim gid tri tham s6 m dé ham s6 khong c6 cuc tri

a/ y:x3—3mx2—|—3mx+3m+4 b/ y:x3+(m—1)x2—|—3x—2

o y=@+m)z’—2m+8)z° +1+3 d y=2"—02m—1)2> + 3z +2

Bai 4. Chimg minh rang ham sb:

_]- 3 2 ~ , . .2 , . e
a/l y=—2"—mz” —x + m —+ 1 lubn co cuc dai va cyc tiéu vai moi gia tri m .



bl y=22"—32m+1)2° +6m(m + 1)z + 1 ludn dat cyc tri tai z,,2, véi moi gia tri m va biéu thic
x, — x; khdng phu thudc vao m .

Ham bac 4 trung phwong
y =az' + bz’ +c (a=0)

Ham béc 4 trung phwong : y = az” + bz” + ¢ (a = 0) (*)
Phwong phap giai:
z=0
dax® +2b=0= g(fb) (1)
g(0)=0
AM>O

eTaco: y'= 4az’ +2bx=:z:(4a:132 +2b>: y'=0%

e Ham s6 (*)cé 3cuctrie (1) ¢ hai nghiém phan biét khac 0 <

Khi d6: Ham sb ¢6 2 cuc tiéu, 1 cuc dai khi ¢ > 0.
Ham s6 ¢6 2 cuc dai, 1 cuc tiéu khi @ < 0.

e Ham sb ¢6 1 cuc tri khi va chi khi (1) c6 nghiém kép hoac vd nghiém hoac c6 1 nghiém = = 0

A®§0 A<O ab >0
9(0)20(: g(O)zO{: b=0

Khi d6: Ham s chi cé cyc tiéu khi a > 0 (nghia la cé cuc tiéu ma khong c6 cuc dai).
Ham sb chi c6 cuc dai khi a < 0 (nghia la cé cuc dai ma khdng co cuc tiéu).
Chu y: Ham béc 4 trang phwong:
e Ludn c6 it nhat 1 cuc tri.
e Néu c6 3 cuc tri thi 3 cuc tri nay ludn tgo thanh 1 tam gidc can tgi dinh thugc truc oy.

=

Bai 1. Tim gi tri tham s6 m dé ham sb c¢6 cuc tri

al y=1'—2(m—4)1° +2m -5 bl y=z2'+2(m+1)z° +1

c/ y:3:4+(m2—4):1:2+3 d/ y:mx4+(m2—9):1;2—|—10
Bai 2. Tim gid tri tham s6 m dé ham sé c6 1 cuc tri

al y=1'"+2(m+1)2" +1 b/ y =ma' +(m—1)2> +1-2m

1, 1

o y=a'—ma’+4z+m d/y:—ac‘l—g(m—l)yvz—|—m—m2
Bai 3. Tim gié tri tham s6 m dé ham sb c6 3 cuc tri

al y=2z"+8ma’ +(8m +1)2° b/ y=2a2"+(m—-1)z" +2

o y=z'—2mz’ +2m—1 d y=(m-2)z" +2ma* +m—1
Bai 4. Chung minh rang ham sb luén ¢ cuc dai va cuc tiéu Vm € D

al y:—§w3+mx2+(m—|—3)x—4m b/ y:—%x?’+(2m—1)x2—(m2—m—3)z+1

o y=2"+(m—-2)" —(m+2)x—3 d/ y:x3—3mx2+3<m2—1>x—m3

Ham phéan thire
az’ + bz + ¢
= r) =
y=J@ dx +e

2
ax” +br+c
Ham phan thac: v = () = ——mM8M8— *

p y = f(z) "y (*)
Phwong phap giai:



eTaco: y'=f(z) = ad.z® + 2ae.x + be + de

dr+e=0
:>f'(a:)—0(i>l

2 2 -0 =
(da:—l—e) ad.x —|—2ae.x—|—bc—|—dc—0—g(x> (1)
€
. e g|—|=0
e Ham so (*)céZcu’c tri s (1) c6 hai nghiém phan biét khac r = —— < [ d]
A 0
0~
. ad = 0
e Ham so (*) khong cécuctr§<:>(1) c6 nghiém kép hoac vd nghi¢m < A <0
(1 =
Bai 1. Tim gi tri tham s6 m dé ham sé c6 cuc tri
of y:xQ—x—ka—l b/ y:me—(m—Z)x—l
z+1 T+2
2 2
— 1)z — 2 -2
o y:x (m+1)x—m+ d/ y:x + max
r—1 ) mx —1
Bai 2. Tim gia tri tham s6 m dé ham s6 c6 2 cuc tri
2 2 2
a/y:x (m+1)z—m" +4m —2 b/y:x r+m
z—1 z+1
r* —mx + 2 :r2+(m2—1)a:—m
o y=——7— dy=
z—1 z+1
Bai 3. Tim gié tri tham s6 m dé ham sb khong co cuc tri
2 2 o o 2 2_ 1 o 2 4 _2
o y:x—l—mx 3 b y— T +mz+5 o y:a: (m+1)z—m"+4m
T—m z—3 x—1
Bai 4. Chung minh rang ham sb luén c¢6 cuc dai va cuc tiéu Vm € D
2 _ 3 2 +m(m’ =1z —m"+1
o y:x m(m+1z+m” +1 b y— < )
x—m x—m
' —z+m’—1 2 4+ mr —m + 2
z+1 r—m-+1
Loai 2

Tim gia tri tham s6 m dé ham s6 ¢6 n cwec tri théa diéu kién cho truéc
(st dung dinh li Viét)

Ham bac 3
y=az’ +b2* +cx+d (aiO)

Céch viét phwong trinh dwong thing ndi hai diém cuec tri cia ham béc ba:
y=f@=ax’ +b2* +cx+d
o Buée 1: Tim diéu kién dé cé cuc tri la: y' = 0 ¢6 2 nghiém phan biét.
Khi do, gia s (z,,,), (2,9, ) la cac diém cuc tri
e Buéc 2: Chia f(z) cho f'(x) ta duoc: f(x) = Q(z).f'(x)+ Az + B

e Buoc 3: Vi (z,,y,), (2,,,) la cdc diém cuc tri nén:




"(,)=0 = flx, )=Axz, + B
Mt khéc: f,( Y = f(z) '
flz)=0" |y, = f(z,) = Az, + B
= Cac diém (2,9, ), (,,¥,) ndm trén duong thang y = Az + B la dwong thang néi hai diém cyc tri

cua ham sé bacba y = f (1) = az’ + ba” + cxv +d.

Bai 1. Hay viét phuong trinh duong thang di qua 2 diém cuec tri cia ham s6 sau

al y=2"—32" —61+8 bl y=2z"—32" —122 +10
Bai 2. Tim tham s6 m dé ham sb sau day c6 2 cuc tri. Hiy viét phuong trinh duong thing di qua 2 diém cuc tri
ctua ham so sau:

al y=21"—3mz’+3(m’ —1)z—m’
bl y=2"-3(m—1)2" +(2m’ —3m +2)x —m(m —1)
Bai3. Chohamsb: y =12’ +2(m—1)2° +(m2 —4m+1):1: —Q(m2 +1). Timm dé ham sb dat cyc tri tai
. 1 1 1
hai diém z,,z, saocho: —+— = —(z, +x,).
T, oz, 2
Pap s6: m =1 hodc m =5
. \ 14 1 1 N 2 M . N 4 , « R .
Bai 4. Cho ham sb: y = gmxs —(m—1)2*+3(m—2)z +§. Tim m dé dd thi ham s6 c6 2 diém cuyc tri
,; T, , 4dng thoi hai diém cyc tri nay thoa: =, + 2z, = 1.

. 2
Dzipsﬁ:m:ghoécm:2

Bai5. Cho hamsé:y:§x3—mx2+(2m—1)x+2.T1mmdédéth;wahamséco hai cyc tri déu duong.

m =1
Dip sb: 1

m > —
Bai 6. Tim m dédo thicaahamsb y = —z° +3(m +1)2° — (Sm2 +Tm — l)x +m* —1 ¢6 diém cuc tiéu
tai Mot diém c6 hoanh d nho hon 1.
Pap so: m <1
Bai 7. Tim m dé dd thi ham s6 y = 2* — 32” +2 (C) ¢6 diém cye dai va diém cyc tiéu ciia b thi (C') nim
vé hai phia khac nhau cia mot duong tron (phia trong duong tron va phia ngoai dudng tron):
(Cm):x2 +y’ —2mx —4my +5m° —1=0.

.3
Déps6:3<m<1

Bai 8. Timm dé dd thi ham sé(Cm) cy = 22° + ma® — 122 — 13 ¢6 cuc dai va cuc tiéu, ddng thi cac diém
nay cach déu truc tung Oy .

Pap s6: m =0

Bai9. Timm déddthihamsd y = 2° — 32° + m’z + m co cuc dai va cyc tiéu, ddng thoi cac diém cuc dai va
cuc tiéu ddi xing nhau qua duong thang A : z — 2y — 5 = 0.

Pap s6: m =0

Bai 10. Tim tham sém dé ham sé y = z° — (2m + 1):1:2 + (m2 —3m + 2)3: + 4 c6 hai diém cuc dai va cuc
tiéu nim vé hai phia so véi truc tung.

Pap so: 1 <m < 2

Bai 11. Cho ham s6 y = gxg —ma® — 2 + 1+ m . Tim m dé ham s6 c6 cuc dai va cuc tiéu, dong thoi khoang

cach giira hai diém ay la ngan nhat.




Pap s6: m = 0 ) ) ’
Bai 12. Tim gia tri cua tham s6 m dé ham sé:

al y= ’ +3ma’ + 7243 co duong thiang di qua cac diém cuc dai, cuc tiéu vudng goc voi duong thing
y=3x—7.

3 2 2 r , + R . \ + R A Ja \ <
bl y=z"—32"+m'z+m c6 cic diém cuc dai va cyc ti€u doi ximg nhau qua duong thing

_1..5
¥=3 2

o y=12"+3(m—1)2" +6(m —2)r —1 c6 duong thing di qua hai diém cyc tri song song véi dudong
thang y = —4z +1.

d/ y=12"+3(m—1)2" +6(m —2)z cb cic diém cuc dai va cuc tiéu ciia dd thi ndm trén dudng thing
y=—4x.
Bai 13. Tim tham s m dé ham sb thoa yéu cau cua bai toan.

a/ Cho hamsb y = ° — 3ma’ — <m2 —l)ZC + 1. Tim m dé ham s6 ¢ 2 cyc tri thoa: 2(:171 + LEQ) =z + 1.

b/ Cho ham sé y = 2z° — 3.(2m +1)2° 4+ 6m(m + 1)z 4+ 1. Tim m dé ham sb ludn dat cyc tri tai 2,;,
véi |£E2 — x1| khong phu thudc vao m.

. 1. 1 . . .

¢/ Cho ham s y = gmx‘i —(m—-1)2"+3(m—-2)z —i—g. Tim tham s0 m dé ham so ¢6 2 cyc tri thoa:

z, +2x, =1.

4 1 2 4
d/Chohams6 y = gmar;3 —ma® +max — 1. Tim m dé ham sb c6 2 cyc tri thoa: |:L“1 —x2| > 8.

e/ Cho ham s y = (z —m) (x2 —3r—m— 1) . Tim m dé ham sb c6 cuc dai va cuc tiéu thoa:
|9[:CD.:BCT| =1.

f/ Cho ham s6 y = z° — 3(1 4+ m)z® + 92 — m . Tim m dé ham sb c6 2 cuc tri, ddng thoi hai hoanh d cuc
tri thoa man: |x1 — x2| <2.
Bai 14. Tim tham s6 m dé ham s thoa yéu cau cua bai toan.

. 1 1 . .

a/ Cho ham s0 y = gmmg - E(Bm —1)2* +2m(m —1)r. Tim m dé ham s6 c6 2 cuc tri thoa:
T, =1 +3.

b/ Cho ham s0 y = gmx‘3 —maz® + <m2 — 1)33 ——. Tim m dé ham s0 c6 2 cuc tri thoa:
T = a:l.(x2 — 5) +12.

¢/ Chohamsé y = 22° +9ma® +12m*z + 1. Tim m dé ham sb ¢6 2 cuc tri, ddng thoi 2 hoanh do cuec tri
thoa: T2y = Ty
Bai 15. Tim tham s6 m dé ham sé thoa yéu cau cua bai toan

\ £ m. 3 2 X 2 s I . . .

a/ Cho ham s0 y = gx +(m—=1)z" 4+ (m+2)z 4+ 5. Tim m d& ham s6 c6 2 cuc tri, dong thoi 2 diém

cuc tri nay nam veé hai phia so véi truc hoanh Ozx .
. 1) .
b/ Cho ham so y = —Maf

3
diém nay nam vé hai phia so véi truc tung Oy .

—ma® + 3m — 1. Tim m dé ham s6 c6 cuc dai va cuc tiéu, dong thoi hai

¢/ Cho ham s6 y = z* — 22" + mzx — 1. Tim m @ ham sb co hai diém cuc tri, ddng thoi 2 diém cyc tri nay
ndm hai bén (khéc phia nhau) so v6i duong thang z = 3.
Bai 16. Tim tham s6 m dé ham s6 thoa yéu cau cuia bai toan

a/ Cho ham s y = —z° + 3(m +1)2” — (3m2 +7m — 1):17 +m* —1. Tim m dé ham s6 c6 diém cyc tidu
tai mot diém c6 hoanh d¢ nho hon 1.



b/ Cho ham s y = mz® — 3ma® + (m+1)x—4. Tim m d& ham s6 c6 diém cuc tiéu tai mot diém co
hoanh d6 am. ) i ) .
Bai 17. Tim tham s6 m d€ ham s6 thoa yéu cau cua bai toan.

a/ Cho ham s y = z* —mz® +z —5m + 1. Tim m dé ham sé c6 cuc trj va khoang cach gitra 2 diém cyc trj
bé hon /2.
900m*

b/ Cho ham s6 y = —2* + ma® — 4. Tim m dé ham s6 co6 2 cuc tri 1a A va B thoa: AB? = 29

¢/ Cho ham sb Yy = 5553 —mz* —z+1+m. Tim m d ham s6 ¢6 cuc dai va cuc tiéu, déng thoi khoang

cach gilra hai diém ay la ngan nhat.
Bai 18. Tim tham s6 m dé ham s6 thoa yéu cau cua bai toan.

a/ Cho ham s y = —%x‘?’ +(3m —1)2> —4r — 2. Tim m dé ham sb c6 hai diém cuc tri 1a A, B sao cho
dién tich tam giac MAB bang 1 v&i M(0;1).

b/ Cho ham s6 y = émg —2* 4+ (m —1)2 4+ m. Tim m d& ham s ¢6 hai diém cuyc tri A, B sao cho tam giac
ABO vuéng can véi O 1a gbe toa do.

3m?

¢/ Cho ham s y=—2" + 2% . Tim m dé ham sb c¢6 cuc dai A, cuc tiéu B va tao v6i C(—2; 3) thanh tam

giac ABC déu.
d/ Cho ham sé y = z° —3ma® 4+ 4m® . Tim m dé ham s c6 cuc dai va cyc tiéu ddi xtrng nhau qua duong
phan giac thir nhat.

Ham bac 4 trung phwong
y=az' + bz’ +c (a=0)
o LL,tén 6 it nhat 1 cuc tri.
e Néu co 3 cuec tri thi 3 cuc tri nay luén tgo thanh 1 tam gidc cdan tai dinh thudc truc oy.

Bai 1. Chohamsb y = 3z' —mz® — 2. Tim tham sé m dé ham sb c6 cuc dai tai A(0;—2) va dat cyc tiéu tai hai

diém B; C sao cho: |z, — x| < \/6(m* —m).

7
A

Papso: m >1

Bai2. Chohamsé y = z' —2m’z” + 1. Tim tham s6 m dé ham sb c6 3 cyc tri, ddng thoi 3 diém cyc tri nay la
3 dinhrcﬁa mot tam giac vudng can.

Pap so: m = +1

Bai3. Chohamsb y = z' — 2ma + 2m + m". Tim tham sé m dé ham sé co 3 cuc tri, ddng thoi 3 diém cyc tri
nay lap thanh mot tam giac déu.

z
A

Dap s0: m = {3
Bai4. Chohamsd y = z' —2ma® + m — 1. Tim tham s m dé ham sb c6 3 cyc tri, ddng thoi cac diém cuc tri
A,B,C clia d6 thi tao thanh mot tam giac c6 ban kinh dwong tron ngoai tiép bang 1.
m=1
Bip s0: J5 -1
2r 9 , N
Bai 5. Tim tham s6 m dé ham s6 thoa yéu cau cua bai toan.

a/ Cho ham s6 y = 3z' —mz® — 2. Tim m d ham sé c6 cuc dai tai A(0; —2) va dat cuc tiéu tai hai diém B;
C sao cho: |z.2c| > 2(m® + 8m +10).

b/ Cho ham s§ y = ' —4ma” + 1. Tim m dé ham s ¢6 cuc dai tai A(0;1) va dat cuc tiéu tai hai diém B; C

sa0 cho: |z, — x| > \[2(2m — m?).




Bai 6. Tim tham s m dé ham sb thoa yéu ciu cua bai toan.
a/ Cho ham s6 y = z' —maz® 4+ 3. Tim m dé ham sé ¢6 3 cuc tri va 3 diém nay lap thanh 1 tam giac déu.
b/ Cho ham sé y = ' —ma” +4 4+ m . Tim m dé ham s6 c¢6 3 diém cyc trj 1a A, B, C va tam giac ABC

nhan géc toa d6 O lam trong tam.
¢/ Cho ham sb y = 't —2m’z® + 1. Tim m d ham sb co cuc tri 1a A, B, C sao cho tam gidc ABC co dién

tich bang 4.
d/ Cho ham s y = z* —2ma” +m — 1. Tim m dé ham s8 ¢6 3 cuc tri, ddng thoi cac diém cuc tri A, B, C

ctia do thi tao thanh mot tam giac c6 ban kinh dudng tron ngoai tiép bang 1.

BAI 3

GIA TRI LON NHAT (GTLN) VA GIA TRI NHO NHAT (GTNN) CUA HAM SO

1. Pinh nghia: Gia st hamséy = f(x)xéc dinhtrénmiégnDvoi D = R,

- f(ac)SM,‘v’xeD Vémzminf(:v)@ f(:v)Zm,Va:ED

MZHI&Xf(x) Ela:OED:f<:r0):M D EI:UOGD:f<a:0):m

D

2. Tinh chit:

max f(z) = f(b)
[ab]

mlnf(m) = f(a)
[a.,b]

maxf(:c) = f(a)
[a.,b]

minf(:L‘> = f(b)
[a.,b]

a. Tinh chdt 1: Néuhamsdy = f(x)déng bién trén[a,b]thi ;

b. Tinh chdt2: Néuham sdy = f(x)nghich bién trén|a,b] thi

DANG 1
TIM GIA TRI LON NHAT (GTLN) VA GIA TRI NHO NHAT (GTNN) CUA HAM SO
DUA VAO PINH NGHIA VA TINH CHAT

1. Phuwong phap giai ) .
Phwong phap 1: Dung bang bién thién dé tim max — min. Phuong phap nay thuong dung cho bai toan tim

GTLN va GTNN trén mét khoing (a,b) hogc nira doan [a,b),(a,b].
e Bugc 1. Tinh f'(az)
e Buc 2: Xét du f' (m) va 1ap bang bién thién.
e Buéc 3: Dua vao bang bien thién dé két luan.
Phwong phap 2: Thuong dung khi tim max — min ctia ham s6 lién tuc trén mét doan [a, b] .

e Buwdc I: Tinh f'(x)




e Budc 2: Giai f'(a:) = 0tim dugc cdc nghiémz, (z =1, n) trén doan[a,b] (néu cb).

e Buic 3: Tinh f(a),f(b),f(z,).f(z,),-n f(z,).
® Buwéc 4: So sanh cac gia tri vira tinh duogc va két luan
maxf(:z:) = maX{f(a),f(b),f(:z:l),f(xQ),...,f(xn>}
[a.b
minf(a:) = min{f(a),f(b),f(ml),f<x2),...,f<xn)} .
[a.,b]
Cha y: C6 thé dung bang bién thién dé tim max — min ciia ham s trén mdt doan [a, b].
2. Mt s6 luu y khi giai toan
e Luu y 1: Phuong trinh f'(x) = 0c6 thé 1a phuong trinh mi, logarit, dai sd, lwong giac, ... Do d6 do, can
nam viing kién thirc vé cach giai phuong trinh cac loai.
a, sinz +b cosx + ¢ <*)

e Luu y 2: D4i voi ham lugng giac dang: y = —1—
a,sinz + b, cos +c,

: 1—t
bit { = tan|— = SINT = ———; COST = t2_
141 141
. t* + bt
Thayvéo(*),ta duoc ham hiru ti dai so dang: f<t>: a2 roitce
a't"+b't+c'

e Luu y 3: Khi bai todn yéu cau tim max — min nhung khong noi trén tp nao thi ta hiéu tim max — min trén
tdp xac dinh D caa ham so.
o Luu y 4. Dé tim tham s6 m,n cta ham s6 f(x,m,n) véi x 1a bién sé sao cho f(z,m,n) c6
max f(z,m,n) = a va min f(z,m,n) = b. Talam nhu sau:
+ Bwée 1: Ham s6 d3 cho xac dinh va lién tuc trén D ma dé cho hodc ta tim.
flz,m,n) <a

- Ham s c6 gia tri 16n nhat bang a khi va chi khi ) .
dz, € D: f(z,,m,n) = a c6 nghiém z,

A>B
- Giai tim diéu kién va két hop danh gia hai vé cta mot dang thirc: 1<B® A= B (1).
f(z,m,n) > b

+ Bwde 2: Ham sb c6 gia tri nho nhit bang b khi va chi khi L .
dz, € D : f(z,,m,n) = b c6 nghiém z,

Tuong tu ta dugc phuong trinh (2).

(1)
+ Bwoc 3. Giai hé phuong trinh = m, n can tim.

(2)

e Luu y 5: Tacothé tim GTLN va GTNN cua ham sb bing cach dung mién gia tri (dk ¢6 nghigém)

Dt vin dé: Tim max — min caa ham s6 y = f(z) trén mot mién D cho trudc ?
e Buéc 1: Goi y, 1a mot gia tri thy y cua f(z)trén D, thi hé phuong trinh (4n X) sau c6 nghiém:
f@ =y,
xeD
e Budc 2: Tuy theo diéu kién cua hé trén ma ta c6 cac diéu kién twong tng. Thong thuong diéu
kién ay (sau khi bién doi) c6 dang: m <y, < M (3). Vi y, la mot gid tri bat ky cua f(x)nén tir (3) tasuy ra

min f(z) =m

duoc:
max flxy=M




Loai 1
TIM GTLN VA GTNN CUA HAM SO TREN KHOANG

Bai 1. Tim gia tri 1on nhat va gia tri nho nhat (néu c6) cta cac ham sb sau:

a/y:x+%,(x>0). b/y:ﬁi—;lﬂ.
o y:x—%,xe(()ﬂ]. o/ :3”8— “21119‘””2 (z>0).
i
Dépsé:
a/ minf(x):4khix:2
(05400)

1 .. 1 ..
b/ maxy = — khi x = Ova miny = — khi z = 2.
z€R 3 T€R 3

c/ minf(x):()khile.

(02]
. 242 1 32,1
f/ min g(z) = —— khiz max f(z) = —==—— khiz = —.
(0;+00) 3 6\/7 (0:+00) 2/2 4 6\/5
3
Bai 2. Tim GTLN va GTNN cua cac ham s sau
2
al y=1+8x—2". bl y=4x" —3z". c/ y:i—m.
+rx+1
2 2
d oy = xZI of y:2x2—|—10x—1—3. foy= 4x 21 .
4+ 3r” + 2z +1 r —z +1
Bai 3. Tim GTLN va GTNN cua cac ham s sau
al y:x+l,x>0. b/ y:x2+z,x>0. o y=aNv3—z
x x
N 2
d/ y = z' +2 el y= Tt fly=+2*—22+3
x 4200
Loai 2 )
TIM GTLN VA GTNN CUA HAM SO TREN DOAN
Bai 1. Tim gia tri 1on nhat va gia tri nho nhat cua cac ham sé sau:
al y= f(x) =32 —2° — 7z +1 trén doan[O;Q] bl y= f(x) = 22" +42° 4 3trén doan[O;Q]
3
o y=2a"+ 4(1 — :1:2) trén doan[—l;l]. dl y = f(x) — tren doan [2 4]
2
el y= f(x) = o trén doan[—5;—3]. fl y= f(x) tren doan[O 2]
bap s0:
maxf(ac)zlkhix:() maxf(:v):5 khiz =1 maxy =4 khiz =0

02 o |02 )

o minf(:c)z—Qkhisz minf<x>:—13 khi z =2 o : 4 vhi \E

02 02 i AR



maxf(x):E khi z =2 maxf(x)z—S khiz = —4 maxy:f(()):% khiz =0

d/ [2:4] 2 o 1 753 g | 102
minf(a;)zG khiz =3 minf(x):—Q khi z = -3 miny:f(2)2—5 khiz =2
[2:4] [~5;—3] [02]

Bai 2. Tim gia tri 1on nhat va gia tri nho nhat cia cac ham sé sau:

al y= f(x) = |x2 — 3z + 2|trén doan[—lO;lO]. bl y= |:E3 —32% + 1| trén doan[—Z; 1].
minf(x):“l):f(?):o maxf(x):19
Dip so:a/ [10:10] b 172
max f(z) = f(~10) =132 min g(z) =0
[~10;10] =2
Bai 3. Tim gia tri l6n nhat va gia tri nho nhét cua cac ham sé sau:
al y = 2+ 5 tren[-1:3]. bl y =@ +1+-32> + 62 + 9 trén[—1;3].
o/ y=1x+2— 2 trén[—ﬁ;\@}. d/ y=a+1+2V-22" + 2 + 4 trén[-1;2].
ef y = (o 6)ya* +4ten[0;3]. floy— $2+1 trén[—1;2].
- +1
Dép’ 50
maxf(ac)zQ\/E khiz =—-12=2 maxf(x):6 khiz =2
al [~1:3] b/ [~13]
minf(z)=2  khiz=1 min f(z)=0 khiz=—-1
13| [~ 13]
max f(z)=2 khiz=1 (
‘_\/57\/(5]> maxf(x)z3+\/g—|-2.ékhi33:1_|_\/g
o |l _ TR 2 2 2
rnmf(x):—\/g khlx:—\/§ minf(m)zo khiz = -1
22 -12]
(maxy=—3\/ﬁ khi =3 maxf(x)zx/g khiz =1
o | 103 g 12
miny = —12  khi =0 min f(z) = 0 khi z = —1
| 03] [~12]
Bai 4. Tim gia tri lon nhat va gia tri nho nhét cua cac ham sé sau:
al y=+4-—2" bl y=x++V4— 2 C/y:\/2—|—33+\/4—x
d/ y =3z +~10— 2 ef y=(z+2)V4-2 fl y=+3+2z—2°
bap 56
rnaxf(ac>:0 khi x = £2 maxf(x)z%/g khi z = /2
al | [—2;2] b/ [72;2}
minf(a:)zQ khiz =10 minf($)=—2 khi z = —2
| {—2;2] [72;2}
( _ R maxy =10 khiz =3
mTfQQ](x> = 2\/5 khiz =1 [7\/5;\/5}
/3 ’ d/ |
; minf(x):\/g khiz=-2;2=4 min y = 310 khiz =10
~2:4] HE;JE}




maxy:3\/§ khiz =1 maxy =2 khi z=1

o 11722 g 713 .
miny = 0 khi z = +2 miny =0khi z=-1, =3
[—2;2| [~ 13|
Bai 5. Tim GTLN va GTNN cua cac ham sé sau
a y = |z’ —4x‘+ 3 trén [0;3]. bl y = |a? —3x—|—2‘ trén [~10;10].

Loai 3
TiM GTLN VA GTNN CUA HAM SO LUQNG GIAC

Bai 1. Tim gia tri l6n nhat va gia tri nho nhét cua cac ham sé sau:

a/ y = sin2x — x trén doan —g;g bl y= \/50052:0 + 4sinx trén doan O;gk
4 1 1
¢/ y=2sinz — —sin’ z trén [O;W] dy=——+ trén 0;z
3 sinx cosz 2
bap s0:
a/ mauxyzz khiz =2 va miny:—Z khi o =2,
_mT 2 _mT
2'2 2'2

b/ maxy:2\/§ khingvé miny:\/gkhix:().

2 2
ma f(:z:>=H khl:z::z, :1::3—7T
¢/ 1 [07] 3 4 4
minfa:): khi =0, z=n

Bai 2. Tim gia tri I6n nhat va gia tri nho nhét cua cac ham sé sau:

al y=2sin’z+ 2sinz —1. b/ y = cos’ 2z —sinzcosz + 4.
¢/ y=cos'z+sin®z—2. d/ y=sinz + 3sin2z
sinz +1 cosz +2sinz + 3
e/ y=—— fl y= - .
sin” z 4+ sinz + 1 2cosz —sinx + 4
1
g y= : h/ y:\/1+sinx+\/1+cosa:
\/sinx+\/cosx
Dip sb:
maxf(t)zmaxy:?)khitzsinle@xzz—l—kﬂw
—11] D-R 2
fgflllf(t):rgl_lgy:—g khlt:sma::—§<:> -

r=—-+K2r
6




+ km

maxf(a:) = g khi ¢ = sin2z = —l &= larcsm —l
16 4 2 4 (kez).

b/

minf(x)z% khit=sin2x=1(:)x=%+k‘g

maxy =—1khit=1¢t=0

c/
miny = _5 khi ¢ :l
4 2

2
cosT = — T = arccos—
d/ maxy = ﬂ khi SARPIN
3 b V5
sinz = Y T = arccos—

maxf(a:)zmaxf(t)zlkhit:sinx:O@x:lm, (keZ)

y te[-11]
e
minf(:v):minf(t)zO khi tzsinx:—lﬁxz—z—kk%r, (kEZ)
te|-1:1 2
t)=2 khi t =2
ma}ﬂ%f( ) miny = maxf(:c): \/4—}-2\/5
L N IR \/_ oy B _,
mn%&f(t)—ﬁ I t—_g maxy = 1 m@nf(a:)—
_ BAI4 ‘ ,
TIEM CAN VA PIEM UON CUA PO THI HAM SO
y Y
Tiemcanding —> \\Tlem can ngang v/
] I — l \'<_Tém déi xang
0 \ X 5 X
y Tiém can xién
iém udn y
~
o) ) X
o) X
CO SO LY THUYET
| . Tiém can caa dd thi ham sé
1. Pinh nghia




a. Buong thang = = z, dugc goi la dwong tigm can dirng cua dd thj ham sé y = f(z) néu it nhat mot

1] lim f(z) = +o0
2| lim f(z) = —o0
trong cac diéu kién sau dugc thoa man: T =TCh:z =1z,
3| lim f(z) = +o0
4] lim f(z) = —o0

b. Puong thang ¥ = y, dwoc goi la dwong tiém cin ngang cia db thi ham sé y = f(z) néu it nhat 1

1 lim f(z) =y,
trong cac diéu kién sau day duoc thoa man: |_ =TCN :y=y,
2l lim f(z) =1y,
c. Puong thang y = az + b; (a = 0) dugc goi la dwong tiém can xién cua db thi ham sb y = f(z) néu
it nhat mot trong cac diéu kién sau day duoc thoa man:
lim [f(z)—(az +b)]=0
T =TCX:y=azx+b
lim [f(z)—(az +b)] =0

2. Luuy
e Truong hop y = f(z) =

P(z)
Q(z)

+ Néu Q(x) = 0 cé nghiém z, thi dd thi cé tiém can ding = = x, (=, la diém tai d6 ham s khong
xac dinh = = = z, la tiém can dung).

+ Néu bac [P(z)] < bac [Q(z)] thi db thi c6 tiém can ngang.

+ Néu bac [P(z)] =bac [Q(z)] + Lthi db thi cé tiém can xién,

7). 7 Q(z)=0
la s6 nghiém cua hé

la ham sb phan thirc hitu ty.

+S6 tiém can ding cua ham sé phén thic y =

+ B0 thi ¢ tiém can ngang thi khdng c6 tiém can xién va nguoc lai.
e Dé xac dinh cac hé s6 a,b trong phuong trinh cua dwong tiém can xién, ta co thé ap dung cac cong

a = lim M; b= lim [f(z) — az]

r——+00 €T T——+00

thirc: i) .Néu a = 0 thi TCX tr¢ thanh TCD.
a = lim _x; b= lim [f(z)— az]
T——0Q "L' T——0Q
e ar’ + bz +c s s
e Thong thuong doi voi ham dang: y = T thi ta tim can xién bang cach chia da thuc, lay
X €

phan nguyén la tiém can xién do lim (phan du) = 0.

r—+o00

e Ham sé bac ba va bac bon khdng co cac duong tiém can.

o Hamsb y = vaz® + bz +¢; (a = 0)

+Néu: @ < 0 = d6 thi ham sé khéng co cac duong tiém can.

. . . b ,
+ Néu: a>0= @b thi ham so co tiém can xién y:ﬁ[x+2—] khi © — 400 va
a

b
yz—\/E[x—i-—] khi © — —o0.
2a
e D6 thi ham s y=mz+n+pyJaz® +br+c; (a>0) co tiém can la duong thing

y=mz+n+pJa

b
T+ —
2a

I1 — Diém udn cua dé thi ham s




1. Pinh nghia: Biém I(xo;f(x0>)duqc goi la diém udn cuia d6 thi ham s6 y = () néu ton tai mot khoang

(a,b) chira diém z, sao cho trén mot trong hai khoang (a,

phia trén db thi con trén diém kia tiép tuyén nim phia dudi dd
2. Tinh chat

e Néuhamsé y = f(z) co dao ham cip hai trén mot khoang chaa diém z,;

z,)va (z,,b) tiép tuyén cua dd thi tai diém U nam vé

thi.

va f'(z) doi

f”(%) =0

déu khi x di qua z, thi I (:co; f (xo)) I3 mot diém ubn cia db thi ham sb.

e Do thi ham sé bac ba y = f(7) = az’ + bz’ +cx +d; (a = 0) ludn cé mot diém udn va do la tam

dbi xirng cua d6 thi.

DANGl )
TIEM CAN CUA PO THI HAM SO
Bai 1. Tim cac tiém can cua cac ham sé sau
2¢ — 5 x 10z + 3 7
a/ = bl y= o y= d y=—-1
z—1 i 2—1x Y 1—2x Y x
Bai 2. Tim cac tiém can cua cac ham sb sau
2 4 _1 2_ 2 4
o _ vtz b/ T x+6 o :7x+:c+5
20 —1 r—1 2—3x
2’ +2 7’ 27" — 1’
d/ y = el y= fly=——
Y t — 2z Y t—1 Y 2t 41
Bai 3. Tim cac tiém can cua cac ham sb sau
1
al y=+z"+3 b/ y:ﬁJrl o y=+2r’+z+3
2 NO Jr+3
d y=z+— el y=——— fly =
Jx z—1 x+1
o = 4z + 2 h oy = 1 i/y_\/x2+5:c+1
Jz' -9 Vot —dz +1 T +2

Bai 4. Tim gia tri cua tham sb m dé dd thi cua cac ham sé sau c6 dung hai tiém can ding

3 7’ +2
Y= 5 3 b/ Yy = B)
4" +2(2m+3)z+m” —1 3z +2(m+1)z+4
3 _
o y=— r+ d y=— T—3 :
r+r+m—2 r+2(m+2)z+m” +1
Bai5. Tim m dé dd thi ham sb sau co tiém can xién
o y:x2+(3m—|—2)x—|—2m—1 b/ y:mx2—|—(2m+1)x+m+3
z+5 T+2
Bai 6. Tinh dién tich cua tam giac tao bai tiém can xién caa dd thi cac ham sé sau chan trén hai truc toa do Oxy
of y:3x2+x+1 b/ :—3x2+x—4 o :x2+a:—7
x—1 T +2 r—3
Bai 7. Tim m dé tiém can xién cua dd thi cac ham sb sau tao véi cac truc toa do mot tam giac co dién tich S da
duoc chira
2 2
-1 2m—1)x —2 3
d y=T T g R e e e o B

z—1

r+1

Bai 8. Chimg minh ring: Tich cac khoang cach tir mot diém bét ky trén dd thi cia cac ham sé dén hai tiém can

bang mét hang sb.
P —x+1
) y=—""1°
r—1

Yy b)

z+3

_2x2+5x—4

_x2+x—7

C _=
) z—3




me —1

Bai 9. Dinh m dé ham sb c6 tiém can dimg di qua A(—l;\/i) Vol Yy =
2r+m
2
.. . 2 A mx- —mr+m—1 c s ) , \ 4R SR NP S X
Bai 10. Tim m dé hamso y = 1 €6 cuc tri va khoang cach tu d@iém cuc tiéu cua do thi ham so
.’L’ J—

da cho dén duong tiém can xién cua no bang %/5

+(m+2)x+m’ —4m+3

. Tim m dé khoang cach tir géc toa do O dén tiém cén
mz +1

Bai 11. Cho ham s6 y =

xién hoic ngang la nho nhat ?
(m—l)az2 +<m+1):z:—2m+3

Bai 12. Cho ham sé y = (C,) ,¥meR.

T —2m
a/ Tim m dé goc giira hai tiém can cia dd thi (C,,) bang 45°.
b/ Tim m dé dd thi (C,) co tiém can xién cét hai truc toa d¢ tai A, B sao cho AAOB c6 dién tich bang 4 ?

) . DANG?2 .
PIEM UON CUA PO THI HAM SO

Bai 1. Tim diém udn cua dd thi cac ham s sau
al y=1"—62"+3r+2 bl y=2"—32" -9z +9

of y=a'—62>+3 dy="7/ —22° +3

Bai 2. Tim gi4 tri caa tham sém,n dé dd thi cuia ham sb sau c6 diém uén I duoc chi ra
aly=" /—I—m Do’ +(m+3)x %, (1;3) bl y=2"—32"+3mz +3m+4; 1(1;2)
o y=ma’+na’+1; I(1,4) dl y = 2° —ma® 4+ nw —2; I(%,—B)

BAI 5

KHAO SAT SU BIEN THIEN VA VE PO THI HAM SO

Cac bwéc khao sat sw bién thién va vé dé thi ham sé.
e Bwoc 1: Tim tap xac dinh cua ham sé.
e Budc 2: Xét sy bién thién cua ham sd.
+ Tinh y'
+ Tim cac diém tai d6 dao ham y' = 0 hoac khdng xac dinh.
+ Tim cac gioi han = tiém can (néu co).
+ Lap bang bién thién, ghi rd diu caa d¢ao ham, chiéu bién thién, cuc trj cua ham sb.

e Buoc 3: V& dd thi ham s6
+ Tim diém udn cua db thi (d6i véi ham sb bac ba va ham sé trung phuong).
- Tinh ¢"
- Tim cac diém tai d6 y" = 0 va xét dau y"

+ V€ cac duong tiém cén (néu co) cua dd thi.

+ Xac dinh mot sb diém dic biét cua db thi nhu: giao diém cua dd thi vai tryc toa do (trong truong hop do
thi khong Cét cac truc toa do hoic tim toa d6 giao diém 4y phuc tap thi co thé bo qua). Ngoai ra, ta tim thém mot s6
diém thude dd thi nham vé hinh chinh xac hon.

+ Nhan xét vé d6 thi: Chi ra truc déi xang, tam d6i xing (néu co) caa db thi.

Bai 1. Khao sat va v& do thi cua cac ham s béac ba sau day:
al y=—2"+32" -2 bl y=2+3z—2 o y=2"+32"+3z+5



d/ y:—%+x2—x—1 e/ y=12"+z+1 fl y=-20"—2+2

o y=(z-17(4-z) N y=(z+3 'z il y=—2’—32" -4z +2
Bai 2. Khao sat va vé db thi cua cac ham sé bac bén sau day:
al y=a"—22" -1 bl y=-22"+42°+5 ¢ y:%ﬁ—i—QazQ—l
d y=—a'—2°+2 of y=(z—1"(z+1) fly=02-x)(z+2)
Bai 3. Khao sat va vé dd thi cua cac ham sb nhat bién sau day:
1 2 —1 2 1 2
y:a:+ of g = x J y= T+ i y— x
x4+ 2 r+1 x—1 r—1
Bai 4. Khao sat va v& do thi cua cac ham s6 hitu ti sau déy:
? 1 pp -2 ? 2 1
r+1 r+1 r—1 r+1

BAI 6

CAC BAI TOAN LIEN QUAN PEN PO THI CUA HAM SO

- BAITOAN1
TIEP TUYEN CUA PO THI

Dang 1: Viét phuwong trinh tiép tuyén cia dwong cong (C) Dy = f(x) tai diém M(:po,yo):
Phwong phdp:

e Buéc 1: Phuong trinh tiép tuyén co6 dang Pttt : |y = kﬁ.(:z; — ZEO) +y, (*)Véi k, = f'(iEU) .

e Buwoc 2: Tinh y' :f'(x):> k, = f'(xo).

77

e Buoc3: Thay z ,y ,k, vao (%) = Phuong trinh tiép tuyén can tim.
o yO

Dang 2: Viét phwong trinh tiép tuyén cua dwong cong (C): y = f(x) biét tiép tuyén di qua diém
M(xM;yM>cho truoc:

Phuwong phap:
Cach 1:

e Buéc 1: Goi N <:c0; yO) la toa do tiép didm cua tiép tuyén véi dd thi (0)




Pttt can tim di qua diém M(mM;yM)c() dang: y =k, (m - :rM) + v, (*)
e Buwoc 2:

+Tinh y'= f'(x) =k, = f'(:BO).
k= 1z, (1)
f(%) = f'(%)(xo - xM) T Yy (2)

+ Vi tiép tuyén tiép xdc véi dd thi (C’) tai N (xo; y0>nén:

e Buorc 3:
+ Giai phuong trinh (2)tim z, , sau d6 thay vao phuong trinh (1)tim duoc k,
+ Thay k, vao (*) ta dugc Pttt cantim

Cach 2:
« Buéc 1:: Goi Pttt codang Pttt :y = az +m (1)

e Buéc 2: Ap dung diéu kién tiép xuc:
Yiey=™Yu

o Bué6c 3: Do Pttt diqua M nén tathay toa do M vao (1) = m

Dang 3: Viét phwong trinh tiép tuyén cua dwong cong (C’): y = f(:zs) biét tiép tuyén co h¢ sé goc k, cho
truoc:
Phuwong phap:
e Buoc 1: Goi N <$O;y0) |a toa do tiép diém cua tiép tuyén vai db thi (C)
Pttt can tim tai diém N(xo;yo>cé dang: y =k, (:z: — :1:0) +, (*)
e Buwoc2: Tinh y'= f'(x) =k, = f'(xo) (1)
e Buoac 3:
+ Giai phuong trinh (1>tim ., sau d6 thay vao do thi (C’) tim duoc ¥, .

0°’

+Thay z,, y, vao (*) ta duwoc Pttt can tim.

Luwu y: Viét Pttt latim bathanh phan =,y ,k, . Mot s cach tim hé s6 goc &, thuong gap:
o Néu Pttt//A:y:a:v—kb(:)kﬁ =k, =a:f'(a;0>:xo = .

e Néu PtttJ_A:y:a:L’—l—b@kﬁ:—ki:—l:f'<wo):>x0:>y.
N a
e Néu M(ma,yo):(C)ﬂOy:>%:O—>yo—>f'<x)

e Néu M(:L“O,yo> = (C’)ﬂOm =y =0—z — f'(:z:o).

e

e Néu Pttt tao véi chiéu dwong Oz méot goc o thi k, = f'(mo) =tana =z =y

tt

=tana =z =y .

e Néu Pttt taovoi A :y = ax + b motgoc acthi n

M.a

Bai 1. Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C’ ) tai diém duoc chi ra:

al (C):y:3x3—x2—7+1 taidiémA(o;l). b/ (C):y:x4—2:1:2+1 tai diém B(1;0).
o (C):y= ‘Z"Zil tai diém C'(1;7). d (C)y=z+1- o— tai diém D (0;3)

Bai 2. Viét phuong trinh tiép tuyén caa (C ) tai diém duoc chi ra:




3(z—2)

a/ <C’) :y = ——7 tai diém A co tung do bing 4.
z—1
1 L, .. \
b/ (C) Ly = 5 tai cac giao diém cua (C’ ) vai truc hoanh, truc tung.
x —_—
c/ <C) cy = 2® — 3z + 1 tai diém udn caa db thi (C)
1 _ .- \
d/ (C) cy==—2"—22° — 9 tai cac giao diém cua (C’)vm truc hoanh.
4 4
2
el (C):y = T 2303 i diém Boohoandola 4,
:E —

f/ <C) :y = 2z — +/22” + 1 tai cac giao diém cua (C) vai truc hoanh, truc tung.
Bai 3. Viét phuong trinh tiép tuyén A cua (O) , biét ring A c6 hé sé goc k dugc chi ra:

al (C)iy=22"—22"+5; k=12 b/ <C’):y:2x_21;k:—3
x_
c/ (C>292Lx1+4;k:—1 d/ <C):y:\/x2—4:v+3;k:2
:E_

Bai 4. Viét phuong trinh tiép tuyén A cua (0) , biét ring A song song véi duong thang d cho trudc:

a/(C’) y:——2x +3x+1 & d:y=3x+2.
b/ (C'):y = —%a:—I—Z
o (0): yz%x — 32 +2 & d:dz+y—2015=0.
d/ (C):y % & d:2z+y—2016=0.
T

Bai 5. Viét phuong trinh tiép tuyén A cua (C ) , biét raing A vudng goc véi duong thiang d cho trudc:

al (C): y:——2x +32+1 & d:z+8y—999=0.
o () =2
o (C): y:f‘;:f’ & d:y=—3z+2015.

o/ <C):y:% & diy=z—2.

Bai 6. Viét phuong trinh tiép tuyén cﬁa(C’ ) tai cac giao diém cﬁa(C’ ) Véi cac duong dugc chi ra:
al (C):y:2x3—3a:2—|—9x—4 & d:y=Tx+4.
b/ (C’):y=2x3 —32°4+92 -4 & d:y=—2"+8z—3.
o/ (C):y:2x3 — 327+ 91 -4 & (C'):y:x3 — 42 + 62— 7.
Bai 7. Viét phuong trinh tiép tuyén A cta (C’ ) , biét A di qua diém duoc chi ra:
al (C):y=—2"+3x-2; A(24) b/ (C):y=2"—3z+1; B(1;—6)

o (0)v=fp- s cloa o (0):=ge' -0 +3 1 o[u)



T+ 2 3x+4

el (C):y:$_2;E(—6;5) i (C)y= — L P (23)
S 3z + 3 o —z+2
gl <C’).y——x_2 G(1,0) h <C).y_—$_1 H (2:2)
Bai 8. Viét phuong trinh tiép tuyén A cua (C ) , biét A tao véi chiéu dwong truc hoanh Oz mét géc o
a/ (C):y:x—;—2x2+m—4; a =60°. b/ (C):y:§—2x2+x—4; a =175,
c/ (C’):y: 3;__12 ;=45

Bai 9. Viét phuong trinh tiép tuyén A cua (O) , biét A tao véi dwong thing d mét goc o :

( ) y—%—Qx +r—4 & d:y=3x+4+7; a=45".
z’ 1 .
b/ <C’) =— -2 +z-4 & d:y=—x2+3; a=30".
3 2
4.73'— o
c/ (C) :x—l & d:y=3z; a=45".
-7 0
d (C)iy= & d:z+y=0; a=060".
2
ef —z—i—?)&d:y:—x#—l;a:m”.
-2
Bai 10. Tinh dién tich tam giac chan hai truc toa d6 bai tiép tuyén cua db thi (O ) tai diém duoc chi ra:
11 ,
al (C):y:5x+ tai diém A cé hoanh do laz, = 2.
20— 3 4

b/ (C):y =" — 27z +26 taidiém Bco x, =2.

Bai 11. Tim m dé tiép tuyén cua dd thi (C ) tai diém duoc chi ra chin hai truc toa dd mét tam giac cé dién tich

S cho trudc:
2 , 1
o (C):y= z+mtaidiémAcéxA:2véS:—.
z—1 2
T —3m ,
b/ (C):y= taidiem Bcoz, =—1va S =—
< ) Y z+2 B

o (C):2® +1—m(z+1) taidiém Cco z, =0 va § = 8.

, ~ BAITOAN?2 ‘ ‘ ) ,
BIEN LUAN SO NGHIEM CUA PHUONG TRINH BANG PO THI CUA HAM SO

Bail. Chohamsé y=2"+32"+1 (O)

a/ Khao sat sy bién thién va vé db thi ham sé (C').

b/ Dung d thi, bién luan sé nghiém cua phuong trinh: z° + 3z> +m = 0.
Bai2. Chohamsé y = —1’ +3z (C)

a/ Khao sat sy bién thién va vé& d6 thi ham s (C).
2m

m- +

b/ Véi gia tri nao ciia m thi phuong trinh: 2° — 3z +

I = 0 co6 3 nghiém thuc phan biét.

Bai3. Chohamsé y=2"—-3z+1 (C)




a/ Khao sat sy bién thién va vé d6 thi ham sé (C).
b/ Duya vao d thi (C'), bién luan sé nghiém cia phuong trinh: z° — 3z —m* —2m —2 =10

. .z 1
Bai4. Chohamso y = Z:z:?’ —%xQ +5

a/ Khao sat va vé @6 thi (C) cua ham sb da cho.

b/ Tim m dé phuong trinh 2* — 62> 4+ m = 0 c6 3 nghiém thyc phan biét.
Bai5. Chohamsb y = 2° +32° —2 (C)

a/ Khao sat sy bién thién va v& d6 thj ham sé (C').

b/ Sir dung db thi, bién luan theo tham sb m sé nghiém cta phuong trinh: (z +1)° =3 +m — 3z = 0.
Bai6. Chohamsé y = 2" — 82" +10 (C)

a/ Khao sat sy bién thién va vé db thi ham s (C).

b/ Dya vao (C), bi¢n luan theo m s6 nghiém cua phuong trinh: ' —8r—m=0.
¢/ Viét phuong trinh duong thang di qua hai diém cuc tiéu cua (C).

. . 1 .
Bai 7. Chohamso y = 5%'3 + 2 — 3z +§
a/ Khao sat sy bién thién va vé db thi (C) cua ham so.
b/ Tim k dé phwong trinh 22° 4 62> — 18z — k = 0 c6 3 nghiém phan biét.
¢/ Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C) biét tiép tuyen vubng goc vai duong thang y = —gm + 2.
2

. . 1
Bai8. Chohamsb y = 5953 — 2’ +3 (C)

a/ Khao sat sy bién thién va vé db thi ham sé (C').
b/ Dyavao (C'), bién luan theo m s6 nghiém cia phuong trinh: z° — 32> +m = 0.

¢/ Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C'), biét tiép tuyén co hé sb goc bang 3.
. 2 1
Bai 9. Chohamséy:—§x3+2x2—3x—|—1 (C)

a/ Khao sat sy bién thién va v& d6 thj ham sé (C').

b/ Dyavao (C'), bién luan theo m s6 nghiém cia phuong trinh: z° — 62° 4+ 9z +m = 0.

¢/ Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C') tai giao diém cua (C') véi truc tung.
Bai 10. Cho hamsé y = —33—3—'73—2+2:1:+Z (@)

3 2 3

a/ Khao sat sy bién thién va v& d6 thj ham sé (C').

b/ Tim m dé phuong trinh: 22° + 32” — 122 + m = 0 c6 dang mdt nghiém.

¢/ Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C'), biét tiép tuyén song song véi dwong thang A : 4z +y —1=0
Bai 11. Chohamsé y = f(z) = 22° — 92> + 122 —4 (C)

a/ Khao sat sy bién thién va vé db thi ham sé (C').

b/ Tim m dé phuong trinh 22 — 92° + 122 = m c6 dang mot nghiém duong.

¢/ Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C') tai diém la nghiém ctia phuong trinh f"(z) = 0.
Bai 12. Chohamsé y = 22° — 6z +1 (C)

a/ Khao sat sy bién thién va v& d6 thi ham s (C).

b/ Duavao (C), bién luan theo m s6 giao diém cua (C') va duong thing d : y = %

¢/ Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C') tai diém c6 hoanh do bing —/3 .
Bai 13. Cho hamsé y = 22° — 32 +1 (O)
a/ Khao sat su bién thién va vé do thi ham sé (C).



b/ Tim m dé phuong trinh 22° — 32> —m = 0 ¢ ba nghiém phan biét.
¢/ Xac dinh toa d¢ cac giao diém cua (C') va duong thang y = 22 + 1.

Bai 14. Cho ham s6 y = ‘;—4 -2(a* -1) (0)

a/ Khao sat sy bién thién va vé db thi ham s (C).

b/ Duya vao (C), bién luan theo m sé nghiém cua phuong trinh z* — 42> —m = 0.

¢/ Viét phuong trinh tiép tuyén cta (C) tai diém A(a;2) € (C) véi a > 0.
Bai 15. Cho hamsé y = —if + 22° +% ()

a/ Khao sat sy bién thién va vé db thi ham s (C).

b/ Dyavao (C),tim m dé phuong trinh z* — 82° +m = 0 ¢6 bon nghiém thuc phan biét.

¢/ Viét phuong trinh tiép tuyén cta (C') tai giao diém cua (C') va truc hoanh.
Bai 16. Chohamsé y = z' +2° —2 (C)

a/ Khao sat su bién thién va vé d6 thi ham sé (C).

b/ Tim m dé phuong trinh z* + 2> + m = 0 ¢o hai nghiém thuc phan biét.

¢/ Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C'), biét tiép tuyén vudng goc véi duong thang z + 6y —1 = 0.
Bai 17. Chohamsé y = 22" — 42® (O

a/ Khao st sy bién thién va vé db thi ham sé (C').

b/ Tim m dé phuong trinh z* — 22 + m = 0 c6 ba nghiém phan biét.

¢/ Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C') tai giao diém cua (C') véi truc hoanh, biét giao diém d6 c6 hoanh o
la mot sb am.
Bai 18. Cho hamsé y = —2—4 +22° -1 (C)

a/ Khao sat su bién thién va vé d6 thi ham sé (C).

b/ Dyavao (C),tim m dé phuong trinh z* — 8z° + m = 0 vo nghiém.

¢/ Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C') tai diém ¢ hoanh do = = —/2..
Bai 19. Chohamsé y = ' —42” +1 (C)

a/ Khao sat sy bién thién va vé d6 thi ham s6 (C).

b/ Tim m dé phuong trinh z* — 42” + m = 0 c6 4 nghiém thyc phan biét.

¢/ Xac dinh toa do cac giao diém cua (C') va duong thing y = 1. Viét phuong trinh tiép tuyén caa (C') tai
cac giao diém do.

Bai 20. Cho ham s6 y =

3z + 2 (0)
2z —1
a/ Khao sat sy bién thién va vé d6 thi ham s (C).

3r + 2

b/ Bién luan theo m s6 nghiém caa phuong trinh [ =m +1.

l‘ JR—
¢/ Viét phuong trinh tiép tuyén cua (C') tai giao diém cua (C') véi truc hoanh.

d/ Tim cac diém trén (C') cach déu hai truc toa do.

BAITOAN3
GIAO PIEM CUA HAI PO THI

Cho (C,):y = f(z), (Cy):y = g(x)

o Phuong trinh hoanh d giao diém cua (C,) va (C,) 1a |f(z) = g(z)| (%)



e Dé (Cl) cat (02) tai n diém phén bi¢t < phuong trinh hoanh d¢ giao diém [phuong trinh(%)] ¢4 n
nghiém phan biét.

Luu y1: Néu mot trong hai dd thi trén c6 dang hitu ti va ¢6 TXD D = R\ {a}. Khi d¢, &é (C,) cét (C,) tai
n diém phan biét < phuong trinh hoanh d¢ giao diém [phuong trinh ()] ¢4 n nghiém phan biét = .

Luwu y 2: Dinh Ii Viét ddi véi phuong trinh bac ba: az® + bz® + cx +d = 0,(a = 0)
Néu phuong trinh bac ba dang az’ + b2” + cz +d = 0,(a = 0) c6 ba nghiém phan biét z,,z,,2, thi:

b
T+ T+ Ty =——

c 2 2 2 2
10,2, + T,Xq + T3, = E = x +T, +x; = (5'31 + x, +x3) —Z(xlxz + z,7, —i—xgxl)

d
T TyTy = ——
a

Luwu y 3: Xem lai phan On tap phuong trinh dai s6

Luu ¥ 4: Tim tham s6 dé d thi ham sé bac ba dang y = f (x) =azx’ +02° +cx+d (C) cit truc hoanh Oz
tai n diém phan biét. (Phwong phap cuc tri).
Luc do6, phuong trinh hoanh do giao diém: az® + bz”> +cx +d =0 (*)

y = f(x) €O 2 cuc tri.

o Dé (0) cht Oz tai 3 diém phan bist < (*) ¢6 3 nghiém phan biét < ‘ 2o

Yop-Yor
y = f(x) €O 2 cuc tri.
YopYer =0

(lac nay db thi (C ) tiép xac vai truc hoanh Ox)

e Dé (C) cit Oz tai 2 diém phan biét < (*) c6 2 nghiém phan biét < 1

y = f(:r) khong co cuc tri.
e Dé (0) cit Oxtai 1 diém duy nhit < (*) chi ¢ 1 nghiém < ||y = f(x) co 2 cyc tri.
Yop-Yor >0

« D¢ (C) cht Oxtai 3 diém phan bigt c6 hoanh do duong <> () c6 3 nghiém dwong phan bigt:

y= f(“T) c6 2 cuc tri.
Yop-Yor <0
T, >0,z,>0

a.f (0) <0 (hay ad < 0)

e Dé (C) cit Oz tai 3 diém phan biét c6 hoanh d6 &m < (*) c6 3 nghiém am phan biét:

y= f(95> Co 2 cuc tri.
Yop-Yor <0
T, <0z, <0

La.f (0) >0 (hay a.d > 0)

Hoc sinh tu vé hinh.

Luwu ¥ 5: Tim tham sb dé dd thi ham sb bac bbn trung phuong y = az’ + bz® + ¢ (C) cit tryc hoanh Oz tai
4 diém phan biét lap thanh cép sé cong (cach déu nhau) ?




Phuong trinh hoanh do giao diém: az* + bz* +c =0 (1)
e Pitt=2">0.Licdo: (1) at’ +bt+c=0 (2
e Pé (C) cét truc hoanh Oz tai 4 diém phan biét < <1)cé 4 nghiém phan biét < (Q)Cé hai nghiém
A>0

phan biét duong <> 0 < t, < t, <15 > 0 =>tham s6 (3)
P>0

® Goi {,,, 12 hai nghiém phan bigt cia (2). Lic a5, 4 nghiem phén biet caa (1) ta: —t,,—t,./4.\/t,
(nén sap xép theo thir tu tir bé dén 1n).
e Do 4 nghiém nay lap thanh cap s cong (hay cach déu) < —\/E + \/g = 2\/2 & 9t =t,. Két hop

dinh I Viét, ta tim duoc tham s6. So vai (3) = gia tri tham s6 thoa yéu cau bai toan.

HAM SO BAC 3
yzf(:v):a:c3+b:v2+c:z:+d

Bail. Chohamsé y=2"—3z+2 (C)
a/ Khao sat sy bién thién va vé d6 thi ham s (C).
b/ Goi d la duong thing di qua diém A(3,20) va cé hé sb goc m . Tim m dé duong thang d cit (C') tai ba
diém phan biét.
15
bS: m > Z va m = 24

Bai2. Chohamsé y =2 —62° +92—1 (C)

a/ Khao sat sy bién thién va vé d6 thi ham s (C).

b/ Goi d la duong thang di qua diém A(2,1) va cé hé s6 géc m . Tim tham s6 m dé duong thang d cat do thi
(C) tai ba diém phan biét.

bS: m > -3
Bai3. Chohamsé y =2* —32" +4 (C)

a/ Khao sat sy bién thién va vé d6 thi ham s (C).

b/ Chimng minh ring moi duong thang di qua diém 7 (1,2) voi hé s6 goc k (k> —3) déu cét dd thi ham sb
(C) tai ba diém phan biét I, A, B, dong thoi | la trung diém cua doan thing AB.
Bai4. Chohamsé y =2’ —22° +(1—m)x+m (1)  (Trich dé thi PH khdi A — 2010)

a/ Khao st sy bién thién va vé db thi ham sé (C').

b/ Tim m dé d6 thi ham s (1) cat truc hoanh tai 3 diém phan biét c6 hoanh d6 z,,,,z, thoa man didu kién
42 + 1 <4,

bS: —i<m<1/\m¢0

. 1 2 . . . . 2 N
Bai5. Cho (C,):y= §x3 —mz’ —z+m+ 3 Tim m dé (C,,) cét truc hoanh tai ba diém phan biét co

hoanh do z,,,,x, vathoa man diéu kién: 27 + = + 25 > 15
bS: Im|>1




Bai6. Cho hamsé y =2’ +2ma’® +3(m —1)z +2 co dd thi la <C’ ) diém M (3,1), duong thang d co

m

phuong trinh z + y — 2 = 0. Tim cac gia tri cia m dé duong thang d cit (C )tai 3 diém A(O,2),B,C sao cho

m

tam gidc MBC c6 dién tich bang 2\/8
PS: m=-2Vm=>5

Bai 7. Tim m dé dd thi ham sé y = z° + 32° + (m + 2) T + 2m cét truc hoanh tai 3 diém phan biét c6 hoanh
d6 am.
1
bS: 0<m< Z

Bai 8. Tim m dé d6 thi ham sb Yy = t — (m + 1) zt — (Zm2 —3m+ 2) T+ 2m (2m — 1) cit truc hoanh tai

3 diém phan biét trong d6 co hai diém c6 hoanh d6 am.
1 1
PS: 0<m<—=—Am=—
2 3

Bai9. Chohamsé: y = 2° — 32° (C’)
a/ Khao sat va vé do thi ham sé.
b/ Goi d la duong thing qua A(l;—Q) va c6 hé sé goc la m . Bién luan theo m vj tri trong ddi gitra duong

thang d va dé thi <C) .
Bai 10. Cho ham s&: y = 2 — 3(m + 1)z° +2(m* +4m + D)z —4m(m +1) (C ). Dinh gia tri cia m dé

ham sé cit Oz tai 3 diém phan biét c6 hoanh d¢ déu I6n hon 1.
Bai 11. Cho ham sé: y = 2° — 3ma® + 3(m*> — )z —m® —1
a/ Khao sat va vé dd thi ham sb khi m = 1.
b/ Tim m dé ct Oz tai 3 diém phan biét.
Bai 12. Cho ham sé: y = 2° — 32° + 2
a/ Khao sat va vé do thi ham sé.

b/ Pinh m dé y = m(x +1) — 2 cét dd thi tai 3 diém A, B, C sa0 cho BC = 2v2 véi A(—1;—2)

Bai 13. Cho ham sé: y = ———2° + ma® + (3m —2)z (C.)

m

a/ Khao sat khi m = 2.
b/ Tim m dé dd thi (C' ) citOx tai 3 diém phan biét.

3

Bai 14. Cho ham sb: y = —% + 3z (C)vé dwong thiang d : y = m(z — 3)
a/ Khao sat va vé db thj ham 36(0) .
b/ Tim m dé (0) va d co 3 giao diém A, B, C véi A cb dinhva OA L OC, BC = /42

Bai 15. Cho ham sé: y = z° — 32” +2ma +4 —4m (C )
a/ Khao sat khi m = 1.
b/ Timm dé (C )catOz tai 3 diém phén biét c6 hoanh d6 déu I6n hon —2.

m

¢/ Timm dé (C' )citOx tai 3 diém phan biét c6 hoanh d6 cach déu nhau.

d/ Timm dé (C ) cét y = ma + 2 tai 3 diém cach déu nhau.

Bai 16. Tim tham s6 m dé do thi cua cac ham sb
al y=2"—3ma® + 6mz — 8 ¢t truc hoanh tai 3 diém phan biat ¢ hoanh d¢ Iap thanh cip sé cong.
b/l y=2"—32" =92 +1; y =4z + m cit nhau tai 3 diém A, B, C vdi B la trung didm cua BC.

o y=a'— <2m + 4)372 + m” ¢t truc hoanh tai 4 diém phan biét co hoanh db lap thanh cép sb cong.



d y=2a'— (m + 1>$2 - (m - 1>$ +2m — 1 ¢t truc hoanh tai 3 diém phan biét c6 hoanh do Iap thanh
cap s6 nhan.

e/ y=3z"+ 2(m + 1)1152 + 9mzx + 192 ¢t truc hoanh tai 3 diém phan biét Iap thanh cép sé nhan.
Bai 17. Tim tham sb m dé cac phuong trinh sau chi c6 ding 1 nghiém:

a/ 2x3—3<m+1>x2+6mx—2:0 b/ x3—3x2+3(1—m>x+1+3m:0

o 2¢° —3ma’ +6(m—1)z—3m+12=0 d 2°—62" —3(m—4)x+4m—8=0

e/ 22° +3(m—1)2" +6(m—2)z+2-m =0 fl 2 —3mz+2m=0
Bai 18. Tim tham sé m dé cac phwong trinh sau chi c6 2 nghiém:

a/ :c3—(m—l—l)x2—(2m2—3m—|—2)x—|—2m(2m—1>:0 bl z° —3mz+2m =0

o °—(2m+1)2” + (3m + 1)z — (m+1) =0 & @* = 32" +3(1—m)z+1+43m=0
Bai 19. Tim tham sé m dé phuong trinh sau c6 3 nghiém phan biét:

o ©’ = 3ma’ +3(m’ — 1)z —(m* —1) =0 b/ 2" — 62" —3(m —4)z + 42 -8 =0

3 2 1 3

o 22’ +3(m—1)2’ +6(m—1)z+2-m=0 d 57’ —w+m=0
Bai 20. Tim tham sé m dé cac phuong trinh sau cé 3 nghiém duong phan biét

a/ 2x3—3mx2+3(m2—1)x—(m2—1):0 b/ x3—6x2—3(m—4>x+4m—820

L 5 5, 7 3 2
c/ gx —Ex +433+m+g:0 d z° —max +<2m+1)x—m—2:0

Bai 21. Tim tham sé m dé cac phuong trinh sau ¢é 3 nghiém am phan biét:
a 22° —i—3<m—1):172 +6(m—2)x+2—m: 0 b/ = — 3ma’ ~|—3<m2 —1)x—(m2 —1) =0

o P +32°—92+m=0 d/ 2 —2> +18mzx —2m =0

HAM SO TRUNG PHUONG
yzf(x)zax4 + b2’ + ¢

Bai 1. Chohamsd y =a" — (3m +2)2” + 3m c6ddthila (C, )

a/ Khao sat su bién thién va vé dd thi ham s6 khi m = 1.
b/ Tim m dé duong thing y = —1 cit (C, ) tai 4 diém phan biét déu co hoanh o nho hon 2,

1
bS: —§<m<1,m¢0

BAi2. Choddthihamsé y =2* +2(m—2)2’ +m’ —5m+5 (1)
a/ Khéo sat va v& d6 thi ham s6 (C’) khim =1
b/ Tim tham s6 m dé db thi ham sb (1) cht truc hoanh tai 4 diém phan biét.
55
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BAi3. Chodd thihamsé y = 2" +(m—1)2” =3 (1)

PS: 1<m<

a/ Khao sit sy bién thién va vé dd thi ham s6 (1)khi m = —1

b/ Tim tham s6 m dé duong thing y = —4 cft dd thi ham 6 (1)tai 4 diém phan biet,
Bai4. Chohamsé: y = —z' +2ma’ —2m+1 (C)

al Khao sit va vé db thi ham sb (C') khi m = 5.




b/ Dinh m dé hamsb (C' ) c6 3 cyc tri.

¢/ Pinh mdé (C ) cat truc hoanh tai 4 diém phan biét.
Bai5. Chohamsé: y = z' —2(m+1)2° +2m (C)

a/ Khao sat va vé db thi ham s6 (C ) khi m = 2.

b/ Binh m d (C ) cat truc hoanh tai 4 diém phan biét.

m

¢/ Pinh mdé (C ) cat duong thangy = 2tai 4 diém phan biét.
Bai6. Chohamsé: y =2ma' —2* +1—4m (C )

; . 1
a/ Khao sat va vé d6 thi ham s6 (C ) khi m = >

b/ Binh m dé hamsé (C ) cé 3 cyc tri.
¢/ Pinh mdé (C ) cat duong thang y = —3 tai 4 diém phan biét.
Bai7. Chohamsé: y =z' +2(m+1)z* +4 (C )
al Khao sit va vé db thi ham s6(C') khi m = 0.
b/ Pinhm dé (C ) cat Oz tai 4 diém phan biét ma cé hoanh d¢ lap thanh cap sé cong (4 diém cach déu).
¢/ Pinhmdé (C ) cat Oz tai 4 diém phan biét ma c6 hoanh d¢ déu I6n hon —2.
Bai8. Chohamsé: y = —z' +2ma’ —2m+1 (C)
al Khao sit va vé db thi ham s6 (C') khi m = 1
b/ Bién luan theo m sb cuc tri cua ham sb.
¢/ Pinh mdé (C ) catOz tai 4 diém phan biét ma c6 hoanh d6 Iap thanh cap sé cong.
Bai 9. Chohamsé: y = z' —10ma* +9m (C )
a/ Khao satkhi m =1.
b/ Tim mdé (C ) cit Oz tai 4 diém phan biét co hoanh d¢ cach déu nhau.

Bai 10. Cho ham sé: y = z* —2ma* +2m—1 (C )
a/ Khao sat khi va vé db thi ham sé khi m = 1.
b/ Tim mdé (C ) c6 3 diém cuc trj lap thanh tam giac vuéng can.

m

¢/ Tim mdé (C ) cat Oz tai 4 diém cach déu nhau.

m

HAM SO NHAT BIEN
_ - ar + b
v f(x)— cx +d
Bail Chohimséy=—— (C)
r—1

a/ Khao sat sy bién thién va vé& d6 thi ham s (C).
b/ Tim m dé duong thang d : y = —z + m cét dd thi (C') tai hai diém phan biét.
bs: b/ m € (—00,0) U (4,+00)

Bai 2. Chohamsé y = 3~ 20
z—1

a/ Khao sat su bién thién va vé do thi ham sé (C).

(€)



b/ Tim m sao cho trén d6 thi (C') c6 hai diém A(z,,y, ), B(z;,y; ) khac nhau va thoa diéu kién

ma, =y, = —2
My —yp = —2
BS: m € (—00,—6 — 24/5) U(—6 + 25, +00) \ {0}
x4+ 2

Bai 3. Chohamsb y =

r+1 (©)

a/ Khao sat sy bién thién va vé d6 thi ham sé (C).
b/ Goi d la duong thang di qua diém M (—1,3) va co hé s6 géc m . Tim m dé d cit (C') tai hai diém phéan
biét.
2x +1

xr —

Bai 4. Tim m dé duong thang y = ma + 3 cit (C):y = tai hai diém phan biét A, B sao cho tam giac

ABC vudng tai O.
pS: m=3+.5

. 21 : q ,
Bai 5. Chohams y = x+ = coddthi (C). Goi A Ia dudng thing di qua diém 1 (2,0) va c6 hé s6 géc m.
T

Tim tham s6 m dé Acat (C) tai 2 diém phén biét A, B sao cho | la trung diém cta doan thang AB.
2
bS: m=—

T+ 3
T+ 2

Bai 6. Chung minh rang duong thang d : y = ZE—m ludn cat @6 thi ham s6 (C):y = tai hai diem
phan biét A, B. Tim tham s6 m dé AB ngin nht.
BS: AB_ =10 khim = —2
2z +1
(©)
r+1
a/ Khao sat su bién thién va vé d6 thi ham sé (C).

Bai 7. Chohamsé y =

b/ Tim tham s6 m dé duong thang y = —2x + m cit do thi (C') tai hai diém phén biét A, B sao cho tam
giac OAB c6 dién tich bang +/3 (v6i O la gbc toa do).

PS: m = +£2
2x + 2
z+1

(c
a/ Khao sat va vé do thi ham sb (C’
(

Bai 8. Chohamsé: y =

M\/v

b/ Goi d la duong thing qua A(2; ) cohésdgocla k. binh k dé d cat ((J)tai 2 diém phan biét.

. . . 1-—
Bai 9. Chohamso: y = L (C)
2z
a/ Khao sat va vé db thi ham sé(c).

b/ Tim m dé duongthing d : y = m[a: — %] —% cat (C)tai 2 diém phan biét.

. . 2
Bai 10. Chohamso: y =1 — (C’)
Tz +1

al Khao sat va vé db thi ham sé (0) .

b/ Tim m déduongthing d : y = x — m cat (C)tai 2 diém phan biét.

Bai 11. Cho ham sb: 3y = 2 — —> (€)
z+1



al Khao sit va vé dd thi ham s6 (C').
b/ CMR duong thing d : y = —% + m ludn cit (C)tai 2 diém phan biét.

Bai 12. Cho ham sé: y = —2” + 32” + 9z + 2 (C’)
a/ Khao sat sy bién thién va vé db thi ham sb (C) .
b/ Goi A ladiém trén (C)cé z, =2 va dladuong thang qua A c6 hé s6 géc k. Timk dé (d) cat (C)tai 3
diém phan biét.
Bai 13. Cho ham sé:y = —x—; —2’+4 (C)
al Khao sit va vé dd thi ham s6 (C').
b/ Dinhm dé d:mz—y+4+3m =0 cit (C) tai 3 diém phan biét,
Bai 14. Chohamsé: y = —2’ + mz+1—m (C )
al Khao sat v vé dd thi ham s6 (C')khi m = 3.
b/ Binh m dé (C ) cét tryc hoanh tai 3 diém phan biét.
Bai 15. Cho ham sé: y = 22° + 32" — mz +m — 2
a/ Khao sat va vé do thi ham s6 (C ) khi m = 1.
b/ Binh mdé (C ) cét tryc hoanh tai 3 diém phan biét.
Bai 16. Cho ham sé: y = z° — (m + 4):1:2 —4x+m (C)
al Khao sit va vé db thi ham sb (C') khi m = 0.
b/ Dinh k dé (C') cht duong thing y = ka tai 3 diém phan biet.
z+3

z+1
a/ Khao sat va vé d6 thi ham s6.

b/ CMR y = 22 +m ludn cét(C)tai 2 diém phan bigt M va N.
¢/ Tim mdé MN__

Bai 17. Cho ham sé: y =

, P
BAi 18. Cho ham sé: y — = (c)
T —2

a/ CMR d: y =z +m luon cét(C) tai 2 diém P va Q thuoc 2 nhanh khac nhau cia db thi.
b/ Timm d&& A OPQ vuong tai O.
¢/ Timm dé PQ

min

d Timm dé PQ = 14

HAM SO HU'U Ti BAC 2
ar’ +bx + ¢
y—f(x)— dr +e

2

tai hai diém

N N ’ - . 9 A A N 2 < A . 1 A T
Bai 1. Tim cac gia tri cua tham so m d¢ duong thang y = —x + m cat do thi ham so y =
x

phan biét A, B sao cho AB = 4.
bpS: m = +26
1" 4+3z-3

tai hai diém A, B sao cho AB = 1.
2(z—1)

Bai 2. Tim m déduongthang d :y = m cat (C):y




1+
bS: m = V5
2
_mx2+x~|—m

Bai 3. Tim tham sb m dé b thi ham s (C,,): y c4t truc hoanh tai hai diém phan biét va hai

z—1

diém d6 c6 hoanh d¢ duwong.

1

PS: ——<m<0
2
, , 4+ z—1 .
Bai 4. Tim tham s6 m dé duong thang y = —2x + m cat d6 thi ham s6 y = ——————— tai hai diém phan biét
x

A, B sao cho trung diém cua doan thing AB thudc tryc tung.
PS: m=1

Bai 5. Ching minh rang duong thang d : y = 3z + m ludn cat d6 thi ham s6 (C):y = = + — tai hai diém
T

phan biét A, B. Goi | la trung diém cua doan thing AB, tim tham s m dé | nim trén duong thing
d':y=2x+3.

PS: m=14

2
. -1
Bai 6. Chohamso: y = HL? )
x JR—
a/ Khao sat khi m = 2.
b/ Tim m dé (d):y = m cat (C ) tai 2 diém A, B sao cho OA 1 OB.

m

¢/ Tim mdé (A):y = 2x —1 cat (C )tai 2 diém thugc 2 nhanh khac nhau cua d thi.

m

d/ Tim m dé (A):y =2z —1 cit (C )tai 2 diém thudc cung mot nhanh clia d6 thi.

m

) ‘ , , BAITOAN4 7 ] ‘
CAC BAI TOAN KHAC LIEN QUAN DPEN TIEP TUYEN CUA PO THI

Tim diéu kién dé hai dwong tiép xic nhau
a) Diéu kién can va du dé hai dwong <Cl) Ly = f(x)vé<02> Ly = g(x)tiép xac nhau la hé phwong trinh
f(=) = g(z)
fe)=9'(a
b) Néu (Cl) ty = px+ qvé(CQ) :y = ax” + bz + cthi (C’l)tiép Xuc Voi (CZ) &> phuong  trinh

) (*) c6 nghigm. Nghiém ctia h¢ (+ ) la hoanh do cia tiép diém ciia hai duong do.

ax’® + bz + ¢ = px + ¢ cb nghiém kép.

Bai 1. Tim diéu kién cua tham s6 m dé hai du(‘yng(Cl)vé(O2>tiép xuc nhau:

a/(C):y:a:3+<3+m>x2+mx+2 & (02):truchoénh.

b/( 1):y:x3—2x2—(m—1)x+m & (02>:truchoénh.

c/(Cl):y:x3+m<a:+1)+1 & CZ):y:x—i—l.
(

1
C
(
d/ CI):y:x3—|—2x2+2x—1 & (CQ):y:a;—i—m.

Bai 2. Tim diéu kién cia tham sé m dé hai duong (Cl)vé(02>tiép xuc nhau:
a/<01>:y:x4+2x2—|—1 & (CZ):y:2mx2+m
b/(CI):y:—ﬁ—i—xQ—l & (C’Z):y: 4+ m
C/<Cl>:y:—ix4+2x2+% & (C'2>:y:—a:2—l—m




d/(C,):y=(a+1) (z—1) & (0):y=2"+m

2m — 1)z —m’
e/(Cl);y:(mexl i & (02):3/:37
f/<01>:y:$2;jj1 & (C2>:y:a:2+m

Lap phwong trinh tiép tuyén chung cia hai do thi(Cl) TS f(x)vé(02) Y=g (x)
al Goi A :y = ax + blatiép tuyén chung cuia (Cl)vé<02> véi w la hoanh do tiép diém cua Avé(Cl), vla

hoanh d6 tiép diém cﬁaAvé(02 )

( ) =au+b (1)
fluj=a (2

( ) =av+b (3
gf)=a  (4)
#Tie (2)va(4) = £'(u) = '(v) = u = h(v) (5)
+Thé atu (2)VaO< ) = gp(u) (6)

+Thé ( ) (5 ( )VaO(S) = v = a = u = b. Tiudo viét dugc phuong trinh A,

+ Atiép xuc voi (Cl)vé (Cg>khi va chi khi hé 1 ; c6 nghiém.

)
b/ Néu (01) a (C’ )tlep xuc nhau tai diém cé hoanh d¢ z thi mot tiép chung cua <C’1>vé (02)cﬁng la tiép
tuyén Cﬁa( 1) C2>tal diém do.

Bai 3. Hay viét phuong trinh tiép tuyén chung cuia hai do thi
al (C)iy=2"-52+6 & (C,):y=-2"+50-11

b/(Cl):y:xQ—F)x—l—G & <C2>:y:—x2—x—14
c/ (Cl):y=z2—5:1:+6 & (C’2>:y=x3+3x—10

BAI TAP TONG HQP CHUONG 1
UNG DUNG PAO HAM PE KHAO SAT VA VE PO THI CUA HAM SO
mz — 1
2z 4+m
a/ Chirng minh rang Vm € R, ham s6 ludn ludn dong bién trén mdi khoang xac dinh cta né.

b/ Pinhm dé duong tiém can dung cua dd thi di qua diém A (—1; J2 )

Bai 1. Chohamsé: y =

¢/ Binhm dé duong tiém can ngang cta db thi c6 phuong trinh y = —5
d/ Khao sat va vé db thi (0) khi m = 2

e/ VietPTTT cﬁa(C)tai M trén (C)cé T, =—2

f/ ViétPTTT cua (C’ ) tai giao diém cua (C’ ) véi truc hoanh

. 1
g/ Viét PTTT cta (C) co hé sb goc bang 5

i/ Viét PTTT cua

(©)
h/ Viét PTTT caa (C) biét tiép tuyén song song d : y = 6z — 1
(©).

biét tiép tuyén vudbng goc A :x +24y —7 =0




j/ ViétPTTT cia (C), biét tiép tuyén i qua diém B(-1;3)
(m + 1) r—2m+1

Bai 2. Chohamsé: y =
, . el : .
a/ Binh m dé ham so dé ham s6 ludn nghich bién trén moi khoang xac dinh.
b/ Binhm dé dwong tiém can ngang cua do thi di qua A(\/g;—G)

¢/ Dinhm dé db thi cét truc tung tai diém co tung do bing 4.
d/ Khao sat va vé 46 thi(C') caa ham s khi m, = 0

e/ ViétPTTT cﬁa(C) tai B trén (C) co tung do la 2.
)
)

h/ Viét PTTT caa C) va song song véi duong thang: d : y = —2z + 3

f/ VietPTTT cﬁa(C tai giao diém cua (C ) Vai truc tung.

. . . 1
g/ VietPTTT cﬁa(C 6 hé so goc bang —3

i/ Viét PTTT caa <C) va vubng goc voi duong thing: A:z — 8y +1=10
il Viét PTTT cua (C) , biét tiép tuyén di qua didm C (2; 0)

. Lz -2
Bai 3. Chohamso: y = _rme
z+m-—1
a/ Timm dé ham s6 luon dong bién trén mdi khoang xac dinh.
b/ Timm dé duong tiém can dang cua do thila x = —5.

¢/ Timm dé dd thi cit truc hoanh tai diém c6 hoanh do biang —3.
d/ Khao sat va vé d thi (C) khi m = 2.

e/ ViétPTTT cua (C) tai A trén (C) co tung db 1a 3.
f/ Viét PTTT cua (C’) tai giao diém cua (C’) Véi tryuc tung.
)
)
)

i/ ViétPTTT cua (C va vudng goc voi duong thing Az +9y —4 =0

. . .1
g/ ViétPTTT cua (C €6 hé so goc bang 5

h/ Viét PTTT caa (C’ va song song véi duong thing d : y = 3z
jl Vist PTTT cua ((J) , biét tiép tuyén di qua B(3;—1)
Bai4. Chohamsd: y = z° + ax® + bz +1
a/ Timavab dé dé thi ham s6 qua 2 diém A(1,2) va B(-2,—1)
b/ Khao sat va vé db thi (C')voi a =1 va b= —1.
o/ ViétPTTT cia (C')tai diém M trén (C')co hoanh o la —1.
d/ ViétPTTT cﬁa(C ) tai giao diém cua (C ) Véi truc tung.
e/ Viét PTTT cua (C’) c6 hé s6 goc bang —1.
f/ Viét PTTT caa (C’) va song song véi duong thang d : y = 4o — 7
g/ ViétPTTT cua ((J) va vudng goc voi duong thing A : z + 20y = 0
h/ Viét PTTT caa (C) , biét tiép tuyén di qua 0(2,2)
Bai5. Chohamsé: y = 2° + (m + 3)x2 +m—1 <Cm)

a/ Dinh m dé ham sé ¢6 diém cyc dai la z = —1.
b/ Dinh m dé (Cp) cét truc hoanh tai diém c6 hoanh d6 bang —2.



Bai 6.

Bai 7.

Bai 8.

¢/ Dinh m dé (Cp) cét truc tung tai diém c6 tung do bang 3.
o/ Khao sat va vé 4 thi ham s (C') vi m = 0.

e/ Viét PTTT cua (C) tai diém A trén (C’) ¢6 tung d6 bang 1.
f/ Viét PTTT cua (C’ tai giao diém cua (C)v(yi truc tung.
g/ ViétPTTT cua (C c6 hé sb goc bang 0.

(

(

il Viét PTTT cua (0 , biét tiép tuyén di qua C (4, 5)

Cho ham sb: y = —%xf‘ +(m—1)x2 +(m+1)z—4 (Cm)

h/ Viét PTTT cua

i/ VietPTTT cua

C ) va tiép tuyén song song véi duong thang d : y = 92 — 8
C) va tiép tuyén vudng goc véi duong thaing A:z —3y —2 =10

a/ Pinhm d ham s6 c6 diém cuc tiéu la . = —3.
b/ Binhm dé (C ) c4t truc hoanh tai diém c6 hoanh d6 bang 1.

¢/ Chirng minh rang ham sé ludn c6 2 cuc tri.
d/ Khao sat va vé d thi (0) khi m = 0.

e/ ViétPTTT cua (C) tai giao diém cua (C’) Vi tryc tung.

fl Viét PTTT cﬁa((]) tai A trén (C) c6 hoanh d6 bang —3.

g/ ViétPTTT cﬁa(C) c6 hé sb goc bang 3.

h/ Viét PTTT cﬁa(C) va tiép tuyén song song véi duong thang d : y = —5z + 2

i/ ViétPTTT cua (C) va tiép tuyén vudng goc voi duong thaing Az — 12y —1 =0
il Viét PTTT cua (0) , biét tiép tuyén di qua diém C (—2,5)

Cho ham sb: y =

m

x4—<m+2)x2+m—% (C )

a/ Tim m dé ham sb ¢ 3 diém cuc tri.

b/ Timm dé ham sb c6 diém cuc tri laz = —1, tai d6 la diém cuc dai hay diém cuc tiéu? Tim gia tri cuc
tri tuong tng ?

¢/ Timmdé (C ) cat truc hoanh tai 4 diém phan biét.

d/ Khao sat va vé d thi (0) khi m = 1.

e/ ViétPTTT cua (C) tai M trén (C) cé hoanh d¢ la —1.

f/ Vibt PTTT cﬁa(C) tai diém c6 hoanh d6 la nghiém cta phuong trinh f"(z) = 0

g/ ViétPTTT cua (C)vé song song véi duong thang d : y = —4z — 10

h/ Viét PTTT cua (C’ ) va vudng goc voi duong thing A : z — 4y = 0

i/ Viét PTTT cua (C) , biét tiép tuyén di qua A(1,2)

Chohamsé: y = —z' +2ma’ —2m +1 (C))

a/ Tim m dé ham s ¢ 3 cuc tri.

b/ Tim m dé ham sb c6 diém cuc daila z = 1.

¢/ Timmdé (C ) cat tryc hoanh tai 4 diém phan biét.

d/ Khao sat va vé db thi (C) khi m =1.
e/ Viét PTTT cua (C’ ) tai giao diém cua (C’ ) véi truc hoanh.
f/ ViétPTTT cua (C) tai diém c6 hoanh db 1a nghiém cta phuong trinh f"(z) = —44



Bai9. Chohamsé: y = 2" +ax’ +b
a/ Tim ava b dé ham sé co gia tri cuc tri bing g khi z =1.
b/ Tim a va b sao cho y(—l) =0va y"(—l) =8
¢/ Khao sat va vé db thi (C) khi a = —% vab=1

o/ Viét PTTT cia (C') tai diém c6 tung o bing 1
e/ ViétPTTT cua (C) tai diém c6 hoanh do 1a nghiém caa phuong trinh f"(a:) =2
f/ Viét PTTT cua (C)vé song song véi duong thiang d : y = 3z + 2
Bai 10. Cho hamsé: y = —2° + 32° + 97 + 2
a/ Khao sat va vé dd thi ham s6 (C) .
b/ Giai bét phwong trinh: f'(z —1)> 0
¢/ ViétPTTT cla (C) tai diém 6 hoanh do x, biét f"(z ) = —6
d/ Viét PTTT cia (C’) vacohésdgoc k=9.
e/ Dyavao (C) bién luan sé nghiém cua phuong trinh: 2° — 32> =92 —24+m =0
f/ Viét phuong trinh duong thiang di qua 2 diém cuc dai va cyc tiéu cua dd thi ham sé.
Bai 11. Cho hamsé: y = 2° +32° +1
a/ Khao sat va vé dd thi ham s6 (C )
b/ Dung d6 thi bién luan sb nghiém cua phuong trinh: 22* + 62> —2m =0
¢/ Dinh k dé (d) Ly = k(z + 2) 15 cht db thi tai 3 diém phan biét.
d/ ViétPTTT cua (C) tai diém c6 hoanh do thoa: y'(a:) =9
e/ Viét phuong trinh duong thang di qua diém cyc dai va diém cuc tiéu.
Bai 12. Cho hamsé: y = —%:1;3 - (m — 1>:1/:2 + (m - 3):6 -4 (C)
a/ Tim m dé ham s ddng bién trén tap xac dinh.
b/ Khao sat va vé (O)véi m=0.

¢/ Dua vao d6 thi bi¢n luan s6 nghiém cua phuong trinh: 2z° + 62” + 18z + 24 + 3k = 0
d/ Viét phuong trinh duong thang di qua diém cuc dai va diém cuc tiéu.
e/ ViétPTTT cua (C)tai diém c6 hoanh d thoa: y"(z) = —4

f/ Timadé (d):y = a(z +3)—13 cit (C)tai 3 diém phan biét
: 1
Bai 13. Cho ham so: y = 59:4 +az’ +b

. . s 7.
a/ Tim ava b @ ham so co6 cuc tiéu bang 3 khi z = \/g

b/ Khao sat va vé (O) khia=—3via=—3.

¢/ Dua vao db thi bién luan sé nghiém cua phuong trinh: z* — 62> +2 = m
d/ ViétPTTT cua (C) tai diém c6 hoanh do thoa: y"(a:g) =18
N N A 1 4 2 9
Bai 14. Cho hamso: y = Zm -2z )
a/ Khao sat va vé dd thi cuia ham sd.



Bai 15.

b/ Viét PTTT cua (C ) tai cac giao diém cua (C’ ) v6i truc hoanh.

¢/ Pinhm dé (C) cat Parabol (P):y = —2x” tai 4 diém phan biét.

d/ Viét PTTT cﬁa(C) tai diém c6 hoanh d6 Ia nghiém cta phuong trinh: y"(z) = 8
e/ Bién luan theo & sé nghiém cua phuong trinh: z' — 82> —9 — 4k =0
Chohamsé: y = —z* +2(m +1)2” —2m —1 (C,)
a/ Dinhm dé ham s6 cét tryc hoanh tai 4 diém phan biét.

b/ Binhm dé ham s6 ¢o 3 cuc tri.

¢/ Pinhm dé ham sé c6 cuc dai khi z = 1.

o/ Khao st va vé (C')khi m = 1.

e/ Viét PTTT cua (C’) tai cac giao diém cua (0) véi duong thang y = —3 biét hoanh d6 cua né la s6 am.

f/ Dung db thi bién luan sé nghiém cta phuong trinh: z* —42° +m = 0
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