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““NNoonn  ssôônngg  VViiệệtt  NNaamm  ccóó  ttrrởở  nnêênn  ttưươơii  đđẹẹpp  hhaayy  kkhhôônngg,,  ddâânn  ttộộcc  VViiệệtt  NNaamm  ccóó  bbưướớcc  ttớớii  đđààii  vviinnhh  
qquuaanngg  đđểể  ssáánnhh  vvaaii  vvớớii  ccáácc  ccưườờnngg  qquuốốcc  nnăămm  cchhââuu  đđưượợcc  hhaayy  kkhhôônngg,,  cchhíínnhh  llàà  nnhhờờ  mmộộtt  pphhầầnn  llớớnn  ởở  
ccôônngg  hhọọcc  ttậậpp  ccủủaa  ccáácc  eemm””  

((TTrríícchh  tthhưư  CChhủủ  ttịịcchh  HHồồ  CChhíí  MMiinnhh))..  

““MMaaii  nnààyy,,  kkhhii  aannhh  llấấyy  vvợợ,,  ccóó  qquuaann  ttââmm  eemm  ggááii  nnààyy  ssuuốốtt  đđờờii  đđưượợcc  kkhhôônngg……””  

((0044..22001144  ––  VViiệệtt  AAnn))..  

[[TTààii  lliiệệuu  ddàànnhh  ttặặnngg  rriiêênngg  eemm,,  VViiệệtt  AAnn  yyêêuu  tthhưươơnngg  ccủủaa  aannhh,,  nnhhâânn  ddịịpp  MMùùaa  tthhii  22001155]]  
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CCHHUUYYÊÊNN  ĐĐỀỀ    
HHỆỆ  PPHHƯƯƠƠNNGG  TTRRÌÌNNHH  ––  HHỆỆ  BBẤẤTT  PPHHƯƯƠƠNNGG  TTRRÌÌNNHH  ––  HHỆỆ  HHỖỖNN  TTẠẠPP  

LÝ THUYẾT GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH CHỨA CĂN THỨC (PHẦN 8) 

TTRRUUNNGG  ĐĐOOÀÀNN  HHOOÀÀNNGG  SSAA  ––  QQUUÂÂNN  ĐĐOOÀÀNN  TTĂĂNNGG  TTHHIIẾẾTT  GGIIÁÁPP  

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

       Trong khuôn khổ Toán học sơ cấp nói chung và Đại số phổ thông nói riêng, hệ phương trình – hệ bất phương 
trình – hệ hỗn tạp là dạng toán cơ bản nhưng thú vị, có phạm vi trải rộng, phong phú, liên hệ chặt chẽ với nhiều bộ 
phận khác của toán học sơ cấp cũng như toán học hiện đại. 
       Tại Việt Nam, hệ phương trình, nội dung hệ phương trình – hệ bất phương trình – hệ hỗn tạp là một bộ phận 
hữu cơ, quan trọng, được phổ biến giảng dạy chính thức trong chương trình sách giáo khoa Toán các lớp 9, 10, 11, 
12 song song với các khối lượng kiến thức liên quan. Đây cũng là kiến thức phổ biến xuất hiện trong các kỳ thi 
kiểm tra kiến thức thường niên, kỳ thi chọn học sinh giỏi toán các cấp trên toàn quốc, kỳ thi tuyển sinh lớp 10 hệ 
THPT và trong kỳ thi tuyển sinh đại học – cao đẳng hàng năm, một kỳ thi đầy cam go, kịch tính và bất ngờ, nó lại 
là một câu rất được quan tâm của các bạn học sinh, phụ huynh, các thầy cô, giới chuyên môn và đông đảo bạn đọc 
yêu Toán. 
        Yêu cầu của dạng toán khá đa dạng, đa chiều, mục tiêu tìm các ẩn thỏa mãn một tính chất nào đó nên để thao 
tác dạng toán này, các bạn học sinh cần liên kết, phối hợp, tổng hợp các kiến thức được học về phương trình, hệ 
phương trình và bất phương trình, như vậy nó đòi hỏi năng lực tư duy của thí sinh rất cao. Tuy nhiên "Trăm hay 
không hay bằng tay quen", các phương pháp cơ bản đã được được các thế hệ đi trước đúc kết và tận tụy cho thế hệ 
tương lai, các bạn hoàn toàn đủ khả năng kế thừa, phát huy và sáng tạo không ngừng, chuẩn bị đủ hành trang nắm 
bắt khoa học kỹ thuật, đưa đất nước ngày càng vững bền, phồn vinh, và hiển nhiên những bài toán trong các kỳ thi 
nhất định không thể là rào cản, mà là cơ hội thử sức, cơ hội khẳng định kiến thức, minh chứng sáng ngời cho tinh 
thần học tập, tinh thần ái quốc ! 
        Các phương pháp giải và biện luận hệ phương trình – hệ bất phương trình – hệ hỗn tạp được luyện tập một 
cách đều đặn, bài bản và hệ thống sẽ rất hữu ích, không chỉ trong bộ môn Toán mà còn phục vụ đắc lực cho các 
môn khoa học tự nhiên khác như hóa học, vật lý, sinh học,...Tiếp theo các Lý thuyết giải hệ phương trình chứa căn 
(Phần 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7), tài liệu chủ yếu giới thiệu đến quý bạn đọc Lý thuyết giải hệ phương trình chứa căn ở cấp 
độ cao, trình bày chi tiết các thí dụ điển hình về hệ giải được nhờ sử dụng tổng hợp các phép thế, phép cộng đại số, 
đại lựợng liên hợp, sử dụng đồng bộ tính chất đơn điệu hàm số có chặn miền giá trị, các phép ước lượng – đánh giá 
– bất đẳng thức phần tiếp theo. Đây là nội dung có mức độ khó tương đối, đòi hỏi các bạn độc giả cần có kiến thức
vững chắc về các phép giải phương trình chứa căn, kỹ năng biến đổi đại số và tư duy chiều sâu bất đẳng thức.
        Các thao tác tính toán và kỹ năng trình bày cơ bản đối với phương trình, hệ phương trình xin không nhắc lại. 

II.. KKIIẾẾNN  TTHHỨỨCC  CCHHUUẨẨNN  BBỊỊ
1. Kỹ thuật nhân, chia đơn thức, đa thức, hằng đẳng thức.
2. Nắm vững các phương pháp phân tích đa thức thành nhân tử.
3. Nắm vững các phương pháp giải, biện luận phương trình bậc nhất, bậc hai, bậc cao.
4. Sử dụng thành thạo các ký hiệu toán học, logic (ký hiệu hội, tuyển, kéo theo, tương đương).
5. Kỹ năng giải hệ phương trình cơ bản và hệ phương trình đối xứng, hệ phương trình đồng bậc, hệ phương

trình chứa căn thông thường.
6. Kỹ thuật đặt ẩn phụ, sử dụng đại lượng liên hợp, biến đổi tương đương.
7. Kiến thức nền tảng về uớc lượng – đánh giá, hàm số - đồ thị, bất đẳng thức – cực trị.



LÝ THUYẾT GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH CHỨA CĂN THỨC (PHẦN 8) 
_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
CREATED BY GIANG SƠN; GACMA1431988@GMAIL.COM                                                                                               TRUNG ĐOÀN HOÀNG SA; QUÂN ĐOÀN TĂNG THIẾT GIÁP 

4 

IIII.. MMỘỘTT  SSỐỐ  BBÀÀII  TTOOÁÁNN  ĐĐIIỂỂNN  HHÌÌNNHH  VVÀÀ  KKIINNHH  NNGGHHIIỆỆMM  TTHHAAOO  TTÁÁCC

BBààii  ttooáánn  11..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh
   

 
2 2

3 3

1,
;

1 1 1 1 0.

x y
x y

x y y x

  


     

 ..  

LLờờii  ggiiảảii..  
ĐĐiiềềuu  kkiiệệnn  1; 1y x   ..  

TTaa  ccóó   
2

2 2

2

1 1 1 1 0
1

1 1 1 01

x x x
x y

y yy

       
       

      
..

VVớớii  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ttrrêênn  tthhìì         3 3 3 31 1 0; 1 1 0 1 1 1 1 0x y y x x y y x             ..  

DDoo  đđóó  hhệệ  đđãã  cchhoo  ccóó  nngghhiiệệmm  kkhhii  vvàà  cchhỉỉ  kkhhii  

   

   

3

3

2 2

1 1 0 1

1 1 0 2

1

x y

y x

x y

   



  


 
RRõõ  rràànngg  ttừừ  ((11))  tthhuu  đđưượợcc  1; 0 0; 1x y x y       ,,  đđềềuu  kkhhôônngg  tthhỏỏaa  mmããnn  ((22))..  

Kết luận hệ phương trình đã cho vô nghiệm. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
MMấấuu  cchhốốtt  ccủủaa  bbààii  ttooáánn  llàà  ttììmm  rraa  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ((**))..  TTừừ  đđóó  ddễễ  ddàànngg  qquuaann  ssáátt  đđưượợcc  đđặặcc  ttíínnhh  kkhhôônngg  ââmm  ccủủaa  vvếế  ttrrááii  pphhưươơnngg  
ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  ccủủaa  hhệệ  bbaann  đđầầuu..    

CCáácc  bbạạnn  cchhúú  ýý  đđáánnhh  ggiiáá  qquueenn  tthhuuộộcc   
2

2 2

2

1 1 1 1 0
1

1 1 1 01

x x x
x y

y yy

       
       

      
..  

TTuuyy  nnhhiiêênn  ccáácc  ddấấuu  đđẳẳnngg  tthhứứcc  kkhhôônngg  xxảảyy  rraa,,  nnêênn  hhệệ  đđềề  bbààii  vvôô  nngghhiiệệmm..  

BBààii  ttooáánn  22..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

    
 

22

4

1 1,
;

2 2 3 3 1 1

x y
x y

x x y y

   


     

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 2x  . 

Từ phương trình thứ nhất của hệ ta có 
 

2

2

1 1 1 1 1

1 1 1 2 01 1

x x x

y yy

        
   

         
Để ý rằng 

 

  
4

1 1 2 1 2 2 1

2 0 3 3 1 0

x x x x

y y y

         

      

Do đó      
4

2 2 3 3 1 1x x y y      . 

Hệ có nghiệm khi và chỉ khi các dấu đẳng thức xảy ra, nghĩa là 
1

1

x

y




 
Kết luận hệ ban đầu có nghiệm duy nhất 1; 1x y   . 

BBààii  ttooáánn  33..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
2 24 1,

;
2 1 2 1 2 0.

x y
x y

x x y y

  


     
 ..  

Lời giải. 
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Điều kiện 
1

1;
2

x y   . Từ 
 

 

2

2 2

2

1 1 2 1 01
4 1 1 1

4 1 2 1 2 0
2 2

x x xx
x y

xy y y

         
      

       

Do đó    2 1 2 1 2 0x x y y      . Dấu đẳng thức xảy ra khi 

1
1 0

1
1 2 0

2

x
x

y y

 
  

 
   

Cặp giá trị này không thỏa mãn hệ ban đầu. Kết luận vô nghiệm. 

BBààii  ttooáánn  44..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
 

2 2

3

1 1 1,
;

4 6 5 1 2.

x y
x y

x x y y

    


     

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 4; 1x y   . 

Từ phương trình thứ nhất của hệ ta có 
 

 

2

2

1 1 1 1 1 2 0 4 2

1 1 1 2 0 5 01 1

x x x x

y y x yy

             
     

            

Do đó   34 6 5 1 2x x y y      . Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
0

1

x

y




 

Kết luận hệ có nghiệm duy nhất    ; 0; 1x y   . 

NNhhậậnn  xxéétt..  
          MMởở  đđầầuu  ccáácc  tthhíí  ddụụ  ggiiớớii  tthhiiệệuu  ttààii  lliiệệuu,,  ttáácc  ggiiảả  ssẽẽ  đđààoo  ssââuu  ccáácc  bbààii  ttooáánn  ởở  mmứứcc  đđộộ  đđơơnn  ggiiảảnn  nnhhấấtt  vvớớii  hhệệ  hhaaii  pphhưươơnngg  
ttrrììnnhh,,  ttrroonngg  đđóó  mmộộtt  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ccủủaa  hhệệ  ccóó  ddạạnngg  hhữữuu  ttỷỷ,,  kkhhuuyynnhh  hhưướớnngg  cchhủủ  yyếếuu  ttììmm  đđiiềềuu  kkiiệệnn,,  ttììmm  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccáácc  
ẩẩnn  tthheeoo  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ccóó  nngghhiiệệmm  ccủủaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  hhaayy  pphhâânn  ttíícchh  hhằằnngg  đđẳẳnngg  tthhứứcc..  PPhhưươơnngg  ttrrììnnhh  cchhứứaa  ccăănn  ccòònn  
llạạii  ccủủaa  hhệệ  rrấấtt  đđaa  ddạạnngg,,  hhììnnhh  tthhứứcc  ccàànngg  pphhứứcc  ttạạpp  bbaaoo  nnhhiiêêuu,,  ccàànngg  kkhhóó  qquuaann  ssáátt  đđểể  đđáánnhh  ggiiáá  bbấấyy  nnhhiiêêuu,,  ttrrưướớcc  hhếếtt  xxiinn  
đđềề  ccậậpp  đđếếnn  ccáácc  ưướớcc  llưượợnngg  tthhuuầầnn  ttúúyy,,  đđáánnhh  ggiiáá  đđơơnn  ggiiảảnn,,  cchhưưaa  ssửử  ddụụnngg  ccáácc  ttíínnhh  cchhấấtt  hhààmm  ssốố,,  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc,,  ccựựcc  ttrrịị..  

BBààii  ttooáánn  55..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
2 2

2 3 3

2 1 2 ,
;

1 4 3 0.

x x y y
x y

x x y y

    


    

 ..  

Lời giải. 

Điều kiện 3 4x  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   
 

 

2

2 2

2

1 1 1 1 1 2 0
1 1 1

1 1 1 0 21 1

x x x
x y

y yy

          
        

       

Phương trình thứ hai của hệ trở thành        
22 31 4 1 2 2 1x x y y      . 

Rõ ràng với điều kiện trên thì            
2 22 3 2 31 4 2; 1 2 0 1 4 1 2 2x x y y x x y y             . 

Khi đó (1) có nghiệm khi dấu đẳng thức xảy ra, nghĩa là 
0

1

x

y






Thử lại, kết luận hệ phương trình đã cho có duy nhất nghiệm    ; 0;1x y  . 

BBààii  ttooáánn  66..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
     

 
2 2

42

4 8 1 2 .
;

2 2 12 1 2 6 3.

x y y x
x y

y y x y x x

    


       

 ..  

Lời giải. 
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Điều kiện 6 12x   . Phương trình thứ nhất biến đổi về 

   
 

 

2

2 2

2

1 4 2 1 2 1 3
1 4 1 4

1 1 1 2 04 1 4

x x x
x y

y yy

          
        

        

Khi đó 
   

     
     

2

2 4

4

1 1 12 1.3 3, 1;3
1 1 12 1 2 6 3

1 2 6 0, 1;3

y x x
y x y x x

y x x x

                     
       

. 

Do đó phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi dấu đẳng thức xảy ra, nghĩa là 
3

1

x

y




 

Thử lại vào hệ ban đầu, nghiệm đúng, kết luận nghiệm duy nhất    ; 3; 1x y   . 

NNhhậậnn  xxéétt..  
ĐĐốốii  vvớớii  bbààii  ttooáánn  66,,  đđểể  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccủủaa  ccáácc  bbiiếếnn,,  nnggooààii  pphhưươơnngg  ccáácchh  ssửử  ddụụnngg  hhằằnngg  đđẳẳnngg  tthhứứcc  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  
đđiiềềuu  kkiiệệnn  ccóó  nngghhiiệệmm  ccủủaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  tthheeoo  ttừừnngg  ẩẩnn  xx  hhooặặcc  yy  

 TTììmm  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccủủaa  bbiiếếnn  yy  tthhôônngg  qquuaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  ẩẩnn  xx  ::   2 22 4 8 1 0 1x x y y     ..

BBiiệệtt  tthhứứcc     21 4 8 1 4 2y y y y        ..

ĐĐiiềềuu  kkiiệệnn  ccóó  nngghhiiệệmm  xx  llàà     0 4 2 0 4 2 0 2 0y y y y y             ..

 TTììmm  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccủủaa  bbiiếếnn  xx  tthhôônngg  qquuaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  ẩẩnn  yy  ::   2 24 8 2 1 0 2y y x x     ..

BBiiệệtt  tthhứứcc       2 216 4 2 1 4 8 12 4 1 3x x x x x x             ..

ĐĐiiềềuu  kkiiệệnn  ccóó  nngghhiiệệmm  yy  llàà         0 4 1 3 0 4 1 3 0 1 3x x x x x               ..

BBààii  ttooáánn  77..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

   
 

2 2

2

4 1 9 2 36,
;

3 4 5 17 4 2 1.

x y
x y

x x x y x y

    


      

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện ; 2x y  . 

Từ phương trình thứ nhất của hệ ta có 
 

 

 

 

2 2

2 2

4 1 36 1 9 3 1 3 4 2

2 2 2 0 49 2 36 2 4

x x x x

y yy y

             
     

           

Vậy ta có    4;2 , 2;4x y   . Phương trình thứ hai của hệ tương đương với

       
2

3 2 1 17 4 2 1 1x x y x y       . 

Rõ ràng 
     

     
     

2

23 2 1 1.1 1, 4;2
3 2 1 17 4 2 1

17 4 2 0, 2;4 , 4;2

x x x
x x y x y

y x y y x

        
       

        

. 

Do đó (1) có nghiệm khi dấu đẳng thức xảy ra, tức là 
2

2

x

y






Thử lại trực tiếp, thỏa mãn hệ đề bài. Kết luận tập nghiệm   2;2S  .

BBààii  ttooáánn  88..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
2 2

4 2

2 9 3,
;

4 4 17 6 2 5 4.

x x y
x y

x x x y y

   


     

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 17x  . Phương trình thứ nhất của hệ biến đổi trở thành 
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 
 

2
2 2

2

2 1 2 3 1
1 4

1 9 4 2 2 2 2
9 4

3 3 3 3

x x
x

x y
y yx

           
       

         

Dễ thấy    
2 24 4 2 2 24 4 2 1 2 4 2 1 1 2 1 1 1,x x x x x x x x x                 .

Do đó 

   

 
   

4

4 2

2

4 4 17 4, 3;1

4 4 17 6 2 5 42 2
6 2 5 0, ;

3 3

x x x x

x x x y y
y y y

       


        
       

. 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi và chỉ khi dấu đẳng thức xảy ra, hay 1; 0x y  . 

Cặp giá trị này thỏa mãn hệ ban đầu nên là nghiệm duy nhất của hệ. 

BBààii  ttooáánn  99..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

   
 

2 2

2 2

4 5,
;

6 4 4 17 2 4 24.

x y x
x y

y x y x y

   


     

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 4; 4x y  . 

Phương trình thứ nhất của hệ biến đổi về  
 

2
2 2

22

3 2 3 1 5
2 9

2 4 9 9 3 3
4 9

4 2 2

x x
x

x y
y yy

           
       

       

Vậy ta thu được điều kiện  
3 3

4;5 , ;
2 2

x y
 

    
. Để ý rằng 

   

     

2 2

2

3 3
0 4 4, ; ; 4 1, 4;5 6 4 4 24

2 2

3 3
17 2 4 0, 4;5 , ; 17 2 4 24 24

2 2

y y x x y x

y x y x y y x y

 
               

 
              

Do đó phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra, tức là 
0

5

y

x






Thử lại, kết luận hệ phương trình đã cho có duy nhất nghiệm    ; 5;0x y  . 

BBààii  ttooáánn  1100..  TTrríícchh  llưượợcc  ccââuu  33,,  ĐĐềề  tthhii  ttuuyyểểnn  ssiinnhh  ĐĐạạii  hhọọcc;;  MMôônn  TTooáánn;;  KKhhốốii  AA  vvàà  kkhhốốii  AA11;;  ĐĐềề  cchhíínnhh  tthhứứcc;;  KKỳỳ  tthhii  
ttuuyyểểnn  ssiinnhh  nnăămm  22001122.. 

GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh   

3 2 3 2

2 2

3 9 9 22 3 9 ,

;1
.

2

x x x x y y y

x y
x y x y

       



   



 ..  

Lời giải. 
Điều kiện ;x y . Hệ phương trình đã cho tương đương với 

         

 

3 2 3 2

2 2

3 3

2 2

3 3 1 12 12 3 3 1 12 12

1 1
1

4 4

1 12 1 1 12 1 1

1 1
1 2

2 2

x x x x y y y y

x x y y

x x y y

x y

           



     


       


    
      

   
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Chú ý rằng  

2

2

1 1 1 1 3 3 11 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 22

1 3 1 1 311 1 1 111 2 2 2 2 222

x x x x x

y y yyy

                             
        

                          

Xét hàm số   3 3 3
12 ; ;

2 2
f t t t t

 
     

thì   2 3 3
3 4 0, ;

2 2
f t t t

 
        

, hàm số liên tục, nghịch biến. 

Khi đó      1 1 1 1 1 2f x f y x y x y           . Phương trình thứ hai của hệ trở thành 

 2 1 3 3 1 1 3
4 8 3 0 ; ; ; , ;

2 2 2 2 2 2
x x x x y

     
             

     
. 

Kết luận hệ phương trình đã cho có hai cặp nghiệm. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
ĐĐểể  ggiiảảii  qquuyyếếtt  bbààii  ttooáánn  ttrrêênn,,  ccáácc  bbạạnn  hhọọcc  ssiinnhh  ccầầnn  nnhhậậnn  rraa  ssựự  đđồồnngg  đđiiệệuu  ggiiữữaa  hhaaii  ẩẩnn  xx  vvàà  yy  ttrroonngg  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  

nnhhấấtt,,  ccốố  ggắắnngg  tthhêêmm  bbớớtt  ttạạoo  rraa  ssựự  ttưươơnngg  đđồồnngg  hhààmm  ssốố  kkiiểểuu     f u f v u v   ..  TTuuyy  nnhhiiêênn  đđểể  ccóó  đđưượợcc  đđiiềềuu  nnààyy  tthhìì  

ccáácc  hhààmm  ssốố  ccầầnn  đđơơnn  đđiiệệuu  ((ccùùnngg  đđồồnngg  bbiiếếnn  hhooặặcc  nngghhịịcchh  bbiiếếnn  ttrrêênn  mmộộtt  mmiiềềnn  xxáácc  đđịịnnhh))..  KKếếtt  qquuảả  ccủủaa  cchhúúnngg  ttaa  tthhuu  đđưượợcc  

hhààmm  ssốố  kkhhôônngg  cchhoo  pphhéépp  đđiiềềuu  đđóó    3 12f t t t  !!  

TTuuyy  nnhhiiêênn  nnếếuu  đđểể  ýý  mmộộtt  cchhúútt,,  ttừừ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  ccủủaa  hhệệ  ccóó  tthhểể  ssuuyy  rraa  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccủủaa  xx  vvàà  yy,,  nnggooààii  ccáácchh  pphhâânn  
ttíícchh  bbììnnhh  pphhưươơnngg  nnhhưư  llờờii  ggiiảảii  ttrrêênn  đđââyy,,  ccáácc  bbạạnn  hhooàànn  ttooàànn  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ccóó  nngghhiiệệmm  ccủủaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
bbậậcc  hhaaii  nnhhưư  ssaauu  

 VViiếếtt  llạạii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  ddạạnngg  ẩẩnn  xx,,  tthhaamm  ssốố  yy::  2 2 21
0 4 4 3

2
x x y y y y           ..  

  ĐĐiiềềuu  kkiiệệnn  ccóó  nngghhiiệệmm  2 2 3 1
4 4 3 0 4 4 3 0

2 2
y y y y y            ..

 VViiếếtt  llạạii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  ddạạnngg  ẩẩnn  yy,,  tthhaamm  ssốố  xx::  2 2 21
0 4 4 3

2
y y x x x x           ..  

  ĐĐiiềềuu  kkiiệệnn  ccóó  nngghhiiệệmm  2 2 1 3
4 4 3 0 4 4 3 0

2 2
x x x x x            ..

BBààii  ttooáánn  1111..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh    
 

   
 

3 3 2 23 3 48 100,
;

2 2 2.

x y x y x y
x y

x x y y

      


   
 ..  

Lời giải. 
Điều kiện ;x y . Phương trình thứ hai của hệ biến đổi về 

   
 

 

2

2 2

2

1 21 4
1 1 4

1 21 4

xx
x y

yy

     
      

    

 
2 1 2 0 1 4

1; 1 4;4
2 1 2 4 1 0

x x
x y

y y

       
       

        
. 

Phương trình thứ nhất của hệ trở thành 

         

3 2 3 2

3 3

3 3 1 51 51 3 3 1 51 51

1 51 1 1 51 1 1

x x x x y y y y

x x y y

          

       

Xét hàm số        3 2 251 ; 3 51 3 17 0, 4;4f t t t t f t t t t            .

Hàm số trên liên tục và nghịch biến trên miền  4;4 nên

     1 1 1 1 1 2f x f y x y x y           .

Phương trình thứ hai trở thành      
2 2 223 1 4 2 4 6 0 1 2y y y y y             (Vô nghiệm). 

Kết luận hệ phương trình đã cho vô nghiệm. 
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BBààii  ttooáánn  1122..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  

      

 
 

2 2

2 14 3 13
,

2 4 3 4 ;

9 2 3 1 .

x x y y

x y x y

x y x y

   


    
    

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 2; 3x y    . Phương trình thứ hai của hệ biến đổi về 

   

 

 

2 22 2 2 2

2

2

9 2 6 2 2 1 9 6 1 4 1 3 1 4

1 21 4 2 1 2 1 3

2 3 1 2 1 3 33 1 23 1 4

1 3
0 2 52 5

1
3 41 0 3 2

3

x y x y x x y y x y

xx x x

y yyy

x
xx

yy y

               

             
      

            

        
    

        
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

       
       

         
3 3

2 2 4 3 3 4

2 2 4 2 3 3 4 3

2 4 2 3 4 3 1

x x y y

x x x y y y

x x y y

      

         

       

Xét hàm số      3 2 24 ; 0; 5 3 8 3 8 0, 0; 5f t t t t f t t t t t t                 .

Suy ra hàm số liên tục và nghịch biến trên miền 0; 5 
  . Khi đó

     1 2 3 2 3 2 3 1f x f y x y x y x y               . 

Thay thế vào phương trình thứ hai lại có 

 
2 22 10 6 3 03 1 4

3 39 3 39
;11 10 1011

33

y yy y
y

yy

            
     

         


. 

Từ đây đi đến các nghiệm của hệ  
13 39 3 39 13 39 3 39

; ; , ;
10 10 10 10

x y
      

       
   

. 

NNhhậậnn  xxéétt..  
BBààii  ttooáánn  ssốố  1122,,  ddạạnngg  tthhứứcc  hhààmm  ssốố  ccủủaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ccòònn  llạạii  đđãã  ttăănngg  ccấấpp  ssoo  vvớớii  mmoottiipp  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  đđaa  tthhứứcc  bbậậcc  bbaa  
hhaaii  ẩẩnn  ccủủaa  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ccââuu  33,,  ĐĐềề  tthhii  ttuuyyểểnn  ssiinnhh  đđạạii  hhọọcc  KKhhốốii  AA  vvàà  kkhhốốii  AA11  ;;  KKỳỳ  tthhii  ttuuyyểểnn  ssiinnhh  nnăămm  22001122..  CCáácc  
ccăănn  tthhứứcc  đđãã  đđưượợcc  hhuuyy  đđộộnngg  vvàà  bbảảnn  cchhấấtt  đđãã  đđưượợcc  ẩẩnn  ggiiấấuu  đđii  tthhôônngg  qquuaa  ccáácc  pphhéépp  bbiiếếnn  đđổổii  đđạạii  llưượợnngg  lliiêênn  hhợợpp,,  vvàà  hhààmm  
ssốố  ccầầnn  xxéétt  đđơơnn  đđiiệệuu  nngghhịịcchh  bbiiếếnn  ttrrêênn  mmộộtt  mmiiềềnn  hhạạnn  hhẹẹpp,,  kkhhôônngg  nnhhữữnngg  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ttừừ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii,,  mmàà  ccòònn  
llồồnngg  gghhéépp  ccảả  đđiiềềuu  kkiiệệnn  kkhhôônngg  ââmm  ccủủaa  ẩẩnn  hhààmm  ccăănn  tthhứứcc,,  bbắắtt  bbuuộộcc  ccầầnn  xxéétt  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ccáácc  bbiiếếnn  ddựựaa  vvààoo  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
tthhứứ  hhaaii  ccủủaa  hhệệ  ((ccóó  tthhểể  ddựựaa  vvààoo  pphhâânn  ttíícchh  hhằằnngg  đđẳẳnngg  tthhứứcc  hhooặặcc  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ccóó  nngghhiiệệmm  ccủủaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  nnhhưư  
đđãã  đđềề  ccậậpp)),,  ttáácc  ggiiảả  mmoonngg  mmuuốốnn  ccáácc  bbạạnn  đđộộcc  ggiiảả  hhếếtt  ssứứcc  llưưuu  ýý..  

BBààii  ttooáánn  1133..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
     

 
 

2 2

4 3 3 4 1 1 15 30,
;

2 2 3 4.

x x y y x y
x y

x y x y

        


    

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 3; 1x y    . Phương trình thứ hai của hệ tương đương 
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   

 

 

2 22 2

2

2

4 4 6 9 9 2 3 9

2 32 9 0 3 23 2 3 5 1

3 3 3 6 03 3 0 1 13 9

x x y y x y

xx xx x

y yy yy

          

                
        

                
Phương trình thứ hai của hệ trở thành 

       

         
3 3

4 3 3 15 3 4 1 1 15 1

4 3 15 3 4 1 15 1 1

x x x y y y

x x y y

        

       

Xét hàm số          3 2 24 15 ; 0;2 12 30 6 2 5 0, 0;2f t t t t f t t t t t t           .

Suy ra hàm số liên tục và nghịch biến trên miền  0;2 . Khi đó

     1 3 1 3 1 3 1 2f x f y x y x y x y               . 

Thế vào phương trình thứ hai ta có      
22 23 9 2 6 0 3 0 3;0y y y y y y y            . 

Đối chiếu điều kiện thu được nghiệm 0; 2y x   . 

BBààii  ttooáánn  1144..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

   
 

2 2 2 1 ,
;

10 5 30 3 2 3 6.

x y x y
x y

y x y x y x y y

    


       

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện ; 2y x y   . Phương trình thứ nhất của hệ biến đổi về 

 

   
 

 

2 2 2 2

2

2 2

2

2 2 2 1 2 1 4

1 21 4 2 1 2
1 1 4

2 1 21 21 4

0 23 1 1 3 4 4

3 1 9 3 3 3 3 6 9 0 3 6 3

x y x y x x y y

xx x
x y

yyy

y xx x y x

y y y y

          

         
         

        

                
      

               
Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

       

         
3 3

5 3 2 3 6 5 3 6

5 3 6 5 3 6 1

y x y x y x y y y

y x x y y y

        

       

Xét hàm số          3 2 25 ; 0;3 3 10 3 10 0, 0;3f t t t t f t t t t t t           .

Suy ra hàm số liên tục và nghịch biến trên miền  0;3 . Do đó

   3 6 3 6 3 6 2 6f y x f y y x y y x y x y               . 

Phương trình thứ nhất của hệ lại trở thành 

       
2 2 2 2

2

2 6 1 1 4 2 5 1 4

2 2

5 22 22 0 11 11 8 2 11

5 52

y y y y

y y

y y
y x

y

           
 

     

      
     

 
Đối chiếu điều kiện ta thu được nghiệm duy nhất. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
BBààii  ttooáánn  ssốố  1144,,  vvẫẫnn  xxooaayy  qquuaannhh  mmoottiipp  ttììmm  đđiiềềuu  kkiiệệnn  nngghhiiệệmm  ccủủaa  ccáácc  bbiiếếnn  xx  vvàà  yy  ttưươơnngg  ttựự  ccáácc  bbààii  ttooáánn  mmởở  đđầầuu  ttààii  
lliiệệuu..  KKhhôônngg  qquuáá  kkhhóó  ccáácc  bbạạnn  đđềềuu  bbiiếếnn  đđổổii  qquuyy  vvềề  ddạạnngg  ttưươơnngg  đđồồnngg  hhààmm  ssốố    
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   ; ; 3 6f u f v u y x v y     ..  

TTuuyy  nnhhiiêênn  đđãã  ccóó  ssựự  hhiiệệnn  ddiiệệnn  ccủủaa  ẩẩnn  hhààmm  ccăănn  tthhứứcc  mmứứcc  đđộộ  pphhứứcc  ttạạpp  hhơơnn,,  nnóó  cchhứứaa  đđồồnngg  tthhờờii  hhaaii  ẩẩnn  xx  vvàà  yy,,  cchhắắcc  
cchhắắnn  kkhhôônngg  íítt  bbạạnn  hhọọcc  ssiinnhh  ttỏỏ  rraa  llúúnngg  ttúúnngg..    

““EEmm  đđii  xxaa  qquuáá,,  eemm  đđii  xxaa  aannhh  qquuáá””  
((CChhắắcc  aaii  đđóó  ssẽẽ  vvềề  --  SSơơnn  TTùùnngg  MMTTPP))  

ĐĐểể  đđáánnhh  ggiiáá  ẩẩnn  hhààmm  u y x  ccóó  tthhểể  ddiiễễnn  đđạạtt  đđạạii  kkhhááii,,  hhiiểểuu  nnôômm  nnaa  kkiiểểuu  nnhhưư  mmộộtt  nnggưườờii  đđứứnngg  iimm,,  mmộộtt  nnggưườờii  ccứứ  ddii  

cchhuuyyểểnn  rraa  xxaa  ((hhooặặcc  hhaaii  nnggưườờii  đđii  vvềề  hhaaii  ccoonn  đđưườờnngg  đđốốii  llậậpp  nnhhaauu))  tthhìì  kkhhooảảnngg  ccáácchh  hhaaii  nnggưườờii  nnggààyy  ccàànngg  llớớnn,,  ccứứ  ccảảmm  
tthhấấyy  ccàànngg  xxaa  ccáácchh..  

GGiiảả  ddụụ  xxéétt  đđiiềềuu  kkiiệệnn  
0 2

0 4
0 2

x
x y

y

 
   

 
llàà  ttrrưườờnngg  hhợợpp  đđơơnn  ggiiảảnn  kkhhii  hhaaii  bbiiếếnn  đđồồnngg  bbộộ  đđii  ccùùnngg  hhưướớnngg..

MMộộtt  ccââuu  hhỏỏii  đđặặtt  rraa  llàà  ttrroonngg  ttrrưườờnngg  hhợợpp  đđóó  tthhìì  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccủủaa  ccáácc  ẩẩnn  hhààmm  đđaa  ddạạgg  ssẽẽ  nnhhưư  tthhếế  nnàà,,  tthhíí  ddụụ  
2 2; 2 ; ;3 2 1; 2; 3;...x y x y y x x y x y y x           

KKhhii  mmàà  hhaaii  bbiiếếnn  xx  vvàà  yy  ttrroonngg  ccăănn  tthhứứcc  cchhiiaa  rrẽẽ  hhaaii  bbêênn  cchhiiếếnn  ttuuyyếếnn  ??  KKhháá  đđơơnn  ggiiảảnn,,  cchhúú  ýý  tthhựựcc  hhiiệệnn  nnhhâânn  hhaaii  vvếế  bbấấtt  
pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  vvớớii  mmộộtt  ssốố  ââmm  tthhìì  bbấấtt  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  đđổổii  cchhiiềềuu  

oo
0 2 2 0

2 2
0 2 0 2

x x
y x

y y

      
      

    
..  

oo
0 2 0 2 0 2

4 2 2
0 2 2 0 4 2 0

x x x
x y

y y y

       
        

           
..  

VVàà  nnhhiiềềuu  hhơơnn  nnữữaa,,  cchhúúnngg  ttaa  ccóó  tthhểể  tthhựựcc  hhiiệệnn  ttăănngg  ccưườờnngg  pphhứứcc  ttạạpp  hhóóaa  ẩẩnn  hhààmm,,  bbằằnngg  ccáácchh  ssửử  ddụụnngg  ccáácc  pphhéépp  bbiiếếnn  
đđổổii  lliiêênn  hhợợpp,,  hhằằnngg  đđẳẳnngg  tthhứứcc,,  nnâânngg  bbậậcc  đđaa  tthhứứcc  pphhííaa  ttrroonngg  ccăănn,,  tthhậậmm  cchhíí  ccóó  tthhểể  llồồnngg  gghhéépp  kkhhảảoo  ssáátt  hhààmm  ssốố  bbắắtt  bbuuộộcc  
vvớớii  bbiiểểuu  tthhứứcc  ddưướớii  ddấấuu  ccăănn  ttrroonngg  mmộộtt  ssốố  ttrrưườờnngg  hhợợpp  kkhhảả  tthhii,,  ssẽẽ  tthhuu  đđưượợcc  nnhhữữnngg  bbààii  ttooáánn  tthhúú  vvịị..  

BBààii  ttooáánn  1155..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  

   

   

2 2 25 2 2 ,

1
3 7 3 1 9 3 9 1 .

2

x x x y y x xy y

x x x y x y x y

      

  

           
 

Lời giải. 

Điều kiện 
1

3 0;
3

x y x     . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   
 

2 2

2 2

1
1 5 2 4 0

5 2 4 0 1

x
x x xy x y

x xy x y

 
      

   
Loại trường hợp 1x   . Ta nhận xét 

     
 

 

2

2 22 2 2

2

2 1 1
1 4 4 1 2 1 2 1 1

1

2 1 1 1 3 1 21 2 1 1 0 1

1 1 2 3 41 2 3 2

x
x x x xy y x x y

x y

x xx x

x y x yx y x y

  
             

 

            
      

               
Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

   

   

   

     

2 3 7 3 1 2 9 3 18 9 18

2 3 7 3 1 27 9 2 9 3 9 9 27

2 3 1 3 1 9 3 1 12 3 1

2 3 3 9 3 12 3 2

x x x y x y x y

x x x x y x y x y

x x x x

x y x y x y x y

         

            

      

          
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Xét hàm số           3 2 22 9 12 ; 1;2 6 18 12 6 1 2 0, 1;2f t t t t t f t t t t t t              .

Như vậy hàm số liên tục và nghịch biến trên miền  1;2  nên

     2 3 1 3 3 1 3 3 1 3 2 2f x f x y x x y x x y y x                  . 

Phương trình thứ (1) khi đó lại trở thành 

   
22 2 2

2 2 2 2

5 2 4 0 5 2 2 2 4 2 2 0

8 2 3 8 2 3
5 4 4 4 4 8 4 0 13 16 4 0 ;

13 13

x xy x y x x x x x

x x x x x x x x x

          

   
              

  

 

Từ đây đi đến các nghiệm của hệ  
8 2 3 10 4 3 8 2 3 10 4 3

; ; , ;
13 13 13 13

x y
      

       
   

. 

NNhhậậnn  xxéétt..  
ĐĐốốii  vvớớii  bbààii  ttooáánn  1155,,  kkhhôônngg  qquuáá  kkhhóó  đđểể  kkhhaaii  tthháácc  nnhhâânn  ttửử  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt  ccủủaa  hhệệ,,  ccáácc  bbạạnn  llưưuu  ýý  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
hhaaii  ẩẩnn  nnếếuu  ccóó  mmộộtt  nngghhiiệệmm  hhằằnngg  ssốố  ccốố  đđịịnnhh  vvớớii  mmộộtt  ẩẩnn,,  ggiiảả  ddụụ  2; 1; 1; 2;...x x y y     vvớớii  mmọọii  ggiiáá  ttrrịị  ccủủaa  ẩẩnn  ccòònn  

llạạii,,  cchhúúnngg  ttaa  ccóó  tthhểể  ttíínnhh  ttrrựựcc  ttiiếếpp  đđưượợcc  nnóó  bbằằnngg  ccáácchh  ggáánn  ggiiáá  ttrrịị  nngguuyyêênn  bbấấtt  kkỳỳ  vvàà  tthhaaoo  ttáácc  ggiiảảii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh..    

PPhhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt  ccóó  ddạạnngg     2 2 25 2 2x x x y y x xy y      ..  CCóó  hhaaii  pphhưươơnngg  áánn  nngghhiiệệmm  ccốố  đđịịnnhh

 RRõõ  rràànngg  ttììmm  nngghhiiệệmm  ccốố  đđịịnnhh  ẩẩnn  yy  ddễễ  ddàànngg  hhơơnn  vvìì  cchhỉỉ  ccầầnn  ggiiảảii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  ẩẩnn  yy..

XXéétt       
22 2 21 1 5 1 2 1. 2 2 4 2 0 2 1 0 1x y y y y y y y y                 ..

TTuuyy  nnhhiiêênn  kkhhii  đđóó  vvớớii  nngghhiiệệmm  ccốố  đđịịnnhh    21 5 1 2 1 2y x x x x x         ((LLooạạii))..

 CChhuuyyểểnn  hhưướớnngg  ttììmm  nngghhiiệệmm  ccốố  đđịịnnhh  ẩẩnn  xx,,  bbắắtt  bbuuộộcc  ggiiảảii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  bbaa  ẩẩnn  xx..  XXéétt

   

   

2 3 21 5 1 1 2 3 5 5 1 0

1
1 1 5 1 0 1;1;

5

y x x x x x x x x

x x x x

           

 
        

 

  LLooạạii  ttrrưườờnngg  hhợợpp  1x  đđãã  xxéétt  ởở  ttrrêênn..  

VVớớii     2 21 1 5 1 2 2x y y y y            ..

  VVớớii  
1 1 1 1 2 1

5. 2
5 5 25 5 5 5

x y y y
   

         
   

..  

SSửử  ddụụnngg  cchhiiêêuu  ttrròò  nnààyy  ccáácc  bbạạnn  ccôônngg  pphháá  đđưượợcc  nnhhâânn  ttửử  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt,,  ttuuyy  nnhhiiêênn  xxiinn  llưưuu  ýý  nnóó  cchhỉỉ  pphhùù  hhợợpp  
kkhhii  ccóó  ccáácc  nngghhiiệệmm  ccốố  đđịịnnhh  hhằằnngg  ssốố  vvớớii  mmộộtt  ẩẩnn  ((ttrrưườờnngg  hhợợpp  nnhhâânn  ttửử  nnhhịị  tthhứứcc  hhaaii  ẩẩnn  kkhhôônngg  kkhhảả  tthhii))..  

TTaa  ccóó  pphhâânn  ttíícchh     
 

2 2

2 2

1
1 5 2 4 0

5 2 4 0 1

x
x x xy x y

x xy x y

 
      

   

TTrrưườờnngg  hhợợpp 1x   kkhhôônngg  tthhỏỏaa  mmããnn  đđiiềềuu  kkiiệệnn  xxáácc  đđịịnnhh  nnêênn  bbịị  llooạạii  nnggaayy  llậậpp  ttứứcc..  TThhựựcc  rraa  nnóó  llàà  mmộộtt  ttấấmm  nnhhiiễễuu  đđiiềềuu  
pphhủủ  llêênn  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt,,  mmụụcc  đđíícchh  ẩẩnn  ggiiấấuu  vvàà  ggââyy  llạạcc  hhưướớnngg  vvàà  ttạạoo  rraa  ssựự  hhưưnngg  pphhấấnn  nnhhấấtt  tthhờờii  cchhoo  ccáácc  bbạạnn  
hhọọcc  ssiinnhh  ccóó  ttââmm  llýý  nnóónngg  vvộộii..  ĐĐiiểểmm  mmấấuu  cchhốốtt  nnằằmm  ởở  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ((11))  hhệệ  qquuảả..  MMộộtt  ssốố  bbạạnn  đđọọcc  ccóó  xxuu  hhưướớnngg  ssửử  ddụụnngg  
pphhưươơnngg  pphháápp  tthhaayy  tthhếế  vvớớii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ((11))  nnhhưưnngg  rrấấtt  ttiiếếcc  đđiiềềuu  nnààyy  qquuáá  pphhứứcc  ttạạpp,,  cchhẳẳnngg  llẽẽ  tthhếế  tthheeoo  ccôônngg  tthhứứcc  
nngghhiiệệmm  ccủủaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  ẩẩnn  xx  ((ttưươơnngg  ứứnngg  yy)),,  cchhưướớnngg  nnggạạii  vvậậtt  đđãã  đđưượợcc  tthhiiếếtt  llậậpp  nnhhằằmm  cchhặặnn  đđứứnngg  bbưướớcc  đđii  
ccủủaa  ccáácc  đđộộii  qquuâânn  vvôô  ttổổ  cchhứứcc,,  tthhiiếếuu  ttiinnhh  tthhầầnn..  
VVẫẫnn  tthheeoo  mmoottiipp  ccũũ,,  tthhựựcc  hhiiệệnn  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccủủaa  ccáácc  ẩẩnn  xx  vvàà  yy  tthheeoo  đđiiềềuu  kkiiệệnn  nngghhiiệệmm  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii,,  hhooặặcc  
hhằằnngg  đđẳẳnngg  tthhứứcc  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ((11)),,  ttrrưườờnngg  hhợợpp  nnààyy  ccóó  mmộộtt  ccấấpp  đđộộ  kkhháácc  vvìì  hhiiệệnn  ddiiệệnn  ẩẩnn  hhààmm  hhaaii  bbiiếếnn  kkhhóó  cchhịịuu  

3x y  ccốố  tthhủủ  ttạạii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii,,  nnêênn  qquuyy  cchhiiếếuu  tthheeoo  hhằằnngg  đđẳẳnngg  tthhứứcc  ssẽẽ  ttỏỏ  rraa  ttốốii  ưưuu  hhơơnn  

     
 

 

2

2 22 2 2

2

2 1 1
1 4 4 1 2 1 2 1 1

1

x
x x x xy y x x y

x y

  
             

 
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2 1 1 1 3 1 21 2 1 1 0 1

1 1 2 3 41 2 3 2

x xx x

x y x yx y x y

            
      

               
SSởở  ddĩĩ  ccầầnn  tthhựựcc  hhiiệệnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  cchhặặtt  nnhhưư  vvậậyy  vvìì  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  hhaaii  ccóó  ddạạnngg  hhààmm  ssốố  

          3 2 22 9 12 ; 1;2 6 18 12 6 1 2 0, 1;2f t t t t t f t t t t t t              ..

TThhaaoo  ttáácc  qquuyy  vvềề  hhààmm  ssốố  ttáácc  ggiiảả  xxiinn  kkhhôônngg  nnhhắắcc  llạạii..  VVìì  hhààmm  ssốố  nngghhịịcchh  bbiiếếnn  ttrrêênn  đđooạạnn   1;2 ,,  ddễễ  tthhấấyy  đđaa  pphhầầnn  ccáácc  ẩẩnn

hhààmm  ttaa  tthhưườờnngg  llààmm  cchhoo  nnóó  bbịị  cchhặặnn  ttrrêênn,,  cchhặặnn  ddưướớii,,  hhooặặcc  bbịị  cchhặặnn  ((íítt  kkhhii  cchhạạyy  ttrrêênn  hhaaii  kkhhooảảnngg  rrờờii  nnhhaauu))..    

TTrrưườờnngg  hhợợpp  đđơơnn  ggiiảảnn  llàà  ccáácc  bbiiếếnn  tthhỏỏaa  mmããnn   
1 2

; 1;2
1 2

u
u v

v

 
 

 
..  

DDoo  đđóó  cchhúúnngg  ttaa  ddựự  đđịịnnhh  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccáácc  ẩẩnn  ssaaoo  cchhoo   
1 2

; 1;2
1 2

u
u v

m v n

 
 

   
..  

ĐĐặặcc  bbiiệệtt  ccóó  mmộộtt  ssốố  ttììnnhh  hhuuốốnngg  xxảảyy  rraa  ccáácc  mmiiềềnn  ; ;

;

m u n

p v q u v m q

m p n q

 


   
  

,,  ởở  đđââyy  ẩẩnn  hhààmm  uu  vvàà  vv  ttùùyy  ýý..  

SSaauu  kkhhii  đđãã  ttiiếếnn  bbưướớcc  vvềề  ddạạnngg  hhààmm  ssốố,,  nnếếuu  hhààmm  ssốố  đđóó  kkhhôônngg  đđơơnn  đđiiệệuu  ttrrêênn  ttậậpp  ssốố  tthhựựcc  hhaayy  mmiiềềnn  xxáácc  đđịịnnhh  ccơơ  bbảảnn  
((mmiiềềnn  xxáácc  đđịịnnhh  bbaann  đđầầuu))  tthhìì  bbắắtt  bbuuộộcc  pphhảảii  lliiêênn  ttưưởởnngg  ttớớii  tthhaaoo  ttáácc  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  cchhặặtt  cchhoo  ccáácc  ẩẩnn  hhààmm,,  ssửử  ddụụnngg  
ttrriiệệtt  đđểể  ccáácc  ddữữ  kkiiệệnn  ccủủaa  hhaaii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh,,  kkếếtt  hhợợpp  ttổổnngg  hhòòaa  ccáácc  kkiiếếnn  tthhứứcc  đđáánnhh  ggiiáá,,  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  đđểể  vvưượợtt  qquuaa  ccaaoo  
đđiiểểmm  qquuyyếếtt  đđịịnnhh  đđóó..  

BBààii  ttooáánn  1166..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
     

 
 

2 2

21 2 8 2 1 6 1 8,
;

2 2 2 1.

x y x y x y y y
x y

x y y xy x

          


    

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 2 1 0; 8 0x y y     .  

Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

 

   
 

 

2 2 2 2 2

2

2 2

2

4 4 2 4 4 2 4 4 2 2 1 2 1 4

2 1 22 1 4 2 2 1 2
2 1 1 4

2 1 21 21 4

x y y xy x x xy y x y y y

x yx y x y
x y y

yyy

              

            
          

        
Suy ra nhận xét 

 
0 2 1 20 2 1 4

2 1; 8 0;3
5 8 9 5 8 3

x yx y
x y y

y y

        
      

      

. 

Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

     

       

         
3 2 3 2

21 2 8 2 1 6 1 8

2 1 2 1 3 2 1 9 2 1 8 8 3 8 9 8

2 1 3 2 1 9 2 1 8 3 8 9 8 1

x y x y x y y y

x y x y x y x y y y y y

x y x y x y y y y

         

                

              

Xét hàm số    3 23 9 ; 0;3f t t t t t     ta có        23 6 9 3 1 3 0; 0;3f t t t t t t          .

Hàm số đang xét liên tục và nghịch biến trên miền  0;3 nên

     1 2 1 8 2 1 8 2 1 8 2 2 7f x y f y x y y x y y x y                  . 

Khi đó        
2 2 2 2 22 1 1 4 6 1 4 2 14 33 0; 0x y y y y y y                 (Vô nghiệm). 

Vậy hệ phương trình đề bài vô nghiệm. 
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BBààii  ttooáánn  1177..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
     

 
2 2

3 2 13 3 2 4 2 2 3 4 3 6 7 2 ,
;

2 4 4 7 8 .

x y x y x x x y
x y

x xy y y

          


   
 ..  

Lời giải. 

Điều kiện 
3

3 2 4 0;
4

x y x    . Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

     

 

 

2 22 2 2

2

2

4 4 4 2 4 4 4 1 2 2 2 1

2 2 12 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

1 2 1 1 32 12 1

3 3 2 41 2 2 1 1 3 2 2 7 3 3 2 4 9

2 2 6 2 6 1 4 3 9

x xy y x y x x x y x

x yx y x y x y

x xxx

x yx y x y x y

x x x

              

                  
      

           

                
     

        

3

1 4 3 3x

 


  

Dẫn đến  3 2 4; 4 3 1;3x y x    . Mặt khác, phương trình thứ nhất của hệ biến đổi về

   

     

3 2 4 3 2 4 6 3 2 4 9 3 2 4

4 3 4 3 6 4 3 9 4 3 1

x y x y x y x y

x x x x

         

      

Xét hàm số           3 2 26 9 ; 1;3 3 12 9 3 1 3 0; 1;3f t t t t t f t t t t t t             .

Suy ra hàm số đang xét liên tục và nghịch biến trên miền  1;3 . Ta thu được

     1 3 2 4 4 3 3 2 4 4 3

3 2 4 4 3 2 7

f x y f x x y x

x y x y x

         

       

Lúc đó 

       

 

2 2 2 2

2

2 2 2 1 2 5 2 1

14 5 14 21
5 24 28 0 2; ; 2; , ;

5 2 5 10

x y x x x

x x x x y

         

     
            

     
Kết luận hệ phương trình đề bài có hai nghiệm kể trên. 

NNhhậậnn  xxéétt..  
LLớớpp  bbààii  ttooáánn  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  cchhứứaa  22  ẩẩnn  hhààmm  ccăănn  tthhứứcc,,  ttrroonngg  đđóó  íítt  nnhhấấtt  mmộộtt  ẩẩnn  hhààmm  cchhứứaa  đđồồnngg  tthhờờii  hhaaii  bbiiếếnn  xx  vvàà  yy,,  
tthhaaoo  ttáácc  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  cchhoo  nnóó  kkhhóó  kkhhăănn  hhơơnn  vvớớii  ẩẩnn  hhààmm  mmộộtt  bbiiếếnn..  ÁÁpp  ddụụnngg  nnhhậậnn  xxéétt  ttạạii  bbààii  ttooáánn  ssốố  1144,,  bbààii  ttooáánn  
1166  vvàà  1177  cchhúúnngg  ttaa  vvẫẫnn  tthhựựcc  hhiiệệnn  ttưươơnngg  ttựự,,  tthhiiếếtt  llậậpp  ttổổnngg  bbììnnhh  pphhưươơnngg  vvàà  đđáánnhh  ggiiáá  cchhặặnn,,  nnhhâânn  tthhêêmm  hhằằnngg  ssốố  vvàà  ccôônngg  
ttừừnngg  vvếế  ccáácc  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  

   
 

 

2

2 2

2

2 2 12 2 1
2 2 2 1

2 12 1

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

1 2 1 1 3 2 2 6

3 3 2 4 31 3 2 2 7 3 3 2 4 9

2 6 1 4 3 9 1 4 3 3

x yx y
x y x

xx

x y x y x y

x x x

x yx y x y

x x x

       
       

    

                
    

         

             
    

        
TThhiiếếtt  nngghhĩĩ  tthhiiếếtt  llậậpp  ttổổnngg  ccáácc  bbììnnhh  pphhưươơnngg  kkhhôônngg  pphhảảii  llàà  pphhưươơnngg  ccáácchh  dduuyy  nnhhấấtt,,  ddùù  nnóó  llàà  ttốốii  ưưuu..  CChhúúnngg  ttaa  kkhhôônngg  tthhểể  
ccứứ  bbóó  bbuuộộcc  mmããii  ttrroonngg  kkhhuuôônn  kkhhổổ  kkhhóó  kkhhăănn  đđóó  đđưượợcc,,  bbởởii  đđôôii  kkhhii  ggăămm  bbììnnhh  pphhưươơnngg  ccũũnngg  kkhhôônngg  ddễễ  ddàànngg  ggìì..  NNếếuu  ssửử  

ddụụnngg  đđiiềềuu  kkiiệệnn  nngghhiiệệmm  ccủủaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  2 22 4 4 7 8x xy y y      tthhìì  ssẽẽ  nnhhưư  tthhếế  nnààoo,,  cchhúúnngg  ttaa  ccùùnngg  tthhửử  

nngghhiiệệmm  vvớớii  bbààii  ttooáánn  1177  tthheeoo  pphhưươơnngg  áánn  tthhủủ  ccôônngg  nnààyy  
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 PPhhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  tthheeoo  ẩẩnn  xx::  2 22 4 4 8 7 0x xy y y    

BBiiệệtt  tthhứứcc   2 2 24 2 4 8 7 4 16 14y y y y y         ..

ĐĐiiềềuu  kkiiệệnn  nngghhiiệệmm  20 4 16 14 0 1, 2 3y y y         ..

 PPhhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  tthheeoo  ẩẩnn  yy::   2 24 4 2 2 7 0y y x x     ..

BBiiệệtt  tthhứứcc     2 2 24 4 4 4 2 7 4 16 12x x x x x          ..

ĐĐiiềềuu  kkiiệệnn  nngghhiiệệmm    20 4 16 12 0 4 1 3 0 1 3x x x x x             ..

 XXuuấấtt  pphháátt  ttừừ  1 3 1 4 3 9 1 4 3 3x x x          ,,  xxửử  llýý  xxoonngg  ẩẩnn  hhààmm  đđơơnn  ggiiảảnn..  TTiiếếpp  ttụụcc  

1,2 3 3 1, 2 6 2 2, 4

1 3 3 3 9 3 3 9

3 3 2 7 1 3 2 4 10,6 1 3 2 4 10,6

y y y

x x x

x y x y x y

             
   

       

              

  MMàà  10,6 9 3  ddoo  đđóó  ssẽẽ  kkhhôônngg  ccóó  đđiiểểmm  ttựựaa  cchhắắcc  cchhắắnn  3 2 4 3x y   ..  TThhấấtt  bbạạii..  

RRõõ  rràànngg  ssửử  ddụụnngg  đđiiềềuu  kkiiệệnn  nngghhiiệệmm  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  cchhoo  cchhíínnhh  xxáácc  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccủủaa  ttừừnngg  bbiiếếnn,,  ttuuyy  nnhhiiêênn  kkhhii  mmàà  
hhaaii  bbiiếếnn  cchhúúnngg  rràànngg  bbuuộộcc  vvớớii  nnhhaauu  tthhìì  đđiiềềuu  nnààyy  llạạii  ddẫẫnn  đđếếnn  cchhặặnn  mmiiềềnn  kkhhôônngg  cchhặặtt  cchhẽẽ,,  pphhạạmm  vvii  rrộộnngg,,  tthhậậmm  cchhíí  pphhảảnn  
ttáácc  ddụụnngg,,  llààmm  cchhoo  hhààmm  ssốố  pphhííaa  ssaauu  đđơơnn  đđiiệệuu  mmộộtt  ccáácchh  ““lluunngg  llaayy,,  mmờờ  ảảoo””,,  cchhưưaa  kkểể  ccóó  mmộộtt  ssốố  bbạạnn  hhooaanngg  ttưưởởnngg  tthheeoo  
kkiiểểuu  10,6 9 ,,  ddẫẫnn  đđếếnn  đđáánnhh  bbààii  ccùùnn,,  llààmm  lliiềềuu  ăănn  nnhhiiềềuu  nnữữaa  ccơơ..  TThhôônngg  qquuaa  đđââyy,,  ccóó  tthhểể  tthhấấyy  mmộộtt  bbààii  ttooáánn  nnhhỏỏ  rrúútt  rraa  

nnhhiiềềuu  bbààii  hhọọcc  llớớnn,,  lliiêênn  hhệệ  mmộộtt  cchhúútt  ttrroonngg  ccuuộộcc  ssốốnngg,,  ttrroonngg  ttììnnhh  yyêêuu,,  cchhúúnngg  ttaa  kkhhôônngg  nnêênn  qquuáá  đđểể  ýý,,  ssooii  mmóóii,,  cchhặặtt  cchhẽẽ,,  
cchhii  llyy,,  ccứứnngg  nnhhắắcc,,  ggiiááoo  đđiiềềuu,,  nnggưượợcc  llạạii  ccầầnn  nnhhẹẹ  nnhhàànngg,,  ttììnnhh  ccảảmm,,  bbììnnhh  ttĩĩnnhh,,  kkhhooaann  dduunngg  mmớớii  ttạạoo  rraa  ssựự  ccâânn  bbằằnngg,,  hhòòaa  
tthhuuậậnn,,  ggắắnn  bbóó  llââuu  ddààii,,  ccóó  tthhểể  llấấyy  ddẫẫnn  cchhứứnngg  ccââuu  ttụụcc  nnggữữ  ““LLạạtt  mmềềmm  bbuuộộcc  cchhặặtt””  ttrroonngg  kkhhoo  ttàànngg  vvăănn  hhọọcc  VViiệệtt  NNaamm..  

Bài toán 18. 

GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
 

2 2

27
10 4 9 9 3 3 13 3 3 7,

2 ;

2 5 2 0.

x y x y x y x y x y
x y

x y x y xy


           


     

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 4 0;3 3 7 0x y x y      . Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

   

   
 

 

2 2 2 2 2 2

2

2 2

2

2 2 5 2 0 2 2 1 4 4 1

1 11 1 1 1 1 2 0
1 2 1

1 2 1 2 2 4 22 12 1

22 4 4 2 4 4

4 3 3 2 3 3 3 7 9

x xy y x y x xy y x y x xy y

x yx y x y x y
x y x y

x y x yx yx y

x yx y x y

x y x y

              

                 
           

             

         
   

        
 

4 2
4; 3 3 7 1;2

3 3 3 7 3
x y x y

x y

  
     

   
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

     

   

     

2 10 4 9 2 2 3 2 3 3 13 3 3 7

2 4 4 9 4 12 4

2 3 3 7 3 3 7 9 3 3 7 12 3 3 7 1

x y x y x y x y x y

x y x y x y x y

x y x y x y x y

           

          

          

Xét hàm số           3 2 22 9 12 ; 1;2 6 18 12 6 1 2 0, 1;2f t t t t t f t t t t t t              .

Như vậy hàm số liên tục và nghịch biến trên miền  1;2  nên

     1 4 3 3 7 4 3 3 7

4 3 3 7 2 4 3

f x y f x y x y x y

x y x y x y

           

        
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Khi đó 

     

2 2 2 2

2 2 2

2 2 5 2 2 0 4 4 10 4 4 0

4 3 2 4 3 10 4 2 4 3 0 18 6 3 0, 0

x xy y x y x xy y x y

y y y y y y y y

          

              

Phương trình ẩn y ở trên vô nghiệm nên hệ đã cho vô nghiệm. 

BBààii  ttooáánn  1199..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
     

 
2 2

2 3 2 3 9 1 4 4 ,
;

2 2 5 2 2 0.

x y x y x y x y x y
x y

x xy y x y

          


    
 ..  

Lời giải. 
Điều kiện các căn thức xác định. Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

   

 

 

2 22 2 2 2

2

2

4 4 2 2 2 1 1 2 1 1

2 12 1 1 2 1 1 2 1

1 1 1 2 01 11 1

0 2 3 22 2 3 4 2 2 3 4

6 3 3 0 4 4 4 0 4 2

x xy y x xy y x y x y x y

x yx y x y x y

x y x yx yx y

x yx y x y

x y x y x y

              

              
      

                

             
    

            
Phương trình thứ nhất của hệ biến đổi về 

       

         
3 2 3 2

2 3 2 3 3 2 3 4 4 3 4

2 3 3 2 3 4 3 4 1

x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y

           

         

Xét hàm số          3 2 23 ; 0;2 3 6 3 2 0, 0;2f t t t t f t t t t t t           .

Hàm số đang xét nghịch biến và liên tục trên miền  0;2 nên

     1 2 3 4 2 3 4 2 3 4 1f x y f x y x y x y x y x y x y                  .

Lúc này      
2 2 2

2 1 1 1 3 3x y x y y          (Vô nghiệm). Vậy hệ phương trình đã cho vô nghiệm. 

BBààii  ttooáánn  2200..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  

     
 

2 2 2

2 2

2 26 8 15 3 2 23 5,
;

2 2 2 2 1 0.

x y x y x y x x x x
x y

x xy y x y

            


     

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện các căn thức xác định. Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

   

 

 

 

2 22 2 2

2

2

2

2 2

2 2 2 1 4 4 4 1 2 4

1 21 4 2 1 2 3 1

2 2 2 0 42 22 4

6 8 36 8 9
8; 5 2;3

5 5 25 5 5 5

x xy y x y x x x y x

x yx y x y x y

x xxx

x yx y
x y x x

x x x x

              

                 
      

           

        
        

       
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương 

   

   2 2 2 2

2 8 8 15 8 36 8

2 5 5 15 5 36 5

x y x y x y x y

x x x x x x x x

         

          

Xét hàm số           3 2 22 15 36 ; 2;3 6 30 36 6 2 3 0; 2;3f t t t t t f t t t t t x              .
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Vậy hàm số đang xét liên tục và nghịch biến trên miền  2;3 . Suy ra

   2 2 2 28 5 8 5 8 5 3f x y f x x x y x x x y x x y x                    . 

Khi đó phương trình thứ hai lại trở thành 

 

   

2 2 4 2 2

24 3 2 2 3

2 2 3 6 9 2 6 2 1 0

2 2 8 10 0 1 2 8 9 0 1

x x x x x x x

x x x x x x x

         

           

Ta có    32 8 9; 0;4f x x x x    . Do đó    2 2 4 2 2
6 8; 0 ;

3 3 3
f x x f x x x

 
         

 
. 

Khảo sát hàm số ta thu được      
 0;4

2 32 2 32
0 9; 9 ; 4 105 9 0

3 3 3 3 3 3x

f f f Min f x f


   
           

   
. 

Do vậy    
22 31 2 8 9 0, 0;4x x x x       , phương trình (1) vô nghiệm.

Kết luận hệ phương trình đã cho vô nghiệm. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
NNggooààii  pphhưươơnngg  pphháápp  xxââyy  ddựựnngg  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccáácc  ẩẩnn  tthhôônngg  qquuaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii,,  ccáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  mmộộtt  
ddạạnngg  ttưươơnngg  ttựự  đđơơnn  ggiiảảnn  hhơơnn,,  mmàà  kkhhôônngg  tthhôônngg  qquuaa  bbiiếếnn  đđổổii,,  đđóó  llàà  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  cchhứứaa  ẩẩnn  ttrroonngg  ddấấuu  ggiiáá  ttrrịị  ttuuyyệệtt  đđốốii,,  
ccụụ  tthhểể  llàà  ttổổnngg  ccủủaa  ccáácc  ggiiáá  ttrrịị  ttuuyyệệtt  đđốốii..  CChhúú  ýý  rrằằnngg  

1

1 2 3 2... ; 0

...

n

A k

A A A A k k A k

 


       



KKếếtt  hhợợpp  bbiiếếnn  đđổổii  ddạạnngg  ttưươơnngg  đđồồnngg  hhààmm  ssốố  ccủủaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ccòònn  llạạii,,  kkếếtt  hhợợpp  cchhiiaa  ttrrưườờnngg  hhợợpp  ggiiảảii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
cchhứứaa  ddấấuu  ggiiáá  ttrrịị  ttuuyyệệtt  đđốốii  ttaa  tthhuu  đđưượợcc  llờờii  ggiiảảii  bbààii  ttooáánn..  

BBààii  ttooáánn  2211..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
     

 
2 2 2

1 1 1,
;

2 1 1 9 1 2 2 2.

x y
x y

x x y y x y y y y

    


          

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 1x   . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 2

2 2

1 1 1 1 1 0 2
1 1 1

1 1 1 0 21 1

1 1 31 1 3
1; 2 0;3

2 2 8 2 2 8

x x x
x y

y yy

xx
x y y

y y y y

         
        

        

      
       

        
Phương trình thứ hai trở thành 

       

       

2 2 2

3 23 2
2 2

2 1 1 9 1 2 2 2 9 2

2 1 9 1 2 2 9 2

x x x y y y y y y

x x y y y y

           

         

Xét hàm số          3 2 22 9 ; 0;3 6 18 6 3 0, 0;3f t t t t f t t t t t t           .

Dẫn đến hàm số đang xét liên tục và nghịch biến trên miền  0;3 . Ta thu được

   2 2 21 2 1 2 1f x f y y x y y x y y             . 

Phương trình thứ nhất khi đó lại trở thành 
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2 2

2 2

2 2

1 2 1 2

1 1 1 1 0
1 1 1 1 0

0 1 0 1

1 1 0

y y

y y y y
y y y y y y y

y y

y y y y

     
  

        
                   

       

. 

Kết luận hệ đã cho có nghiệm duy nhất 1; 0x y  . 

BBààii  ttooáánn  2222..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh   
3 3

2

3 3 2,
;

1 1.

x y x y
x y

x y

    


  
 ..  

Lời giải. 
Phương trình thứ hai của hệ ta suy ra 

 
2

2
1 1 1 0 1 2

1 1 1; 0;2
1 1 1 0 21 1

x x x
x y x y

y yy

        
          

        
. 

Phương trình thứ nhất biến đổi    
3 23 2 2 3 2 3 23 3 1 3 6 3 3 1 3 1 3x x x x x y y x x y y              . 

Xét hàm số          3 2 23 ; 0;2 3 6 3 2 0, 0;2f t t t t f t t t t t t           .

Hàm số trên liên tục và nghịch biến trên miền  0;2 nên thu được    1 1f x f y x y     .

Phương trình thứ hai trở thành 

2

2

2

0

1 0 1 5 1 5
1 ;

2 20

1 0

x

x x
x x x

x

x x

 


        
         

   

. 

Từ đây đi đến hệ có hai nghiệm. 

BBààii  ttooáánn  2233..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh   
3 2 39 21 51 117,

;
2 1 2.

x y y y x
x y

x y

     


   
 ..  

Lời giải. 
Phương trình thứ hai suy ra 

 

2 2 2 2 2
2 1 2

2 1 21 2

0 4 1 1 5
1; 2 3;5

1 3 3 2 1

x x
x y

yy

x x
x y

y y

      
      

     

     
       

       
Phương trình thứ nhất lại tương đương 

           

3 3 2

3 2 2 3 2 2

3 2 3 2

51 47 9 21 70

3 3 1 3 6 3 45 45 6 12 8 3 12 12 45 90

1 3 1 45 1 2 3 2 45 2

x x y y y

x x x x x x y y y y y y

x x x y y y

     

                 

           

Xét hàm số           3 2 23 45 ; 3;5 3 6 45 3 3 5 0, 3;5f t t t t t f t t t t t t                .

Hàm số đang xét liên tục và nghịch biến trên miền  3;5 . Ta thu được

   1 2 1 2 1 2f x f y x y y x           . 

Phương trình thứ hai trở thành 2 2 2 2 2 2x x x x         . 
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Áp dụng bất đẳng thức 2 2 2 2 4 2a b a b x x x x             , phương trình ẩn x vô nghiệm.

Kết luận bài toán đã cho vô nghiệm. 

BBààii  ttooáánn  2244..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
      

 
2 1 3 1 6,

;
1 2 1 3 2 2 2 3 .

x y
x y

x x y y

    


      

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 1; 1x y  . Phương trình thứ nhất của hệ suy ra 

 

2 1 6 1 3 3 1 3
2 1 3 1 6

2 1 23 1 6 1 2

0 1 15 1 1
1; 2 0;1

3 2 1 0 2 1

x x x
x y

yy y

xx
x y

y y

          
        

         

       
      

       
Phương trình thứ hai biến đổi về 

       

       
3 2 3 2

2 1 1 3 1 2 2 2 3 2

2 1 3 1 2 2 3 2

x x x y y y

x x y y

        

       

Xét hàm số        3 2 22 3 ; 0;1 6 6 6 1 0f t t t t f t t t t t         .

Hàm số đang xét liên tục và nghịch biến trên miền  0;1 nên ta có

   1 2 1 2 1 2 1f x f y x y x y y x              . 

Lúc đó lại có 
1 1 1 1

2 1 3 1 6 2 1 3 6 2 2 3 6 5 4

x x x x
x

x y x x x x x

      
       

              
. 

Kết luận hệ phương trình đã cho vô nghiệm. 

BBààii  ttooáánn  2255..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
1 1 1,

;
3 3 1 1 3 3 6.

x y
x y

x x y y x y

    


        

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 3 1; 1x y     . 

Từ phương trình thứ nhất ta có 1 1 1 1 0 1 2y x y         . 

Mặt khác  1 3 2 0 3 2 1; 3 0;2x x x y x            .

Phương trình thứ hai biến đổi về 

       

       
3 2 3 2

3 3 3 3 1 1 3 1

3 3 3 1 3 1

x x x y y y

x x y y

        

       

Xét hàm số          3 2 23 ; 0;2 3 6 3 2 0, 0;2f t t t t f t t t t t t           .

Hàm số trên liên tục và nghịch biến trên miền đang xét, suy ra  

   3 1 3 1 3 1 2f x f y x y x y y x              . 

Khi đó phương trình thứ nhất trở thành 1 1 2 1 1 1 1 0x x x x           . 

Xét hai trường hợp 
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o
2

01 1 1 5 3 5
;

2 21 01

xx
x y

x xx x

      
    

     
. 

o
1 1 0 0

2 1 11 2

x x x
x

x xx x

     
     

       
. 

Kết luận hệ đã cho có nghiệm duy nhất 
1 5 3 5

;
2 2

x y
  

  . 

BBààii  ttooáánn  2266..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
 

2

2 3 2 1 1 3,
;

2 3 1 1

x x y x y y
x y

x y

      


   

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 0; 1x y  . Phương trình thứ hai của hệ suy ra 

 

 

2 2 3 1 1 2 3 1 1 2
2 3 1 1

1 1 1 0 21 1

0 21 4
; 1 0;1

1 1 1 0 1 1

x x x
x y

y yy

xx
x y

y y

          
        

        

    
     

       
Phương trình thứ nhất biến đổi về 

           
3 2 3 2

2 3 2 1 1 3 1 2 3 2 1 3 1x x x y y y x x y y            . 

Xét hàm số        3 2 22 3 ; 0;1 6 6 6 1 0f t t t t f t t t t t         .

Hàm số đang xét liên tục và nghịch biến trên miền  0;1 nên ta có    1 1 1f x f y x y x y        . 

Thu được 

2
22

2 2

3
2 3

2
2 3 1

2 4 02 3 1

2 3 2 3

2 3 1 2 2 0

x x
x

x x
x xx x

x x
x

x x x x

 
                 


             

Kết luận hệ phương trình đã cho vô nghiệm. 

BBààii  ttooáánn  2277..  TTrríícchh  llưượợcc  ccââuu  33,,  ĐĐềề  tthhii  ttuuyyểểnn  ssiinnhh  ĐĐạạii  hhọọcc;;  MMôônn  TTooáánn;;  KKhhốốii  AA  vvàà  kkhhốốii  AA11;;  ĐĐềề  tthhii  cchhíínnhh  tthhứứcc,,  BBộộ  
GGiiááoo  ddụụcc  vvàà  ĐĐààoo  ttạạoo  VViiệệtt  NNaamm;;  KKỳỳ  tthhii  ttuuyyểểnn  ssiinnhh  nnăămm  22001133..  

GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
44

2 2

1 1 2 ,
;

2 1 6 1 0.

x x y y
x y

x x y y y

      


     

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 1x  . Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

   
22 22 1 2 1 4 1 4 4 0 0x x y y y y x y y y y              . 

Khi đó phương trình thứ nhất trở thành 

 4 4 4 44 44 41 1 2 1 1 1 1 1 1x x y y x x y y                 .

Xét hàm số   41 1, 1f t t t t      thì  
 

3
4

1 1
0, 1

2 1 4 1
f t t

t t
     

 
. Hàm số đồng biến với 1t  . 
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Dễ thấy      4 41 1f x f y x y       . Thay thế vào phương trình thứ hai thu được

   
 

24 7 4

7 4

0
4 2 4 0

2 4 0

y
y y y y y y y

g y y y y


        

    

Để ý rằng    6 37 8 1 0, 0g y y y y g y        đồng biến, liên tục với 0y  . Hơn nữa  1 0 1g y   . 

Từ đây ta thu được hai nghiệm      ; 1;0 , 2;1x y  .  

NNhhậậnn  xxéétt..  
            ĐĐââyy  llàà  nnăămm  tthhứứ  hhaaii  ddạạnngg  ttooáánn  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ssửử  ddụụnngg  ttíínnhh  cchhấấtt  đđơơnn  đđiiệệuu  hhààmm  ssốố  xxuuấấtt  hhiiệệnn  ttrroonngg  ccââuu  33,,  kkỳỳ  tthhii  
ttuuyyểểnn  ssiinnhh  ĐĐạạii  hhọọcc  mmôônn  TTooáánn  cchhíínnhh  tthhứứcc  ((kkhhôônngg  kkểể  ccââuu  55  PPhhâânn  llooạạii  tthhíí  ssiinnhh  ttrroonngg  ĐĐềề  tthhii  ttuuyyểểnn  ssiinnhh  mmôônn  TTooáánn  ĐĐạạii  
hhọọcc  kkhhốốii  AA  nnăămm  22001100))..  MMứứcc  đđộộ  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccủủaa  bbiiếếnn  ccũũnngg  ttưươơnngg  ttựự  bbààii  ttooáánn  11,,  ĐĐềề  tthhii  ttuuyyểểnn  ssiinnhh  kkhhốốii  AA  nnăămm  22001122,,  
ttuuyy  nnhhiiêênn  hhììnnhh  tthhứứcc  vvôô  ttỷỷ  ccủủaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt  kkhhiiếếnn  nnhhiiềềuu  bbạạnn  tthhíí  ssiinnhh  ttỏỏ  rraa  llúúnngg  ttúúnngg,,  ee  nnggạạii,,  kkhhóó  nnhhììnn  nnhhậậnn,,  
cchhốốnngg  pphháá..  KKhhảả  nnăănngg  ttưư  dduuyy  lliinnhh  hhooạạtt,,  kkếếtt  nnốốii  kkiiếếnn  tthhứứcc  llàà  ttrrọọnngg  ttââmm,,  ssoonngg  hhàànnhh  vvớớii  nnóó  kkỹỹ  nnăănngg  ttíínnhh  ttooáánn  ccẩẩnn  tthhậậnn,,  
cchhíínnhh  xxáácc  đđưượợcc  xxââyy  ddựựnngg  nnggaayy  ttừừ  nnhhữữnngg  bbààii  ttooáánn  nnhhỏỏ  nnhhưư  tthhếế  nnààyy..  TTrroonngg  ccuuộộcc  ssốốnngg,,  tthhàànnhh  bbạạii  llàà  đđiiềềuu  tthhưườờnngg  tthhấấyy,,  
nnhhưưnngg  kkhhôônngg  vvìì  tthhếế  mmàà  cchhúúnngg  ttaa  nnảảnn  cchhíí,,  cchhùùnn  bbưướớcc,,  ttrrááii  llạạii  ccầầnn  llạạcc  qquuaann,,  ttiinn  ttưưởởnngg,,  ccốố  ggắắnngg  ggiiữữ  llấấyy  llềề,,  mmạạnnhh  ddạạnn,,  
ttááoo  bbạạoo,,  tthhẳẳnngg  tthhắắnn  bbảảoo  vvệệ  cchhâânn  llýý,,  llààmm  cchhủủ  mmộộtt  pphhầầnn  bbầầuu  ttrrờờii  kkhhooaa  hhọọcc!!  
NNggooààii  ccáácchh  pphhâânn  ttíícchh  bbììnnhh  pphhưươơnngg  nnhhưư  ttrrêênn,,  ccáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  ccooii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  ccóó  ddạạnngg  ẩẩnn  xx,,  tthhaamm  ssốố  yy  

  2 22 1 6 1 0x x y y y      ..  

BBiiệệtt  tthhứứcc   2 22 1 6 1 4y y y y y        vvàà  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ccóó  nngghhiiệệmm  0 4 0 0y y      ..

BBààii  ttooáánn  2288..  TTrríícchh  llưượợcc  ccââuu  88,,  TThhửử  ssứứcc  ttrrưướớcc  kkỳỳ  tthhii  ĐĐạạii  hhọọcc  22001155,,  ĐĐềề  ssốố  22,,  TTạạpp  cchhíí  TTooáánn  hhọọcc  vvàà  ttuuổổii  ttrrẻẻ,,  NNhhàà  xxuuấấtt  
bbảảnn  GGiiááoo  ddụụcc  VViiệệtt  NNaamm;;  SSốố  444499,,  TThháánngg  1111  nnăămm  22001144..  
TTáácc  ggiiảả  PPhhạạmm  TTrrọọnngg  TThhưư  ––  GGiiááoo  vviiêênn  ttrrưườờnngg  TTHHPPTT  CChhuuyyêênn  NNgguuyyễễnn  QQuuaanngg  DDiiêêuu,,  TTỉỉnnhh  ĐĐồồnngg  TThháápp..  

GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
44

2 2

3 2 5 ,
;

2 2 8 4 0.

x x y y
x y

x x y y y

      


     

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 2x  .  
Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

   
22 22 2 4 4 4 2 4 0x x y y y y x y y y            . 

Khi đó phương trình thứ nhất trở thành  4 44 42 2 5 5x x y y        . 

Xét hàm số    
3

4

4

2
5; 0 1 0, 0

5

t
f t t t t f t t

t
         


. 

Như vậy hàm số trên liên tục và đồng biến trên miền 0t  . Ta thu được 

     

   
     

44 4

2 24 3
23

2 2 2

0
4 1 4 0

1 4 1

f x f y x y y x

y
y y y y y y

g y y y

         


              

Hàm số  g y liên tục và đồng biến với    0 1 1y g y g y     . 

Kết luận hệ phương trình có các nghiệm      ; 2;0 , 3;1x y  . 

BBààii  ttooáánn  2299..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
3 2

2 2

4 12 9 1 2 2 1,
;

2 5 3 2 3 1 0.

x x x y y
x y

x x y y

      


      

 ..  
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Lời giải. 

Điều kiện 
2

2 1 0 1
1

2 3 1 0 2

 
  

   

y
y

y y
. 

Phương trình thứ hai của hệ tương đương    2 3
2 3 1 2 3 1 0 1

2
x x y y x             . 

Suy ra 21 1
1 0 ( 1)

2 4
     x x  và 0 2 1 1 1 2 1 0        y y . 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

       
33 28 24 18 2 4 2 2 21 2 2 3 2 2 1 2 2 3 11x x x y y x x y y y             

Xét hàm số 3( ) 3 f t t t  trên  1;1  ta có đạo hàm      2 2' 3 3 3 1 ,0 1;1f t t t t        .

Dẫn đến hàm số liên tục, đồng biến trên miền  1;1 .

Thu được    2 2 2 1 2 2 2 1f x f y x y         . Thay vào phương trình thứ hai ta được 

    

     

 

2 1 02 1
1 2 1 . 2 1 1

2 1 2 1 2 1

2 1 0 2 1

1 2 1 4 4 4 2 1 1 1 2 2 1 1

2 1 1
1 3

; 1; , ;11 2
2 2

11 2 2

yy
y y y

y y

y y

y y y y y y y

y
y

x yy

yy

   
       

    

   
  

            

 
                       

Vậy hệ đã cho có các nghiệm  
1 3

, 1; , ;1 .
2 2

   
     
   

x y

BBààii  ttooáánn  3300..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh   
3 3 2

2 2 2

3 3 2,
;

1 2 3 2 .

x y y x
x y

x x y y

    


    

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 1 1;0 2x y     . 

Từ điều kiện ta có    1 0;2 , 0;2x y   . Phương trình thứ nhất của hệ biến đổi thành

     
3 23 2 2 3 2 3 23 3 1 3 6 3 3 1 3 1 3x x x x x y y x x y y               . 

Xét hàm số        3 2 23 3 0, 0;2f t t t f t t t t        . Hàm số nghịch biến, liên tục trên  0;2 .

Do đó      1 1f x f y x y       . Thay thế vào phương trình thứ hai của hệ 

 2 2 4 2 2 2 22 2 1 4 4 4 4 8 0 0 1x x x x x x x x y               .

Cặp giá trị này nghiệm đúng hệ ban đầu, kết luận   0;1S  .

NNhhậậnn  xxéétt..  
HHaaii  bbààii  ttooáánn  2299  vvàà  3300  mmởở  mmàànn  cchhoo  llớớpp  bbààii  ttooáánn  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  vvôô  ttỷỷ  ggiiảảii  đđưượợcc  cchhỉỉ  tthhôônngg  qquuaa  ssửử  ddụụnngg  ttíínnhh  cchhấấtt  

đđơơnn  đđiiệệuu  hhààmm  ssốố  đđơơnn  tthhuuầầnn     f u f v ,,  ttrroonngg  đđóó  tthhaaoo  ttáácc  đđáánnhh  ggiiáá  ddấấuu  đđạạoo  hhààmm  ccóó  đđộộ  kkhhóó  ddiiễễnn  ttiiếếnn  tthheeoo  xxuu  

hhưướớnngg  ““vvừừaa  ttăănngg,,  vvừừaa  ggiiảảmm””..  CCụụ  tthhểể  ggiiảảmm  mmứứcc  đđộộ  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  bbiiếếnn,,  ggiiảảmm  ttừừ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  xxuuốốnngg  đđiiềềuu  
kkiiệệnn  xxáácc  đđịịnnhh  đđơơnn  ggiiảảnn,,  ttuuyy  nnhhiiêênn  mmứứcc  đđộộ  pphhứứcc  ttạạpp  ggiiaa  ttăănngg  ddoo  cchhứứaa  ccăănn  tthhứứcc  ởở  bbiiểểuu  tthhứứcc  cchhốốtt  cchhặặnn..    
CCáácc  bbạạnn  llưưuu  ýý  ttààii  lliiệệuu  nnààyy  kkhhôônngg  đđềề  ccậậpp  đđếếnn  llớớpp  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ccóó  đđịịnnhh  hhưướớnngg..  
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11.. PPhhâânn  ttíícchh  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt,,  ttììmm  qquuaann  hhệệ  hhaaii  ẩẩnn..
22.. TThhaayy  tthhếế  vvààoo  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ccòònn  llạạii  vvàà  ssửử  ddụụnngg  ccôônngg  ccụụ  hhààmm  ssốố  ((pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  mmộộtt  ẩẩnn))..

TTrrọọnngg  ttââmm  ttààii  lliiệệuu  llàà  ssửử  ddụụnngg  ttíínnhh  cchhấấtt  đđơơnn  đđiiệệuu  đđơơnn  tthhuuầầnn  hhooặặcc  kkhhảảoo  ssáátt  hhààmm  ssốố,,  ttììmm  ggiiáá  ttrrịị  llớớnn  nnhhấấtt  ––  ggiiáá  ttrrịị  llớớnn  
nnhhấấtt  ccóó  ssửử  ddụụnngg  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  bbiiếếnn,,  ttổổnngg  hhòòaa  ccáácc  kkiiếếnn  tthhứứcc  đđạạii  ssốố,,  llưượợnngg  ggiiáácc,,  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc,,……ĐĐiiềềuu  nnààyy  đđòòii  hhỏỏii  
ccáácc  bbạạnn  đđộộcc  ggiiảả  ccầầnn  ttỉỉnnhh  ttááoo,,  nnhhạạyy  bbéénn,,  ttììmm  đđiiềềuu  kkiiệệnn  cchhíínnhh  xxáácc  cchhoo  bbààii  ttooáánn  đđểể  ccóó  nnhhữữnngg  đđáánnhh  ggiiáá  nnggắắnn  nnggọọnn  nnhhấấtt,,  
ttốốii  ưưuu  nnhhấấtt..  

BBààii  ttooáánn  3311..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh   
3 2 3

1 2 1,
;

12 8 3 2.

x y x
x y

y x x y

    


   
 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 1x  . 

Biến đổi phương trình thứ nhất của hệ  
2

1 1 2 1 1 1 1 1 0 1y x x y x y              . 

Từ đây dẫn đến 1;2 1 1y x   . Phương trình thứ hai của hệ tương đương 

 

   

3 3 2

3 3 2

33

3 8 12 2

3 8 12 6 1 3 2 1

3 2 1 3 2 1

y y x x

y y x x x x

y y x x

   

       

     

Xét hàm số   3 3 ; 1f t t t t   thì    2 23 3 3 1 0, 1f t t t t        .

Hàm số liên tục và đồng biến trên miền đang xét. Thu được    2 1 2 1f y f x y x     . 

Phương trình thứ nhất lại trở thành 

2 2

2 0 2
2 2 1 4 2 2

4 4 4 4 8 8 0

x x
x x x

x x x x x

   
        

       
. 

Suy ra hệ có nghiệm duy nhất    ; 4 2 2;7 4 2x y    .

BBààii  ttooáánn  3322..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
32 2,

;
3 4 3 2 3 1.

y x x
x y

x x y y

    


    

 ..  

Lời giải. 

Điều kiện 

3 2 0
1

3 2 0
1

1 0

x x
x

x
y

y

   


   
  

Từ phương trình thứ nhất 32 2 0 2 1 1y x x y y          . Đồng thời 1 3 2 1x x    . 

Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

   

   
3 3

3 2 3 2 2 3 2 1 1 2 1

3 2 2 3 2 1 2 1

x x x y y y

x x y y

        

       

Xét hàm số   3 2 ; 1f t t t t   ta có đạo hàm   23 2 0, 1f t t t      . 

Như vậy hàm số  f t liên tục và đồng biến trên miền đang xét. 

Thu được    3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 1f x f y x y x y y x              . 

Với điều kiện 1x  , phương trình thứ nhất khi đó trở thành 
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     

 

23 2

2 2

3 3 2 9 1 1 2

1 1
1;4 5;4 5

9 9 2 8 11 0

x x x x x x x

x x
x

x x x x x

         

  
      

       

Dẫn đến hệ có các nghiệm        ; 1;2 , 4 5;11 3 5 , 4 5;11 3 5x y      .

NNhhậậnn  xxéétt..  
ĐĐểể  xxââyy  ddựựnngg  ccáácc  bbààii  ttooáánn  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ddạạnngg  ttưươơnngg  ttựự  ccũũnngg  kkhhôônngg  qquuáá  kkhhóó..  

 BBààii  ttooáánn  ssốố  3322  ccáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  đđểể  ýý  pphhéépp  đđáánnhh  ggiiáá  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  32 2 0 2 1 1y x x y y          ,,  

llàà  hhooàànn  ttooàànn  ttựự  nnhhiiêênn,,  ttưươơnngg  ứứnngg  bbưướớcc  nnggooặặtt  đđầầuu  ttiiêênn,,  ccơơ  bbảảnn  kkhhii  cchhúúnngg  ttaa  tthhựựcc  hhiiệệnn  bbììnnhh  pphhưươơnngg  hhaaii  vvếế..  

ĐĐồồnngg  tthhờờii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  ccủủaa  hhệệ  ccóó  ddạạnngg  ttưươơnngg  đđồồnngg  hhààmm  ssốố     f u f v ddễễ  ddàànngg  tthhiiếếtt  llậậpp..  CChhúú  ýý  

rrằằnngg  ccáácc  ccăănn  tthhứứcc  ẩẩnn  hhààmm  3 2; 1u x v y    đđộộcc  llậậpp  vvớớii  rriiêênngg  llẻẻ  ttừừnngg  bbiiếếnn  nnêênn  tthhaaoo  ttáácc  đđáánnhh  ggiiáá  ẩẩnn  

hhààmm  llàà  hhếếtt  ssứứcc  tthhuuậậnn  llợợii,,  nnóó  ssẽẽ  rrấấtt  pphhứứcc  ttạạpp  nnếếuu  cchhứứaa  hhaaii  bbiiếếnn..  

 BBààii  ttooáánn  ssốố  3311  kkhhôônngg  nnằằmm  nnggooààii  pphhạạmm  vvii  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  nnhhưưnngg  ccóó  mmộộtt  ssốố  yyếếuu  ttốố  ggââyy  kkhhóó  kkhhăănn..  CCụụ  tthhểể  llàà
ddựựaa  ttrrêênn  nnềềnn  ttảảnngg  đđiiềềuu  kkiiệệnn  xxáácc  đđịịnnhh,,  ttaa  ttạạmm  yyêênn  ttââmm  vvớớii  1x  ,,  kkhhii  mmaannhh  nnhhaa  ttấấnn  ccôônngg  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ
nnhhấấtt,,  ýý  ttưưởởnngg  đđơơnn  ggiiảảnn  nnhhấấtt  llàà  ssuuyy  rraa  1 0x y     nnhhưư  bbààii  ttooáánn  3322,,  ttuuyy  nnhhiiêênn  ddoo  ccóó  hhaaii  bbiiếếnn  tthhaamm  ggiiaa  nnêênn

kkhhôônngg  ttiiếếpp  ccậậnn  đđưượợcc  ẩẩnn  yy,,  kkhhôônngg  ttooàànn  ddiiệệnn..

 ÝÝ  ttưưởởnngg  ttạạoo  bbạạoo  hhơơnn  đđốốii  vvớớii  bbààii  ttooáánn  3311  llàà  ssửử  ddụụnngg  bbiiếếnn  đđổổii  ttưươơnngg  đđưươơnngg  ((bbììnnhh  pphhưươơnngg  hhaaii  vvếế)),,  mmứứcc  đđộộ  xxấấuu
nnhhấấtt  llàà  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  ttổổnngg  qquuáátt  hhaaii  ẩẩnn  vvớớii  mmộộtt  ttrroonngg  hhaaii  ẩẩnn  xx  hhooặặcc  yy  ttrrởở  tthhàànnhh  tthhaamm  ssốố..  CCụụ  tthhểể

 2 22 2

1 01 0

2 1 2 5 02 2 2 1 4 4

x yx y

x x y y yx xy y x y x

      
 

             

PPhhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  ẩẩnn  xx,,  tthhaamm  ssốố  yy  ccóó  bbiiệệtt  tthhứứcc   2 22 1 2 5 4 4y y y y y         ..

  ĐĐiiềềuu  kkiiệệnn  ccóó  nngghhiiệệmm  llàà  0 4 4 0 1y y       ..  TThhàànnhh  ccôônngg..  

 MMộộtt  pphhưươơnngg  hhưướớnngg  kkhháácc  llàà  
2

1 1 2 1 1 1 1 1 0 1y x x y x y              ..  

ĐĐââyy  llàà  nnggụụ  ýý  bbaann  đđầầuu  ccủủaa  ttáácc  ggiiảả,,  ccũũnngg  cchhíínnhh  llàà  ccơơ  ssởở  cchhoo  llờờii  ggiiảảii  pphhííaa  ttrrêênn..  TTuuyy  nnhhiiêênn  đđểể  đđảảmm  bbảảoo  yyếếuu  ttốố  
ttựự  nnhhiiêênn,,  cchhắắcc  cchhắắnn  ccáácc  bbạạnn  đđộộcc  ggiiảả  nnêênn  tthhựựcc  hhiiệệnn  ttậậpp  kkếếtt  hhaaii  bbiiếếnn  vvềề  hhaaii  bbiiếếnn  cchhiiếếnn  ttuuyyếếnn  

1 2 1 1 2 1x y x y x x         ..  

TThhựựcc  hhiiệệnn  đđặặtt  ẩẩnn  pphhụụ  21 ; 0 1x t t x t      ,,  ddẫẫnn  đđếếnn  bbiiểểuu  ddiiễễnn  

 2 21 1 2 2 2y t t t t f t        ..  

HHààmm  ssốố  ẩẩnn  tt  nnààyy  ccóó  nnhhiiềềuu  ccáácchh  đđáánnhh  ggiiáá,,  ddùùnngg  hhằằnngg  đđẳẳnngg  tthhứứcc  hhooặặcc  kkhhảảoo  ssáátt  hhààmm  ssốố  bbậậcc  hhaaii  ––  ppaarraabbooll,,  đđềềuu  
llàà  nnhhữữnngg  kkỹỹ  nnăănngg  ccơơ  bbảảnn..  TTrroonngg  ttrrưườờnngg  hhợợpp  hhààmm  ssốố  ccóó  ddạạnngg  ttổổnngg  qquuáátt  bbậậcc  hhaaii  hhooặặcc  bbậậcc  bbaa,,  pphhưươơnngg  áánn  ttốốii  
ưưuu  llàà  nnêênn  ssửử  ddụụnngg  ccôônngg  ccụụ  đđạạoo  hhààmm  ––  hhààmm  ssốố  

 

 

3 2

3 2

f t at bt ct

f t at bt ct d

  

   

BBààii  ttooáánn  3333..  TTrríícchh  llưượợcc  ccââuu  33,,  TThhửử  ssứứcc  ttrrưướớcc  kkỳỳ  tthhii  ĐĐạạii  hhọọcc  22001155,,  ĐĐềề  ssốố  22;;  NNăămm  hhọọcc  22001133  ––  22001144;;  TTạạpp  cchhíí  TTooáánn  
hhọọcc  vvàà  ttuuổổii  ttrrẻẻ,,  NNhhàà  XXuuấấtt  bbảảnn  GGiiááoo  ddụụcc  VViiệệtt  NNaamm;;  SSốố  443366,,  TThháánngg  1100  nnăămm  22001133..  
TTáácc  ggiiảả::  HHuuỳỳnnhh  NNgguuyyễễnn  LLuuâânn  LLưưuu  ––  NNgguuyyễễnn  TThhịị  DDuuyy  AAnn..  
GGiiááoo  vviiêênn  TTrruunngg  ttââmm  BBồồii  ddưưỡỡnngg  vvăănn  hhóóaa  TThhăănngg  LLoonngg,,  TTpp..HHồồ  CChhíí  MMiinnhh..  

GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
 

3

2

4 3 1 2 1 0,
;

2 2 1 0.

x x y y
x y

x x y y

     


    

 ..  

Lời giải. 
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Điều kiện 
1

0
2

y   . Từ điều kiện ta có 
1

0 0 2 1 1
2

y y       . Từ phương trình thứ hai của hệ 

   2 1
2 2 1 0 2 1 0 0 0 2 1

2
x x y y x x x x                 . 

Biến đổi phương trình thứ nhất của hệ 

         
338 6 2 2 2 1 2 3 2 2 1 2 1 3 2 1 1x x y y x x y y y              . 

Xét hàm số          3 2 23 ; 0;1 3 3 3 1 0, 0;1f t t t t f t t t t           .

Hàm số liên tục và nghịch biến trên miền đang xét dẫn đến  

     
24 1

1 2 2 1 2 2 1
2

x
f x f y x y y


          . 

Phương trình thứ hai trở thành 

 

2 2

2

2 2

2

0

0 1
;02 2 8 0

22 1 2 8

4 4 1 2 8

0
0

1
;01 1 1 1

;0 ;0 ; 0; , ;02
2 2 2 2

1 1
;12 4 1 0

2 6

x

x
xx x x x

x x

x x x

x
x

x
x x x y

xx x


                      


 

                                        
            





Kết luận hệ đã cho có hai nghiệm kể trên. 

BBààii  ttooáánn  3344..  TTrríícchh  llưượợcc  ccââuu  IIII..22;;  ĐĐềề  tthhii  cchhọọnn  hhọọcc  ssiinnhh  ggiiỏỏii  llớớpp  1122  TTHHPPTT;;  MMôônn  TTooáánn;;  ĐĐềề  tthhii  cchhíínnhh  tthhứứcc;;  SSởở  GGiiááoo  
ddụụcc  vvàà  ĐĐààoo  ttạạoo  TTỉỉnnhh  HHảảii  DDưươơnngg;;  NNăămm  hhọọcc  22001122  ––  22001133..  

GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
33 3 1 9 1 ,

;
1 1 1.

x x y y
x y

x y

     


    

 ..  

Lời giải. 

Điều kiện 1; 1y x  . Phương trình thứ hai của hệ dẫn đến 1 1 1 1y x     . 

Biến đổi phương trình thứ nhất    
33 3 1 3 1x x y y      . 

Xét hàm số      3 2 23 ; 1 3 3 3 1 0, 1f t t t t f t t t t           .

Như vậy hàm số trên liên tục và đồng biến trên miền đang xét, thu được      1 1f x f y x y       . 

Phương trình thứ hai lại trở thành 
   

 
1

1 1 1 1 1;2
1 2 0

x
x x x x x

x x


         

  
. 

Kết luận hệ có hai nghiệm      ; 1;2 , 2;5x y  . 

BBààii  ttooáánn  3355..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  

 
 

 

2

2

3 2

2
1 1,

1 ;

2 1 2.

x x
y y

y x y

x x y

 
   

 


   

 ..  

Lời giải. 
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Điều kiện 1y   . Từ phương trình thứ hai của hệ ta có 

    

3 2 3

2

2

2 2 1 1, 2 3 0

1 11
1 3 0 1 0 1

2 4

x x y y x x

x x x x x x

          

  
             

   



Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

     3 2 2 3 2 2 22 1 1 2 1 1 2 1 1x x y y x x y y y           . 

Xét hàm số    3 22 ; 1 3 2 0, 1f t t t t f t t t         . 

Hàm số trên liên tục và đồng biến trên miền 1t  . Thu được      2 21 1 1f x f y x y      . 

Thay thế vào phương trình thứ hai 

  

 

3 3 2

2

2

2 2 2 0 1 2 0

1 7
1 0 1 0 0

2 4

x x x x x x x x

x x x y y

           

  
            

   
Kết luận hệ có nghiệm duy nhất  1; 0x y  . 

BBààii  ttooáánn  3366..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
2

33

3 1 3,
;

3 1 2 1 .

y x x
x y

x x y y x

     


     

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 1; 2 1 0; 3x y x y      . 

Từ phương trình thứ nhất của hệ ta có 23 1 3 0 4 2, 1 3 4 1y x x x y y               . 

Kết hợp 
1 21 1

1 2 1 4 2 1 2

xx x

y y x y x

    
   

        
Phương trình thứ hai của hệ tương đương 

       

         

33 2 2

3 2 3

3 3 1 3 2 1 2 1 3 2 1

1 3 1 2 1 2 2 1

x x x x x y x y x

x x y x y x

           

          

Xét hàm số      3 2 23 ; 2 3 6 3 2 0, 2f t t t t f t t t t t t           . 

Hàm số trên liên tục và đồng biến trên miền 2t  nên thu được 

      2 21 2 1 1 2 1 2 1 2 1f x f y x x y x x x y x x y                   . 

Phương trình thứ nhất trở thành 2 23 1 3 1 0 1; 1x x x x x y           . Hệ có nghiệm duy nhất. 

NNhhậậnn  xxéétt..  
BBààii  ttooáánn  ssốố  3366  ccóó  hhaaii  ẩẩnn  hhààmm  kkhhóó  nnhhậậnn  bbiiếếtt  nnuuôôii  ggiiấấuu  ttrroonngg  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  ccủủaa  hhệệ..  VVấấnn  đđềề  pphháátt  hhiiệệnn  ẩẩnn  hhààmm  
nnààyy  đđãã  đđưượợcc  ttrrììnnhh  bbààyy  ttrroonngg  ttààii  lliiệệuu  HHệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  cchhứứaa  ccăănn  tthhứứcc  pphhầầnn  tthhứứ  55..  ẨẨnn  hhààmm  tthhứứ  nnhhấấtt  ttạạmm  tthhờờii  cchhưưaa  tthhểể  

kkhhaaii  pphháá,,  kkhhôônngg  qquuáá  kkhhóó  đđểể  nnhhậậnn  rraa  ẩẩnn  hhààmm  tthhứứ  hhaaii  2 1v y x   ,,  vvấấnn  đđềề  ttiiếếpp  tthheeoo  llàà  xxââyy  ddựựnngg  ddạạnngg  ttưươơnngg  đđồồnngg  

hhààmm  ssốố     f u f v nnhhưư  tthhếế  nnààoo,,  vvàà  đđiiềềuu  nnààyy  ccóó  kkhhảả  tthhii  hhaayy  kkhhôônngg,,  đđốốii  vvớớii  bbààii  ttooáánn  ttrrêênn..  

CCáácc  bbạạnn  đđộộcc  ggiiảả  ccầầnn  pphhâânn  bbiiệệtt  rrõõ  rràànngg  hhaaii  ttrrưườờnngg  hhợợpp  xxảảyy  rraa,,  mmaannhh  nnhhaa  cchhoo  ccáácc  bbưướớcc  bbiiểểnn  đđổổii  ccóó  llýý  

oo     2 2 1, 1y x m y x m     ..  

oo     
3

2 1 2 1 2 1y y y x y x         
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TTrrưườờnngg  hhợợpp  tthhứứ  nnhhấấtt     2 2 1, 1y x m y x m     kkhhii  đđóó  vvếế  pphhảảii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  cchhúúnngg  ttaa  kkhhaaii  ttrriiểểnn  rraa  ccóó  ddạạnngg  

   2 1 2 1 1 2 1y x y x m y x        ..  

ĐĐiiềềuu  nnààyy  kkhhẳẳnngg  đđịịnnhh  hhààmm  ssốố  ggốốcc  ttốốii  tthhiiểểuu  ccóó  ddạạnngg    3 2f t at bt ct   ,,  ttrroonngg  đđóó  0ac  ..  HHệệ  ssốố  bb  ccóó  tthhểể  ttồồnn  ttạạii  

hhooặặcc  kkhhôônngg,,  nnếếuu  ccóó  tthhìì  hhààmm  ssốố  ssẽẽ  ccàànngg  pphhứứcc  ttạạpp,,  vvìì  2bt   kkhhôônngg  cchhứứaa  ccăănn  nnêênn  nnggưườờii  tthhiiếếtt  llậậpp  bbààii  ttooáánn  ssẽẽ  ssửử  ddụụnngg  
tthhêêmm  bbớớtt  llààmm  cchhoo  nnóó  ẩẩnn  ggiiấấuu  đđii  rrấấtt  ddễễ  ddàànngg..  

TTrrưườờnngg  hhợợpp  tthhứứ  hhaaii,,  cchhíínnhh  llàà  bbààii  ttooáánn  ssốố  4411,,  đđảảmm  bbảảoo  cchhắắcc  cchhắắnn  hhààmm  ssốố     3 2 , 0f t at bt c   ,,  đđiiềềuu  nnààyy  ssẽẽ  ttăănngg  

ccưườờnngg  ttốốcc  đđộộ  cchhoo  ccáácc  tthhaaoo  ttáácc  llậậpp  lluuậậnn  ccủủaa  ccáácc  bbạạnn..  TThhiiếếtt  llậậpp  hhààmm  ssốố  vvớớii  1a    

         

   

     

3 3 2 33

33 2 3 2 2

33 2 3 2

3 3 1 2 1 2 1 2 1

3 3 2 2 1 2 1

3 3 2 2 2 1

x x y y x x m b x m y x b y x

x x m xm m bx bxm bm b y x y x

x m b x m bm b x by m bm b y x

               

            

            

ĐĐồồnngg  nnhhấấtt  hhệệ  ssốố           
3 2 3

3 2

3 3

3 3
1 3 1 2 1 2 2 1

3 2 2 3 1

1

m b

b b
x x y x y x

m bm b m

m bm b

 
   

            
   

   

..  

BBààii  ttooáánn  3377..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

   
 

23 2 3 3 ,
;

4 1 1 4 2 5 5 2 12 3 3 .

xy x x x y x
x y

y x y x x x x y

      


         

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 1 0; 2y x x    . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

           

   

3 2 3 3 2 3

3
3 2 0 2

2 0

x x x x y y x x x x x y

x
x y x x y x x

y x x

           


          

   

Với 2 0y x x y x      . Kết hợp 
5 2 12

0 1 1

xx

y x y x

   
 

     
Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

   

         
3 3

4 1 1 3 3 3 15 6 4 5 2 5 2

4 1 3 1 4 5 2 3 5 2

y x y x y x x x x

y x y x x x

           

          

Xét hàm số      3 2 24 3 ; 1 12 6 6 2 1 0, 1f t t t t f t t t t t t           . 

Hàm số trên liên tục và đồng biến trên miền đang xét, dẫn đến 

   1 5 2 1 5 2 1 5 2 4f y x f x y x x y x x y x                 . 

Khi đó 

2

2

2
5 2 4 2 5 2

4 16 16 5 2

2
2 7 5 9 5

7 5 7 5
; 4 44 14 11 0

4 4

x
y x x x x

x x x

x
x

x y
xx x


        

   


   

          
     
  
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Kết luận hệ có nghiệm duy nhất 
7 5 9 5

;
4 4

x y
 

  . 

BBààii  ttooáánn  3388..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
3 3

1 2 2 1,
;

2 3 4 3 6.

x y y
x y

x x y y

    


     

 ..  

Lời giải. 

Điều kiện 1; 0x y  . Từ phương trình thứ nhất của hệ ta có 1 2 2 1 1 1 1 2x y y x x          . 

Kết hợp 
2 22

0 4 2

xx

y y

   
 

   

Phương trình thứ hai của hệ tương đương với        
3 3

2 3 2 4 3 4x x y y       . 

Xét hàm số      3 2 23 ; 2 3 6 3 2 0, 2f t t t t f t t t t t t           . 

Hàm số trên liên tục và đồng biến trên miền đang xét nên thu được 

   2 4 2 4 2 4 2f x f y x y x y x y              . 

Khi đó phương trình thứ nhất trở thành  1 2 2 1y y y     . 

Để ý rằng 1 2 1 2 2 1, 0y y y y y        .  

Dẫn đến (*) có nghiệm khi    0 2 ; 2;0y x x y     là nghiệm duy nhất của hệ. 

BBààii  ttooáánn  3399..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
4 2 2 4 1 1 9 9 9,

;
5 1 2 2.

x x y y x y
x y

x y y

        


    

 ..  

Lời giải. 

Điều kiện 
1

; 2
5

x y  . Từ phương trình thứ hai của hệ 

5 1 2 2 2 2 2, 2 5 1 4 1x y y y x x               . 

Do đó 
2 31

2 1 3

xx

y y

   
 

   
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

       

         
3 3

4 2 2 9 2 4 1 1 9 1

4 2 9 2 4 1 9 1

x x x y y y

x x y y

        

        

Xét hàm số   3 24 9 ; 3f t t t t   ta có    212 18 6 2 3 0, 3f t t t t t t        . 

Hàm số trên liên tục và đồng biến trên miền đang xét nên thu được hệ thức 

   2 1 2 1 2 1 1f x f y x y x y x y              . 

Phương trình thứ hai của hệ trở thành 

     

        

2

22

5 6 2 2 5 6 2 2 4

3 6 2 4 9 2 4 2 2

26
2 9 2 4 2 0 2 5 26 0 2;

5

y y y y y y

y y y y y

y y y y y y

         

        

 
               

 
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Từ đây dẫn đến hệ có hai nghiệm    
21 26

; 1;2 , ;
5 5

x y
 

  
 

. 

NNhhậậnn  xxéétt..  
TThhôônngg  qquuaa  3399  bbààii  ttooáánn  mmởở  đđầầuu  ttààii  lliiệệuu,,  ccóó  llẽẽ  nnhhiiềềuu  bbạạnn  đđộộcc  ggiiảả  đđãã  đđịịnnhh  hhììnnhh  rrõõ  rràànngg  hhưướớnngg  đđii  đđáánnhh  ggiiáá  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  
ccủủaa  ccáácc  bbiiếếnn  ttrroonngg  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh..  MMộộtt  ccââuu  hhỏỏii  đđặặtt  rraa  llàà  llààmm  tthhếế  nnààoo  đđểể  xxââyy  ddựựnngg  ccáácc  bbààii  ttooáánn  ttưươơnngg  ttựự,,  vvìì  mmộộtt  
đđiiềềuu  bbăănn  kkhhooăănn  llàà  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  cchhốốtt  cchhặặnn  ((TT))  ccủủaa  cchhúúnngg  ttaa  ((pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  pphhụụcc  vvụụ  đđáánnhh  ggiiáá  ẩẩnn))  ccóó  hhaaii  vvaaii  ttrròò  

oo ĐĐáánnhh  ggiiáá  ẩẩnn..
oo GGiiảảii  nngghhiiệệmm..

VVaaii  ttrròò  tthhứứ  nnhhấấtt  tthhìì  ccóó  tthhểể  mmuuôônn  hhììnnhh  vvạạnn  ttrrạạnngg,,  đđaa  cchhiiềềuu,,  ởở  đđââyy  ttáácc  ggiiảả  ttạạmm  ddừừnngg  cchhâânn  vvớớii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  
ttổổnngg  qquuáátt  vvàà  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  cchhứứaa  ccăănn  bbậậcc  hhaaii  ((hhaaii  ẩẩnn  ccơơ  bbảảnn))  ttrroonngg  pphhạạmm  vvii  bbiiếếnn  đđổổii  ttưươơnngg  đđưươơnngg  ––  nnâânngg  ccaaoo  llũũyy  
tthhừừaa,,  bbậậcc  ttrroonngg  ccăănn  ccaaoo  nnhhấấtt  llàà  bbậậcc  nnhhấấtt  hhooặặcc  qquuyy  ((TT))  vvềề  mmộộtt  ttrroonngg  ccáácc  ddạạnngg  đđặặcc  tthhùù  

   i if x g x    vvớớii     i if x g x 
   i if x g x  vvớớii     i if x g x  ..  

SSỡỡ  ddĩĩ  nnhhưư  vvậậyy  vvìì  kkhhii  tthhiiếếtt  llậậpp  hhààmm  ssốố,,  ttììmm  đđưượợcc  mmốốii  lliiêênn  hhệệ  ggiiữữaa  hhaaii  ẩẩnn,,  tthhaayy  tthhếế  nnggưượợcc  llạạii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ((TT))  tthhìì  tthhaaoo  
ttáácc  ggiiảảii  nngghhiiệệmm  ttrrởở  nnêênn  đđơơnn  ggiiảảnn  vvàà  kkhhảả  tthhii..  TTrroonngg  ccáácc  ttrraanngg  ttiiếếpp  tthheeoo  ttáácc  ggiiảả  ssẽẽ  ggiiớớii  tthhiiệệuu  ccáácc  bbààii  ttooáánn  vvớớii  ccăănn  bbậậcc  
bbaa,,  ddựựaa  ttrrêênn  ccơơ  ssởở  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ((TT))  ggiiảảii  bbằằnngg  ẩẩnn  pphhụụ  đđưưaa  vvềề  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh..  
NNhhâânn  ddịịpp  nnààyy  ttôôii  ccũũnngg  xxiinn  cchhiiaa  ssẻẻ  mmộộtt  kkiinnhh  nngghhiiệệmm  ttrroonngg  vviiệệcc  xxââyy  ddựựnngg  hhààmm  ssốố  ttạạii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ccòònn  llạạii  ((AA)),,  llấấyy  
đđiiểểnn  hhììnnhh  bbààii  ttooáánn  ssốố  3399  nnhhéé..  CCáácc  bbưướớcc  đđạạii  kkhhááii  nnhhưư  ssaauu  

  LLựựaa  cchhọọnn  nnhhịị  tthhứứcc  cchhoo  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ((TT)),,  2 2 2 2 2, 2 4ax b y y y ax b             ..  

  DDấấuu  đđẳẳnngg  tthhứứcc  xxảảyy  rraa  kkhhii  2y  ..  

 TThhàànnhh  tthhửử  llấấyy  nngghhiiệệmm  đđẹẹpp  2; 1 5 1 6 2 7 3...y x ax b x x x          NNhhưư  vvậậyy  ttaa  tthhuu  đđưượợcc  
1

2

x

y





 TTrrêênn  đđââyy  llưưuu  ýý  cchhỉỉ  ccầầnn  ccốố  ýý  ““ggiiảả  vvờờ””  nngghhiiệệmm  đđẹẹpp  2; 1y x    mmàà  tthhôôii,,  vvìì  ssaauu  kkhhii  tthhiiếếtt  llậậpp  đđưượợcc  qquuaann  hhệệ  hhààmm

ssốố  đđốốii  vvớớii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ((AA)),,  đđặặcc  bbiiệệtt  llạạii  ccóó  ddạạnngg  nnhhịị  tthhứứcc  bbậậcc  nnhhấấtt  22  ẩẩnn  mx ny p  ,,  tthhaayy  tthhếế  vvààoo  pphhưươơnngg

ttrrììnnhh  ((TT))  cchhúúnngg  ttaa  lluuôônn  lluuôônn  ggiiảảii  đđưượợcc,,  mmộộtt  kkhhii  vváánn  đđãã  đđóónngg  tthhuuyyềềnn,,  llúúcc  đđóó  ccòònn  qquuaann  ttââmm  ggìì  đđếếnn  nngghhiiệệmm  xxấấuu
hhaayy  đđẹẹpp  llààmm  ggìì  nnữữaa,,  nngghhiiệệmm  xxấấuu  tthhìì  ccàànngg  ggiiấấuu  đđưượợcc  bbảảnn  cchhấấtt,,  cchhốốnngg  pphháá  mmòò  nngghhiiệệmm,,  đđiiểểnn  hhììnnhh  pphhii  vvụụ  3399  ccóó

ccặặpp  nngghhiiệệmm  ““nnggooààii  ggiiáá  tthhúú””  mmàà  vvẫẫnn  tthhỏỏaa  mmããnn  hhệệ  bbaann  đđầầuu  đđóó  tthhôôii,,   
21 26

; ;
5 5

x y
 

  
 

..

 BBưướớcc  ttiiếếpp  tthheeoo  llàà  llựựaa  cchhọọnn  ddạạnngg  tthhứứcc  hhààmm  ssốố,,  ttíínnhh  cchhấấtt  đđơơnn  đđiiệệuu  llàà  đđồồnngg  bbiiếếnn  vvìì  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccủủaa  cchhúúnngg  ttaa

kkhháá  ccơơ  bbảảnn  
1

2

x

y





,,  tthhaayy  vvìì  đđộộ  pphhứứcc  ttạạpp  

1 2

1 2

x

y

 

 

 


 
tthhưườờnngg  ddùùnngg  cchhoo  ttrrưườờnngg  hhợợpp  đđơơnn  đđiiệệuu  nngghhịịcchh  bbiiếếnn..  

 NNóóii  ttớớii  vvấấnn  đđềề  hhààmm  ssốố  llạạii  ccóó  nnhhiiềềuu  ddạạnngg,,  ccóó  tthhểể  ddạạnngg  đđaa  tthhứứcc,,  pphhâânn  tthhứứcc  hhooặặcc  cchhứứaa  ccảả  hhààmm  ssiiêêuu  vviiệệtt,,  nnhhưưnngg
tthhôôii  đđểể  aann  ttooàànn  nnêênn  ssửử  ddụụnngg  hhààmm  ssốố  đđaa  tthhứứcc,,  đđảảmm  bbảảoo  lluuôônn  lliiêênn  ttụụcc,,  ddựự  kkiiếếnn  ẩẩnn  hhààmm  llàà  ssẽẽ  llàà  hhaaii  ccăănn  tthhứứcc
nnhhỏỏ  xxííuu,,  ssaauu  kkhhii  ttrriiểểnn  kkhhaaii  ssẽẽ  xxuuấấtt  hhiiệệnn  qquuaann  hhệệ  bbậậcc  nnhhấấtt  mx ny p  ,,  nnếếuu  kkhhôônngg  tthhìì  xxôôii  hhỏỏnngg  bbỏỏnngg  kkhhôônngg..

CCáácc  pphhưươơnngg  áánn  đđưượợcc  xxeemm  xxéétt  bbaaoo  ggồồmm

ẨẨnn  hhààmm  

1 1 1 2 2 2

2 2
1 1 1 2 2 2

2 2
1 1 1 2 2 2

;

;

;

u a x b y c v a x b y c

u a x b y c v a x b y c

u a x b y c v a x b y c

      

      

      

  HHààmm  ssốố  

 

 

 

2

3 2

4 3 2

...

f t at bt ct

f t at bt ct d

f t at bt ct dt e

   


   


    


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 BBààii  ttooáánn  3399  ttáácc  ggiiảả  llựựaa  cchhọọnn
2 31

2 1 3

xx

y y

   
 

   

HHiiểểnn  nnhhiiêênn  ccoonn  ssốố  3 llàà  mmộộtt  ssốố  vvôô  ttỷỷ,,  llẻẻ  ttóóee  llooee,,  nnhhưưnngg  cchhúúnngg  ttaa  kkhhôônngg  nnhhấấtt  tthhiiếếtt  xxââyy  ddựựnngg  hhààmm  ssốố  ccóó  đđạạoo  

hhààmm  pphhảảii  cchhứứaa  nnóó..  LLựựaa  cchhọọnn  bbiiểểuu  tthhứứcc  đđạạoo  hhààmm     f t t t k   vvớớii    0 0;f t t t k     ..  DDễễ  tthhấấyy  rrằằnngg  

nnếếuu  ccóó  đđiiềềuu  kkiiệệnn  0 3k  tthhìì     0, 3 0f t t t k t k        ,,  tthheeoo  llýý  tthhuuyyếếtt  ddấấuu  ccủủaa  nnhhịị  tthhứứcc  bbậậcc  

nnhhấấtt,,  pphhạạmm  vvii  cchhưươơnngg  ttrrììnnhh  ĐĐạạii  ssốố  llớớpp  1100  TTHHPPTT..  HHààmm  ssốố  llậậpp  ttứứcc  đđồồnngg  bbiiếếnn..  

 CChhọọnn  nnggaayy  
3 3

1,5 3
2 2

k f t t t
 

      
 

,,  pphháá  hhữữuu  ttỷỷ  đđưưaa  vvềề      22 3 2 3f t t t t t     ..  KKhhii  đđóó  llấấyy  

nngguuyyêênn  hhààmm  nnggưượợcc  ttrrởở  llạạii,,  hhiiệệnn  nngguuyyêênn  hhììnnhh  hhààmm  ssốố  ggốốcc   2 3 22 3
2 3

3 2
t t t t C    ..  TTấấtt  nnhhiiêênn  kkhhôônngg  nnêênn

đđèèoo  bbồồnngg  tthhêêmm  hhằằnngg  ssốố  CC  vvìì  ttấấtt  yyếếuu  hhaaii  vvếế  ccủủaa  ((AA))  đđềềuu  ccóó  CC  ssẽẽ  xxảảyy  rraa  ttrriiệệtt  ttiiêêuu  hhooàànn  ttooàànn..  TTiiếếpp  ttụụcc  pphháá  hhữữuu  

ttỷỷ,,  llấấyy  hhààmm  ssốố  ddạạnngg  đđaa  tthhứứcc  hhệệ  ssốố  nngguuyyêênn    3 2 3 22 3
6 4 9

3 2
f t t t t t

 
    

 
..  

 TTrriiểểnn  kkhhaaii  pphháá  ttuunngg  hhỏỏaa  mmùù  tthheeoo  hhaaii  ẩẩnn  hhààmm  2; 1u x v y    ,,  ttứứcc  llàà  bbiiếếnn  đđổổii  nnggưượợcc  llờờii  ggiiảảii  

   

       

         
3 3

4 2 2 4 1 1 9 9 9

4 2 2 9 2 4 1 1 9 1

4 2 9 2 4 1 9 1

x x y y x y

x x x y y y

x x y y

       

         

        

  GGhhéépp  ccáácc  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ((TT)),,  ((AA))  kkiiếếnn  llậậpp  đđưượợcc  đđềề  bbààii  tthheeoo  đđúúnngg  ýý  đđồồ  ttùùyy  ýý..  
TTrrêênn  đđââyy  ttáácc  ggiiảả  mmạạoo  mmuuộộii  ssửử  ddụụnngg  mmộộtt  ssốố  nnggôônn  ttừừ  nnhhạạyy  ccảảmm  ““ggiiảả  vvờờ””,,  ““nnggooààii  ggiiáá  tthhúú””,,  ““vváánn  đđãã  đđóónngg  tthhuuyyềềnn””,,  
““đđèèoo  bbồồnngg””,,……ttooàànn  nnhhữữnngg  nnggôônn  ttừừ  ttrroonngg  ttììnnhh  yyêêuu  vvàà  hhôônn  nnhhâânn,,  ggiiaa  đđììnnhh……TThhựựcc  rraa  đđââyy  cchhỉỉ  llàà  llồồnngg  gghhéépp  cchhủủ  ýý  ttrroonngg  
qquuáá  ttrrììnnhh  tthhiiếếtt  llậậpp  mmộộtt  bbààii  ttooáánn  nnhhỏỏ,,  mmộộtt  bbààii  ttooáánn  vvôô  ttrrii  vvôô  ggiiáácc,,  ccóó  đđôôii  cchhúútt  nnéétt  đđẹẹpp  ẩẩnn  cchhứứaa  ttrroonngg  ttưư  dduuyy  pphhảảnn  
bbiiệệnn..  NNhhưưnngg,,  ttrroonngg  ccuuộộcc  ssốốnngg,,  ttrroonngg  ttììnnhh  yyêêuu,,  ggiiaa  đđììnnhh  vvàà  nnhhữữnngg  tthhứứ  tthhâânn  tthhưươơnngg,,  cchhúúnngg  ttaa  kkhhôônngg  nnêênn  llààmm  tthhếế,,  
kkhhôônngg  đđưượợcc  llààmm  tthhếế,,  ddùù  ttrroonngg  ssuuyy  nngghhĩĩ,,  vvìì  bbấấtt  ccứứ  llýý  ddoo  ggìì,,  nnhhưư  nnhhữữnngg  mmáánnhh  kkhhóóee  ttrrêênn  kkiiaa,,  hhããyy  ssốốnngg  cchhâânn  tthhàànnhh,,  ccóó  
ttrráácchh  nnhhiiệệmm,,  nngghhĩĩaa  vvụụ,,  kkhhôônngg  cchhốốii  bbỏỏ,,  vvụụ  llợợii,,  lluuôônn  lluuôônn  ggiiữữ  vvữữnngg  vvàà  cchhááyy  bbỏỏnngg  ttììnnhh  ccảảmm,,  cchhủủ  kkiiếếnn  vvẹẹnn  ttooàànn,,  ttrroonngg  
ssáánngg,,  tthhủủyy  cchhuunngg,,  đđúúnngg  đđạạoo  llýý  llààmm  nnggưườờii,,  đđúúnngg  pphhoonngg  ttụụcc,,  ttậậpp  qquuáánn  ccủủaa  ttổổ  ttiiêênn,,  ccủủaa  đđấấtt  nnưướớcc  VViiệệtt  NNaamm  nngghhììnn  nnăămm  
vvăănn  hhiiếếnn..  ÔÔii,,  ttảảnn  mmạạnn  mmấấtt  rrồồii,,  cchhếếtt  mmấấtt  tthhôôii..  

BBààii  ttooáánn  4400..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
3

1 1 2 4 3 1 3 1,
;

1 1 1.

x y x y x y y y
x y

x y

         


   

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 1; 1 0y x y    . 

Từ phương trình thứ hai của hệ 3 1 1 1 1 1 1 2x y x x          . 

Dẫn đến 
1 21 4

3 1 4 3 1 2

x yx y

y y

      
 

    
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

       

         
3 3

1 1 2 1 3 1 3 1 2 3 1

1 2 1 3 1 2 3 1

x y x y x y y y y

x y x y y y

           

          

Xét hàm số      3 2 22 ; 2 3 4 3 4 0, 2f t t t t f t t t t t t           . 

Hàm số liên tục và đồng biến trên miền đang xét nên ta được 
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     1 3 1 1 3 1 1 3 1 2f x y f y x y y x y y x y                  . 

Phương trình thứ hai của hệ khi đó trở thành 3 2 1 1 1y y    . 

Đặt  3 23 2 1 ; 1 2 2 1 2 1 1y a y b a b y y           . Ta có hệ phương trình 

     
   3 2 23 2

1 11 0
; 1;2

2 2 1 1 1 3 0 12 1

b a b aa b b
x y

a a a a a a aa b

        
       

             
. 

Kết luận hệ đã cho có nghiệm duy nhất kể trên. 

BBààii  ttooáánn  4411..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
     

 
3

2 2 2 9 15 1 2 4 11 2 1,
;

3 5 2 2.

x y x y y x y y
x y

y x

         


   

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 2; 0x x y   . 

Phương trình thứ hai của hệ dẫn đến 3 3 5 2 2 2 3 5 8 3 3 1y x y y y            . 

Do đó kết hợp 
2 1 31 2 1 3

2 3 3

yy y

x x y x y

      
   

      
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương 

   

         

3 3

3 3

4 18 15 15 15 4 2 1 18 2 1

4 15 18 4 2 1 15 2 1 18 2 1

x y x y y x y y

x y x y x y y y y

          

            

Xét hàm   3 24 15 18 ; 3f t t t t t     ta có       2 212 30 18 6 2 5 3 6 1 2 3 0, 3f t t t t t t t t             . 

Như vậy hàm số trên liên tục và đồng biến trên miền 3t  . Ta có hệ thức 

     2 1 2 1 2 1 1f x y f y x y y x y y x y                . 

Phương trình thứ hai của hệ trở thành 3 3 2 2 2x x    . 

Đặt 22 , 0 2x u u x u       thì 

 

2 3 2 3 23 2

2

3 8 6 12 8 3 12 03 8 2

0 00

3 12 0
0 2 1

0

u u u u u u uu u

u uu

u u u
u x y

u

            
   

   

   
      


Kết luận hệ phương trình có nghiệm duy nhất 2; 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  4422..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh   
33

2 15
. 3 2 3,

4 2 15 ;

2 2 1 1

x
x x y

x y x y

y x


      

    

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 1;2 3 0;4 2 15 0x x y x y       . 

Từ phương trình thứ hai của hệ ta có 3 3 33 2 2 1 1 1 2 1 1 1y x y y y x             . 

Kết hợp đồng thời 
2 3 21 2 2 3 4

1 1 3 4 3 2

x yy y x y

x x x x

            
     

       
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Phương trình thứ nhất của hệ tương đương 

   

   

     
3 3

2 15 3 4 2 15 2 3

2 3 3 21 3 2 2 3 2 3 21 2 3

2 3 21 3 2 2 3 21 2 3

x x x y x y

x x x x y x y x y

x x x y x y

      

            

          

Xét hàm số      3 2 22 21 ; 2 6 21 3 2 7 0, 2f t t t t f t t t t           .

Hàm số liên tục và đồng biến trên miền đang xét, dẫn đến 

     3 2 3 3 2 3

3 2 3 1; 1

f x f x y x x y

x x y x y x y

          

         

Kết luận hệ đã cho có nghiệm duy nhất. 

BBààii  ttooáánn  4433..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
3 3

2 43

3 2 3 3 2 2 ,
;

2 1.

x y y x x
x y

y x x

      


    

 ..  

Lời giải. 
Điều kiện 1;3 2 0x x y    . 

Từ phương trình thứ hai của hệ ta có 2 2 243 2 1 1 2 1 1 1 1y x x y y y              . 

Kết hợp 
1 1 3 2 4

3 2 2; 2 2 2
1 2 2 4

y x y
x y x

x x

      
       

   
. 

Phương trình thứ nhất của hệ trở thành          
3 3

3 2 3 3 2 2 2 3 2 2x y x y x x          .

Xét hàm số      3 2 23 ; 2 3 6 3 2 0, 2f t t t t f t t t t t t           . 

Hàm số trên liên tục và đồng biến trên miền đang xét nên thu được 

     3 2 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2f x y f x x y x x y x x y                  . 

Khi đó 
1

1
1

x
x y

x y


  

 
. Hệ có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  4444..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
3

3 2 2 2

1 2 1,
;

3 5 8 1 2 1 2 1.

y x
x y

x x x y x y x y

    


        

 ..  

Lời giải. 

Điều kiện 2x  . Phương trình thứ nhất của hệ dẫn đến 3 1 2 1 1 1 1 2y x y y          . 

Kết hợp 
2 22 2 1 9 2 1 3

2 1 3 1 3

x x y x y

y x x

       
   

      
 

Phương trình thứ hai tương đương với 

     

       

3 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2

3 3 1 4 2 1 4 2 1 2 1 2 1

1 4 1 2 1 2 1 4 2 1

x x x x x x y x y x y

x x x y x y x y

             

           

Xét hàm số      3 2 24 ; 3 3 8 3 8 0, 3f t t t t f t t t t t t           . 

Hàm số trên liên tục và đồng biến trên miền đang xét nên ta được 

   2 2 2 21 2 1 1 2 1 2 1 2 1f x f x y x x y x x x y x y                 . 
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Thay thế vào phương trình thứ nhất lại có 3 1 2 1x x    . Đặt 22 , 0 2x u u x u      . 

Suy ra 
 22 3 2 3 23 2 2 3 01 3 3 1 2 3 01 1

0
0 00 0

u u uu u u u u u uu u
u

u uu u

              
       

      
. 

Từ đây ta có nghiệm duy nhất 2; 2x y  . 

BBààii  ttooáánn  4455..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
3

33 2 2

7 1 2,
;

27 27 21 30 1 9 6 1 .

y x
x y

x x x y x y

    



      

 ..  

Lời giải. 

Điều kiện 1x  . Phương trình thứ nhất của hệ dẫn đến 3 7 1 2 2, 1 7 8 1y x x y y            . 

Kết hợp đồng thời 
2 2

3 1 43 1 41

1 9 6 1 16 9 6 1 4

xxx

y x y x y

    
   

        
Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

   

     

         

33 2 2 2

33 2 2 2 2

33 2 2 2

27 18 21 4 5 9 6 1 9 6 1

27 27 9 1 5 9 6 1 9 6 1 5 9 6 1

3 1 5 3 1 9 6 1 5 9 6 1

x x x x y x y

x x x x x x y x y

x x x y x y

        

            

          

Xét hàm số      3 2 25 ; 4 3 10 3 10 0, 4f t t t t f t t t t t t           . 

Hàm số đã cho liên tục và đồng biến trên miền đang xét, suy ra 

     2 2

2 2

3 1 9 6 1 3 1 9 6 1

9 6 1 9 6 1

f x f x y x x y

x x x y x y

          

       

Khi đó phương trình thứ nhất của hệ trở thành 3 7 1 2x x    . Đặt 21 , 0 1x u u x u      . 

Ta có hệ 
2 3 2 3 23 2 18 6 12 8 5 12 08 2

0
10 00

xu u u u u u uu u
u

yu uu

             
       

    

Kết luận hệ phương trình có nghiệm duy nhất    ; 1;1x y  . 

BBààii  ttooáánn  4466..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
3 2 2 1 1,

;
2 2 2 .

y x
x y

x x x y y y

    


     

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 1; 0x y  . Xuất phát từ phương trình thứ nhất của hệ 

3 32 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1x x y x y y               . 

Kết hợp 
11 1

1 2 1 2 1

yy y

x x x

    
   

     

Phương trình thứ hai biến đổi về      2 2 2x x x y y y       . 

Xét hàm số      3 2 2; 1 3 2 3 2 0, 1f t t t t f t t t t t t           . 

Hàm số trên liên tục và đồng biến trên miền 1t  nên      2 2 2f x f y x y x y          . 
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Phương trình thứ nhất khi đó trở thành 3 2 1 1x x   . Đặt 3 23 ; 1 , 0 1x a x b b a b       . 

Kết hợp 2 1a b   dẫn đến hệ 

   

23 2
3 23

2

2

1
1

2 1 2
2

11
4 2 3 01

2

1
1 4 5 3 0 1 1 1

4 5 3 0; 0

a
b a

a b b

aa b
a a aa

a
a a a a x y

a a


     

   
              


           

    

Kết luận hệ có nghiệm duy nhất    ; 1;1x y  . 

BBààii  ttooáánn  4477..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh   

3 2 1 1,

;1 1
.

2 1 2 1

y x

x y
x y

x y

    



    

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
1

1;
2

x y  . Từ phương trình thứ nhất của hệ ta có 3 2 1 1 1 2 1 1y x y y          . 

Kết hợp 
2 1 11

1 2 1 1

xy

x y

   
 

   

Phương trình thứ hai biến đổi  
2 2 2 2

2 2 2 1 2 1
2 1 2 1 2 1 2 1

x y x y
x y x y

         
   

. 

Xét hàm số    
 3

2

2 2

2 12 2
; 1 2 0, 1

t
f t t t f t t t

t t t


          . Hàm số đồng biến trên miền 1t  nên

     2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1f x f y x y x y x y               . 

Phương trình thứ nhất trở thành 3 2 1 1x x    . 

Đặt   3 23 2 ; 1 0 1x a x b b a b        . Phương trình đã cho trở thành 1a b  . Ta thu được hệ 

      
3 2 3 2

1 1
1 2 0 0;1; 2 2;1;10

1 2 0

a b b a
a a a a x

a b a a a

    
          

     
. 

Kết luận hệ có các cặp nghiệm        ; 1;1 , 2;2 , 10;10x y  . 

Nhận xét. 
ĐĐốốii  vvớớii  bbààii  ttooáánn  ssốố  4477,,  nnhhììnn  tthhooáánngg  qquuaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  ccủủaa  hhệệ,,  mmộộtt  ssốố  bbạạnn  đđộộcc  ggiiảả  vvộộii  vvàànngg  kkếếtt  lluuậậnn  hhaaii  bbiiếếnn  
bbằằnngg  nnhhaauu  llàà  tthhiiếếuu  ccơơ  ssởở,,  nngguuyyêênn  ddoo  nnếếuu  kkhhôônngg  ccóó  đđáánnhh  ggiiáá  1t  tthhìì  hhààmm  ssốố  tthhuu  đđưượợcc  kkhhôônngg  hhooàànn  ttooàànn  đđơơnn  đđiiệệuu  
ttrrêênn  mmộộtt  mmiiềềnn..  YYếếuu  ttốố  đđáánnhh  ggiiáá  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccáácc  bbiiếếnn  ttrroonngg  ttưươơnngg  đđồồnngg  hhààmm  ssốố  llàà  vvôô  ccùùnngg  qquuaann  ttrrọọnngg,,  bbààii  ttooáánn  
nnààyy  nnggooààii  pphhưươơnngg  áánn  ttrrêênn  ccáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  đđạạii  llưượợnngg  lliiêênn  hhợợpp  ––  ttrrụụcc  ccăănn  tthhứứcc  ––  hhệệ  ttạạmm  tthhờờii  nnhhưư  ssaauu  

 

 

 

1 1 1 1

2 1 2 1 2 1 2 1

22 1 2 1

2 1. 2 1 2 1. 2 1 2 1 2 1

2 1. 2 1 2 1 2 1 2

x y x y
x y y x

x yx y
x y x y

x y x y x y

x y

x y x y

      
   

  
     

      




     
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XXửử  llýý  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  hhaaii  ẩẩnn   2 1. 2 1 2 1 2 1 2x y x y        kkhháá  đđơơnn  ggiiảảnn  ssởở  ddĩĩ

 2 1. 2 1 2 1 2 1 2x y x y        vvớớii  
2 1 11

1 2 1 1

xy

x y

   
 

   
TTuuyy  nnhhiiêênn  nnếếuu  đđằằnngg  tthhằằnngg  xxôônngg  pphhaa,,  kkhhôônngg  ccóó  đđáánnhh  ggiiáá  tthhìì  ssẽẽ  kkhhóó  ttììmm  rraa  llốốii  tthhooáátt..  

BBààii  ttooáánn  4488..  TTrríícchh  llưượợcc  ccââuu  44;;  ĐĐềề  tthhii  đđềề  nngghhịị  OOllyymmppiicc  3300  tthháánngg  44  ((DDàànnhh  cchhoo  ccáácc  ttỉỉnnhh  MMiiềềnn  TTrruunngg  ––  TTââyy  NNgguuyyêênn  ––  
NNaamm  BBộộ));;  MMôônn  TTooáánn;;  KKhhốốii  1100;;  LLầầnn  tthhứứ  1177;;  NNăămm  22001111;;  ĐĐơơnn  vvịị  ttrrưườờnngg  TTHHPPTT  CChhuuyyêênn  HHùùnngg  VVưươơnngg;;  TTỉỉnnhh  GGiiaa  LLaaii..  

GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh   
3 3 2

2

3 2 3 ,
;

3 2 8 .

x x y y
x y

x y y

    


  

 ..  

Lời giải. 

Điều kiện  

 

2

2 2
2

3 0 0 3
0

0 88 0

x x
x

y y y y
y

y yy y

  
 

         
       

Kết hợp 
1 12 1 1

0 3 3 3 3 1

xx x

y y y

      
   

       
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

       
33 23 3 1 3 3 3 1 3 1 3 3 3 3x x x x y y x x y y y                 . 

Xét hàm số    3 23 ; 1 3 3 0, 1f t t t t f t t t         . 

Vậy hàm số liên tục và đồng biến trên miền đang xét. Dẫn đến 

      2 21 3 1 3 2 1 3 2 2f x f y x y x x y y x x                  . 

Thay thế vào phương trình thứ hai ta có 

   
 

4 3 2 4 3 2

3 2

3 2

3 2 4 8 8 12 8 8 17 6 0

3
3 5 2 0

5 2 0 1

x x x x x x x x x

x
x x x x

x x x

           


       

   

Xét hàm số   3 2 5 2 0; 2g x x x x x      ta có   23 2 5 0,g x x x x       . 

Hàm số này liên tục và đồng biến trên toàn trục số thực nên    
2

2 12 0
x

Min g x g


   .

Phương trình (1) vô nghiệm nên hệ có nghiệm duy nhất 3; 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  4499..  TTrríícchh  llưượợcc  ccââuu  11,,  ĐĐềề  tthhii  đđềề  nngghhịị  OOllyymmppiicc  3300  tthháánngg  44  ((ccáácc  ttỉỉnnhh  MMiiềềnn  TTrruunngg  ––  TTââyy  NNgguuyyêênn  ––  NNaamm  BBộộ))  
MMôônn  TTooáánn;;  KKhhốốii  1100;;  LLầầnn  tthhứứ  1188;;  NNăămm  22001122;;  ĐĐơơnn  vvịị  ttrrưườờnngg  TTHHPPTT  CChhuuyyêênn  TTrrầầnn  HHưưnngg  ĐĐạạoo;;  TTỉỉnnhh  BBììnnhh  TThhuuậậnn..  

GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh   
3 3 2

2 2 2

12 6 16 0,
;

4 2 4 5 4 0.

x x y y
x y

x x y y

     


    

 ..  

Lời giải. 

Điều kiện 
 

24 0 2 2

0 44 0

x x

yy y

     
 

   

Từ điều kiện 
2 2 0 2 4

0 4 0 4

x x

y y

      
 

    
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương 
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 
     

3 2 2 3 2

3 2 3 2

6 12 8 6 4 4 6

2 6 2 6

x x x x x y y

x x y y

       

      

Xét hàm số          3 2 26 ; 0;4 3 12 3 4 0, 0;4f t t t t f t t t t t t           .

Như vậy hàm số đã cho liên tục và nghịch biến trên 0;4 . Ta thu được      2 2f x f y x y       .

Thế vào phương trình thứ hai ta có 

 

2 2 4 2 2

4 2 2 2

4 6 3 4 16 48 36 36 9

16 57 0 16 57 0 0

x x x x x

x x x x x

       

       

Từ đây suy ra hệ có nghiệm duy nhất 0; 2x y  . 

Bài toán 50. Giải hệ phương trình 
   

 
23

2 2

3 5 2 1,
;

3 5 2 3 2 5.

y x
x y

x y x y x x

    


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 22; 5 0x x y    . 

Từ phương trình thứ nhất 2 2 2 23 3 5 2 1 1 3 5 1 3 6 2y x y y y            . 

Kết hợp 
2 2 2

2 5 32 2 5 9

2 5 9 5 3

xx x

y y x y x

      
   

        
Phương trình thứ hai của hệ tương đương 

   

     

2 2

2 2 2

5 8 5 2 5 8 2 5

5 5 8 5 2 5 2 5 8 2 5

x y x y x x

x y x y x y x x x

        

             

Xét hàm số    3 28 ; 3 3 8 0, 3f t t t t f t t t         . 

Hàm số liên tục và đồng biến trên miền đang xét. Thu được 

     2 2 2 25 2 5 5 2 5 5 2 5f x y f x x y x x y x y x                  . 

Thay thế vào phương trình thứ nhất lại có 3 3 5 2 1x x    . Đặt 22 , 0 2x t t x t      . 

Ta có  

 

   

32 2 2 3 23

3 2

3 2 5 1 3 1 1 3 1 3 3 1

3 0 3 0 0 2 2; 2

t t t t t t t t

t t t t t x y

             

            

Dẫn đến hệ có hai cặp nghiệm      ; 2; 3 , 2; 2x y   .

Bài toán 51. Giải hệ phương trình 
 

 
 

2
2

4 2 2 4

9
2 2 1 ,

4 ;

32 64 1 16 2 1 .

x
x x y

x y

x y y y x

 
   


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
1 1

0 2

y

x

  


 

Ta có 20 1 1y    và từ điều kiện dẫn đến 0 1
2

x
  . Phương trình thứ hai của hệ tương đương với
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     

4 4
2 2 4 4 2 2

44 422 2 2 2

2 4 1 2 1 2 2 1 4 1
16 16

2 1 4 1 4. 1 4 1
16 2 2

x x
y y y x x y y y

x x x
x y y y y

            

 
             

 

Xét hàm số      4 3 34 ; 1 4 4 4 1 0, 1f t t t t f t t t t           .

Hàm số này liên tục và nghịch biến trên miền đang xét.  

Thu được    2 21 1
2 2

x x
f f y y
 

       
 

. 

Khi đó phương trình thứ nhất của hệ trở thành 

   
 

22 2 1 89 2 9
2 2 2 2

2 4 4 4

xx x x x
x x x x

   
       . 

Áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân thì  2 2 2 2x x x x     . 

Ngoài ra 
 

2
1 8 8

2
4 4

x  
  nên dẫn đến 2 22 1 3 3 3

1 1 ;
1 0 2 4 2 2

x x
x y y y

x

    
           

     
. 

Đối chiếu điều kiện ta có hai nghiệm  
3 3

; 1; , 1;
2 2

x y
   

       
   

. 

Bài toán 52. Giải hệ phương trình 
   

 
2 2

2 2 2

1 1 3 ,
;

1 1.

x y x y y
x y

y y x x

     


     

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 0y  . Nhận xét phương trình thứ hai 

 
4 2

2 2 2

2 2

1 1
1 1 1 0,

0 01 1

y yx x
y y x x y y x

y yx x

  
                  



Rõ ràng 2 1 1,x x    và 0y  không thỏa mãn hệ phương trình đã cho. 

Với 1y  , xét hàm số    2 ; 1 2 1 0, 1f t t t t f t t t         . 

Hàm số đang xét liên tục và đồng biến trên miền đang xét. 

Phương trình thứ hai của hệ tương đương    2 21 1f y f x y x     . 

Thay thế vào phương trình đầu tiên, đặt ; 1y t t  thì 

   
 

   

2 2

6 3 2 5 2

2 3 2

3 3 3 0

3 3 0 3 3 0

1 2 3 3 0 1 1; 0

y y y y y y y y y y y

t t t t t t t t

t t t t t t y x

       

         

          

Kết luận hệ đã cho có nghiệm duy nhất 0; 1x y  . 

Nhận xét. 
BBààii  ttooáánn  ssốố  5522  nnààyy  ttáácc  ggiiảả  nngghhĩĩ  rrằằnngg  đđaa  ssốố  ccáácc  bbạạnn  đđộộcc  ggiiảả  đđềềuu  qquuaann  ssáátt  tthhấấyy  ssựự  ttưươơnngg  đđồồnngg  hhààmm  ssốố  ttạạii  pphhưươơnngg  

ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii    2f t t t  ..  TTuuyy  nnhhiiêênn  đđạạoo  hhààmm  ccủủaa  nnóó     2 2 1f t t t f t t     cchhưưaa  xxáácc  đđịịnnhh  ddấấuu  rrõõ  rràànngg..  ĐĐểể  

ýý  tthhêêmm  mmộộtt  cchhúútt  ccóó  tthhểể  tthhấấyy  hhiiểểnn  nnhhiiêênn  2 1 1,x x    nnhhưưnngg  ẩẩnn  hhààmm  yy  llạạii  kkhhôônngg  đđồồnngg  bbộộ  vvìì  mmiiềềnn  cchhặặnn  yyếếuu  

((đđiiềềuu  kkiiệệnn  xxáácc  đđịịnnhh))  0y  ..  NNhhưưnngg  llạạii  ccóó   2 1 0, 1t t t t t      ddoo  vvậậnn  ddụụnngg  đđặặcc  ttíínnhh  2 1 1,x x    ,,  kkhhii  đđóó  
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ddẫẫnn  đđếếnn  ttììnnhh  ttrrạạnngg  2 0 1 0y y y y      ,,  kkếếtt  hhợợpp  0y  cchhẳẳnngg  pphhảảii 1 0y y   hhaayy  ssaaoo,,  vvàà  ttiiếếpp  ttụụcc  llậậpp  lluuậậnn  

mmởở  rraa  ccáánnhh  ccửửaa  llờờii  ggiiảảii..  LLưưuu  ýý  đđốốii  vvớớii  ttrrưườờnngg  hhợợpp  ttổổnngg  qquuáátt  ccáácc  bbạạnn  nnêênn  đđặặtt  2 1 , 1x t t   cchhẳẳnngg  hhạạnn,,  đđộộcc  llậậpp  ẩẩnn  

vvềề  hhaaii  cchhiiếếnn  ttuuyyếếnn,,  đđáánnhh  ggiiáá    2 ; 1g t at bt c t    ..    

SSửử  ddụụnngg  đđạạii  llưượợnngg  lliiêênn  hhợợpp  ––  ttrrụụcc  ccăănn  tthhứứcc  nnhhưư  ttrrêênn  ccũũnngg  llàà  mmộộtt  pphhưươơnngg  ccáácchh  hhaayy,,  đđộộcc  đđááoo,,  tthhúú  vvịị  

 
4 2

2 2 2

2 2

1 1
1 1 1 0,

0 01 1

y yx x
y y x x y y x

y yx x

  
                  



BBààii  ttooáánn  5533..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
2 1 1 ,

;
2 1 1 2 2 2 3 3 3.

x y x
x y

x x y y x y

    


       

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
1

; 1
2

x y  . Phương trình thứ nhất tương đương 

1
2 1 1 2 1 1 1 1 0 1

2 1

x
x y x x x y y x x

x x


                

 
. 

Kết hợp 
1 2 11

1 2 3 1

xx

y y

    
 

    
Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

       

         
3 3

2 1 1 3 1 2 2 2 3 2

2 1 3 1 2 2 3 2

x x x y y y

x x y y

        

        

Xét hàm số      3 2 22 3 ; 1 6 6 6 1 0, 1f t t t t f t t t t t t           . 

Hàm số trên liên tục và đồng biến trên miền đang xét nên thu được 

     1 2 1 2 1 2 2 1f x f y x y x y x y                 . 

Phương trình thứ nhất trở thành 

 

 
2

2 1 2 2 1 2 2 2 2

1 5 5
2 2 1 1

2 24 8 1 0

x x x x x x x

x
x x x y

x x

         


        

  

Kết luận hệ đã cho có nghiệm duy nhất 
5 5

1 ;
2 2

x y   . 

NNhhậậnn  xxéétt..  
SSửử  ddụụnngg  đđạạii  llưượợnngg  lliiêênn  hhợợpp  ––  ttrrụụcc  ccăănn  tthhứứcc  ttììmm  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  bbiiếếnn  llàà  mmộộtt  ccáácchh  đđáánnhh  ggiiáá  đđơơnn  ggiiảảnn,,  tthhuuầầnn  ttúúyy,,  ttrrêênn  
tthhựựcc  ttếế  nnóó  vvẫẫnn  llàà  bbiiếếnn  đđổổii  ttưươơnngg  đđưươơnngg,,  cchhỉỉ  ssửử  ddụụnngg  kkiiếếnn  tthhứứcc  ccăănn  tthhứứcc  ssơơ  đđẳẳnngg  ttrroonngg  cchhưươơnngg  ttrrììnnhh  ĐĐạạii  ssốố  llớớpp  99  
TTHHCCSS,,  tthhiiếếtt  nngghhĩĩ  nnóó  kkhhôônngg  qquuáá  kkhhóó  đđểể  đđôônngg  đđảảoo  ccáácc  bbạạnn  áápp  ddụụnngg..    
XXéétt  rriiêênngg  ttrrưườờnngg  hhợợpp  bbààii  ttooáánn  ssốố  5533,,  ccóó  tthhểể  llậậpp  lluuậậnn  nnhhẹẹ  nnhhàànngg  hhơơnn  nnhhưư  ssaauu  

2 1 1 0 2 1 2 1 1x x y x x x x x             ..  

BBààii  ttooáánn  5544..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
2 2

2 2 1 ,
;

4 3 2 1 2 3 1.

x y y
x y

x y y y x x

    


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
1

2;
2

x y  . 
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Từ phương trình thứ nhất của hệ ta có 
1

0 2 2 1 1 0 1
2 1

y
x y y y y

y y


          

 
. 

Kết hợp 
1 12

1 2 1 1

xx

y y

   
 

   
Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

     

2 2

2 2

2 1 3 1 4 4 1 3 2 1

1 3 1 2 1 3 2 1

x x x y y y

x x y y

        

        

Xét hàm số    4 33 ; 1 4 3 0, 1f t t t t f t t t         . 

Hàm số  f t liên tục và đồng biến trên miền 1t  . Dẫn đến hệ quả 

     1 2 1 1 2 1 1 2 1 2f x f y x y x y x y               . 

Chú ý xét 2 ; 1x y y  . 

Khi đó, phương trình thứ nhất trở thành 

   

     2 2

2 2 2 1 2 2 3 1 2 2 1 1 2 2 1

1
2 1 4 2 1 7 6 1 0 1 7 1 0 ;1

7

y y y y y y y y y y

y y y y y y y y y

             

 
                

 
Đối chiếu, kết luận nghiệm 2; 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  5555..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
2 2 3 6,

;
11 5 2 1.

2

x x y

x yx y
x y x x

    


 
    



 . 

Lời giải. 
Điều kiện 1; 2x y  . 

Từ phương trình thứ nhất của hệ ta có 
2

2 2 3 6 3 6 0 2
2 2

x
x x y y x

x x


         

 
. 

Kết hợp các điều kiện 
22 4

2 2 1 5 2 1 5 2

x yx x y

y x x

      
   

      
Phương trình thứ hai tương đương 

   

     

11 2 10 2 1

11 2 1 2 1 11 2 1

x y x y x x

x y x y x y x x x

     

          

Xét hàm số    3 211 ; 2 3 11 0, 2f t t t t f t t t         . 

Như vậy hàm số trên liên tục và đồng biến trên miền 2t  . Thu được 

     2 1 2 1 2 1 1f x y f x x y x x y x y x                . 

Thay thế trở lại phương trình thứ nhất ta có 

 

  2

3 2 2 2 2 3 3
2 2 3 3

2

1
2 22 2 2 1

4
2 2

x x x x
x x x

x

x xx x
x

x x

     
     



    
    

  
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Kết luận hệ phương trình ban đầu vô nghiệm. 

BBààii  ttooáánn  5566..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 

2 2

2 2 2 2

2 2 1 1,

;1 1
2 2 .

2 2

x x x y

x y
x x y y

     



    



 . 

Lời giải. 

Điều kiện 

2

2

2
2

1
1

2 1
2

2 0
1

2 1 0

y

xx

x x
y

x

 


 
 

     

Từ phương trình thứ nhất
2

2 2 2 2

2

1
2 2 1 1 1 0 1 1

2 2 1

x
x x x y y x x

x x x


            

  
. 

Kết hợp 
2

2 2

1 2 1 1

1 2 1 1

x x

y y

   
 

  
Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

       

     

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 1 2 2 1 2 4 2 1 2 4 2 1

2 1 2 1 3 2 1 2 1 2 1 3 2 1

x x y y x x y y

x x x y y y

          

          

Xét hàm số    3 23 ; 1 3 3 0, 1f t t t t f t t t         . 

Hàm số đang xét liên tục và đồng biến trên miền tương ứng. Thu được hệ quả 

     2 2 2 2 2 22 1 2 1 2 1 2 1f x f y x y x y           . 

Khi đó phương trình thứ nhất trở thành 

2 2 2 2 2 1
2 2 1 1 2 2 2 2 1. 1 0 ; 1;1

2
x x x x x x x x x x x

 
                 

 
. 

Kết hợp 1x  ta có hai nghiệm      ; 1;1 , 1; 1x y   . 

BBààii  ttooáánn  5577..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
2 1 4 3 1 3 ,

;2 1 21
.

2 1 1 2

x x y

x yyx y

y x y

     


   


   

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 

3
;2 1 0

4

0 1 4

x y

x y


  


    

Từ phương trình thứ nhất của hệ ta có 
3 1 1 2

3 2 1 4 3 2. 1 1 1
4 2 3 2

y x x y


            . 

Kết hợp 
1 2,321 2 3

;
43 2 2 1 2,13

x y
y x

y

    
   

 

Phương trình thứ hai của hệ tương đương         1 1 2 2 1 2 1 2x y x y y y          .
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Xét hàm số        2 3 2 22 2 ; 3 4 3 4 0, 2,13f t t t t t t f t t t t t t            . 

Như vậy hàm số liên tục và đồng biến trên miền 2,13t  nên thu được 

     1 2 1 1 2 1 1 2 1f x y f y x y y x y y x y                  . 

Phương trình thứ nhất trở thành 

   
2 2

2 1 4 3 3 1 2 2 1 2 4 3 6 2

2 1 2 2 1 1 4 3 2 4 3 1 0

2 1 1
2 1 1 4 3 1 0 1

4 3 1

x x x x x x

x x x x

x
x x x

x

          

          

  
         

 
Kết luận hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 1x y  . 

NNhhậậnn  xxéétt..  
CCáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  lliiêênn  hhệệ  ttrruunngg  bbììnnhh  ccộộnngg  ––  ttrruunngg  bbììnnhh  nnhhâânn  vvớớii  đđiiểểmm  rrơơii  đđểể  xxửử  llýý  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
hhệệ  qquuảả  ẩẩnn  xx  tthhuu  đđưượợcc  nnhhưư  ssaauu  

2 1 1 4 3 1 6 2
2 1 4 3 3 1

2 2 2

x x x
x x x

    
        ..

DDấấuu  đđẳẳnngg  tthhứứcc  xxảảyy  rraa  kkhhii  2 1 4 3 1 1x x x      ..  

BBààii  ttooáánn  5588..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
3 23 2 3 3 3 4 1 ,

;
1 2 1.

x x xy y x y y y
x y

x y y

       


   

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
1

1;
2

x y  . 

Từ phương trình thứ hai của hệ ta có 
1

2 1 0 1
1

x y
y x y

x y

 
     

 
. 

Kết hợp đồng thời 
1 1

1 2 1 1

x y x y

y y

    
 

   
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

   

         

3 2

3 2 2 3 2

3 2 2 3 3 2

3 3

3 2 3 3 3 4 1

3 3 3 9 12 3 2

3 3 3 8 12 6 1 3 2 1

3 2 1 3 2 1

x x xy y x y y y

x x y xy y y y x

x x y xy y x y y y y y

x y x y y y

      

       

           

        

Xét hàm số    3 23 ; 1 3 3 0, 1f t t t t f t t t         . 

Hàm số đang xét liên tục và đồng biến trên miền 1t  . Hệ quả 

     2 1 2 1 3 1f x y f y x y y x y            .

Khi đó phương trình thứ hai trở thành 

 

  2

1 2 1 3 2 1 3 3 1 2 2 1

1 1 3 1 3
2 2 1 1 2 0 ;

4 4 4

x y y y y y y y y y

y y y y y

            

   
         

  

Đối chiếu điều kiện 
1 1 3 3 3 7

;
2 4 4

y y x
 

    là nghiệm duy nhất của hệ đã cho. 
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NNhhậậnn  xxéétt..  
TThhooáánngg  qquuaa  bbààii  ttooáánn  5588,,  qquuaann  ssáátt  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt  ddễễ  tthhấấyy  ssẽẽ  xxuuấấtt  hhiiệệnn  hhaaii  ẩẩnn  hhààmm  đđềềuu  kkhhôônngg  cchhứứaa  ccăănn  tthhứứcc,,  
ttrroonngg  đđóó  cchhắắcc  cchhắắnn  ccóó  ẩẩnn  hhààmm  cchhứứaa  hhaaii  bbiiếếnn  xx  vvàà  yy..  BBiiếếnn  đđổổii  mmộộtt  cchhúútt  ccáácc  bbạạnn  ddễễ  ddàànngg  đđưưaa  vvềề  ddạạnngg  hhààmm  ssốố  

         
3 3

3 2 1 3 2 1x y x y y y        ..

RRõõ  rràànngg  ddoo  đđiiềềuu  kkiiệệnn  
1

1;
2

x y  ,,  hhaaii  bbiiếếnn  ccùùnngg  pphhee  ccáánnhh  vvớớii  nnhhaauu  nnêênn  ssửử  ddụụnngg  nnềềnn  ttảảnngg  nnààyy  tthhiiếếtt  llậậpp  ccáácc  đđáánnhh  ggiiáá  

cchhoo  đđạạii  llưượợnngg  x y llàà  bbấấtt  kkhhảả  tthhii..  TTrroonngg  ttrrưườờnngg  hhợợpp  nnààyy  kkhhééoo  llééoo  ssửử  ddụụnngg  đđạạii  llưượợnngg  lliiêênn  hhợợpp,,  tthhựựcc  rraa  llàà  đđiiềềuu  kkiiệệnn  

ttiiêênn  qquuyyếếtt  ccóó  nngghhiiệệmm  ccủủaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  cchhúúnngg  ttaa  llạạii  ccóó  ccoonn  đđưườờnngg  tthhuuậậnn  llợợii,,  ttưưởởnngg  cchhừừnngg  kkhhôônngg  tthhểể  
1

2 1 0 1
1

x y
y x y

x y

 
     

 
..  

BBààii  ttooáánn  5599..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
     

 
9

3 3 1 1 9,
2 ;

1 1 1.

x x y y x y
x y

x x y


       


     

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 1 1; 1x y     . 

Từ phương trình thứ hai của hệ ta có 

2 2 1 0 1
1 1 1 1 2 2 1 1 2 1

1 2 3

y y
x x y y x y x

y y

   
                

   

Kết hợp 
1 1 2 3 4

3; 1 2;2
1 3 2 1 4

x x
x y

y y

      
             

. 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương 

   

       

         
3 3

2 3 3 2 1 1 9 9 18

2 3 3 9 3 2 1 1 9 1

2 3 9 3 2 1 9 1

x x y y x y

x x x y y y

x x y y

       

         

        

Xét hàm số   3 22 9 ; 2;2f t t t t      ta có    26 18 6 3 0, 2;2f t t t t t t           .

Dẫn đến hàm số liên tục, nghịch biến trên miền đang xét. 

Thu được    3 1 3 1 3 1 2f x f y x y x y y x              . Khi đó 

2 2

2 2 2

1 2 2 1 1 2 1

1 0 1 3
1;

52 1 4 4 5 2 3 0

y x x x

x x
x

x x x x x

       

      
       

         

Kết luận hệ có hai nghiệm    
3 7

; 1;1 , ;
5 5

x y
 

   
 

. 

NNhhậậnn  xxéétt..  
CCáácc  bbạạnn  đđộộcc  ggiiảả  ddễễ  tthhấấyy  ttooàànn  bbộộ  ccáácc  bbààii  ttooáánn  ttừừ  5522  đđếếnn  6600  đđềềuu  ssửử  ddụụnngg  kkỹỹ  tthhuuậậtt  lliiêênn  hhợợpp  ––  ttrrụụcc  ccăănn  tthhứứcc  đđốốii  vvớớii  
mmộộtt  ttrroonngg  hhaaii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ccủủaa  hhệệ,,  pphhụụcc  vvụụ  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccủủaa  ccáácc  bbiiếếnn,,  ddẫẫnn  đđếếnn  ssựự  đđơơnn  đđiiệệuu  ccủủaa  hhààmm  ssốố  ttrrêênn  
mmộộtt  mmiiềềnn..  NNggooààii  rraa  đđểể  kkhhaaii  tthháácc  vvàà  nnâânngg  ccaaoo,,  pphháátt  ttrriiểểnn  đđặặcc  ttíínnhh  cchhặặnn  mmiiềềnn  ẩẩnn  hhààmm  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  lliiêênn  hhợợpp  pphhứứcc  
ttạạpp  hhơơnn,,  đđáánnhh  ggiiáá  ––  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc,,  ẩẩnn  pphhụụ,,……vvấấnn  đđềề  nnààyy  ssẽẽ  đđưượợcc  đđềề  ccậậpp  ssaauu..  

QQuuýý  đđộộcc  ggiiảả  llưưuu  ýý  đđốốii  vvớớii  ccôônngg  ccụụ  đđạạoo  hhààmm  ––  hhààmm  ssốố,,  nnggooààii  ttíínnhh  cchhấấtt  đđơơnn  đđiiệệuu     f u f v u v   ,,  cchhúúnngg  ttaa  ccòònn  

ccóó  tthhểể  ttììmm  ggiiáá  ttrrịị  llớớnn  nnhhấấtt  ––  ggiiáá  ttrrịị  nnhhỏỏ  nnhhấấtt  ccủủaa  hhààmm  ssốố  tthhôônngg  qquuaa  kkhhảảoo  ssáátt  ssựự  bbiiếếnn  tthhiiêênn  hhooặặcc  đđồồ  tthhịị  hhààmm  ssốố..  DDưướớii  
đđââyy  llàà  mmộộtt  llớớpp  bbààii  ttooáánn  mmớớii  đđạạii  ddiiệệnn  cchhoo  nnhhậậnn  xxéétt  ttrrêênn,,  hhyy  vvọọnngg  ccáácc  bbạạnn  ttiiếếpp  ccậậnn  mmộộtt  ccáácchh  ttốốtt  nnhhấấtt..  
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BBààii  ttooáánn  6600..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
2

3 3 2 2

1 3 1,
;

4 3 5 35 34 0.

x y y
x y

x y x y x y

    


      

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 0y  . 

Từ phương trình thứ nhất ta có    
2

1 1 3 1 1 1 2 0x y y x x            . 

Phương trình thứ hai của hệ trở thành    3 2 3 24 5 3 35 34 0 34x x x y y y f x g y           . 

Xét hàm số   3 24 5f x x x x    trên miền  2;0  ta có    2 5
3 8 5; 0 1;

3
f x x x f x x

        
 

. 

Trên miền  2;0 thì hàm số  f x đồng biến, liên tục, do đó  
 

 
2;0

2 34
x

Min f x f
 

    .

Xét hàm số   3 23 35 ; 0g y y y y y    , dễ thấy ngay hàm số đồng biến nên    
0

0 0
y

Min g y g


  .

Như vậy     34Min f x g x     . Dấu đẳng thức xảy ra khi 2; 1x y   .

Cặp giá trị này không thỏa mãn hệ ban đầu, kết luận bài toán vô nghiệm. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
MMấấuu  cchhốốtt  llàà  ccôônngg  vviiệệcc  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccủủaa  ẩẩnn  hhààmm,,  ccũũnngg  kkhhôônngg  qquuáá  kkhhóó,,  ttưươơnngg  ttựự  đđáánnhh  ggiiáá  ttổổnngg  bbììnnhh  pphhưươơnngg  

     
2

3 0 1 1 3 1 1 1 2 0y y x y y x x               ..  

TTuuyy  nnhhiiêênn  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  kkhhôônngg  ccóó  ddạạnngg  ttưươơnngg  đđồồnngg  hhààmm  ssốố     f u f v u v   ..  TThhựựcc  ttếế  nnóó  ccóó  ddạạnngg  ttổổnngg  

hhaaii  hhààmm  ssốố  đđộộcc  llậậpp  vvớớii  ttừừnngg  bbiiếếnn     3 2 3 24 5 3 35 5 5x x x y y y f x g y         ..  

MMộộtt  đđiiềềuu  mmaayy  mmắắnn  vvìì  đđââyy  cchhíínnhh  llàà  đđiiềềuu  kkiiệệnn  đđẳẳnngg  tthhứứcc  kkhhii  ccáácc  hhààmm  ssốố  đđạạtt  ggiiáá  ttrrịị  llớớnn  nnhhấấtt  vvớớii  mmiiềềnn  ttưươơnngg  ứứnngg  

     
 

 

     

3 2

2;0

3 2

0

4 5 ; 2;0 2 34

3 35 ; 0 1 39

x

y

f x x x x x Max f x f

g y y y y y Max g y g

 



         

      

BBààii  ttooáánn  6611..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
2 3

3 2

4 1 2 ,
;

2 2 3 .

x y y
x y

y x x x x y

    


    

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 0x  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

  

  

2
2 3 2

2

2

4 2 2 3 1 3
4 2

1 3 0 1 0 1

x
x y y y y y

x

y y y y y

         
 

         

Phương trình thứ hai tương đương    3 23 2 2 0 0y y x x x x f y g x         . 

Xét hàm số   3 3 2; 1f y y y y     thì    23 3 0, 1f y y y f y       liên tục, đồng biến. 

Dẫn đến    1 0f y f  . 

Xét hàm số    2 2 ; 0 2 1 3g x x x x x x g x x x        . 

Ta có  
1 1

0 2 3 1 0 ;1 ;1
2 4

g x x x x x
   

            
   

. 

Khảo sát sự biến thiên hàm này với miền đang xét ta có      
1 1

0 0; ; 1 0 0
4 16

g g g g x
 

     
 

. 
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Vậy     0f y g x  . Dấu đẳng thức xảy ra khi 
 

     2

1
; 0;1 , 1;1

1

y
x y

x x


 



. 

Thử lại thu được nghiệm của hệ là    ; 0;1x y  . 

NNhhậậnn  xxéétt..  
BBààii  ttooáánn  nnààyy  nnggooààii  tthhaaoo  ttáácc  ssửử  ddụụnngg  đđạạii  llưượợnngg  lliiêênn  hhợợpp  ––  ttrrụụcc  ccăănn  tthhứứcc  

  
2

2 3 2

2
4 2 2 3 1 3

4 2

x
x y y y y y

x
         

 
..  

HHooàànn  ttooàànn  ccóó  tthhểể  đđáánnhh  ggiiáá  tthhuuầầnn  ttúúyy     3 2 22 4 1 4 1 3 1 3 0y y x y y y            ..

NNggooààii  rraa  ccáácc  bbạạnn  hhọọcc  ssiinnhh  nnhhỏỏ  ttuuổổii  ccóó  tthhểể  kkhhôônngg  nnhhấấtt  tthhiiếếtt  ssửử  ddụụnngg  ccôônngg  ccụụ  hhààmm  ssốố  

       
2 223 2 33 2 2 0 3 2 1 0 1 2 1 0y y x x x x y y x x y y x x                  ..  

RRõõ  rràànngg  
   

 
     

2

22

2

1 2 0, 1
1 2 1 0

1 0, 0

y y y
y y x x

x x x

     


     
   

.. 

BBààii  ttooáánn  6622..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
 

22

3 2

3 2 3 2 1 2 1,
;

7 2 11.

x x y y
x y

x x x x xy

      


    

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 

2 23 2; 0
33 2 0

1
2 1 0

2

x x x
x

y y

    
   

    
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 
 

 
2 22

2

3 1
3 2 3 2 1 2 1 1 2 1

3 2 3 2

x x
x x y y y y

x x


         

  
. 

Vì  
 

 
2

2

13 11
1 2 1 0, 0 3 1 0

02 3 2 3 2

xx x
y y y x x

xx x

 
               

Kết hợp với điều kiện 
2

1
3

x x   . Khi đó  3 2 1
7 2 1 1 8.1 2.1. 11

2
x x x x xy         .

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi 

 
2

1
1; 1

2 1;
2

1 2 1 0

x y
x y

y y


 

  
   

 (Thỏa mãn hệ ban đầu). 

Kết luận hệ đã cho có nghiệm duy nhất 
1

1;
2

x y  . 

BBààii  ttooáánn  6633..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
2

3 2 3

3 1 2 2 ,
;

3 4 5 1 6 6.

y y x
x y

y y x x x

    


     
 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
1

1;
3

x y   . 



LÝ THUYẾT GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH CHỨA CĂN THỨC (PHẦN 8) 
_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
CREATED BY GIANG SƠN; GACMA1431988@GMAIL.COM                                                                                               TRUNG ĐOÀN HOÀNG SA; QUÂN ĐOÀN TĂNG THIẾT GIÁP 

45 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương 21
0 1 0 1

3 1 2 2

y
x y y

y y


      

  
. 

Phương trình thứ hai tương đương        3 2 33 4 5 1 6 6 6y y x x x f y g x         .

Xét hàm số   3 23 4 ; 1f y y y y    ta có   29 8 0, 1f y y y y      . 

Xét hàm số   3 5 1 6 ; 1g x x x x x     ta có   2 5 3
3 0, 1

2 1 2
g x x x

x x
      


. 

Hai hàm số liên tục đồng biến trên miền tương ứng dẫn đến        1 1 1 7 6f y g x f g       . 

Thử lại nghiệm không thỏa mãn, hệ vô nghiệm. 

BBààii  ttooáánn  6644..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 

2

3 2

4 3 1 1,

;19
2 5 .

2

x y x y x y

x y
y y x y y

       



   



 . 

Lời giải. 
Điều kiện căn thức xác định 0x y  . Đặt x y t   thì phương trình thứ nhất trở thành 

    

2 24 3 1 1 4 1 3 1 0

2 1 1
2 1 2 1 0 2 1 2 1 0

3 1 3 1

1 1 1

2 2 2

t t t t t t

t
t t t t

t t t t

t x y x y

         

  
          

    

       

 

Khi đó phương trình thứ hai trở thành 3 2 3 219 1 19
2 5 2 5

2 2 2
y y x y y y y y y y

 
          

 
. 

Xét hàm số   3 2 1
2 5

2
f y y y y y y

 
     

 
, hàm số liên tục và đồng biến. 

Lại có  
19 3

1 1;
2 2

f y x    . Hệ có nghiệm duy nhất  
3

; ;1
2

x y
 

  
 

. 

NNhhậậnn  xxéétt..  
BBààii  ttooáánn  nnààyy  kkhhôônngg  qquuáá  kkhhóó  nnhhậậnn  tthhấấyy  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt  ccóó  ddạạnngg  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  vvôô  ttỷỷ  mmộộtt  bbiiếếnn  ssốố  x y t  ,,  ggiiảảii  

bbằằnngg  pphhưươơnngg  pphháápp  ssửử  ddụụnngg  đđạạii  llưượợnngg  lliiêênn  hhợợpp  ––  ttrrụụcc  ccăănn  tthhứứcc..  TThhaayy  tthhếế  vvààoo  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  tthhuu  đđưượợcc  hhààmm  ssốố  
mmộộtt  bbiiếếnn  yy,,  lliiêênn  ttụụcc  vvàà  đđồồnngg  bbiiếếnn  ccơơ  bbảảnn..  

BBààii  ttooáánn  6655..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
 

3

3 3

2 2 7 1 1 8,
;

1 3 5 8 .

x x y y
x y

x y y x y

       


     

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 1; 2y x   .  

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

       

   

3 3

3

2 22
3 2 2 7 3 1 1 1 1

2 2 7 3

1 1
2 1 1 0 2 0 2

2 2 7 3

xx
x x y y y y

x x

x y y x x
x x


            

   

 
            

    

Phương trình thứ hai của hệ trở thành    3 2 33 2 3 8 4 0 0x x x y y y f x g y          . 

Xét hàm số   3 23 2 ; 2f x x x x x     ta có   23 6 2 0, 2f x x x x       . 
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Dễ thấy hàm số đồng biến liên tục nên    
2

2 0
x

Min f x f


  .

Xét hàm số   33 8 4; 0g y y y y y     ta có   2 1
9 8 0, 1

2
g y y y

y
       .

Hàm số này cũng liên tục, đồng biến suy ra    
1

1 0
y

Min g x g


   

Tóm lại ta thu được     0Min f x g y    , dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 2; 1x y  .

Cặp giá trị này thỏa mãn hệ đề bài nên là nghiệm duy nhất của hệ.  
NNhhậậnn  xxéétt..  
            ĐĐốốii  vvớớii  bbààii  ttooáánn  ssốố  6655  nnààyy,,  ccảả  hhaaii  hhììnnhh  tthhứứcc  ccủủaa  ccáácc  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  mmộộtt  vvàà  hhaaii  đđềềuu  pphhứứcc  ttạạpp,,  ttỏỏ  rraa  kkhháá  bbấấtt  llợợii  
cchhoo  cchhúúnngg  ttaa..  TTuuyy  nnhhiiêênn  mmộộtt  ssốố  bbạạnn  hhọọcc  ssiinnhh  qquueenn  tthhuuộộcc  vvớớii  kkỹỹ  tthhuuậậtt  lliiêênn  hhợợpp  ––  ttrrụụcc  ccăănn  tthhứứcc  ttrroonngg  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  vvôô  

ttỷỷ  ccóó  tthhểể  ddễễ  ddàànngg  nnhhậậnn  rraa  ccáácchh  pphháá  đđềề,,  cchhỉỉ  ccầầnn  cchhúú  ýý  rrằằnngg   3 1 1 0, 1y y y     ssẽẽ  ttììmm  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccủủaa  bbiiếếnn  xx

cchhặặtt  hhơơnn  ssoo  vvớớii  2x   ..    

NNhhiiềềuu  bbạạnn  hhọọcc  ssiinnhh  vvộộii  vvàànngg  xxéétt  nnggaayy  ccáácc  hhààmm  ssốố  đđộộcc  llậậpp     ,f x g y ssẽẽ  ggặặpp  pphhảảii  ttrrởở  nnggạạii  ddấấuu  đđạạoo  hhààmm  kkhhôônngg  xxáácc  

đđịịnnhh    23 6 2; 2?f x x x x      ..  NNggooààii  rraa  ccáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  ggiiảảii  bbấấtt  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ssaauu  đđểể  ttììmm  rraa  2x 

 

2

2 2

2

2 2 7 8 5 30 4 9 14 64

34 5 0

4 9 14 34 5 16 9 14 25 2 340 1156

5 34

34
34 34

5
5 5

25 34
5 34 34

2466
29 484 932 0 5

9

x x x x x

x

x x x x x x x

x

x
x x

xx
x

x
xx x

         

 

          





    
                  

 

HHooặặcc  ccóó  tthhểể  xxéétt  hhààmm  ssốố  đđồồnngg  bbiiếếnn         2 2 7; 2 8; 2 2g x x x g g x g x        ..  

BBààii  ttooáánn  6666,,  ttrríícchh  llưượợcc  ĐĐềề  tthhii  cchhọọnn  ĐĐộộii  ttuuyyểểnn  ddựự  tthhii  HHSSGG  QQuuốốcc  ggiiaa  MMôônn  TTooáánn;;  TTrrưườờnngg  TTHHPPTT  CChhuuyyêênn  ĐĐHHSSPP,,  TTrrựựcc  
tthhuuộộcc  ĐĐạạii  hhọọcc  SSưư  pphhạạmm  HHàà  NNộộii;;  NNăămm  hhọọcc  22001100  ––  22001111..  

BBààii  ttooáánn  6666..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
2 2

2 2

2 3 4 2 3 4 18,
;

7 6 14 0.

x x y y
x y

x y xy x y

     


     

 . 

Lời giải. 
Điều kiện ;x y . 

Coi phương trình thứ hai của hệ lần lượt là phương trình bậc hai ẩn x và ẩn y, ta có 

   

   

2 2

2 2

7 6 14 0 1

6 7 14 0 2

x y x y y

y x y x x

      


     

Điều kiện có nghiệm của hai phương trình trên là 
2

1

2
2

7
1

3 10 7 0 3

103 16 20 0
2

3

y
y y

x x
x


       

 
        



Xét hàm số      2 3
2 3 4; 4 3; 0

4
f t t t t f t t f t t           . 



LÝ THUYẾT GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH CHỨA CĂN THỨC (PHẦN 8) 
_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
CREATED BY GIANG SƠN; GACMA1431988@GMAIL.COM                                                                                               TRUNG ĐOÀN HOÀNG SA; QUÂN ĐOÀN TĂNG THIẾT GIÁP 

47 

Do đó các hàm số   2 10
2 3 4; 2;

3
f x x x x

 
     

và   2 7
2 3 4; 1;

3
f y y y y

 
     

đều liên tục, đồng biến. 

Suy ra        . 2 . 1 6.3 18f x f y f f   .  

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 2; 1x y  . Hệ phương trình đề bài có nghiệm duy nhất. 

NNhhậậnn  xxéétt..  
              ĐĐốốii  vvớớii  bbààii  ttooáánn  6666  nnààyy,,  vviiệệcc  pphhâânn  ttíícchh  bbììnnhh  pphhưươơnngg  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  hhaaii  đđãã  ttrrởở  nnêênn  kkhhóó  kkhhăănn  ((kkhhôônngg  pphhảảii  tthhựựcc  
hhiiệệnn  đđưượợcc)),,  nnếếuu  ccóó  nnóó  ttưươơnngg  ttựự  vviiệệcc  ttììmm  ggiiáá  ttrrịị  nnhhỏỏ  nnhhấấtt  ccủủaa  ttaamm  tthhứứcc  bbậậcc  hhaaii  hhaaii  ẩẩnn  xx  vvàà  yy..  RRõõ  rràànngg  cchhúúnngg  ttaa  cchhọọnn  
pphhưươơnngg  áánn  íítt  cchhôônngg  ggaaii  hhơơnn,,  ssửử  ddụụnngg  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ccóó  nngghhiiệệmm  ccủủaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  ẩẩnn  xx  vvàà  ẩẩnn  yy  llầầnn  llưượợtt..  SSaauu  kkhhii  
xxửử  llýý  ttrriiệệtt  đđểể  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccủủaa  xx  vvàà  yy,,  đđểể  ýý  ssựự  ttưươơnngg  đđồồnngg  ggiiữữaa  hhaaii  bbiiểểuu  tthhứứcc  ởở  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt..  TTrrưườờnngg  hhợợpp  
hhaaii  bbiiểểuu  tthhứứcc  kkhháácc  nnhhaauu,,  ccáácc  bbạạnn  vvẫẫnn  hhooàànn  ttooàànn  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  kkiiếếnn  tthhứứcc  hhààmm  ssốố  hhooặặcc  ccáácc  kkỹỹ  nnăănngg  kkhháácc  ccủủaa  bbấấtt  
đđẳẳnngg  tthhứứcc  đđểể  ttììmm  rraa  2; 1x y  ..  

GGiiảả  ddụụ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt  ccóó  ddạạnngg    2 34 6 2 54x x y      hhaayy  tthhậậmm  cchhíí  ccóó  ddạạnngg  kkhhủủnngg  bbốố  đđạạii  kkhhááii  nnhhưư

      3 2 7 4 91 3 3 105; 1 38x x x y y x x y y          ..

CChhúúnngg  ttaa  vvẫẫnn  ssửử  ddụụnngg  ttíícchh  hhaaii  hhààmm  đđồồnngg  bbiiếếnn     .f x g y đđểể  tthhuu  đđưượợcc  2; 1x y  ..  

BBààii  ttooáánn  6677..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
3 3 2 2

2 2

3 20 2 5 39 100,
;

4 4 3 .

x y x xy y x
x y

x y xy y x

      


    

 . 

Lời giải. 
Điều kiện ;x y . Coi phương trình thứ hai của hệ lần lượt là phương trình bậc hai ẩn x và ẩn y, ta có 

 

 

2 2

2 2

3 4 4 0

4 3 4 0

x x y y y

y y x x x

     

     

Các điều kiện có nghiệm là 

2

1 2 2

7
1

3 10 7 0 3
0; 0

43 4 0
0

3

y
y y

x x
x


     

      
     


Phương trình thứ nhất của hệ trở thành 

 
     

3 3 2 2 2 2

3 2 3 2

3 3 20 2 4 3 4 5 39 100

3 18 45 3 3 8 108 108

x y x y x x y y x

x x x y y y f x g y

         

         

Xét hàm số   3 2 4
3 18 45; 0;

3
f x x x x

 
     

 thì   2 4
9 36 45 0, 0;

3
f x x x x

         
. 

Hàm số liên tục, đồng biến trên miền đó nên  
4

0;
3

4 892

3 9
x

Max f x f
 

 
 

 
  

 
. 

Xét hàm số   3 2 7
3 3 8 ; 1;

3
g y y y y y

 
      

 thì    2 2 4
9 6 8; 0 ;

3 3
g y y y g y y

 
         

 
. 

Trên miền  
7

1;
3

7 4 80
1;

3 3 9
y

y Max g y g
 

 
 

   
        

, suy ra     108Max f x g y    .

Dấu đẳng thức xảy ra khi 
4

3
x y  . Thử lại, kết luận hệ đã cho có nghiệm duy nhất 

4

3
x y  . 

NNhhậậnn  xxéétt..  



LÝ THUYẾT GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH CHỨA CĂN THỨC (PHẦN 8) 
_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
CREATED BY GIANG SƠN; GACMA1431988@GMAIL.COM                                                                                               TRUNG ĐOÀN HOÀNG SA; QUÂN ĐOÀN TĂNG THIẾT GIÁP 

48 

              BBààii  ttooáánn  33,,  đđiiềềuu  kkiiệệnn  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  ccủủaa  hhaaii  ẩẩnn  xx,,  yy  ccóó  llẽẽ  đđãã  ttrrởở  nnêênn  qquueenn  tthhuuộộcc..  TTuuyy  nnhhiiêênn  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
tthhứứ  nnhhấấtt  ccủủaa  hhệệ  ccóó  hhììnnhh  tthhứứcc  kkhháá  mmùù  mmịịtt,,  nnhhằằnngg  nnhhịịtt,,  kkhhóó  cchhịịuu,,  nngguuyyêênn  ddoo  ttíícchh  xxyy  ddíínnhh  vvààoo  nnhhaauu,,  mmuuốốnn  ssửử  ddụụnngg  
hhààmm  ssốố  tthhôônngg  tthhưườờnngg  cchhúúnngg  ttaa  tthhưườờnngg  ccôô  llậậpp  hhaaii  bbiiếếnn,,  xxéétt  tthheeoo  ccùùnngg  mmộộtt  ttưươơnngg  đđồồnngg  hhààmm  hhooặặcc  hhaaii  hhààmm  kkhháácc  nnhhaauu,,  
nnhhưưnngg  đđòòii  hhỏỏii  pphhảảii  đđồồnngg  bbộộ  đđểể  đđạạtt  đđưượợcc  ddấấuu  đđẳẳnngg  tthhứứcc..  CChhúú  ýý  mmộộtt  cchhúútt  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  pphhéépp  

tthhếế  2 24 3 4xy y x x y     ,,  ttừừ  đđóó  ssuuyy  rraa  

 
     

3 3 2 2 2 2

3 2 3 2

3 3 20 2 4 3 4 5 39 100

3 18 45 3 3 8 108 108

x y x y x x y y x

x x x y y y f x g y

         

         

BBààii  ttooáánn  6688..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
2

4 3 2 3

2 1 7 1 ,
;

2 4 2 1 1 4 .

x x y
x y

x x x x y y

    


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2

2 1 0; 0 0,5

1 11;4 0

x x x

yy y

    
 

     

Phương trình thứ nhất của hệ suy ra 21
7 1 0 1

2 1

x
y x

x x


    

 
. 

Xét hàm số    4 3 2 3 22 4 2 1; 1 8 12 2 2f x x x x x x f x x x x           . 

Ta có           22 1 4 2 1 2 1 1 4 2 1 0, 1f x x x x x x x x               .

Do đó hàm số liên tục và đồng biến trên miền đang xét nên    
1

1 0
x

Min f x f


  .

Mặt khác    3 31;1 1 1 4 0y y y y        . 

Do đó phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra, tức là 
3

1
1

1 0

x
x y

y


  

 
. 

Kết luận hệ có nghiệm duy nhất kể trên. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
NNggooààii  pphhưươơnngg  áánn  ssửử  ddụụnngg  hhààmm  ssốố  vvớớii  đđaa  tthhứứcc  bbậậcc  bbốốnn  bbiiếếnn  xx,,  ccáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  pphhâânn  ttíícchh  tthhuuầầnn  ttúúyy  nnhhưư  ssaauu  

     24 3 2 22 4 2 1 1 2 1 0, 1f x x x x x x x x          

BBààii  ttooáánn  6699..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
3 3

3 2

1 9 2 1,
;

5 8 2 3 2 1 12.

x x y y
x y

x x x y y

     


     

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
3 1 91;9 0

11 0;2 1 0

xx x

yy y

     
 

    

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương 
3

3 3 3

3

10
1 9 2 1 2 1

1 1

x x
x x y y y y

x x

 
       

  
. 

Vì    3 3 22 1 0, 1 10 0 2 2 5 0 2 0 2y y y x x x x x x x                  .

Phương trình thứ hai của hệ tương đương với        3 25 8 2 3 2 1 12 12x x x y y f x g y         . 

Xét hàm số    3 25 8 ; 2;9f x x x x x     ta có       23 10 8 3 2 3 4 0, 2;9f x x x x x x          .

Hàm số này liên tục và đồng biến trên miền đang xét nên  
 

 
2;9

2 4
x

Min f x f


  .
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Xét hàm số    2 3 2 1; 1g y y y y    là hàm liên tục, đồng biến nên    
1

1 2.4 8
y

Min g y g


   .

DDoo  đđóó  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  ccóó  nngghhiiệệmm  kkhhii  ccáácc  ddấấuu  đđẳẳnngg  tthhứứcc  xxảảyy  rraa,,  ttứứcc  llàà  2; 1x y  . 

Cặp giá trị này thỏa mãn hệ nên là nghiệm duy nhất của hệ. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
NNggooààii  ccôônngg  ccụụ  hhààmm  ssốố  vvớớii  đđaa  tthhứứcc  bbậậcc  bbaa  ẩẩnn  xx  ccáácc  bbạạnn  đđọọcc  nnhhỏỏ  ttuuổổii  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  pphhâânn  ttíícchh  

 

 

     

3 2

3 2

2

5 8 2 3 2 1 12

5 8 4 2 3 2 1 8

2 1 2 3 2 1 8

x x x y y

x x x y y

x x y y

     

       

      

 

CChhúú  ýý  tthhêêmm  rrằằnngg  
   

 

2
2 1 0

2 3 2 1 2.4 8

x x

y y

   


   

BBààii  ttooáánn  7700..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
3

5 3 5 2 ,
;

17 6 1 3 2 31 8 117.

x x y y
x y

x y y y x x x

     


        

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 

2
5 0; 3 0; 8 0 2

3
2 0;3 2 0

3 5

x x x y

y y
x


        

 
      

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 
2 2

5 3 5 2 5 2
5 3

x
x x y y y y

x x


       

  
. 

Vì 
2

5 2 0, ;2 2 2 0 1
3

y y y x x
 

          
. Như vậy  

2
3;1 ; ;2

3
x y

 
    

. 

Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

       36 1 3 2 17 31 8 117 117y y y x x x x f y g x                  . 

Xét hàm số    
2

6 1 3 2; ;2
3

f y y y y y
 

      
và hàm số      317 31 8; 3;1g x x x x x x       .

Dễ thấy các hàm đơn lẻ 6 ; 1; 3 2y y y  và 317 ; 31; 8x x x x   đều là các hàm số đồng biến, liên tục trên từng 

miền tương ứng với hai biến x, y. Các hàm ban đầu là tổ hợp tổng – tích các hàm đồng biến nên đều đồng biến, hơn 
nữa đều nhận giá trị dương trên miền xác định. 

Dẫn đến      
 

 
2 3;1

;3
3

2 18; 1 99
x

y

Max f y f Max g x g
  

 
 

    . 

Khi đó        
 2 3;1

;3
3

18 99 117
x

y

f x g y Max f y Max g x
  

 
 

      .

Phương trình thứ hai có nghiệm khi các dấu cực trị xảy ra đồng thời, tức là 1; 2x y   (Thỏa mãn hệ). 

BBààii  ttooáánn  7711..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
3 2 3

2 3 24

2 4 13 5 3 1,
;

17 2 3 1 6 2 4 1 .

x x x y y y
x y

x x x y y y

      


      

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 1; 1y x  . Phương trình thứ nhất của hệ biến đổi thành 
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   

  
 

 
 

3 2 3

23 3 2

3 2

3 2

2

2

2 5 4 13 3 1

3 1 2 5 4 1 14 1 2 1 14 14

3 4
8 3 1 6 0 2 2 4 0

1 2

3 2
2 2 4 0 2 0 2

1 2

x x x y y y

y y y x x x x x

y y
y y y y y y

y y

y y
y y y y y

y y

     

            

 
           

 

  
           

   
Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

   

     

2 3 24

2 3 24

17 2 3 1 6 2 4 1

17 2 3 1 6 8 2 2

x x x y y y

x x x y y y f x g y

      

          

Xét hàm số      2417 2 3 1 6 1 6f x x x x f      . 

Xét hàm số   3 2 8 ; 2g y y y y y    ta có   23 2 8 0, 2g y y y y       nên hàm số đồng biến, liên tục. 

Suy ra        2 4 6 4 2g y g f x g y        . Dấu đẳng thức xảy ra khi 2; 1y x  . 

Thử lại ta thu được nghiệm duy nhất của hệ. 
NNhhậậnn  xxéétt..  

  BBààii  ttooáánn  7711  ccóó  mmứứcc  đđộộ  kkhhóó  nnhhỉỉnnhh  hhơơnn  mmộộtt  cchhúútt  ssoo  vvớớii  ccáácc  bbààii  ttooáánn  ttrrưướớcc,,  kkhhôônngg  ssửử  ddụụnngg  đđạạii  llưượợnngg  lliiêênn  hhợợpp  lliiêênn  

hhợợpp  đđơơnn  tthhuuầầnn,,  ttáácc  ggiiảả  mmạạoo  mmuuộộii  ssửử  ddụụnngg  đđặặcc  ttíínnhh  kkhhôônngg  ââmm  ccủủaa  ccáácc  bbiiểểuu  tthhứứcc      
2

f x g x   ttrroonngg  đđóó    0g x 

vvớớii  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ccăănn  tthhứứcc  ccủủaa  bbààii  ttooáánn..  ĐĐểể  ttììmm  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ccủủaa  bbiiếếnn  yy,,  nnggooààii  llờờii  ggiiảảii  nnhhưư  ttrrêênn  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  ttíínnhh  đđơơnn  
đđiiệệuu  ccủủaa  hhààmm  ssốố  nnhhưư  ssaauu  

   

3 2 3

3 3 2

2 5 4 13 3 1

3 1 2 5 4 1

x x x y y y

g y y y y x x x f x

     

        

DDễễ  tthhấấyy  ccáácc  hhààmm     ,f x g y đđềềuu  đđồồnngg  bbiiếếnn  vvớớii  đđiiềềuu  kkiiệệnn  1; 1y x  nnêênn  

       31 14 3 1 14 2 2f x f g y y y y g y          ..  

BBààii  ttooáánn  7722..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
  

 
 

2

2 2

1 3 2 1 ,
;

2 11 20 4 5 13.

x x x x y
x y

x x x y y

      


     

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 1 3x  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

       
2 22 4

1 3 2 1 2 1
1 3

x
x x x x y x x y

x x


         

  
. 

Rõ ràng     
2 2 4

2 1 0, 1;3 , 0 2 4 0 2
1 3

x
x x y x y x x

x x


             

  
 . 

Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

 
23 2 2 3 22 11 20 4 4 1 13 2 11 20 2 1 13x x x y y x x x y              .

Xét hàm số    3 22 11 20 ; 2;3f x x x x x    ta có       26 22 20 2 5 3 0, 2;3f x x x x x x          .

Hàm số liên tục và đồng biến trên miền đang xét nên  
 

 
2;3

2 12
x

Min f x f


  .

Hơn nữa    
2 23 22 1 1 2 11 20 2 1 12 1 13y x x x y            .

Do đó phương trình thứ hai có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra, tức là 2x y  . 
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Thử lại, kết luận hệ có nghiệm duy nhất kể trên. 
NNhhậậnn  xxéétt..  

 BBưướớcc  nnggooặặtt  qquuyyếếtt  đđịịnnhh  hhưướớnngg  đđii  ccủủaa  ccáácc  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ttrroonngg  llớớpp  bbààii  ttooáánn  nnààyy  llàà  ssửử  ddụụnngg  đđạạii  llưượợnngg  lliiêênn

hhợợpp  ––  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị,,  tthhôônngg  tthhưườờnngg  cchhúúnngg  ttaa  tthhưườờnngg  ccôô  llậậpp  bbiiếếnn  tthheeoo  hhưướớnngg     F x G y ,,  ttừừ  đđóó  đđáánnhh

ggiiáá  ccựựcc  ttrrịị     F x G y đđểể  bbậậtt  nnggưượợcc  ttrrởở  llạạii  ttììmm  đđưượợcc  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  bbiiếếnn  ccòònn  llạạii..  TTuuyy  nnhhiiêênn  bbààii  ttooáánn  7722

kkhhôônngg  ccòònn  đđơơnn  ggiiảảnn  nnhhưư  tthhếế  nnữữaa,,  kkhhii  vviiệệcc  ccôô  llậậpp  bbiiếếnn  llàà  kkhhôônngg  tthhểể,,  hhooàànn  ttooàànn  ccáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  tthhaayy  tthhếế  ccáácc

hhààmm     F x G y bbởởii     ; ;F x y G x y ,,  tthhậậmm  cchhíí  ccòònn  pphhứứcc  ttạạpp  hhơơnn  nnữữaa     ; ; ;... ; ; ;...F x y z G x y z ,,  đđốốii

vvớớii  hhệệ  kkhhôônngg  mmẫẫuu  mmựựcc  nnhhiiềềuu  ẩẩnn..
 LLưưuu  ýý  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  bbiiếếnn  đđổổii  tthhuuầầnn  ttúúyy  tthhaayy  cchhoo  pphhưươơnngg  áánn  đđạạoo  hhààmm  ––  hhààmm  ssốố

    

3 2 2

3 2 2

2 2

2 11 20 4 5 13

2 11 20 12 4 4 1 1

2 3 2 2 1 1

x x x y y

x x x y y

x x y

     

        

      

  

  CChhúú  ýý  ttiiếếpp  ttụụcc    
2

2 3 0, 2 2 3 2 0, 2x x x x x          ..  

BBààii  ttooáánn  7733..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
3

2 3 2 3 2

6 2 2,
;

1 1 4 4 8 16 12.

x y y x
x y

y y xy y x x x

      


       

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
3

2 0;6 0 2 6

11 0

x x x

yy

       
 

  
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

3 34 2
6 2 2 2

6 2

x
x x y y y y

x x


         

  
. 

Xét hàm số   3 2; 1f y y y y     ta có   23 1 0,f y y y      nên hàm liên tục, đồng biến. 

Dẫn đến      
1

4 2
1 0 0 4 2 0 2 2;2

6 2y

x
Min f y f x x x

x x


           

  
. 

Phương trình thứ hai của hệ tương đương 

 

     

2 3 2 2 3 2

22 3 3 2

1 1 4 4 7 16 12

1 1 2 7 16 12 1

y y x xy y x x x

y y x y x x x

        

        

Xét hàm số    3 27 16 12; 2;2g x x x x x      .

Ta có       23 14 16 2 3 8 0, 2;2g x x x x x x           vì  
2 0

2;2
3 8 0

x
x

x

 
  

 
. 

Hàm số liên tục và đồng biến trên miền    
 

 
2;2

2;2 2 0
x

Max g x g
 

    . 

Trong khi đó    
22 31 1 2 0, 1;y y x y y x         . 

Phương trình (1) có nghiệm khi và chỉ khi các dấu cực trị xảy ra 

3 1 0
2

2 0
1

2

y
x

x y
y

x

  


    
 

Kết luận hệ có nghiệm duy nhất kể trên. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
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CCáácc  bbạạnn  đđộộcc  ggiiảả  nnhhỏỏ  ttuuổổii  ddùù  cchhưưaa  ccóó  ttrroonngg  ttaayy  ccôônngg  ccụụ  đđạạoo  hhààmm  ––  hhààmm  ssốố  hhooàànn  ttooàànn  ccóó  tthhểể  xxửử  llýý  ccáácc  bbààii  ttooáánn  
ttưươơnngg  ttựự  bbằằnngg  ccáácchh  ssửử  ddụụnngg  pphhâânn  ttíícchh  nnhhâânn  ttửử  tthhuuầầnn  ttúúyy  

 TThhaayy  tthhếế  kkhhảảoo  ssáátt   3 2; 1f y y y y    bbởởii     
23 2 1 2 0, 1y y y y y        ..

 TThhaayy  tthhếế  kkhhảảoo  ssáátt     3 27 16 12; 2;2g x x x x x        bbằằnngg

 

     

2 3 2 2 3 2

22 3 2 2

1 1 4 4 7 16 12

1 1 4 4 2 3

y y x xy y x x x

y y x xy y x x

        

        

  CChhúú  ýý  
   

     

22 3

2

1 1 2 0, 1;

2 3 0; 2;2

y y x y y x

x x x

        

      



BBààii  ttooáánn  7744..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
 

2

3 2 3 2

2 1
1 17 1,

3 2 ;

2 6 4 7 2 1 2.

x
x y y

x x x y

x x x y y y x


       

        

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
1

2; 1
2

x y   . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với

 

 

 

   

2

2

2

2

3 2 1 17 1

3 2 1 2 17 1

1 1
17 1

3 2 1 2

1 1
1 17 1

3 2 1 2

x x x y y

x x x y y

x x
x y y

x x

x x y y
x x

      

        

 
    

   

 
      

    

Ta có  
2

17 1 0, 1x y y y      và 
1 1 1

0, ;2
23 2 1 2

x
x x

 
         

nên 1 0 1x x    . 

Xét hàm số        3 2 22 6 ; 1;2 3 4 6 0, 1;2f x x x x x f x x x x           .

Hàm này liên tục và đồng biến trên miền        
1

1;2 1 3
x

f x Min f x f


     .

Xét hàm số    3 2 24 ; 1 3 2 4 0, 1g y y y y y g y y y y           . 

Hàm này liên tục và đồng biến trên miền đang xét nên      
1

1 5 0
y

g y Min g y g


    .

Lại có  3 2 3 22 1 1, 1 2 6 4 2 1 3 5 2x x x x x y y y x               . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi và chỉ khi 1x y  , hệ có nghiệm duy nhất. 

NNhhậậnn  xxéétt..  
CCóó  tthhểể  nnhhậậnn  tthhấấyy  bbààii  ttooáánn  7744  tthhooạạtt  ttiiêênn  ccóó  vvẻẻ  ““ddễễ  tthhởở””  hhơơnn  ssoo  vvớớii  ccáácc  bbààii  ttooáánn  ttrrưướớcc  vvìì  hhầầuu  nnhhưư  bbạạnn  đđọọcc  nnààoo  ccũũnngg  
qquuaann  ssáátt  tthhấấyy  bbiiểểuu  tthhứứcc  lliiêênn  hhợợpp  đđưượợcc  bbốố  ttrríí  ssẵẵnn  vvớớii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  đđầầuu  ttiiêênn    

 
22 1

1 17 1
3 2

x
x y y

x x


   

  
..  

XXôônngg  pphhaa  cchhúúnngg  ttaa  đđáánnhh  ggiiáá  lliiêênn  hhooàànn   
2 2 1

1 17 1 1 1
3 2

x
x y y

x x


     

  
..  

TTuuyy  nnhhiiêênn  đđếếnn  đđââyy  xxuuấấtt  hhiiệệnn  ttââmm  llýý  ““mmừừnngg  hhụụtt””  vvìì  bbììnnhh  tthhưườờnngg  ssửử  ddụụnngg  
2 1

0
3 2

x

x x




  
ccơơ  mmàà..  
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TTiinnhh  ttếế  mmộộtt  cchhúútt  ccóó  tthhểể  nnhhậậnn  tthhấấyy  nnggaayy  vviiệệcc  ggiiảảii  bbấấtt  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
2 1

1 3 2 1
3 2

x
x x

x x


     

  
..  

TTiiếếpp  ttụụcc  bbiiếếnn  đđổổii  

2

3 1 2 3 3 2 2 2

0 0
1

1 22 0

x x x x x x x

x x
x

x xx x

            

  
    

      
NNggooààii  rraa  ccóó  tthhểể  ttrriiệệtt  ttiiêêuu  ssốố  11  bbằằnngg  ccáácchh  ssửử  ddụụnngg  lliiêênn  hhợợpp  hhằằnngg  ssốố  ttưươơnngg  ttựự  llờờii  ggiiảảii  pphhííaa  ttrrêênn..  

BBààii  ttooáánn  7755..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
3

3 3 2 2

2 1 3 2 3 4,
;

1 2 1 2 3 5.

x x y y
x y

x y y x y y x

      


       

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2

1;
3

y y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   
   

     

3

2

2

2 1 1 3 2 1 3 2

2 1 3 1
1 2

2 1 1 3 2 1

2 3
1 1 2

2 1 1 3 2 1

x x y y

x x
y y

x x

x y y
x x

       

 
    

   

 
      

    

Để ý rằng    
2

1 2 0, 1y y y     và 
2 3 2

0,
32 1 1 3 2 1

x
x x

   
   

 nên dẫn đến 1 0 1x x    . 

Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

   

2 2 3 3 2

2 3 2

2 3 2 1 5

2 1 3 5

x y xy y x x x y

y x y y x x x

       

       

Ta có    
2 2

0; 1 0, 1 2 1 0y x y y y y x y y           . 

Hàm số   3 2 3 ; 1f x x x x x    là hàm liên tục, đồng biến vì   23 2 3 0,f x x x x       ;    1 5f x f  . 

Phương trình thứ hai có nghiệm khi các dấu đẳng thức đồng thời xảy ra, tức là 
0

1
1 0; 1

x y
x y

y x

 
  

  
. 

Kết luận hệ có nghiệm duy nhất. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
BBààii  ttooáánn  ssốố  7755  nnààyy  đđãã  ccóó  ccôô  llậậpp  hhaaii  hhààmm  ssốố  ttạạii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  đđầầuu  ttiiêênn  ccủủaa  hhệệ,,  cchhúúnngg  ttaa  tthhựựcc  hhiiệệnn  đđáánnhh  ggiiáá  nnggaayy  llậậpp  
ttứứcc..  NNggooààii  pphhưươơnngg  áánn  ssửử  ddụụnngg  lliiêênn  hhợợpp  hhằằnngg  ssốố  nnhhưư  ttrrêênn    

   
   

     

3 3

2

2

2 1 3 2 3 4 2 1 1 3 2 1 3 2

2 1 3 1
1 2

2 1 1 3 2 1

2 3
1 1 2

2 1 1 3 2 1

x x y y x x y y

x x
y y

x x

x y y
x x

              

 
    

   

 
      

    
CCáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  pphhâânn  ttíícchh  tthhuuầầnn  ttúúyy  đđểể  tthhuu  đđưượợcc  hhààmm  ẩẩnn  xx  llớớnn  hhơơnn  bbằằnngg  22..  

   
232 1 3 2 3 2 2 1 2 2 2x x y y y y            ..  

ĐĐếếnn  đđââyy  ccóó  tthhểể  ggiiảảii  bbấấtt  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  2 1 3 2 2x x      hhooặặcc  xxéétt  hhààmm  ssốố  đđềềuu  kkhhảả  tthhii,,  nnhhaannhh  cchhóónngg..  

XXéétt  hhààmm    2 1 3 2;3 2t x x x x       llàà  hhààmm  đđồồnngg  bbiiếếnn  nnêênn     1 2 1t x t x    ..  
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BBààii  ttooáánn  7766..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  

3
2

3 3

3 2 2 2 2

2 7
1 0,

;3 10

2 2 3 15 1 3 2 17.

x
y

x yx x

x x y xy x y x xy

 
  

  


       

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
3 3 3

2

3 10 3 10

1 11 0

x x

yy

       
 

     
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

   

3 3 2 3 3 2

3 3 2

3 3 2

2
3

3 3 2

3 10 1 0 3 2 3 10 1 1

1 1

3 2 3 10 1 1

1 1
1 1

3 2 3 10 1 1

x x y x x y

x x y

x x y

y
x

x x y

              

 
  

     

 
    

      

Ta có 
2

2 3 3

1 1
0, ; 0

1 1 3 2 3 10

y
y

y x x
    

     
 nên từ (1) ta có 3 31 0 1 1x x x      . 

Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

 

   

3 2 2 2 2

3 2 2 2 3 2 2

2 2 3 2 2

2 3 2 2

2 2 3 2 3 15 1 17

2 2 2 2 15 1 17

2 2 2 1 2 15 1 17

1 2 15 1 17 2

x x y xy x xy x y

x x y xy x xy x x x x y

x x xy y x y x x x y

x x y x x x y

       

           

           

        

XXéétt  hhààmm     3 2 22 ; 1 3 2 2 0,f x x x x x f x x x x           . 

Hàm số liên tục, đồng biến trên toàn trục số nên      
1

1 2
x

f x Min f x f


   .

Mặt khác 
 

 
2

2 3 2 2

2

1 0, 1
1 2 15 1 0 2 15.1 17

1 1,

x x y x
x x y x x x y

y y

     
           

    
. 

Phương trình (2) có nghiệm khi các dấu cực trị xảy ra, nghĩa là 
 

2
11 0

01; 0

xx x y

yx y

   
 

  
Thử lại thỏa mãn hệ ban đầu, kết luận hệ có nghiệm duy nhất kể trên.  
NNhhậậnn  xxéétt..  

 VVớớii  mmoottiipp  ttưươơnngg  ttựự,,  kkhhii  ccáácc  hhààmm  pphhụụcc  vvụụ  cchhốốtt  cchhặặnn  đđãã  pphhơơii  bbààyy,,  hhooàànn  ttooàànn  ccóó  tthhểể  ggiiảảii  bbấấtt  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ccơơ
bbảảnn,,  mmặặcc  ddùù  ccóó  vvấấtt  vvảả  hhơơnn

3 3 2 3 3 2

3 3 3 3 3 3 3

3 3

3

33 3

3

6 3 3 6 3

3 10 1 0 10 3 1 1

10 3 1 10 4 2 3 3 3

3 0 3
3

1 13 0 3
1 3

6 9 3 7 6 0

x x y x x y

x x x x x x x

x x
x

x xx x
x

x x x x x

            

              

   
  

            
             

 MMộộtt  cchhúú  ýý  kkhháácc  llàà  ttrrảảii  ddọọcc  ccáácc  bbààii  ttooáánn  7733  đđếếnn  7766,,  ccáácc  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  pphhụụ  ccủủaa  hhệệ  bbaann  đđầầuu  kkhhôônngg  ccòònn  đđơơnn

ggiiảảnn  nnhhưư  ttrrưướớcc,,  ttứứcc  llàà  kkhhôônngg  ccòònn  ddạạnngg  hhààmm  ssốố  đđộộcc  llậậpp  đđểể  cchhúúnngg  ttaa  tthhaaoo  ttáácc     f x g y k  ,,  bbaaoo  ggồồmm  vviiệệcc
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ttììmm  ccựựcc  ttrrịị  ccủủaa  ccáácc  hhààmm     ,f x g y ,,  cchhoo  ddùù     ,f x g y ccóó  llàà  ttổổ  hhợợpp  ttổổnngg    --  ttíícchh  ccủủaa  ccáácc  hhààmm  đđơơnn  đđiiệệuu  vvớớii  

ttừừnngg  bbiiếếnn..  PPhhạạmm  vvii  mmớớii  ccủủaa  ccáácc  bbààii  ttooáánn  ttrrêênn  llàà  hhààmm  ssốố  lliiêênn  kkếếtt,,  ttứứcc  llàà  hhààmm  ssốố  đđơơnn  đđiiệệuu  llàà  ttổổ  hhợợpp  ttổổnngg  ––  ttíícchh  
ccủủaa  ccáácc  hhààmm  đđơơnn  đđiiệệuu  vvớớii  hhaaii  bbiiếếnn  kkhháácc  nnhhaauu..    

 CCụụ  tthhểể  llàà  bbààii  ttooáánn  ssốố  7744  vvớớii  hhààmm  ttổổnngg  ccộộnngg   3 2 3 22 6 4 7 2 1 2x x x y y y x        ..  CCáácc  hhệệ  pphhưươơnngg  

ttrrììnnhh    7733,,  7755,,  7766  mmứứcc  đđộộ  ccaaoo  hhơơnn  kkhhii  đđãã  đđưượợcc  bbốố  ttrríí  llồồnngg  gghhéépp  đđạạii  llưượợnngg  kkhhôônngg  ââmm  hhaaii  bbiiếếnn   ;M x y ..  

 BBààii  ttooáánn  ssốố  7733  ccóó     
2

73 ; 2M x y x y  ..  

 

 

     

2 3 2 3 2

2 3 2 2 3 2

22 3 3 2

1 1 4 4 8 16 12

1 1 4 4 7 16 12

1 1 2 7 16 12

y y xy y x x x

y y x xy y x x x

y y x y x x x

       

         

         

 BBààii  ttooáánn  ssốố  7755  ccóó    
2

75 ;M x y y x y  ..  

   

     

3 3 2 2

2 2 3 3 2

2 3 2

1 2 1 2 3 5

2 3 2 1 5

2 1 3 5

x y y x y y x

x y xy y x x x y

y x y y x x x

       

        

        

 BBààii  ttooáánn  ssốố  7766  ccóó    
2

76 ; 1M x y x x y  

 

   

3 2 2 2 2

3 2 2 2 3 2 2

2 2 3 2 2

2 3 2 2

2 2 3 2 3 15 1 17

2 2 2 2 15 1 17

2 2 2 1 2 15 1 17

1 2 15 1 17

x x y xy x xy x y

x x y xy x xy x x x x y

x x xy y x y x x x y

x x y x x x y

       

           

           

         

BBààii  ttooáánn  7777..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh
   

       
 

3

2 2

3 2 1 1 3 8,
;

2 2 2 5 7 .

x y y y x
x y

x y y y x y x x

       


      



Lời giải. 
Điều kiện 1y  .  

Phương trình thứ hai của hệ đã cho tương đương với 

       

      

   

2 3

2 3

2 3

2 2 4 2 3 2

2 2 2 2 3 2

1 2 3 2

x y y y x y x y y x x

x y y x y y y x x

x y y x x

          

          

      

Dễ thấy        
2 23 1

1 2 0, 1 3 2 0 1 2 0
2

x
x y y y x x x x

x


                 

Xét 1x  thì  2 1 1 53y y     (Vô nghiệm). 

Xét 2x    thì phương trình thứ nhất của hệ trở thành 

 

       

3 2

2

9 24 19 2 1 1 0

2 5 2 1 1 1 0 1

x x x y y y

x x y y y

       

        

Để ý rằng      
2

2 5 2 1 1 1 0, 2; 1x x y y y x y             . 
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Phương trình (1) có nghiệm khi và chỉ khi các dấu đẳng thức xảy ra, nghĩa là 2; 1x y   . 

Cặp số 2; 1x y   thỏa mãn hệ nên là nghiệm duy nhất của bài toán. 

NNhhậậnn  xxéétt..  
            MMấấuu  cchhốốtt  ccủủaa  bbààii  ttooáánn  7777  llàà  bbiiếếnn  đđổổii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt,,  đđiiềềuu  nnààyy  ccóó  tthhểể  mmaannhh  nnhhaa  ttừừ  vviiệệcc  cchhúúnngg  ttaa  pphháánn  
đđooáánn  ccặặpp  nngghhiiệệmm  2; 1x y   ccủủaa  hhệệ  ttừừ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii..  KKếếtt  hhợợpp  ccáácc  kkiiếếnn  tthhứứcc  vvềề  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  AAMM  ––  GGMM,,  ttừừ  

đđóó  đđưưaa  rraa  hhưướớnngg  đđii  tthhiiếếtt  llậậpp  hhạạnngg  ttửử     
23 3 2 1 2 0x x x x        đđểể  tthhuu  đđưượợcc  llờờii  ggiiảảii  nnhhưư  ttrrêênn..  

BBààii  ttooáánn  7788..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
3 2

33 3 3

3 10 2 1,
;

6 17 2 9 34.

x y x x
x y

y y y x x x

      


     

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
 

3 2
3

2

3 0;10 0 3 2

2 0; 1 0 0

x x x

x y y y

        
 

    
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

3
3 2 2

3

2
2

3

1 1
3 2 1 2 10 10

1 23 2

1 1
1 10

1 23 2

x x
x x y x y x

xx

x x
x y x

xx

 
          

  

  
     

   

Ta có 
2

23

3

1 1
0, 3;2 ; 10 0,

1 23 2

x x
x y x y

xx

              
 nên  1 0 1 1;2x x x      .

Xét hàm số        3 22 9; 1;2 3 2 0, 1;2f x x x x f x x x          .

Hàm số liên tục và đồng biến trên miền đang xét nên  

   
 

  3 33 3

1;2

1 8 2 9 2 17 2 9 17.1.2 34
x

f x Min f x f x x x x x


            .

Hơn nữa     33 3 3 3 36 0, 0 6 17 2 9 34y y y y y y y x x x            .

Phương trình thứ hai có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra, tức là 1; 0x y  . 

BBààii  ttooáánn  7799..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
23 3

5 33

6 2 2 3 17 1 3 2 12,
;

3 1 1997 3 2 3 2 1.

x x x x y y
x y

x y y x

       


       

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
 2 5

3
0

3 0;3 1 0 2

23 2 0;3 2 0
3

x
x x x

y x y


      

 
     


Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

   

 
 

     

5 33

2
23

5

4 3 2
2

3

5

3 1 2 1 3 2 1997 3 2

3 3 2 2
1997 1 2

1 3 23 1 2

3 1 2
1 1997 1 2 1

1 3 23 1 2

x x y y

x x
y y

xx

x x x x
x y y

xx

       

 
    

  

    
      

    
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TTaa  tthhấấyy         
2 2

3
2

1 2 0, 1997 1 2 0
3

y y y y y         . 

Hơn nữa 
 4 3 2

4 3 2

5

3 13 2 3
1 0, 0; 0, 0;

2 21 3 23 1 2

x x x x
x x x x x x

xx

      
                   

. 

Do đó từ (1) thu được 
3

1 0 1 1;
2

x x x
 

       
.  XXéétt  đđồồnngg  tthhờờii  ccáácc  hhààmm  ssốố  

   

   

3 2

3 2

3 3
2 2; 1; 3 2 0, 1;

2 2

3
3 ; 1; 3 3 0,

2

f x x x x f x x x

g x x x x g x x x

                  

            


Hai hàm số trên đều liên tục và đồng biến trên miền tương ứng. 

Trong khi đó        3 36 2 2 3 6h x x x x x f x g x     là tổ hợp hai hàm đồng biến nên nó đồng biến, ngoài 

ra ta có        
3

1;
2

3
1; 6 1 . 1 6.2 12

2
x

x h x Min h x f g
 

 
 

 
       

. 

Thêm nữa      
2 23 32

1 3 2 0, 6 2 2 3 17 1 4 12
3

y y y x x x x y y             . 

Phương trình thứ nhất của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức đồng thời xảy ra, tức là 1; 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  8800..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
 

27

4 2 2 2

8 2 6 2,
;

5 13 3 1 2 17.

x x x y
x y

x y x y y x y

      


      

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 1;0 2y x   . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   
7

2 27

7

1 1
8 3 1 2 6 6

1 28 3

x x
x x x y x y

xx

 
          

  

     
6 5 4 3 2

2

7

1 1
1 6 1

1 28 3

x x x x x x
x x y

xx

      
     

   

Ta có  
6 5 4 3 2

2

7

1 1
0, 0;6 0, ,

1 28 3

x x x x x x
x x y x y

xx

     
       

  
 . 

Từ (1) thu được  1 0 1 1;2x x x      . Phương trình thứ hai của hệ tương đương

 

     

4 2 2 2 2

22 2 2

2 13 3 1 4 17

13 3 1 4 17 2

x x y y x y y y

x y x y y y

       

       

Rõ ràng    
22 2 20;13 3 1 4 13.1 0 4 17x y x y y y          . 

Phương trình (2) có nghiệm khi các dấu đẳng thức đồng thời xảy ra, tức là 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  8811..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

   
 

3 2

4 3 3

3 1 2 1 3 2 2 4,
;

1 3 2 1 8 7.

x y x y x
x y

x y x y y x

       


       

 . 

Lời giải. 
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Điều kiện 
3

1 3
1;

23
y x    . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 
 

 

 
 

   

3 2

2
3

3
2

3

2
2

3

3 1 1 3 2 2 3 2 3 2

3 1 2 1 3 2 3 2

3 1 2 2
3 2

1 3 23 1 2

3 1 2
1 3 2 1

1 3 23 1 2

x x y y x x

x x y x

x x
y x

xx

x x
x y x

xx

        

        

 
    

  

  
      

    

Ta có  
 2

2

33

3 1 2 1 3
3 2 0; 0, ; ;

21 3 2 33 1 2

x x
y x y x

xx

   
          

    
 . 

Từ (1) ta có 
3

1 0 1 1;
2

x x x
 

       
. Khi đó    4 3 31 3 2 1 8 2.2 0 1.3 7x y x y y x           . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra, tức là 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  8822..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

   
 

2

2 3 3 3

3 1 2 1 2 1 2 1,
;

3 1 3 3 2 3 1 22.

x y x y x
x y

x y y y x y y

       


         

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
1

; 1
2

x y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 
     

   

2

2

2

2

3 1 2 1 2 2 2 1 2 1

3 1 2 2 1 1 2 1

3 1 2 1
2 1

3 1 2 2 1 1

3 2
1 2 1

3 1 2 2 1 1

x x y y x x

x x y x

x x
y x

x x

x y x
x x

        

        

 
    

   

 
      

    

Ta có  
2 3 2 1

2 1 0; 0, ;
23 1 2 2 1 1

y x y x
x x

        
   

  nên 1 0 1x x    . 

Khi đó các hàm số con 2 3 33 1; 3; 3 2; 3x y y y x y      đều là các hàm đồng biến. 

Do 3 1 0y    nên        2 3 3 3; 3 1 3 3 2 3 1 1;1 22f x y x y y y x y y f            . 

Dấu đẳng thức xảy ra khi 1x y  . Hệ phương trình có nghiệm duy nhất. 

BBààii  ttooáánn  8833..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
 

4 3 2

3 2

3 4 3 2 3 2 1 2.
;

2 1 5 4 3 2 5 2.

x x x y y x
x y

y x x y x

       


       

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
4 2

;
5 3

x y  . Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 
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   
 

 
 

 

3 2

3
2

3

2
2

3

5 4 1 3 2 1 2 5 4 5 4

3 15 1
5 4

5 4 1 3 2 1

3 15
1 5 4

5 4 1 3 2 1

x x y y x x

xx
y x

x x

x x
x y x

x x

         


    

   

  
      

    

Ta có  
 2

2

3

3 15 4
5 4 0; 0, ;

55 4 1 3 2 1

x x
y x y x

x x

 
        

   
 nên 1 0 1x x    . 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

       
2 32 3 22 3 2 3 2 3 3 1 0 3 2 1 0 1x x y y x x x x x y x x               . 

Rõ ràng        
2 23 3

3 2 0; 1 0; 1; 3 2 1 0x y x x x y x y x x               . 

Do đó (1) có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra, hay 
3 2

1
1

x y
x y

x

  
  


. 

Kết luận hệ đã cho có nghiệm duy nhất kể trên. 
Nhận xét. 

Các bài toán 78, 80, 81, 82, 83 đều có dạng cô lập hàm số dạng phức tạp    ; ;F x y G x y , trong đó việc phát 

hiện biểu thức  ;G x y không còn là điều đơn giản, yêu cầu bạn đọc hết sức chú ý và khéo léo tách ghép. 

BBààii  ttooáánn  8844..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

   
 

3 3 2

3 2

2 5 3 4 3 2 11,
;

1 4 1 2 1 2 2 1 .

y x x x y y
x y

x y x x x x

        


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
3 1

;
4 4

x y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

     

 
   

3 2 3 3

3
2

3

3

2
2

3

3

3 3 2 4 3 1 2 1 2 1 3 3

3 1 4 1
1 3

4 3 13 2

3 1 4
1 1 3

4 3 13 2

x x y y y x x

x x
y x

xx

x x
x y x

xx

            

 
     

  

  
       

    

Ta có    2
2

3

3

3 1 4 3
1 3 0; 0, ;

44 3 13 2

x x
y x x y

xx

 
         

  
 nên 1 0 1x x    . 

Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

   

       

3 2

3 2 2

1 4 1 2 1 2 2 1

1 4 1 2 1 1 1

x y x x x x

x y x x x x

      

       

Khi đó 
 

     
     

3

3 2 2

2 2

1 4 1 0, 1
1 4 1 2 1 1

2 1 1 2 1 . , 1

x y x
x y x x x x

x x x x x x

     
       

       

. 
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Phương trình (1) có nghiệm khi và dấu đẳng thức xảy ra, tức là 
 

 
 

3

2

1 4 1 0 1
1 ; 1;

41 0

x y
x x y

x

     
     

  

. 

Xét trường hợp  
1

; 1;
4

x y
 

  
 

không thỏa mãn hệ. Xét  
2

1 1 2 0 1x y x y        . 

Kết luận hệ có nghiệm duy nhất kể trên. 

BBààii  ttooáánn  8855..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
 

2

3 23

2 7 2 4 1 19,
;

2 4 4 .

y x x y x
x y

x y x y y x y

       


     

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
1

; 0
4

x y   . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 
   

   

2

2

2

7 2 2 4 1 3 2 2 2

7 2 4 8
2

2 2 4 1 3

7 4
2 2

2 1 4 1 3

x x y y x x

x x
y x

x x

x y x
x x

         

 
    

   

 
      

    

Ta có  
2 7 4 1

2 0; 0, ;
42 1 4 1 3

y x x y
x x

         
   

 nên 2 0 2x x    . 

Khi đó 
 

  3 3 2

2 33 2 3 33 3

2 2
2 4 4

4 4 2 0

x y x y y
x y x x x x y

x y y x y x x

      
      

        

. 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi 
2 0 2

2 0 2

x x

y y

   
 

   
Kết luận hệ có nghiệm duy nhất 2; 2x y  . 

BBààii  ttooáánn  8866..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
2

2 2 3

17 6 8 2 7 9 62,
;

5 2 2 1 2 1997 1.

y x x x y
x y

x x y x x y

       


     

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 2 2 7
1;5 2 2 1 0;

2
y x x y x       . 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 
     

   

2

2

2

17 8 3 2 7 3 9 6 8 8

17 1 2 1
3 8

8 3 2 7 3

17 2
1 3 8

8 3 2 7 3

x x y y x x

x x
y x

x x

x y x
x x

         

 
    

   

 
      

    

Ta có  
2 17 2 7

3 8 0; 0, ; 1
28 3 2 7 3

y x x y
x x

         
   

nên thu được 1 0 1x x    . 

Phương trình thứ hai tương đương với 2 2 35 2 2 1 1997 1 2x x y x y x      . 
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Ta có  
22 2 3 2 2 21; 1 5 2 2 1 1997 1 5 2 1 4 1 4 2x y x x y x y x x x x x x                . 

Do đó phương trình thứ hai có nghiệm khi dấu đẳng thức xảy ra, tức là 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  8877..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
2

3 4 2 2 2

5 4 2 3 3 2 9,
;

2 4 4 2 1 .

x y x y y x
x y

x y y y y y x y y

        


        

 . 

Lời giải. 
Điều kiện các căn thức xác định. 
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

 

   

2

2

2

5 4 3 3 2 2 1 2 1 3 3

5 5 1
1 3

5 4 3 3 2

5 1
1 1 3

5 4 3 3 2

x x y y y x x

x x
y x

x x

x y x
x x

            

 
     

   

 
       

    

Ta có  
2 5 1 4

1 3 0; 0, ;
55 4 3 3 2

y x x y
x x

          
   

  nên dẫn đến 1 0 1x x    . 

Khi đó 
 

 

23 4 2 4 2 4 4 2

22 2

2 2 1 1

4 4 4 4 1 2 1 2 1

x y y y y y y y y y y

y y x x y y y

            

         

Suy ra 3 4 2 2 22 4 4 2 1x y y y y y x y y         . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi và chỉ khi 
 

2

1 1

11 0

x x

yy

 
 

  

Đáp số nghiệm duy nhất    ; 1;1x y  . 

BBààii  ttooáánn  8888..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

   
 

2 3 2 2

3 3 2

4 1 4 8 4 4 ,
;

1 2 4 2 1 .

y x y y x x xy xy
x y

x x y y y y

       


     

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
1

2
y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

      

     

2 3 2

2 2

2 2

4 4 4 8 5 1

4 4 4 4 1 1

2 2 1 1

y x y y x y y x x x

y x y y x y y x x x

y x y x x

       

        

     

Rõ ràng      
2 2

1
1

2 0, 2 1 1 0 2
2

1

x
y x y y x x

x


         




o Xét trường hợp
2

1 3 3
0 0;

2 2 2
x y y y

   
       

   
. Loại 0y  và  

1 3
; ;

2 2
x y

 
  
 

không thỏa mãn hệ. 

o Xét    
3 3 3 2 2 21

1 1 2 4 2 1 2 2 . 2 .
2

x x x y y y y y y y y           . 
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    Phương trình thứ hai có nghiệm khi và chỉ khi 
 

2
22 0

;31
1;

22

x yy x y
x y

x yx y

    
 

   
   

. 

Kết luận hệ vô nghiệm. 

BBààii  ttooáánn  8899..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

   
 

3 3 2

3 3 2

1 4 5 1 ,
;

1 1 2 6 2 2 1 5 .

y x x x
x y

x y x x y y y

    


       

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 31; 4y x   . 

Từ phương trình thứ nhất của hệ    
3 3 2 0

1 4 0, 1 1 0
1

x
y x y x x

x


          

Xét trường hợp  
3

0 1 .2 0 1x y y      , cặp số    ; 0;1x y  không thỏa mãn hệ. 

Xét trường hợp   31 1 1 0, 1; 1x x y y x         . 

Bên cạnh đó    
22 2 2 2 22 2 1 2 1 1 0, 1y y y y y y y y y y              . 

Xét hàm số    3 22 6; 1 3 2 0, 1f x x x x f x x x          . 

Hàm số liên tục và đồng biến trên  1; .

Do đó thu được      
1

1 5
x

f x Min f x f


   suy ra    3 3 21 1 2 6 2 2 1 0 5. 5x y x x y y y y          . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi và chỉ khi 

  31 1 0
1

1 0
1

1

x y
x

y
y

x

   
 

   
 


Kết luận hệ phương trình đề bài có nghiệm duy nhất 1x y  . 

NNhhậậnn  xxéétt..  
TThhôônngg  tthhưườờnngg  ttrrưướớcc  đđââyy  ssaauu  kkhhii  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccáácc  bbiiếếnn  tthhàànnhh  ccôônngg,,  kkhhii  llààmm  vviiệệcc  vvớớii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ccuuốốii  ccùùnngg  
cchhúúnngg  ttaa  đđềềuu  ttììmm  ggiiáá  ttrrịị  nnhhỏỏ  nnhhấấtt,,  ggiiáá  ttrrịị  llớớnn  nnhhấấtt  ccủủaa  ttổổ  hhợợpp  ccáácc  hhààmm  ssốố  ((ddạạnngg  đđộộcc  llậậpp  vvàà  ddạạnngg  lliiêênn  kkếếtt)),,  nnhhưưnngg  vvẫẫnn  
ggiiữữ  vvữữnngg  ttíínnhh  cchhấấtt  tthhuuầầnn  ttúúyy  vvớớii  mmộộtt  bbêênn  llàà  hhằằnngg  ssốố  

   ; ; ...f x y g x y const   ..  

VVớớii  ccôônngg  ccụụ  đđạạoo  hhààmm  ––  kkhhảảoo  ssáátt  hhààmm  ssốố  ttrroonngg  ttaayy  vvàà  ccáácc  đđáánnhh  ggiiáá  ccơơ  bbảảnn,,  tthhậậmm  cchhíí  cchhỉỉ  ccầầnn  pphhâânn  ttíícchh  nnhhâânn  ttửử,,  ttáácchh  
nnhhóómm  tthhíícchh  hhợợpp,,  vvớớii  cchhúú  ýý  đđiiểểmm  bbiiêênn  ccáácc  ggiiáá  ttrrịị  nngghhiiệệmm  ccáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  hhooàànn  ttooàànn  xxửử  llýý  ttốốtt  pphhầầnn  llớớnn  ccáácc  bbààii  ttooáánn  
ttưươơnngg  ttựự..  
SSoo  ssáánnhh  vvớớii  ccáácc  bbààii  ttooáánn  ttrrưướớcc,,  ccáácc  bbạạnn  đđộộcc  ggiiảả  ccóó  tthhểể  tthhấấyy  ccáácc  bbààii  ttooáánn  8844,,  8855,,  8866,,  8877,,  8888,,  8899  đđãã  nnâânngg  ccấấpp  đđộộ  hhơơnn  
mmộộtt  bbậậcc,,  ssởở  ddĩĩ  ddạạnngg  tthhứứcc  pphhứứcc  ttạạpp  hhơơnn,,  kkhhii  vvếế  pphhảảii  kkhhôônngg  ccòònn  llàà  hhằằnngg  ssốố  

       

       

; ; ... ; ; ...

; ; ... ; ; ...

f x y g x y F x y G x y

f x y g x y F x y G x y

    

    

NNggưườờii  ttaa  tthhưườờnngg  nnóóii  
  ““……TTììnnhh  mmấấtt  vvuuii  llúúcc  đđãã  vvẹẹnn  ccââuu  tthhềề,,  

  ĐĐờờii  cchhỉỉ  đđẹẹpp  kkhhii  hhããyy  ccòònn  ddaanngg  ddởở,,  
  TThhưư  vviiếếtt  đđừừnngg  xxoonngg,,  tthhuuyyềềnn  ttrrôôii  cchhớớ  đđỗỗ,,  
  CChhoo  nnggàànn  ssaauu  llơơ  llửửnngg  vvớớii  nnggàànn  xxưưaa……””  

((NNggậậpp  nnggừừnngg  ––  HHồồ  DDzzếếnnhh;;11994433))  
ĐĐââyy  llàà  nngguuyyêênn  ggốốcc  ccủủaa  ccââuu  nnóóii  ““TTììnnhh  cchhỉỉ  đđẹẹpp  kkhhii  ccòònn  ddaanngg  ddởở””……  
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LLàà  mmộộtt  nnggưườờii  qquuaann  nniiệệmm  ttììnnhh  yyêêuu  đđẹẹpp  llàà  nnggẫẫuu  hhứứnngg,,  vvẹẹnn  ttooàànn,,  ssoonn  ssắắcc,,  tthhủủyy  cchhuunngg,,  ggắắnn  bbóó  ttììnnhh  nngghhĩĩaa  vvàà  ttrráácchh  
nnhhiiệệmm,,  nnhhưưnngg  ttáácc  ggiiảả  cchhợợtt  tthhấấyy  nnhhữữnngg  pphhéépp  ssoo  ssáánnhh  đđáánnhh  ggiiáá  llơơ  llửửnngg  ttrrêênn  ccũũnngg  ccóó  pphhầầnn  đđồồnngg  đđiiệệuu,,  kkhhii  mmàà  cchhúúnngg  ttaa  
ssửử  ddụụnngg  ccáácc  ddữữ  kkiiệệnn  vvàà  ccáácc  bbưướớcc  cchhốốtt  cchhặặnn  llúúcc  nnààoo  ccũũnngg  mmộộtt  nnửửaa,,  llúúcc  nnààoo  ccũũnngg  hhờờ  hhữữnngg,,  llúúcc  tthhăănngg  llúúcc  ggiiáánngg,,  
kkhhôônngg  đđưườờnngg  llốốii  rrõõ  rràànngg,,  kkhhôônngg  tthheeoo  mmộộtt  qquuỹỹ  đđạạoo  ccốố  đđịịnnhh,,  ccàànngg  llààmm  cchhoo  bbààii  ttooáánn  ttrrởở  nnêênn  đđộộcc  đđááoo,,  đđẹẹpp  đđẽẽ  llạạ  kkỳỳ,,  đđòòii  
hhỏỏii  íítt  nnhhiiềềuu  ssựự  kkhhééoo  llééoo,,  ttiinnhh  ttếế  vvàà  mmộộtt  cchhúútt  mmaayy  mmắắnn  ccủủaa  nnggưườờii  ggiiảảii  bbààii  ttooáánn..  

BBààii  ttooáánn  9900..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
3 3 2 2

2 3

3 2 10 15 2 4 3 4 ,
;

6 17 1 19 97 72.

x y y x x y
x y

y y x x

      


    

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 1y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   
       

3 2 3 2

3 2 3 2

2 2

3 12 15 6 2 10 16 8

3 4 5 2 2 5 8 4

3 1 2 2 2 1

x x x y y y

x x x y y y

x x y y

      

       

     

Chú ý rằng        
2 2 1

2 2 1 0, 1 3 1 2 0
2

x
y y y x x

x


           

 Xét trường hợp 1x  thì phương trình thứ hai trở thành 26 17 1 6y y   . 

      Dễ thấy 26 17 1 6, 1 1y y y y       là nghiệm duy nhất, khi đó    ; 1;1x y  . 

 Xét trường hợp 2x  thì phương trình thứ hai viết lại

   2 36 17 1 19 97 72 0 0y y x x f x g y         . 

      Xét hàm số   319 97 72; 2f x x x x     ta có   257 97 0, 2f x x x      nên hàm số đồng biến. 

      Suy ra    2 30f x f  , hơn nữa   26 17 1 6g y y y    nên     36 0f x g y   . 

      Trường hợp này vô nghiệm. 

Kết luận hệ ban đầu có duy nhất nghiệm    ; 1;1x y  . 

Bài toán 91. Giải hệ phương trình 

 
 

2 2 3 2

2 2

2 2 1 4 3 1,

;
2 3 2 2 1 .

2

x y x y y y y y

x yx y
y x y x y x

          


 
      



 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2

2 3 0

2 1 0; 3

x y

x y y

  


    
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

       

 
     

       

22 2

2
22

2

22

2

2 2 1 3 2 3 1 1

2 2
2 3 1 1

2 1 3

2
2 3 1 1 1

2 1 3

x y y x y y y y

x y
x y y y y

x y y

x y y y y
x y y

          

 
       

   

 
        
     

Để ý rằng    
22 22 3 0 2 2 3 2 1 2 3 1 0x y x y x y x x x y x                  .
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Lại có 
2

2
3 0

2 1 3
y

x y y
  

   
nên từ (1) ta được    

2 1
1 1 0

1

y
y y

y

 
     

 Xét trường hợp      
2 22 0 3

1 ; 3; 1 , 3; 1
1 1

x y x
y x y

y y

    
         

    
. 

    Các cặp số trên không thỏa mãn 2 3x y  nên đều bị loại. 

 Xét trường hợp 1y  . Xuất phát  
 

2
2 2 20

2

x y
x y x y


     , dẫn đến 

 
 

2
22 2 2 2 2 22 2 1 1

2 2

x yx y
x y x x y x x y


           . 

    Mặt khác 2 21 2 3 0 2 3 2 2 1
2

x y
y y x y y x y x y x


             . 

    Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra, tức là 

 
2

1 0
1

0
1

2 3 0

x
x

x y
y

x y

  
 

   
   


Thử lại, kết luận hệ có nghiệm duy nhất kể trên. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
CCáácc  bbààii  ttooáánn  ttừừ  8888  đđếếnn  9900  ccáácc  pphhéépp  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ddiiễễnn  ttiiếếnn  tthhuuậậnn  llợợii,,  kkhhii  mmàà  đđáánnhh  ggiiáá  đđưượợcc  ddựựaa  ttrrêênn  bbốố  ttrríí  hhààmm  

ssốố  mmộộtt  bbiiếếnn     f x g y ..  PPhhéépp  đđáánnhh  ggiiáá  ccựựcc  ttrrịị  hhààmm  ssốố     f x g y llàà  ddễễ  ddàànngg,,  cchhỉỉ  ccầầnn  ssửử  ddụụnngg  ccáácc  pphhééoo  bbiiếếnn  

đđổổii  ttưươơnngg  đđưươơnngg  ––  pphhâânn  ttíícchh  nnhhâânn  ttửử  hhooặặcc  ccaaoo  hhơơnn  llàà  ccôônngg  ccụụ  đđạạoo  hhààmm  ––  hhààmm  ssốố  nnếếuu  ccầầnn  tthhiiếếtt..    

LLưưuu  ýý  nnhhỏỏ  llàà  đđơơnn  vvịị  QQ  qquuyyếếtt  đđịịnnhh  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccóó  ddạạnngg  tthhứứcc  2A B ,,  ttổổnngg  qquuáátt  2kA B ,,  ccụụ  tthhểể  

   

 

   

2

88 88

2
89 89

2

90 90

1

2 1 1 ; 0 2

1

1
1 ; 0

0

1
3 1 2 ; 0

2

x
Q x x Q

x

x
Q x x Q

x

x
Q x x Q

x


    





     


      

TTáácc  ggiiảả  xxââyy  ddựựnngg  llooạạtt  bbààii  ttooáánn  ccóó  đđạạii  llưượợnngg  nnhhạạyy  ccảảmm  nnààyy  đđểể  ccảảnnhh  ttỉỉnnhh  bbạạnn  đđọọcc  ttrrưườờnngg  hhợợpp  

2 0
0

0
k A

A B
B


   

TTấấtt  nnhhiiêênn  ccáácc  ttrrưườờnngg  hhợợpp  mmaayy  mmắắnn  llàà  nnggooạạii  llệệ  kkhhii  ttậậpp  nngghhiiệệmm  ccủủaa  cchhúúnngg  bbaaoo  hhààmm  nnhhaauu,,  vvíí  ddụụ  

   
2 1

1 2 0 2
2

x
x x x

x


        

  hhooặặcc     
2 3

3 2 0 2
2

y
y y y

y


      

..  

TTrroonngg  ttrrưườờnngg  hhợợpp  kkhhôônngg  bbaaoo  hhààmm  vvớớii  ttậậpp  nngghhiiệệmm  rrờờii  nnhhaauu,,  ccáácc  bbạạnn  ccầầnn  hhếếtt  ssứứcc  ttỉỉnnhh  ttááoo,,  ccẩẩnn  tthhậậnn  vvàà  llậậtt  đđii  llậậtt  llạạii,,  
bbăănn  kkhhooăănn  ssuuyy  nngghhĩĩ  ttììmm  ttòòii  đđếếnn  ccùùnngg..  MMặặcc  ddùù  cchhỉỉ  llàà  nnhhữữnngg  kkiiếếnn  tthhứứcc  rrấấtt  đđơơnn  ggiiảảnn,,  ccơơ  bbảảnn  nnhhưưnngg  rrấấtt  ddễễ  nnhhầầmm  llẫẫnn  vvàà  
tthhiiếếuu  ttrrưườờnngg  hhợợpp,,  ddẫẫnn  đđếếnn  ttiinnhh  tthhầầnn  bbààii  ttooáánn  bbịị  ttổổnn  hhạạii  nngghhiiêêmm  ttrrọọnngg  ddoo  đđôôii  kkhhii  mmấấtt  nngghhiiệệmm  hhaayy  nngghhiiệệmm  nnggooạạii  
llaaii……mmàà  ttrroonngg  qquuáá  ttrrììnnhh  ggiiảảii  ttooáánn,,  llààmm  vviiệệcc,,  kkểể  ccảả  ttrroonngg  ccuuộộcc  ssốốnngg  cchhúúnngg  ttaa  tthhưườờnngg  vvôô  ttììnnhh  nnggộộ  nnhhậậnn,,  kkểể  ccảả  vvôô  ttââmm  
qquuêênn  đđii  nnhhữữnngg  tthhứứ  tthhâânn  tthhưươơnngg  nnhhưư  tthhếế..  

              ĐĐáánngg  cchhúú  ýý  hhơơnn  ccảả  llàà  bbààii  ttooáánn  ssốố  9911,,  vvớớii  đđạạii  llưượợnngg  qquuyyếếtt  đđịịnnhh  cchhặặnn     
2

91 1 1Q y y   ,,  ttuuyy  nnhhiiêênn  pphhéépp  lliiêênn  

hhợợpp  tthhiiếếtt  llậậpp  đđạạii  llưượợnngg  nnààyy  llàà  bbấấtt  nnggờờ,,  đđộộcc  đđááoo  vvàà  ccầầnn  kkhhaaii  tthháácc  nnhhiiềềuu..  
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       

 
     

       

22 2

2
22

2

22

2

2 2 1 3 2 3 1 1

2 2
2 3 1 1

2 1 3

2
2 3 1 1 1

2 1 3

x y y x y y y y

x y
x y y y y

x y y

x y y y y
x y y

          

 
       

   

 
        
     

KKhhôônngg  ggiiốốnngg  ccáácc  bbààii  ttooáánn  ttrrưướớcc  tthhưườờnngg  ddẫẫnn  đđếếnn  2 2 0x y   ,,  nnhhưưnngg  xxuuii  xxẻẻoo  llàà  cchhoo  ddùù  nnhhưư  tthhếế  tthhìì  vvẫẫnn  cchhưưaa  ccóó  ggìì  

kkhhởởii  ssắắcc  ttrroonngg  llậậpp  lluuậậnn..  NNéétt  ttiinnhh  ttếế  tthhểể  hhiiệệnn  ởở  đđiiềềuu  mmàà  íítt  aaii  nnggờờ  ttớớii  

   
22 22 3 0 2 2 3 2 1 2 3 1 0x y x y x y x x x y x                  ..

HHơơnn  nnữữaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  hhệệ  qquuảả  ccũũnngg  đđưượợcc  tthhiiếếtt  llậậpp  tthheeoo  mmoottiipp  đđáánnhh  ggiiáá  llơơ  llửửnngg,,  đđòòii  hhỏỏii  ttổổnngg  hhòòaa  lliiêênn  hhệệ,,  pphhảảnn  bbiiệệnn  
vvàà  cchhíínnhh  xxáácc,,  ttừừnngg  bbưướớcc  ttiiệệmm  ccậậnn  đđáápp  ssốố  ccuuốốii  ccùùnngg..  

BBààii  ttooáánn  9922..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
 

2 2 2 2

2 2 2

3 2 4 2 4 7 6 1 ,
;

3 1 4 5 3 2 1 .

x y x y x y y x
x y

x x y x y x y

         


       

 . 

Lời giải 1. 

Điều kiện 
2 2

2 2

4 5 0;3 2 1 0

7 0;3 2 4 0

x y x y

x y x y

      


     
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

   

   

2 2 2 2 2

2
2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

3 2 4 7 2 3 7 6 1

2 3
2 3 7 6 1

3 2 4 7

1
2 3 7 6 1

3 2 4 7

x y x y x y x y y x

x y
x y x y y x

x y x y

x y x y y x
x y x y

           

 
       

    

 
        
      

Ta có 2

2 2

1
7 0

3 2 4 7
x y

x y x y
   

    
. 

Bên cạnh đó  
224 5 0 2 3 4 5 2 1 0x y x y x y x            , dẫn đến  2 0

6 1 0
1

y
y x

x


    

Xét trường hợp  
22 3

2 3 0 3 3
0 ; ;0 , ;02

2 20
0

xx y
y x y

y
y

        
                  

, loại vì 4 5 0x y   . 

Xét trường hợp  2 21 3 1 0 3 1 4 5 0x x x x y         . 

Nhận xét      
2 22 20 2x y x y x y      và áp dụng ,M M M  ta có

   2 2 2 2 2 2 23 2 1 2 1 2x y x y x x y x y x y            .

Kết hợp lại ta được  2 2 23 1 4 5 3 2 1x x y x y x y        . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi và chỉ khi 

4 5 0
1

1
0

x y
x

x y
y

x y

  


  
  
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Kết luận hệ phương trình đề bài có nghiệm duy nhất 1x y  . 

Lời giải 2. 

Điều kiện 
2 2

2 2

4 5 0;3 2 1 0

7 0;3 2 4 0

x y x y

x y x y

      


     
Xét trường hợp 1x   ta có 

 

 

 

2 2

2 2 2 2 2

22 2 2 2 2

1 3 1 0 3 1 4 5 0

3 1 4 5 3 2 1 3 2 1

00
1 1 1

2 3 2 1 1 0

x x x x y

x y x x y x y x y

x yx y
x x

x xy y x y x x y

        

           

   
       

         
Khi đó dấu đẳng thức xảy ra nên 0; 1 1x y x x y      . 

Xét trường hợp ngược lại, 1x   ta có    2 2 2 26 1 0 3 2 4 2 4 7 0y x x y x y x y           . 

Đặt  2 2 2 2 23 2 4 ; 7 , 0; 0 2 4 1x y a x y b a b x y a b              . Thu được 

   
        

2 2 2 2

2

1 0 0

0 1 0

0 2 3

a a b b a b a b b

a b a b a b b a b a b b

a b x y

        

            

     

 

Kết hợp đồng thời  
2

222 3
2 4 2 0 2 1 0 1 1

5 4 0

x y
x x x x x y

x y

  
           

  
. 

Vậy hệ phương trình ban đầu có nghiệm duy nhất kể trên. 

Bài toán 93. TTrríícchh  llưượợcc  ccââuu  88;;  TThhửử  ssứứcc  ttrrưướớcc  kkỳỳ  tthhii  ĐĐạạii  hhọọcc  22001155;;  ĐĐềề  ssốố  22;;  TTạạpp  cchhíí  TTooáánn  hhọọcc  vvàà  ttuuổổii  ttrrẻẻ,,  NNhhàà  xxuuấấtt  
bbảảnn  GGiiááoo  ddụụcc  VViiệệtt  NNaamm;;  SSốố  445500,,  TThháánngg  1122  nnăămm  22001144..  
TTáácc  ggiiảả  NNgguuyyễễnn  TTấấtt  TThhuu  ––  GGiiááoo  vviiêênn  TTrrưườờnngg  TTHHPPTT  CChhuuyyêênn  LLưươơnngg  TThhếế  VViinnhh;;  TTỉỉnnhh  ĐĐồồnngg  NNaaii.. 

GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
  

 
 

2 2

2
2 2

1 1 1,

;

1 1 8 14 17.

x x y y

x y

x y y x

     



       


 . 

Lời giải. 

Điều kiện 1y  .

Nhận xét 2 21, 1 0y y y y y        . Do đó phương trình thứ nhất tương đương với 

 2 2 2 2

2

1
1 1 1 1 1

1
x x y y y x x y

y y
           

 
. 

Khi hai vế cùng dấu ta có 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 1 1
2 2 1. 1

0 0

x y x y x y y x
y xy y x y x y

xy xy

      
         

  

Ngoài ra từ (1) ta lại có 
2 2

2 2

2 2 2 2

2 1 1
0 1 1

1 1 1 1

x y
y x x y

y xx y x y

 
        

     
. 

Do 2 2 1
1 1 1 0; 1 0 1x y y x y x

y x
           


. 



LÝ THUYẾT GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH CHỨA CĂN THỨC (PHẦN 8) 
_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
CREATED BY GIANG SƠN; GACMA1431988@GMAIL.COM                                                                                               TRUNG ĐOÀN HOÀNG SA; QUÂN ĐOÀN TĂNG THIẾT GIÁP 

67 

Phương trình thứ hai của hệ trở thành 
 

2

1
8 4 17y x

y x
   


. Đặt    2

1
; 0;1 8 4 17 2t y x t t

t
       .

Rõ ràng 
2 2

1 1
0 1 1;8 4 8 4 16 8 4 17t t t

t t
           , (2) vô nghiệm.

Kết luận hệ phương trình ban đầu vô nghiệm. 

BBààii  ttooáánn  9944..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

   
 

2 2 4 3

3 2 2

3 20 3 17 13 17 6 1,
;

2 1 6 17 5 2 2 .

x x y y x y
x y

y x y x

       


    

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 2 26 17 5 0;17 6 0x y y     . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

 

 

2 2 4 3

2
2 4 3

2

2 4 3

2

3 20 17 6 3 17 14 17 6 1

3 17 14
3 17 14 17 6 1

3 20 17 6

1
3 17 14 17 6 1

3 20 17 6

x y x y y x y

x y
x y y x y

x y

x y y x y
x y

        

 
      

  

 
       
    

Nhận thấy 

 
226 17 11 0 3 17 14 6 17 11 3 1 0x y x y x y x            . 

Lại có 4 3

2

01
17 6 0 1 0

13 20 17 6

x
y x y

yx y


           

 Xét  
0 14

0 ; 0;
17 14 0 17

x
x x y

y

  
         

, không thỏa mãn hệ. 

 Xét 31 2 1 1 0y y     và 2 2 26 17 5 6 12 0x y x     .

Hơn nữa      
2 22 2 24 1 0 4 8 4 0 6 12 2 4 4 2 2x x x x x x x             dẫn đến

   
22 2 26 17 5 6 12 2 2 2 2 2 2x y x x x x          . 

Kết hợp ta được      3 2 22 1 6 17 5 1. 2 2 2 2y x y x x       . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi dấu đẳng thức xảy ra, tức là 

1 0

2 0 1

1

x

x x y

y

 


    
 

. 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất kể trên. 

BBààii  ttooáánn  9955..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  

   

 
 

2 2 2 3 2

2 2 3 2

3 3 4 1 1 3 2 5,
;

2 3 1 2 3 5 4 3.

x y x y y y x y
x y

y x y x y x x x y x y xy

         


             

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2

2 2 2

;4 1

3 2 5 0;2 3 1 0

x y x y

x y x y

   


     
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 
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   

   

   

   

2 2 2 2 3

2 2 2 2 2 3

2
2 2 2 3

2 2

2 2 2 3

2 2

3 3 4 1 3 2 5 1

4 1 3 2 5 3 4 4 1 1

3 4
3 4 4 1 1

4 1 3 2 5

1
3 4 4 1 1

4 1 3 2 5

x y x y x y y y

x y x y x y x y y y

x y
x y x y y y

x y x y

x y x y y y
x y x y

        

            

 
       

    

 
        
      

Ta có  
222 3 5 0 3 4 2 3 5 1 0x y x y x y x            . 

Lại có  2 2 3

2 2

01
4 1 0 1 0

14 1 3 2 5

y
x y y y

yx y x y


              

 Xét trường hợp      
2

0
0 ; 2;0 , 2;0

4 0

y
y x y

x


    

 
, không thỏa mãn hệ. 

 Xét trường hợp 1y  , kết hợp
1 1

1

y x

x y y

  
 

  

Khi đó chú ý      
2 22 20 2x y x y x y      ta được

   

 

22 2 2 2 2

22 2

2 3 1 1 2

2 3 1 0

x y y x y x y

x y x y x y x y

       

         

     Ngoài ra 

 2 2 2

2 2 3 2 3 2 2

1 0 2 3 1

2 3 1 2 3 5

y y x y y x y y xy

y x y x y x x x y x x y xy

        

             

      Xét hiệu giữa hai vế phương trình thứ hai 

 

 

   

3 2 2

3 2 2

23

4 3

1 2 4 4

1 2 0, 1,

x x y xy x y xy

x x y xy x y

x x y x y

        

         

         

Như vậy phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi dấu đẳng thức xảy ra, tức là 
3 11; 2 0

1; 1; 1

xx x y

yx y x y

     
 

   

BBààii  ttooáánn  9966..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

   
 

32 2 2

2

2 4 3 4 7 4 5 1 ,
;

8 9 1 4 3 1 2 2 1 .

x y x y x y y
x y

y x y y x y x

        


        

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 2 24 3 0;4 5 0;8 9x y x y x y       . 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

     

 
   

32 2 2

2
32 2

2

2 4 3 2 5 4 5 4 5 1

2 4 5
4 5 4 5 1

4 3 2 5

x y y x y x y y

x y
x y x y y

x y y

         

 
       

  
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   
32 2

2

2
4 5 4 5 1

4 3 2 5
x y x y y

x y y

 
        
    

Ta có  
228 9 0 4 5 8 9 4 1 0x y x y x y x            . 

Kết hợp  
32

2

2
4 5 0 1 0 1

4 3 2 5
x y y y

x y y
        

  
. 

Rõ ràng    28 9 1 4 3 1 0, 1 2 2 1 0y x y y x y y x            . 

Lại có      
2 22 2 22 1 0 2 4 2 0 4 4 2 2 1 2 1x x x x x x x             nên

   

   

22 2

2

1 4 3 1 4 4 2 1 2 1 2 1

1 2 0 1 4 3 1 2 2 1

y x y x x x x

y y x y x

           

        

Ngoài ra    28 9 0 8 9 1 4 3 1 2 2 1y x y y x y y x y x            .

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi 
8 9 0 1

1 0; 1 1

x y x

x y y

    
 

    
Kết luận hệ phương trình đề bài có nghiệm duy nhất kể trên. 

BBààii  ttooáánn  9977..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
 

2 2

2 2 2

3 3 2 4 5 6 1 6,
;

2 2 5 5 2 1 2 .

x y x y y y x
x y

y x y x y y x y

         


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2 21

; 2; 3 3 0
2

6; 6

y x y x y

y x


     


    

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

   

   

2 2

2
2

2

2

2

3 3 6 2 2 3 6 1 6

2 3
2 2 3 6 1 6

3 3 6

1
2 3 2 6 1 6

3 3 6

x y y x y y y x

x y
x y y y x

x y y

x y y y x
x y y

          

 
       

   

 
        
     

Ta có    
222 0 2 3 2 2 1 0x y x y x y x            . 

Lại có 
2

1
2 6 0

3 3 6
y

x y y
  

   
 dẫn đến  

6
1 6 0

1

x
y x

y

 
     

Xét trường hợp 
2

6
6

6 33
2 3 0

2

x
x

x
yx y

   
    

    

(Loại vì không thỏa mãn hệ). 

Xét trường hợp  2 2 2 2 2

2 2

2 0

1 0 2 5 5 2 0 2 2 5 5 2 1 2

2 1

y x y

y x y x y x y x y y x y

y y y

   


              


  

. 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi và chỉ khi 1x y  . 



LÝ THUYẾT GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH CHỨA CĂN THỨC (PHẦN 8) 
_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
CREATED BY GIANG SƠN; GACMA1431988@GMAIL.COM                                                                                               TRUNG ĐOÀN HOÀNG SA; QUÂN ĐOÀN TĂNG THIẾT GIÁP 

70 

BBààii  ttooáánn  9988..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
 

2 2

2

2 2 5 6 3 10 8 1 ,
;

2 1 4 5 4 1 2 .

y x y x x y x
x y

y x y x y x

        


       

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2

4 5 0; 0

4 1 0

x y x

x y

   


  
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

   

   

2 2

2
2

2

2

2

2 2 5 8 3 2 3 8 1

2 3
3 2 3 8 1

2 2 5 8

2
2 3 3 8 1

2 2 5 8

y x x y x x y x

y x
y x x y x

y x x

y x x y x
y x x

         

 
      

   

 
       
     

Ta có nhận xét  
224 5 0 2 3 4 5 2 1 0x y y x x y y            . 

Lại có  
2

02
3 8 0 1 0

12 2 5 8

x
x y x

yy x x


            

 Xét trường hợp  
22

0
0 3 3

0 ; 0; , 0;3
2 22 3 0

2

x
x

x x y
yy x

     
                   

; không thỏa mãn. 

 Xét  1 2 1 0 2 1 4 5 0y y y x y         . 

        Ngoài ra  2 2 24 1 4 2 2 1 4 5 4 1 2x y x x y x y x y x            . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra, tức là 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  9999..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
2 2 2 24 3 5 4 5 1 ,

;
6 7 6 7 2 1.

x y x y x x y
x y

x y x y y y x x

       


          

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
24 0; 1

6 7;6 7

x y x

x y y x

   


   
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

   

   

2 2 2 2 2

2
2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

4 4 3 4 4 5 1

3 4
3 4 4 5 1

4 4

1
3 4 4 5 1

4 4

x y x x y x x y

x y
x y x x y

x y x

x y x x y
x y x

        

 
      

  

 
       
    

Nhận xét  
226 7 0 3 4 6 7 3 1 0x y x y x y x            . 

Lại có  2 2

2 2

01
4 0 5 1 0

14 4

x
x x y

yx y x


           
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 Xét
2

0 0
0

43 4 0

x x
x

yx y

  
   

   
 (Không thỏa mãn điều kiện). 

 Xét 1 0 6 7 6 6 1 1y y y x y y x x           . 

 Ngoài ra 
6 7

7 7 14 2
6 7

x y
x y x y

y x

 
     

 
 và 6 7 0x y   . 

    Kết hợp ta có 6 7 6 7 2 1x y x y y y x x          . 

    Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi và chỉ khi 

6 7 0
1

2
1

1

x y
x

x y
y

y

  


   
 

Kết luận hệ phương trình có duy nhất nghiệm. 

BBààii  ttooáánn  110000..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
 

2 2 2 3

2 2

3 5 3 2 3 1 ,
;

2 3 2 1 2 3 2.

x x y x y x y x y
x y

x y y x y x y

          


        

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 

2 3 5 0

2 3

2 3

x x y

x y

x y

    


 
  

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

   

   

2 2 2 3

2
2 2 3

2

2 2 3

2

3 5 2 3 2 2 3 1

2
2 2 3 1

3 5 2 3

1
2 2 3 1

3 5 2 3

x x y x y x y x y x y

x y
x y x y x y

x x y x y

x y x y x y
x x y x y

            

 
       

     

 
        
       

Ta nhận xét  
222 3 0 2 2 3 1 0x y x y x y x            . 

Lại có 
2

1
2 3 0

3 5 2 3
x y

x x y x y
   

     
dẫn đến  2 3 0

1 0
1

x
x y

y


    

 Nếu
2

0 0
0

22 0

x x
x

yx y

  
   

   
 (Không thỏa mãn hệ ban đầu). 

 Nếu  1 2 1 0 2 3 2 1 2 3 0y y x y y x y            . 

      Ta có  
2 3

3 6 2
2 3

x y
x y x y

x y

 
     

 
. 

Ngoài ra      
2 22 2 2 2 2 20 2 2 4 2x y x y xy x y x y x y             .

    Vậy   2 22 3 2 1 2 3 22x y y x y x y         . 

    Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi 
2 2 3

1
; 1

x y x y
x y

x y y

   
  

 
, nghiệm duy nhất. 

NNhhậậnn  xxéétt..  
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CCáácc  bbààii  ttooáánn  ttừừ  8888  đđếếnn  110000  kkhhôônngg  nnằằmm  nnggooààii  pphhạạmm  vvii  llớớpp  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ssửử  ddụụnngg  ttổổnngg  hhòòaa  đđáánnhh  ggiiáá  ––  hhààmm  ssốố  vvớớii  
đđiiềềuu  kkiiệệnn  ttiiêênn  qquuyyếếtt  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  mmộộtt  bbiiếếnn  tthhôônngg  qquuaa  đđạạii  llưượợnngg  lliiêênn  hhợợpp,,  ddùù  rrằằnngg  mmứứcc  đđộộ  ccòònn  ddừừnngg  llạạii  đđơơnn  

ggiiảảnn  vvớớii  mmộộtt  ẩẩnn  mmàà  tthhôôii..  BBììnnhh  tthhưườờnngg  ccáácc  bbààii  ttooáánn  ttrrưướớcc  đđóó  cchhúúnngg  ttaa  bbiiếếnn  đđổổii  vvềề  ddạạnngg       ; ; ;f x y A x y g x y   ..

SSaauu  đđóó  ddùùnngg  đđặặcc  ttíínnhh  

 

 

 

; 0

; 0

; 0

A x y

f x y

g x y









vvớớii  mmọọii  ggiiáá  ttrrịị  ;x y   tthhuuộộcc  ttậậpp  xxáácc  đđịịnnhh  DD,,   ;A x y tthhưườờnngg  llàà  ddạạnngg  ccăănn  tthhứứcc..  

TTừừ  bbààii  ttooáánn  ssốố  9911  ttrrởở  đđii,,  mmọọii  tthhứứ  kkhhôônngg  ccòònn  đđơơnn  tthhuuầầnn  nnữữaa,,  mmàà  ddựựaa  ttrrêênn  kkếếtt  hhợợpp  hhààii  hhòòaa  ccáácc  đđạạii  llưượợnngg  kkhhôônngg  ââmm  

ddựựaa  ttrrêênn  đđiiềềuu  kkiiệệnn  xxáácc  đđịịnnhhDD,,  vvớớii  vvăănn  pphhoonngg  
   

   

; ;

; ;

f x y U h x y

g x y V k x y

 


 

TTrroonngg  đđóó  UU,,  VV  llàà  bbiiểểuu  tthhứứcc  kkhhôônngg  ââmm  bbấấtt  kkỳỳ,,  ccòònn     ; ; ;h x y k x y kkhhôônngg  ââmm  vvớớii  mmọọii  ggiiáá  ttrrịị ;x y D ..  CCáácc  bbạạnn  đđộộcc  

ggiiảả  ddễễ  tthhấấyy  rrấấtt  kkhhóó  kkhhăănn  hhơơnn  kkhhii  đđềề  bbààii  ssửử  ddụụnngg  hhệệ  ssốố  ttuuyyếếnn  ttíínnhh  cchhee  ggiiấấuu  đđii  bbảảnn  cchhấấtt    

   

   
 1 1

2 2

; ;
; 0; 0

; ;
i i

f x y mU n h x y
m n

g x y m V n k x y

 
 

 
..  

CCáácc  bbạạnn  llưưuu  ýý  vvớớii  bbiiếếnn  đđổổii       ; ; ;f x y A x y g x y   ,,  vvaaii  ttrròò  ccủủaa     ; , ;g x y g x y kkhhôônngg  bbììnnhh  đđẳẳnngg,,  ttạạmm  tthhờờii

cchhúúnngg  ttaa  xxéétt  ttrrưườờnngg  hhợợpp  ;g x y Q ,,  đđơơnn  vvịị  qquuyyếếtt  đđịịnnhh  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  mmộộtt  bbiiếếnn..      

CCóó  tthhểể  llấấyy  ccáácc  đđiiểểnn  hhììnnhh  vvớớii  UU;;VV  vvàà  đđạạii  llưượợnngg  qquuyyếếtt  đđịịnnhh  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  QQ  nnhhưư  ssaauu  

 BBààii  ttooáánn  9911..   

     

   

2
91

2
92 91 91 91

2

91 91

2 1

; 2 3 ; ; 2 0

; 1 1

U x x

h x y x y f x y U h x y x y

Q g x y y y

   


         


   

..  

HHệệ  ssốố  ttuuyyếếnn  ttíínnhh  11;;11..  

 BBààii  ttooáánn  9922..  

 

 

   

   

2

92

2
92 92 92 92

2
92 91

2 1

; 4 5 ; ; 2 3 0

; 6 1

U x

h x y x y f x y U h x y x y

Q g x y y x

  


         


  

..  

HHệệ  ssốố  ttuuyyếếnn  ttíínnhh  22;;11..  

 BBààii  ttooáánn  9944..  

 

 

 

   

2

94

2
94 94 94 94

4 3
94 94

3 1

; 6 17 11 ; ; 3 17 14 0

; 1

U x

h x y x y f x y U h x y x y

Q g x y x y

  


         


  

..  

HHệệ  ssốố  ttuuyyếếnn  ttíínnhh  33;;11..  

 BBààii  ttooáánn  9955..  

 

 

   
   

2

95

2
95 95 95 95

2 3
95 95

1

; 2 3 5 ; ; 3 4 0

; 1

U x

h x y x y f x y U h x y x y

Q g x y y y

  


         


  

..  

HHệệ  ssốố  ttuuyyếếnn  ttíínnhh  11;;11..  

 BBààii  ttooáánn  9966..  

 

 

   

   

2

96

2
96 96 96 96

3

96 96

4 1

; 8 9 ; ; 4 5 0

; 1

U x

h x y x y f x y U h x y x y

Q g x y y

  


         


  

..  

HHệệ  ssốố  ttuuyyếếnn  ttíínnhh  44;;11..  
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CCáácc  bbààii  ttooáánn  ttiiếếpp  tthheeoo  ttưươơnngg  ttựự..  TTrrêênn  đđââyy  ttáácc  ggiiảả  đđãã  llấấyy  ttrrưườờnngg  hhợợpp  đđơơnn  ggiiảảnn  nnhhấấtt  nngghhiiệệmm  1x y  ,,  llựựaa  cchhọọnn  bbììnnhh  

pphhưươơnngg   
2

1U x  vvàà  gghhéépp  tthhêêmm  hhệệ  ssốố  ttuuyyếếnn  ttíínnhh,,  cchhưưaa  đđảả  đđộộnngg  ttớớii   ;h x y ,,  ttạạmm  tthhờờii   ;h x y llàà  cchhíínnhh  bbằằnngg  mmộộtt  

ttrroonngg  ccáácc  bbiiểểuu  tthhứứcc  ddưướớii  ccăănn  bbậậcc  hhaaii  ccủủaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii..  VVềề  mmặặtt  tthhẩẩmm  mmỹỹ,,  ccáácc  hhệệ  ssốố  ttuuyyếếnn  ttíínnhh  ;i im n nnààyy  vvừừaa  

ggiiấấuu  đđii  bbảảnn  cchhấấtt  lliiêênn  hhợợpp  bbaann  đđầầuu,,  vvừừaa  ggiiảảmm  tthhiiểểuu  ssựự  ccồồnngg  kkềềnnhh,,  ttạạoo  rraa  ssựự  ggọọnn  ggàànngg,,  đđẹẹpp  mmắắtt  cchhoo   ;f x y   ccũũnngg  

nnhhưư  ttooàànn  bbộộ  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh..  
CChhúúnngg  ttaa  hhooàànn  ttooàànn  ccóó  tthhểể  đđààoo  ssââuu,,  ccảảii  ttiiếếnn,,  pphhứứcc  ttạạpp  hhóóaa  bbằằnngg  ccáácchh  tthhaayy  đđổổii  nngghhiiệệmm  bbààii  ttooáánn  vvàà  ccáácc  hhệệ  ssốố  ttuuyyếếnn  

ttíínnhh  ;i im n ,,  ccũũnngg  nnhhưư   ;h x y kkhhôônngg  ccòònn  llàà  mmộộtt  ttrroonngg  ccáácc  ccăănn  tthhứứcc  nnữữaa,,  nnóó  đđưượợcc  tthhaayy  tthhếế  bbởởii  ssựự  llồồnngg  gghhéépp  hhệệ  ssốố  

ttuuyyếếnn  ttíínnhh  vvớớii  ccáácc  bbiiểểuu  tthhứứcc  ddưướớii  ddấấuu  ccăănn,,  kkhhii  đđóó  hhệệ  bbaann  đđầầuu  ssẽẽ  cchhứứaa  nnhhiiềềuu  ddấấuu  ccăănn,,  đđặặtt  ẩẩnn  pphhụụ  bbịị  vvôô  hhiiệệuu  hhóóaa  mmặặcc  
ddùù  cchhúúnngg  ccóó  mmốốii  lliiêênn  hhệệ  vvớớii  nnhhaauu,,  ttiiếếcc  rrằằnngg  đđóó  llàà  mmốốii  lliiêênn  hhệệ  ttuuyyếếnn  ttíínnhh  mmàà  kkhhôônngg  pphhảảii  aaii  aaii  ccũũnngg  ddễễ  ddàànngg  nnhhậậnn  rraa..  

BBààii  ttooáánn  110011..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
2 2 33 3 4 3 1 ,

;
2 2 3 1 2.

x y x y x y
x y

x y y x y y

       


        

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2 3 0; 3; 2 3 0

3 0; 1

x y x x y

x y y

       


    
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

 

 

2 2 3

2
2 3

2

2 3

2

3 2 3 4 3 1

3 4
3 4 3 1

3 2

1
3 4 3 1

3 2

x y x y x y

x y
x y x y

x y

x y x y
x y

       

 
      

 

 
       
   

Ta nhận xét        
2 22 3 4 1 2 3 5 1 2 2 3 0x y x x y x x y x y                . 

Hơn nữa 3

2

1
3 0 1 0 1

3 2
x y y

x y
       

 
. 

Khi đó 
2 3 0

1 2 2 3 1 2
1 2

y x y
y x y y x y y

y

   
          

 

. 

Phương trình thứ hai có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra tức là 

2 33 4 1 0
1

1
1

2 2 3 0

x y y
x

y
y

x y x y

     


  
      

Thử lại, kết luận hệ có nghiệm duy nhất. 
NNhhậậnn  xxéétt..  

BBààii  ttooáánn  ssốố  110011  mmởở  mmàànn  cchhiiếếnn  ddịịcchh  hhệệ  ssốố  ttuuyyếếnn  ttíínnhh  11;;11;;11  vvớớii  bbììnnhh  pphhưươơnngg   
2

1x  ccáácc  bbiiểểuu  tthhứứcc  ddưướớii  ddấấuu  ccăănn,,  ttấấtt  

nnhhiiêênn  ttạạmm  ddừừnngg  cchhâânn  ttạạii  pphhéépp  lliiêênn  hhợợpp  mmộộtt  ccăănn  tthhứứcc  vvớớii  hhằằnngg  ssốố,,  đđồồnngg  nngghhĩĩaa  đđạạii  llưượợnngg    2; 3 4f x y x y   llộộ  lliiễễuu  

nnggààyy  ttạạii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt  ccủủaa  hhệệ..  CCụụ  tthhểể    

     

             

2

101 1 2

1 1 1

2 2 2

1 ; ; 2; ; 2 3

1

; 1 2 3 5 1 2 2 3 0 ; 3 4

U x h x y x y h x y x y

m n p

f x y x x y x x y x y f x y x y

        


  

                  



LÝ THUYẾT GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH CHỨA CĂN THỨC (PHẦN 8) 
_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
CREATED BY GIANG SƠN; GACMA1431988@GMAIL.COM                                                                                               TRUNG ĐOÀN HOÀNG SA; QUÂN ĐOÀN TĂNG THIẾT GIÁP 

74 

NNggooààii  rraa  ccáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  llựựaa  cchhọọnn  hhệệ  ssốố  ttuuyyếếnn  ttíínnhh  kkiiểểuu  kkhháácc,,  đđảảmm  bbảảoo  hhệệ  ssốố  cchhứứaa  xx  ((hhooặặcc  hhệệ  ssốố  cchhứứaa  yy))  ccủủaa  đđạạii  

llưượợnngg  ;f x y ssuuyy  bbiiếếnn  bbằằnngg  00,,   ;f x y   ssẽẽ  llậậpp  ttứứcc  ttrrởở  nnêênn  nnhhỏỏ  nnhhắắnn,,  xxiinnhh  ttưươơii..    

     

           

 

2

101 1 2

1 1 1

2 2

2

1 ; ; 2; ; 2 3

2; 1; 3

; 2 1 4 7 11 2 1 2 3 2 3 0

; 2 7 9

U x h x y x y h x y x y

m n p

f x y x x y x x y x y

f x y x y

        


  

              

   

 

TThhậậmm  cchhíí  tthhaayy  đđổổii  UU  nnếếuu  mmuuốốnn  hhệệ  ssốố  kkhhôônngg  cchhứứaa  yy  

     

             

2

101 1 2

1 1 1

2 2 2

1 ; ; 2; ; 2 3

2; 2; 1

; 2 1 3 4 7 2 1 2 2 2 3 0 ; 2 3 5

U y h x y x y h x y x y

m n p

f x y y x y y x y x y f x y y x

        


  

                  

NNhhưưnngg  ccáácc  bbạạnn  bbiiếếtt  kkhhôônngg,,  đđểể  ccóó  tthhểể  ccóó  đđưượợcc  lliiêênn  kkếếtt  

       
2 22 3 4 1 2 3 5 1 2 2 3 0x y x x y x x y x y                ..  

CChhúúnngg  ttaa  ccầầnn  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ttiiêênn  qquuyyếếtt  nnhhưư  tthhếế  nnààoo,,  bbởởii  vvìì  ccááii  ggìì  hhệệ  qquuảả  ccũũnngg  ccầầnn  ssựự  ttổổ  cchhứứcc  vvàà  bbốố  ttrríí  ttừừ  ttrrưướớcc  đđóó..  
KKhhôônngg  qquuáá  kkhhóó  cchhỉỉ  ccầầnn  ccóó  ssựự  hhiiệệnn  ddiiệệnn  ccủủaa  ccáácc  bbiiểểuu  tthhứứcc  2; 2 3x y x y    ttrroonngg  ccăănn  tthhứứcc  bbậậcc  hhaaii  ttạạii  pphhưươơnngg  

ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii,,  hhooặặcc  cchhỉỉ  ccầầnn  ccăănn  tthhứứcc  bbậậcc  cchhẵẵnn  đđạạii  llooạạii  nnhhưư  64 2; 2 3x y x y    ssẽẽ  llààmm  mmấấtt  pphhưươơnngg  hhưướớnngg  đđặặtt  ẩẩnn  

pphhụụ  ccủủaa  đđaa  ssốố  ccáácc  bbạạnn  qquueenn  vvớớii  tthhủủ  pphháápp  nnààyy..  

BBààii  ttooáánn  110022..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 
 

 
2 2 22 3 1 ,

;
3 4 3 2 2 2 1 1.

y x y x y
x y

x y y x y y

      


        

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2 1

0;
2

2 0; 3 4

y x y

x y x y


  


     

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

 

 

2 2 2

2
2 2

2

2 2

2

2 2 2 1

2
2 2 1

2

1
2 2 1

2

y x y x y

y x
y x y

y x

y x y
y x

      

 
     

 

 
      
   

Nhận xét        
2 222 2 4 2 1 2 4 6 2 1 3 4 2 0y x y x y y x y x y                . 

Do đó 2 2 0y x   , lại có 2

2

11
2 0 1 0

12

y
y

yy x


          

Kết hợp với  
3 2 01

1 3 4 3 2 2 2 1 1
2 2 1 1

y
y y x y y x y y

y

 
             

 
. 

Vì vậy phương trình thứ hai của hệ có nghiệ khi 
1

1
3 4 2 0

y
x y

x y x y


  

     
. 

Kết luận hệ có nghiệm duy nhất. 
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BBààii  ttooáánn  110033..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
 

2 2

2 1 2 1 4 1 2,
;

4 5 4 3 1 4 5 1.

y x y x x y x y
x y

y x y y x x y y

         


         

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2;2 1 0; 4 5 0

4 1 0; 4 5 0

x y x y y x

x y x y

       


     
Phương trình thứ hai tương đương với 

 

 

2 2

2
2

2

4 5 4 5 4 3 4 5 1

4 3
4 3 4 5 1

4 5 4 5

y x x y y y x x y y

y y x
y y x x y y

y x x y

           

 
       

    

 2

2

1
4 3 4 5 1

4 5 4 5
y y x x y y

y x x y

 
        
      

. 

Nhận xét        
2 22 4 3 1 3 2 1 1 2 1 0y y x y x y y x y x y               . 

Hơn nữa 
2

1
4 5 0 1 0 1

4 5 4 5
x y y y

y x x y
        

    
. 

Khi đó ta có  

 

 

1 2 1 0 2 1 2 1 0

2 1 2 1 4 1 4 2

x y x x y x y x x y

y x y x x y x y

            

          

Phương trình thứ nhất của hệ có nghiệm khi 
; 1

1
2 1 0

x y y
x y

x y x y

 
  

    
. 

Kết luận bài toán có nghiệm duy nhất kể trên. 

BBààii  ttooáánn  110044..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
 

32 2

3 3

2 2 7 2 5 9 2 7 3 1 ,
;

2 1 2 3 3 2.

x y x y y y
x y

x x y y x y y

       


       

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 

2

3

2 7 0;2 7 0

2 3 0;

3 0

x y y

x y x y

y

    


   
  

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

     

 
   

   

32 2

2
32

2

32

2

2 2 7 2 7 2 5 7 2 7 3 1

2 2 5 9
2 5 7 2 7 3 1

2 7 2 7

2
2 5 9 2 7 3 1

2 7 2 7

x y y x y y y

x y
x y y y

x y y

x y y y
x y y

        

 
      

  

 
       
    

Nhận xét    
222 5 7 2 1 3 2 3 0x y x x y x y          . 

Lại có  
3

2

2
2 7 0 3 1 0 1

2 7 2 7
y y y

x y y
       

  
. 
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Khi đó  3 3 3

3

1

1 2 1 0 2 1 2 3 3 0 0 2 2

3 4

x y

y y x x y y x y y

y

 


               


 

. 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi và chỉ khi 2

1
1

2 7 2 7
1

2 3 0

y
x

x y y
y

x y x y




    
     

Thử lại kết luận hệ có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  110055..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
2 2 2 3

2

2 17 6 3 15 5 3 1,
;

2 2 1 2 1 1.

x y x y x y y
x y

x y xy x y x y

       


        

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 2 2

2

2; 2 1 0

2 1;17 6 0

15 5 3 0

x y x y

x y x y

x y

    


  


  
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

 
 

 

2 2 2 2 3

2

2 2 3

2 2

2 2 3

2 2

3 17 6 15 5 3 2 3 17 6 1

3 2 3
2 3 17 6 1

17 6 15 5 3

3
2 3 17 6 1

17 6 15 5 3

x y x y x y x y y

x y
x y x y y

x y x y

x y x y y
x y x y

         

 
      

   

 
       
     

Nhận xét      
222 3 3 2 2 1 2 1 0x y x y x y x           . 

Hơn nữa 2 3

2 2

3
17 6 0 1 0 1

17 6 15 5 3
x y y y

x y x y
       

   
. 

Kết hợp 
2

2 2 1 0
2 1 1 0

2 1 2 1 1

x y xy x y
x y x

x y

      
      

   

Dẫn đến 22 2 1 2 1 1x y xy x y x y        . Phương trình thứ hai có nghiệm khi 1x y  . 

Thử lại kết luận hệ có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  110066..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
    

 
2 2 2 2

2 4 3 2

3 4 2 4 7 2 1 1 ,
;

2 3 3 1 1 .

x y x y x x y
x y

y x y x x y x

         


        

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2

4 3 2

2 3; 1

1 0;3 4 0

x y x

x y x y

   


     
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 
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    

    

    

2 2 2 2 2

2
2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

3 4 7 2 3 7 2 1 1

2 3
2 3 7 2 1 1

3 4 7

1
2 3 7 2 1 1

3 4 7

x y x x y x x y

x y
x y x x y

x y x

x y x x y
x y x

          

 
       

   

 
        
     

Nhận xét  
22 22 3 1 1 2 3 0x y x x x y          . 

Lại có   2 2

2 2

1
7 0 2 1 1 0

3 4 7
x x y

x y x
      

   
. 

Vì 2 2

4 3 4 2

2 3 0
1 0 2 1 0 1 0 1

1

y x y
x x y y

x y x x

   
           

   

Dẫn đến 2 4 3 22 3 3 1 1y x y x x y x        . 

Phương trình thứ hai có nghiệm khi dấu đẳng thức xảy ra tức là 
2

3

2 3 1 0 1

11; 1 0

x y x x

yy x

      
 

   
Thử lại kết luận hệ có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  110077..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
2 2 2

3 2 3

3 3 3 2 1 1 ,
;

5 2 1 1 .

x y x y x x y
x y

x y y x x y x

        


        

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 

2 2

2 3

2 3 2 3

3 3 3 3

2 1 0; 1 0 2 0; 1

2 0; 1 0 1 0

x y x y

x x x y x

x y x y x y

     
 

         
         

 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

   

   

2 2 2 2

2
2 2

2 2

2 2

2 2

3 3 2 1 2 2 1 1

2
2 2 1 1

3 3 2 1

1
2 2 1 1

3 3 2 1

x y x x y x x y

x y
x y x x y

x y x

x y x x y
x y x

         

 
      

   

 
       
     

Nhận xét    
221 2 1 2 1 0x x y x x y x            . 

Hơn nữa  2

2 2

1
1; 2 1 0 1 0 1

3 3 2 1
x x x y y

x y x
        

   
. 

Dẫn đến 
3

3 2 3

2 3 2

1 0
5 2 1 1

1

y x
x y y x x y x

x y x x

  
        

   

. 

Do đó phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi 
2 2 2 0

1
1 0; 1

x y x y
x y

x y

      
  

  
 

Kết luận hệ phương trình có nghiệm duy nhất kể trên. 
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NNhhậậnn  xxéétt..  

BBààii  ttooáánn  ssốố  110077  cchhúúnngg  ttaa  ccóó       
221 ; 2 1 2 1 0x f x y x y x x y x             ..  

RRõõ  rràànngg  ttrrêênn  đđââyy  ccóó  ssửử  ddụụnngg       
2

1 21 ; ; 2; ; 1U x h x y x y h x y x       ,,  ttrroonngg  đđóó   1 ;h x y llàà  bbiiểểuu  tthhứứcc  ddưướớii  

ccăănn,,  ccòònn  đđạạii  llưượợnngg   2 ; 1h x y x  ttừừ  ttrrêênn  ttrrờờii  rrơơii  xxuuốốnngg,,  ccũũnngg  kkhhôônngg  ââmm  đđấấyy  cchhứứ  nnhhưưnngg  mmàà  kkhhaaii  qquuậậtt  đđưượợcc  nnóó  rraa  

vvôô  ccùùnngg  kkhhóó  kkhhăănn..  ĐĐểể  ttựự  nnhhiiêênn  hhơơnn  ccáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  xxửử  llýý  tthheeoo  pphhưươơnngg  áánn  ssaauu  

   2 22 2 1 2x y x x x y x x x y              vvớớii  
 

 

1 0; 1

; 2

U x x x

h x y x y

    


  

BBààii  ttooáánn  110088..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
2 2 3

2

2 3 2 4 5 1 ,
;

4 1 2 3 2 .

x y x y x y
x y

x x x y x y x y x

      


         

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2

2

2 0;2 3 0

1; 2 0

x y x y

x x y x y

     


    
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

   

   

2 2 3

2
2 3

2

2 3

2

2 3 2 3 3 5 1

2 3
2 3 3 5 1

2 3

1
2 3 3 5 1

2 3

x y x y x y

x y
x y x y

x y

x y x y
x y

      

 
     

 

 
      
   

Nhận xét  21 2 3 2 1 2 3 0x x y x x x y          . 

Lại có 
 3

3

2

5 1 01
1; 3 0 1 1

2 3 1

x y
x y y

x y x

  
       

  
. 

Khi đó 
2 2

2 3 01

1 2 1 1 2 .

x x yx

y x y x y x x

    
 

        

nên 24 1 2 3 2x x x y x y x y x         . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi 
1 2 3 0

1
1

x x y
x y

x y

    
  

 
. 

BBààii  ttooáánn  110099..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
 

2 2 2 2 2 3

2 2 3

2 3 2 2 1 ,
;

1 2 1 3 2 1.

x y x y y x y
x y

y y x y x y y

        


       

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
 2

22

0 11 0

2 12 1 0

y xy x

y xy x

     
 

    

Xét trường hợp 
   2 2 2 23 2 2 1 3 2 2 1

0
01 2 1

x x x x x x
y x

xx

         
     

   

. 

Xét trường hợp 1x   thì phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 
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 

 

 

 

2 2 2 2 2 3

2 2 2 2 2 2 3

2 2
2 2 2 3

2 2 2

2 2 2 3

2 2 2

2 3 2 2 1

2 2 2 2 2 1

2
2 2 2 1

2 2

1
2 2 2 1

2 2

x y x y y y x

x y y x y y y x

x y
x y y y x

x y y

x y y y x
x y y

       

          

 
       

  

 
        
    

Nhận xét   1 3 1 0x x x     , suy ra      2 2 2 2 22 2 3 2 1 3 1 2 1 0x y x x y x x x y x               .

Khi đó kết hợp 2 3 3

2 2 2

1
2 0 2 1 0 2 1 1 1

2 2
y y x y x y

x y y
            

  
. 

Ta có ngay  2 21 2 1 0y y x y x     . 

Xét hàm số    3 23 2 ; 1 9 2 0, 1f y y y y f y y y         , hàm số liên tục và đồng biến trên  1; .

Khảo sát sự biến thiên thu được      2 2 3

1

1 1 1 2 1 3 2 1
y

Min f y f y y x y x y y


          .

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi và chỉ khi 

2 2

2

2

1; 1 1

2 1 0

x y

x y x y

y x

  


    
   

. 

Thử lại, kết luận hệ có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  111100..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
2 2 2 2 2 2 3

2 2 2

2 3 2 3 6 3 2 5 ,
;

2 1 3 3 2 5 2 2 1 1 .

x x y x x y y x y
x y

y x y x x x y x

         


          

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 

2 2 2

2 2

2

3 0; 1

3 2 5 0;3 2 5 0

2 2 1 0

x y x x

y x y x

x x y

    


     
    

. 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

 

 

2 2 2

2 2 2 2 2 2 3 2

2 2
2 2 2 3 2

2 2 2

2 2 2 3 2

2 2 2

2 1 3 3 2 5 2 2 1 1

2 2 6 3 2 5 2 3 5 3 2 5

2 3 5
2 3 5 3 2 5

2 2 6 3 2 5

1
2 3 5 3 2 5

2 2 6 3 2 5

y x y x x x y x

x x y y x x y y x y x

x y
x y y x y x

x x y y x

x y y x y x
x x y y x

         

           

 
       

    

 
        
      

Nhận xét    2 2 21
2 1 0 2 3 5 2 1 3 2 5 0

1

x
x x x y x x y x

x


             

. 

Từ đó kết hợp 2 3 2 3 2

2 2 2

1
3 2 5 0 0 1 1

2 2 6 3 2 5
y x y x y x y

x x y y x
           

    
. 
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Khi đó 
2

2 2

2 1 0
1

2 2 1 2 1 1

y x
y

x x y x x x

  
  

       

Suy ra 2 2 22 1 3 3 2 5 2 2 1 1y x y x x x y x          . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi 
2 2

2 2

1 3 2 5 0 1

11;2 3 5 0

x y x x

yy x y

      
 

    
Thử lại, kết luận hệ có nghiệm duy nhất kể trên. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
TThheeoo  llốốii  mmòònn,,  cchhúúnngg  ttaa  vvẫẫnn  cchhủủ  đđạạoo  ccôônngg  pphháá  mmộộtt  ttrroonngg  hhaaii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh,,  ttììmm  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  mmộộtt  bbiiếếnn  tthheeoo  bbiiếếnn  ccòònn  
llạạii  vvớớii  ssựự  llưưuu  ttââmm  ssáátt  ssaaoo  đđiiềềuu  kkiiệệnn  xxáácc  đđịịnnhh..  KKhhôônngg  ggiiốốnngg  nnhhưư  nnhhữữnngg  bbààii  ttooáánn  ttrrưướớcc,,  bbààii  ttooáánn  ssốố  111100  ccóó  đđiiềềuu  kkiiệệnn  

xxáácc  đđịịnnhh  pphhứứcc  ttạạpp  hhơơnn,,  kkhhii  mmàà  bbiiếếnn  xx  ccóó  ttậậpp  ggiiáá  ttrrịị  nnằằmm  ttrrêênn  hhaaii  kkhhooảảnngg  rrờờii  nnhhaauu  llàà     ; 1 1;x     ..

TTaa  tthhấấyy       0
x p

x p x q p q
x q


     

..  NNhhưư  vvậậyy      0, ; ;
x m

x p x q p q m n
x n


      

..

NNggooààii  rraa  ccóó  tthhểể  llựựaa  cchhọọnn  tthheeoo  ccáácchh  kkhháácc  nnhhưư  ssaauu  

       22 2 2 2 2 2 22 3 5 1 2 1 3 2 5 1 1 3 2 5x y x x x y x x x y x                 ..

BBààii  ttooáánn  111111..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
 

2 2 2 2 3

2 2 2

3 4 3 6 3 5 1,
;

2 2 4 5 1 .

x y y x y y y x
x y

x y x y x y x y

         


          

 . 

Lời giải. 
Điều kiện các căn thức xác định. Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

 

 

2 2 2 2 3

2 2
2 2 3

2 2

2 2 3

2 2

3 4 3 5 3 5 3 5 1

3 5
3 5 3 5 1

3 4 3 5

1
3 5 3 5 1

3 4 3 5

x y y y x y y y x

x y y
x y y y x

x y y y

x y y y x
x y y y

          

  
       

   

 
        
     

Ta có    
2 22 2 2 2 2 23 5 2 1 4 7 2 1 2 4 5 0x y y x x y x y x x y y x                   . 

Lại có 3

2 2

1
3 5 0 1 0 1

3 4 3 5
y x x

x y y y
       

   
. 

Lúc đó 
 

 
2

2 2 2

2 2

2 4 5 0
2 2 4 5 1

1

x y x
x y x y x y x y

y x y y y

    
          

    

. 

Do đó phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi 
2 2

1 1

14 5 2 0

x x

yy x x y

  
 

      
Kết luận hệ phương trình ban đầu có nghiệm duy nhất. 

BBààii  ttooáánn  111122..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
 

3 33 3 2 2 4 1 0,
;

2 2 3 2 1 2 0.

x y x y y
x y

x x y x y y x y

       


        

 . 

Lời giải. 



LÝ THUYẾT GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH CHỨA CĂN THỨC (PHẦN 8) 
_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
CREATED BY GIANG SƠN; GACMA1431988@GMAIL.COM                                                                                               TRUNG ĐOÀN HOÀNG SA; QUÂN ĐOÀN TĂNG THIẾT GIÁP 

81 

Điều kiện 

3

3
3 3 0; 0

0; 3 3 0
0;2 3 0

2 3 0; 2 0
2 0

x y y
x y x y

x y x y
x y x y

x y

    
     

      
        

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

 

3 3

3 3

3 3 2 2 3 2 1 0

3 3 2 2 3 1

x y x y y y

x y y x y y y

       

        

 

 

3
3

3

3

3

2 3
2 2 3 1

3 3

1
2 3 2 1

3 3

x y
x y y y

x y y

x y y y
x y y

 
     

  

 
      
    

Nhận xét    
23 3 2 1 2 0, 0x x x x x        nên    3 32 3 3 2 2 3 2 0x y x x x y x y            . 

Lại có 
3

1
2 0 1 0 1 1

3 3
y y y y

x y y
        

  
. 

Với 
 

 
2 01

2 2 3 2 1 2 0
1 2 1 2 0

x x yx y
x x y x y y x y

y y x y

    
           

     

. 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi 
0 1

2 3 2 0 1

x y x

x y x y y

   
 

       
Thử lại, kết luận hệ phương trình có nghiệm duy nhất 1x y  . 

NNhhậậnn  xxéétt..  
SSaauu  mmộộtt  tthhờờii  ggiiaann  ddààii  ggiiaaoo  ttrraannhh,,  pphhưươơnngg  áánn  ssửử  ddụụnngg  cchhiiếếnn  tthhuuậậtt  dduu  kkíícchh  tthhuuầầnn  ttúúyy  ddọọcc  tthheeoo  cchhiiếếnn  ttuuyyếếnn  9911  đđếếnn  111111  
cchhỉỉ  vvớớii  vvũũ  kkhhíí  hhạạnngg  nnhhẹẹ  ddạạnngg  nnhhịị  tthhứứcc  bbậậcc  nnhhấấtt  ––  ttaamm  tthhứứcc  bbậậcc  hhaaii,,  vvềề  ccơơ  bbảảnn  cchhúúnngg  ttaa  đđãã  xxửử  llýý  đđưượợcc  pphhầầnn  llớớnn  ccáácc  
đđơơnn  vvịị  ttrriinnhh  ssáátt,,  ttiiềềnn  ttiiêêuu  ccủủaa  đđịịcchh  qquuâânn..  TTuuyy  nnhhiiêênn,,  ccàànngg  đđii  ssââuu  vvààoo  cchhíínnhh  ddiiệệnn  ccuuộộcc  cchhiiếếnn,,  kkhhii  mmàà  ttììnnhh  hhììnnhh  pphhứứcc  
ttạạpp  hhơơnn  vvớớii  cchhiiếếnn  ttrraannhh  qquuyy  ưướớcc,,  vvớớii  ccáácc  tthhàànnhh  llũũyy  kkiiêênn  ccốố,,  ccạạmm  bbẫẫyy  ggiiăănngg  nnhhưư  mmạạnngg  nnhhệệnn,,  ccầầnn  ssửử  ddụụnngg  vvũũ  kkhhíí  
hhạạnngg  nnặặnngg,,  kkiinnhh  nngghhiiệệmm  xxưươơnngg  mmááuu  ttíícchh  llũũyy,,  áápp  đđảảoo  bbiiểểnn  nnggưườờii  vvàà  nnhhữữnngg  bbưướớcc  đđii  kkhhééoo  llééoo,,  ccẩẩnn  tthhậậnn..  
BBààii  ttooáánn  ssốố  111122  mmởở  mmàànn  qquuyy  mmôô  kkhhii  UU  ccóó  ddạạnngg  đđaa  tthhứứcc  mmộộtt  ẩẩnn  bbậậcc  bbaa,,  kkếếtt  hhợợpp  ssửử  ddụụnngg  hhệệ  ssốố  ttuuyyếếnn  ttíínnhh  11;;11;;11  vvớớii  
ccáácc  bbiiểểuu  tthhứứcc  kkhhôônngg  ââmm  

   

 

 

 

     

23

1 1 1 1

2

3 3

3 2 1 2 0, 0

; 2 3 0 1

; 2 0

; 2 3 3 2 2 3 2 0

U x x x x x

h x y x y m n p

h x y x y

f x y x y x x x y x y

         


      


   

             

ĐĐiiểểmm  đđáánngg  cchhúú  ýý  hhơơnn  llàà  đđaa  tthhứứcc  bbậậcc  bbaa  kkhhôônngg  ccóó  đđặặcc  ttíínnhh  kkhhôônngg  ââmm  vvốốnn  ccóó  nnhhưư  ttaamm  tthhứứcc  bbậậcc  hhaaii,,  đđểể  tthhiiếếtt  llậậpp  đđiiềềuu  

nnààyy  ccáácc  bbạạnn  cchhúú  ýý  bbốố  ttrríí  đđiiềềuu  kkiiệệnn  cchhoo  ccáácc  bbiiếếnn  ttrrưướớcc  đđóó::     
2

0,
n

x a mx n x
m

      ..  

VVíí  ddụụ  nnhhưư  

   

   

   

2 3 2

2 3

2 3 2

2 1 0, 1 3 2 2 0, 1

1 2 0, 2 3 2 0, 2

1 4 0, 4 2 7 4 0, 4

x x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x x

             

            

             
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VVìì  ;f x y ccủủaa  cchhúúnngg  ttaa  yyêêuu  ccầầuu  tthhẩẩmm  mmĩĩ  ccaaoo,,  hhơơnn  nnữữaa  ccáácc  bbiiểểuu  tthhứứcc  UU  vvàà   ;ih x y cchhuuii  vvààoo  ttrroonngg  ccăănn  tthhứứcc  nnêênn  ccầầnn  

ggọọnn  ggàànngg,,  đđẹẹpp  mmắắtt,,  ttrráánnhh  ccồồnngg  kkềềnnhh,,  vvìì  vvậậyy  nnêênn  cchhọọnn  llựựaa  hhệệ  ssốố  ssaaoo  cchhoo  kkhhuuyyếếtt  hhạạnngg  ttửử  bbậậcc  hhaaii  hhooặặcc  bbậậcc  nnhhấấtt  đđểể  ttạạoo  
rraa  đđaa  tthhứứcc  hhììnnhh  tthhứứcc  bbaa  hhạạnngg  ttửử  

      

       

      

2 2 3

2 2 3

2 2 3

2 4 4 4 4 12 16

3 6 6 9 6 27 54

2 1 1 4 4 1 1 4 3 1

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

        

        

        

  

TTừừ  đđóó  ttaa  ccóó  tthhểể  mmởở  rrộộnngg  UU  llêênn  ccáácc  đđaa  tthhứứcc  bbậậcc  bbốốnn  vvàà  ccaaoo  hhơơnn  nnữữaa,,  kkiiếếnn  llậậpp  ccáácc  bbààii  ttooáánn  yyêêuu  ccầầuu  ttưư  dduuyy  ttổổnngg  tthhểể..  

BBààii  ttooáánn  111133..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
3 2 3 23 17 3 13 19 4 17 21 0,

;
17 4 5 6 6 7 4 21 5.

x x y x x y y
x y

x y y x y y x

         


         

 . 

Lời giải. 
Điều kiện các căn thức xác định. Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

   

   

3 2 3 2

3 2
3 2

3 2

3 2

3 2

3 17 4 17 3 13 17 4 17 4 17 21

4 13 13 17
3 13 17 4 17

4 17 213 17 4 17

4 11
3 13 17 4 17

4 17 213 17 4 17

x x y y x x y y y

yx x y
x x y y

yx x y y

y
x x y y

yx x y y

           

  
      

    

  
       
       

Nhận xét    
23 23 9 5 1 5 0, 0x x x x x x         , dẫn đến 

   3 2 3 23 13 17 3 9 5 3 4 5 6 7 0x x y x x x x y x y              . 

Lại có 
 

3 2

4 11
4 17 0 0 1

4 17 213 17 4 17

y
y y

yx x y y


      

    
. 

Khi đó 
6 7 0

17 4 5 6 6 7 4 21 5
4 21 25 5

y x y
x y y x y y x

y

   
         

  

. 

Vì dấu đẳng thức không xảy ra nên hệ phương trình đã cho vô nghiệm. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
ĐĐốốii  vvớớii  bbààii  ttooáánn  nnààyy  ttaa  tthhấấyy    

     

   

 

3 2 3 2

3 2

; 3 13 17 3 9 5 3 4 5 6 7 0

; 4 17 21

1
; 4 17 0

3 17 4 17

f x y x x y x x x x y x y

g x y g y y

T x y y
x x y y

              

   

   
   

CCáácc  đđạạii  llưượợnngg  tthhaamm  ggiiaa     3 2
1 23 9 5; ; 4 5; ; 6 7U x x x h x y x y h x y x y          ..  

HHệệ  ssốố  ttuuyyếếnn  ttíínnhh       1 1 1 1 2 1 1 1; ; ; ; 1; 3; 1f x y mU n h x y p h x y m n p      ..  

ĐĐạạii  llưượợnngg  kkhhôônngg  ââmm  mmộộtt  bbiiếếnn  UU  ccóó  ddạạnngg  đđaa  tthhứứcc  bbậậcc  bbaa  3 23 9 5U x x x    ,,  nnhhưư  đđãã  nnóóii  bbạạnn  đđọọcc  ccóó  tthhểể  xxửử  llýý  UU  
tthheeoo  pphhâânn  ttíícchh  nnhhâânn  ttửử  hhooặặcc  pphhưươơnngg  pphháápp  hhààmm  ssốố  nnếếuu  mmuuốốnn  

 PPhhâânn  ttíícchh     
23 23 9 5 1 5 0, 0x x x x x x         ..

 XXéétt  hhààmm  ssốố    3 23 9 5, 0t x x x x x      ttaa  ccóó       23 6 9; 0 1; 3t x x x t x x        ..
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RRõõ  rràànngg           
0

0 5; 1 0 1 0
x

t t t x Mint x t


      ..  

BBààii  ttooáánn  111144..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
3 3

2 2

3 5 2 11 15 4 1 ,
;

7 15 5 11 4 4 .

x y x y y y
x y

x y y x y x y x x x

        


          

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
3

2 2

3 5 0; 15 0;7 15 0

5 11 0; 4 4 0; 0

x y y x y

x y x y x x x

        


       
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

   

   

3 3

3
3

3

3

3

3 5 15 2 10 15 4 1

2 10
2 10 15 4 1

3 5 15

1
2 10 15 4 1

3 5 15

x y y x y y y

x y
x y y y

x y y

x y y y
x y y

         

 
      

   

 
       
     

Vì    
23 12 16 2 4 0, 0x x x x x         nên    3 32 10 12 16 7 15 5 11 0x y x x x y x y            . 

Lại có  
3

1
15 0 4 1 0 1

3 5 15
y y y

x y y
       

   
. 

Suy ra 
 

22 2 2

5 11 0

4 4 2

y x y

x y x x y x x y x x

   


       

. 

Từ đó 2 27 15 5 11 4 4x y y x y x y x x x          . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi và chỉ khi 

7 15 5 11 0
2

2 0
1

1

x y x y
x

x
y

y

     


   
 

Kết luận hệ có nghiệm duy nhất 2; 1x y  . 

NNhhậậnn  xxéétt..  
BBààii  ttooáánn  ssốố  111144  ccóó  ccáácc  đđạạii  llưượợnngg  đđơơnn  ggiiảảnn  hhơơnn  

     

 

     

3 3

3

; 2 10 12 16 7 15 5 11 0

1
; 15 0

3 5 15

; 4 1

f x y x y x x x y x y

T x y y
x y y

g x y g y y

            

   
   

  

VVớớii  ssựự  tthhaamm  ggiiaa  ccủủaa     3
1 212 16; ; 7 15; ; 5 11U x x h x y x y h x y x y         ..  

BBààii  ttooáánn  111155..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
 

3 3

2 44

8 3 3 8 2 5 1,
;

2 2 4 3 16 1 2 .

x y x y y
x y

x y x y x y xy y x

       


          

 . 

Lời giải. 
Điều kiện các căn thức xác định.  
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 
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 

 

 

 

3 3

3 3

3
3

3

3

3

8 3 3 8 2 3 2 1

8 3 3 8 2 3 1

8 2 3
8 2 3 1

8 3 3

1
8 2 3 1

8 3 3

x y x y y y

x y y x y y y

x y
x y y y

x y y

x y y y
x y y

       

        

 
     

  

 
      
    

Nhận xét    
234 3 1 2 1 1 0, 0x x x x x        , dẫn đến 

     3 38 2 3 2 4 3 1 2 2 4 3 0x y x x x y x y            .

Lại vì 
3

1
0 1 0 1 1

8 3 3
y y y y

x y y
        

  
. 

Khi đó 
 

2 4 44

4 3 00

1 16 1 16 2

x y x yx

y xy y x x

     
 

    

Thu được   2 442 2 4 3 16 1 2x y x y x y xy y x          . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi 

38 2 3 0
1

2 2 4 3 0 ; 1
2

1

x y

x y x y x y

y

   


        
 

. 

Thử lại, kết luận hệ có nghiệm duy nhất kể trên. 
Nhận xét. 
CCáácc  đđơơnn  vvịị  tthhaamm  ggiiaa  lliiêênn  hhợợpp  bbaaoo  ggồồmm  

   

       

3

3 3

1
; 0; ; 1

8 3 3

; 8 2 3 2 4 3 1 2 2 4 3 0

T x y y g x y y
x y y

f x y x y x x x y x y

    
  

            

ĐĐáánngg  cchhúú  ýý  hhơơnn  ccảả  llàà  hhệệ  ssốố  ttuuyyếếnn  ttíínnhh  ccủủaa  UU  đđãã  ttăănngg  llêênn  

   3
1 2 1 1 14 3 1; ; 2 2; ; 4 3; 2; 1U x x h x y x y h x y x y m n p            ..  

              KKhhii  vviiếếtt  đđếếnn  bbààii  ttooáánn  ssốố  111155  nnààyy,,  nnggààyy  1155..0044..22001155,,  ttáácc  ggiiảả  đđaanngg  đđọọcc  ddởở  ddaanngg  mmộộtt  ttrruuyyệệnn  nnggắắnn,,  mmàà  kkhhôônngg  llúúcc  
xxeemm  llạạii  tthhìì  rraa  nnóó  llàà  ttrruuyyệệnn  ddààii  2222  cchhưươơnngg,,  vvàà  ccũũnngg  kkếếtt  hhợợpp  xxeemm  ddaanngg  ddởở  mmộộtt  bbộộ  pphhiimm,,  bbộộ  pphhiimm  cchhỉỉ  ccóó  mmộộtt  ttậậpp  tthhôôii::  
BBoonngg  bbóónngg  llêênn  ttrrờờii..  BBộộ  pphhiimm  ssảảnn  xxuuấấtt  bbởởii  HHããnngg  pphhiimm  ttrruuyyềềnn  hhììnnhh,,  ĐĐààii  ttrruuyyềềnn  hhììnnhh  VViiệệtt  NNaamm  nnăămm  11999977,,  cchhuuyyểểnn  tthhểể  
ttừừ  ttáácc  pphhẩẩmm  ccùùnngg  ttêênn  ccủủaa  nnhhàà  vvăănn  NNgguuyyễễnn  NNhhậậtt  ÁÁnnhh  vviiếếtt  nnăămm  11999911,,  kkhhii  ttôôii  ccòònn  rrấấtt  nnhhỏỏ,,  mmããii  ggiiờờ  đđââyy  kkhhii  kkhhôônngg  ccòònn  
nnggồồii  ttrrêênn  gghhếế  nnhhàà  ttrrưườờnngg  ttôôii  mmớớii  bbiiếếtt  đđếếnn  ttáácc  pphhẩẩmm  hhiiệệnn  tthhựựcc  vvàà  đđậậmm  cchhấấtt  nnhhâânn  vvăănn  nnhhưư  tthhếế..  
              HHôômm  nnaayy  llàà  mmộộtt  bbuuổổii  cchhiiềềuu  tthhứứ  44  mmùùaa  xxuuâânn  nnăămm  22001155,,  ttiiếếtt  ttrrờờii  đđầầuu  hhèè  đđẹẹpp  vvàà  ccóó  ggiióó  llộộnngg  vvii  vvuu,,  ttôôii  llààmm  vviiệệcc  ttạạii  
mmộộtt  nnggôôii  nnhhàà  nnhhỏỏ  kkhhuuấấtt  ttrroonngg  kkhhuu  đđôô  tthhịị  mmớớii  YYêênn  HHòòaa,,  qquuậậnn  CCầầuu  GGiiấấyy,,  ttrruunngg  ttââmm  tthhủủ  đđôô  HHàà  NNộộii,,  kkếế  bbêênn  ddòònngg  ssôônngg  
TTôô  LLịịcchh  đđeenn  nnggòòmm,,  xxấấuu  xxíí  nnhhưưnngg  qquueenn  tthhuuộộcc  vvàà  nnhhiiềềuu  kkỷỷ  nniiệệmm  đđốốii  vvớớii  nnggưườờii  tthhaa  hhưươơnngg  xxứứ  nnggưườờii..  MMặặcc  ddùù  bbêênn  kkiiaa  llàà  
ccoonn  đđưườờnngg  LLáánngg  xxee  ccộộ  nnggùùnn  nnggụụtt,,  bboonn  cchheenn  vvàà  đđôônngg  đđúúcc  nnhhưưnngg  cchhúúnngg  ttôôii  cchhẳẳnngg  qquuaann  ttââmm,,  hhóóaa  rraa  ggiiữữaa  ccááii  nnơơii  pphhồồnn  
hhooaa  đđôô  hhộộii  nnààyy  vvẫẫnn  ccóó  nnhhữữnngg  kkhhuu  vvắắnngg  llặặnngg,,  tthhaannhh  bbììnnhh  đđếếnn  llạạ  tthhưườờnngg..  
            GGiiữữaa  kkhhôônngg  ggiiaann  ttĩĩnnhh  mmịịcchh  ấấyy,,  ttôôii  nnggồồii  mmộộtt  mmììnnhh,,  đđọọcc  hhếếtt  2222  cchhưươơnngg  vvàà  xxeemm  ttậậpp  pphhiimm  nnhhẹẹ  nnhhàànngg,,  llòònngg  ttrràànn  
nnggậậpp  nnhhiiềềuu  ccảảmm  xxúúcc..  BBộộ  pphhiimm  BBoonngg  bbóónngg  mmùùaa  hhèè  đđưượợcc  cchhuuyyểểnn  tthhểể,,  ttuuyy  nnộộii  dduunngg  kkhhôônngg  ssáátt  vvớớii  cchhíínnhh  ttrruuyyệệnn  vvàà  llưượợcc  
bbỏỏ  nnhhiiềềuu  cchhii  ttiiếếtt  đđáánngg  qquuýý,,  đđắắtt  ggiiáá  ccầầnn  tthhiiếếtt,,  llààmm  ttôôii  bbăănn  kkhhooăănn  xxeenn  llẫẫnn  ttiiếếcc  nnuuốốii..  TTrroonngg  pphhiimm  ttììnnhh  ccờờ  ccóó  ddiiễễnn  xxuuấấtt  
vvôô  ccùùnngg  hhồồnn  nnhhiiêênn,,  ttiinnhh  ttếế,,  vvôô  ttưư  ccủủaa  aannhh  ddiiễễnn  vviiêênn  HHooàànngg  TTùùnngg,,  ttôôii  cchhợợtt  nnhhậậnn  rraa  đđóó  llàà  mmộộtt  nnhhâânn  vvậậtt  pphhảảnn  ddiiệệnn  
ttrroonngg  llooạạtt  pphhiimm  ĐĐộộii  đđặặcc  nnhhiiệệmm  nnhhàà  CC2211  mmàà  ttôôii  rrấấtt  tthhíícchh,,  hhaaii  aannhh  eemm  hhaayy  ccùùnngg  xxeemm  mmỗỗii  kkhhii  mmaayy  mmắắnn  ccóó  ddịịpp  cchhiiếếuu  
llạạii  ttrrêênn  ssóónngg  VVTTVV11  ĐĐààii  ttrruuyyềềnn  hhììnnhh  QQuuốốcc  ggiiaa..  TTôôii  tthhíícchh  ggọọii  llàà  ĐĐààii  ttrruuyyềềnn  hhììnnhh  QQuuốốcc  ggiiaa  hhơơnn  llàà  ĐĐààii  ttrruuyyềềnn  hhììnnhh  
VViiệệtt  NNaamm  vvìì  nnóó  tthhâânn  tthhưươơnngg  vvàà  dduuyy  nnhhấấtt,,  cchhứứaa  đđựựnngg  mmộộtt  pphhầầnn  tthhờờii  ấấuu  tthhơơ,,  bbêênn  ggiiaa  đđììnnhh,,  bbêênn  nnggưườờii  tthhâânn..  
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              QQuuảả  tthhựựcc  ccóó  kkhháácc  bbiiệệtt  vvớớii  nnhhữữnngg  kkêênnhh  pphhiimm  ttrruuyyệệnn  cchhuuyyêênn  nngghhiiệệpp  vvàà  nnhhữữnngg  kkêênnhh  đđaa  cchhiiềềuu  llooạạnn  xxạạ  tthhôônngg  ttiinn..  
ĐĐóó  llàà  kkêênnhh  tthhờờii  ssựự  cchhíínnhh  tthhốốnngg,,  kkêênnhh  vvăănn  hhóóaa,,  ggiiảảii  ttrríí,,  ttiinn  ttứứcc  ttổổnngg  hhợợpp  ttrruuyyềềnn  tthhốốnngg  đđốốii  vvớớii  đđồồnngg  bbààoo  ccảả  nnưướớcc,,  vvớớii  
nnhhâânn  ddâânn  mmiiềềnn  nnúúii,,  hhảảii  đđảảoo,,  vvớớii  ccáácc  cchhiiếếnn  ssĩĩ  bbiiêênn  pphhòònngg  vvàà  ccáácc  mmiiềềnn  qquuêê  tthhôônn  ddãã..  CChhaaoo  ôôii,,  nnààoo  llàà  VVTTVV11,,  VVTTVV22,,  
VVTTVV33  nnèè……vvàà  ĐĐààii  pphháátt  hhììnnhh  ttrruuyyềềnn  hhììnnhh  TThhááii  BBììnnhh  tthhâânn  yyêêuu  ccủủaa  qquuêê  hhưươơnngg  ttôôii  nnữữaa..  BBaaoo  nnăămm  tthháánngg  vvớớii  cchhiiếếcc  mmàànn  
hhììnnhh  nnhhỏỏ  xxííuu  ttừừ  đđeenn  ttrrắắnngg  cchhuuyyểểnn  ssaanngg  mmààuu  vvớớii  nnhhữữnngg  kkhhuunngg  ggiiờờ  pphhiimm  qquueenn  tthhuuộộcc,,  ttôôii  nnhhớớ  llắắmm..  nnhhữữnngg  bbộộ  pphhiimm  kkịịcchh  
ttíínnhh,,  cchhâânn  tthhựựcc  vvàà  đđậậmm  ttíínnhh  nnhhâânn  vvăănn  hhaayy  ccùùnngg  xxeemm  vvớớii  mmẹẹ  nnggààyy  nnhhỏỏ  cchhiiềềuu  tthhứứ  bbảảyy,,  cchhủủ  nnhhậậtt……  nnààoo  llàà  CCảảnnhh  ssáátt  
hhììnnhh  ssựự,,  HHooaa  ccỏỏ  mmaayy,,  PPhhííaa  ttrrưướớcc  llàà  bbầầuu  ttrrờờii,,  SSóónngg  nnggầầmm,,  VVùùnngg  ttrrờờii  bbììnnhh  yyêênn,,  ĐĐưườờnngg  đđờờii……..  KKhhôônngg  bbiiếếtt  ccóó  pphhảảii  vvìì  
nnhhữữnngg  ggiiáá  ttrrịị    ấấyy  mmàà  ggiiờờ  đđââyy  ttôôii  ttrrởở  nnêênn  ssuuyy  nngghhĩĩ,,  hhàànnhh  đđộộnngg  vvàà  mmơơ  ưướớcc  mmộộtt  ccáácchh  tthhậậnn  ttrrọọnngg  hhaayy  kkhhôônngg  ??  
              TTiiếếpp  ccậậnn  vvớớii  ttáácc  pphhẩẩmm  nnààyy,,  ttôôii  ấấnn  ttưượợnngg  ssââuu  ssắắcc  vvềề  nnhhâânn  vvậậtt  NNgguuyyễễnn  MMiinnhh  TThhưườờnngg  vvàà  ggiiaa  đđììnnhh  aannhh,,  vvềề  bbốố  
PPhhoonngg,,  mmẹẹ  TTuuệệ  ccủủaa  aannhh,,  vvềề  bbéé  NNhhii,,  vvềề  ccôô  bbéé  TTààii  KKhhôônn  vvàà  hhơơnn  tthhếế  nnữữaa……NNgghhĩĩaa  ccửử  ccaaoo  đđẹẹpp  ccủủaa  cchhúú  PPhhoonngg  ––  bbốố  ccủủaa  
aannhh  TThhưườờnngg  ởở  đđầầuu  ttáácc  pphhẩẩmm,,  vvàà  ccủủaa  TThhưườờnngg  ởở  ccuuốốii  ttáácc  pphhẩẩmm,,  ttưươơnngg  ttựự  hhàànnhh  đđộộnngg  vvừừaa  bbấấtt  đđắắcc  ddĩĩ,,  vvừừaa  đđaauu  tthhưươơnngg  
ccủủaa  aannhh  ggiiááoo  llàànngg  ttêênn  TTrriiệệuu  ttrroonngg  NNhhữữnngg  bbààii  hhọọcc  nnôônngg  tthhôônn  ((NNgguuyyễễnn  HHuuyy  TThhiiệệpp)),,  hhaayy  vviiệệcc  llààmm  ccaaoo  tthhưượợnngg  ccủủaa  ccôô  
bbéé  TThhuu  ttrroonngg  TTââmm  hhồồnn  mmẹẹ  ((NNgguuyyễễnn  HHuuyy  TThhiiệệpp))..  CChhắắcc  nnhhiiềềuu  bbạạnn  đđọọcc  bbiiếếtt  đđếếnn  TTââmm  hhồồnn  mmẹẹ  ccũũnngg  llàà  bbộộ  pphhiimm  đđặặcc  bbiiệệtt  
ccùùnngg  ttêênn  cchhuuyyểểnn  tthhểể,,  ddẫẫnn  đđếếnn  ttêênn  ttuuổổii  ccôô  bbéé  PPhhùùnngg  HHooaa  HHooààii  LLiinnhh,,  eemm  bbéé  HHàà  NNộộii  ––  nnữữ  ddiiễễnn  vviiêênn  cchhíínnhh  xxuuấấtt  ssắắcc  
nnhhấấtt  ttạạii  LLiiêênn  hhooaann  pphhiimm  ÁÁ  ––  PPhhii  nnăămm  22001111  kkhhii  mmớớii  1122  ttuuổổii..    
                VVềề  ““BBoonngg  bbóónngg  llêênn  ttrrờờii””,,  ttáácc  pphhẩẩmm  đđưượợcc  vviiếếtt  ddựựaa  ttrrêênn  kkhhuunngg  ccảảnnhh  mmiiềềnn  NNaamm,,  kkhhii  ttáácc  ggiiảả  đđãã  cchhuuyyểểnn  đđếếnn  ssiinnhh  
ssốốnngg  ttạạii  tthhàànnhh  pphhốố  HHồồ  CChhíí  MMiinnhh,,  nnggôônn  nnggữữ  ttrroonngg  ttrruuyyệệnn  mmaanngg  đđậậmm  nnéétt  NNaamm  bbộộ  mmộộcc  mmạạcc  vvàà  ccóó  kkhháácc  bbiiệệtt  vvớớii  mmiiềềnn  
BBắắcc,,  ttuuyy  nnhhiiêênn  vvớớii  ddiiễễnn  xxuuấấtt  đđặặcc  ssắắcc  ccủủaa  aannhh  HHooàànngg  TTùùnngg  vvàà  ttậậpp  tthhểể  aannhh  cchhịị  hhọọcc  ssiinnhh  llớớpp  1122AA11  ttrrưườờnngg  TTHHPPTT  PPhhaann  
ĐĐììnnhh  PPhhùùnngg  nniiêênn  kkhhóóaa  11999944  ––  11999977,,  QQuuậậnn  BBaa  ĐĐììnnhh,,  nnhhữữnngg  ccoonn  pphhốố  QQuuáánn  TThháánnhh,,  LLêê  DDuuẩẩnn,,  đđooạạnn    đđưườờnngg  ssắắtt  BBắắcc  ––  
NNaamm  bbêênn  CCôônngg  vviiêênn  TThhốốnngg  nnhhấấtt,,  CCôônngg  vviiêênn  TThhủủ  LLệệ,,……ttấấtt  ccảả  đđềềuu  llààmm  ttooáátt  llêênn  vvẻẻ  đđẹẹpp  dduunngg  ddịị  vvốốnn  ccóó  ccủủaa  đđấấtt  vvàà  
nnggưườờii  tthhủủ  đđôô,,  ccủủaa  ttuuổổii  hhọọcc  ttrròò  vvàà  nnềềnn  vvăănn  hhóóaa  đđấấtt  nnưướớcc..  
              ““BBóónngg  bbóónngg  llêênn  ttrrờờii,,  nnhhữữnngg  qquuảả  bbóónngg  đđãã  bbaayy  ccaaoo  vvàà  ddưườờnngg  nnhhưư  ssắắpp  ssửửaa  ttaann  vvààoo  mmââyy  ttrrắắnngg..  TThhếế  llàà  cchhúúnngg  đđãã  
đđếếnn  nnơơii  đđịịnnhh  đđếếnn  ..  VVàà  cchhẳẳnngg  bbaaoo  llââuu  nnữữaa,,  pphhúúcc  llàànnhh  ssẽẽ  đđếếnn  vvớớii  aaii  ttiinn  vvààoo  ssựự  vvĩĩnnhh  hhằằnngg  ccủủaa  nnhhữữnngg  đđiiềềuu  ttốốtt  đđẹẹpp..  BBấấtt  
ggiiáácc  TThhưườờnngg  mmỉỉmm  ccưườờii  vvớớii  ýý  nngghhĩĩ  ccủủaa  mmììnnhh  vvàà  vvừừaa  ddõõii  mmắắtt  tthheeoo  nnhhữữnngg  cchhấấmm  llii  ttii  iinn  vvààoo  nnềềnn  mmââyy  ttrrắắnngg,,  aannhh  vvừừaa  xxúúcc  
đđộộnngg  ttựự  hhỏỏii  kkhhôônngg  bbiiếếtt  ttrroonngg  ccơơ  mmaann  nnhhữữnngg  mmơơ  ưướớcc  mmàà  ccoonn  nnggưườờii  kkýý  tthháácc,,  nnhhữữnngg  qquuảả  bbóónngg  llêênn  ttrrờờii  kkiiaa  đđaanngg  mmaanngg  
tthheeoo  đđiiềềuu  nngguuyyệệnn  ưướớcc  nnààoo  ccôô  bbạạnn  nnhhỏỏ  cchhâânn  tthhàànnhh  vvừừaa  ggửửii  ggắắmm  cchhoo  aannhh””..  
            VVàà  ttáácc  ggiiảả  cchhợợtt  tthhấấyy  aannhh  TThhưườờnngg  đđưượợcc  ggặặpp  ccôô  bbéé  TTààii  KKhhôônn  ((LLàà)),,  ttrroonngg  pphhiimm  ttêênn  LLụụaa  ––  ccôô  bbéé  mmồồ  ccôôii  tthhôônngg  mmiinnhh  
đđưượợcc  mmẹẹ  TTuuệệ  ccủủaa  aannhh  ccưưnngg  nnhhấấtt  llớớpp  đđãã  llàà  mmộộtt  đđiiềềuu  mmaayy  mmắắnn,,  mmộộtt  đđiiềềuu  ddiiệệuu  kkỳỳ  mmàà  nnhhàà  vvăănn  ssắắpp  xxếếpp..  CCũũnngg  llàà  mmộộtt  
ttáácc  pphhẩẩmm  ddàànnhh  cchhoo  tthhiiếếuu  nnhhii  ccủủaa  nnhhàà  vvăănn  NNgguuyyễễnn  NNhhậậtt  ÁÁnnhh,,  ccũũnngg  ccóó  ttíínnhh  ttiiếếtt  ““ĂĂnn  nnhhiiềềuu  kkẹẹoo  ssúúnn  rrăănngg””,,  nnhhưưnngg  
kkhhôônngg  pphhảảii  llàà  kkẹẹoo  kkééoo  nnhhưư  ttrroonngg  BBoonngg  bbóónngg  llêênn  ttrrờờii  đđââuu,,  mmàà  ccôô  bbéé  ttrroonngg  CCôô  ggááii  đđếếnn  ttừừ  hhôômm  qquuaa  ((11998899))  bbịị  ssúúnn  rrăănngg  
tthhựựcc  ssựự,,  VViiệệtt  AAnn……mmộộtt  ccááii  ttêênn  rrấấtt  xxiinnhh  xxắắnn,,  đđặặcc  bbiiệệtt  mmàà  ttôôii  ââuu  yyếếmm  đđặặtt  cchhoo  mmộộtt  ccôô  ggááii  1188  ttuuổổii  nnhhỏỏ  nnhhắắnn,,  bbéé  bbỏỏnngg,,  
ccũũnngg  hhơơii  hhơơii  ssúúnn  rrăănngg  ((ttrrẹẹoo  ttrrọọ))  vvàà  ttiinnhh  nngghhịịcchh  kkhhôônngg  kkéémm  TTààii  KKhhôônn  ccơơ  cchhứứ,,  ccôô  bbéé  mmàà  ttôôii  yyêêuu  tthhưươơnngg  nnhhấấtt  ttrrêênn  đđờờii..    
            MMọọii  nnggưườờii  ssiinnhh  rraa  đđềềuu  ccóó  qquuyyềềnn  bbììnnhh  đđẳẳnngg,,  ccóó  qquuyyềềnn  ssốốnngg  vvàà  mmưưuu  ccầầuu  hhạạnnhh  pphhúúcc……đđãã  llàà  đđiiềềuu  ưướớcc,,  cchhúúnngg  ttaa  ccóó  
qquuyyềềnn,,  mmiiễễnn  ssaaoo  nnóó  cchhâânn  cchhíínnhh  vvàà  kkhhôônngg  xxấấuu,,  nnhhưư  tthhếế  llàà  đđẹẹpp  đđẽẽ..  ĐĐốốii  vvớớii  ccáácc  bbààii  ttooáánn  ttừừ  110000  đđếếnn  111155,,  tthhooạạtt  nnhhììnn  
kkhhôônngg  íítt  bbạạnn  ccảảmm  tthhấấyy  mmôônngg  lluunngg,,  vvôô  hhưướớnngg  vvìì  hhììnnhh  tthhứứcc  ggọọnn  ggàànngg  vvàà  kkhhóó  bbấấuu  vvííuu  ccủủaa  nnóó,,  nnhhưưnngg  vvìì  tthhếế  lliiệệuu  ccóó  ccầầnn  
ưướớcc  llààmm  đđưượợcc  hhaayy  kkhhôônngg,,  kkhhôônngg,,  cchhỉỉ  ccầầnn  cchhúú  ýý  mmộộtt  cchhúútt  vvàà  kkhhééoo  llééoo  bbiiếếnn  đđổổii,,  ccẩẩnn  tthhậậnn  ttrroonngg  ccáácc  lliiêênn  kkếếtt  llàà  ccóó  tthhểể  
hhooàànn  ttooàànn  xxửử  llýý  ổổnn  tthhỏỏaa  vvớớii  mmộộtt  llờờii  ggiiảảii  llooggiicc,,  cchhíínnhh  xxáácc..    

BBààii  ttooáánn  111166..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
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NNhhậậnn  xxéétt..  
BBààii  ttooáánn  ssốố  111166  nnààyy  cchhúúnngg  ttaa  ccóó  ccáácc  đđơơnn  vvịị  tthhaamm  ggiiaa  lliiêênn  hhợợpp  nnhhưư  ssaauu  
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qquueenn  ssửử  ddụụnngg  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  CCaauucchhyy  đđềềuu  bbiiếếtt  đđếếnn  đđáánnhh  ggiiáá  ccoonn  vvớớii  đđiiểểmm  rrơơii  1x  đđiiểểnn  hhììnnhh  nnhhưư    
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XXửử  llýý  ccáácc  đđạạii  llưượợnngg  nnààyy  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  pphhâânn  ttíícchh  nnhhâânn  ttửử  hhooặặcc  ccôônngg  ccụụ  đđạạoo  hhààmm  ––  hhààmm  ssốố  rrấấtt  tthhuuậậnn  ttiiệệnn  

 PPhhâânn  ttíícchh         
2 2 24 24 3 1 2 3 1 1 2 0,U x x x x x x x x              

 
 ..

 XXéétt  hhààmm  ssốố    4 4 3;U t x x x x     ..

ĐĐạạoo  hhààmm     3 34 4; 0 1 1t x x t x x x          ddẫẫnn  đđếếnn       1 1
x

t x Mint x t


  


..  

NNggooààii  rraa  đđơơnn  vvịị  qquuyyếếtt  đđịịnnhh  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  bbiiếếnn  yy  ccũũnngg  ccóó  mmộộtt  ssốố  đđiiểểmm  cchhưướớnngg  nnggạạii  ddùù  llàà  kkiiếếnn  tthhứứcc  hhếếtt  ssưưcc  ccơơ  bbảảnn  

 
3 3

56

00 0
0

1 0 1

yy y
Q y y y y

y y yy y

  
             
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VVìì  vvậậyy  ccầầnn  xxeemm  xxéétt  ttổổnngg  tthhểể  hhaaii  ttrrưườờnngg  hhợợpp  xxảảyy  rraa,,  kkhhuuyyếếnn  ccááoo  nnêênn  ddùùnngg  ttrrựựcc  ttiiếếpp  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  lliiêênn  hhợợpp  ssẽẽ  tthhuu  
đđưượợcc  nnggaayy  kkếếtt  qquuảả  kkhhôônngg  tthhỏỏaa  mmããnn  đđiiềềuu  kkiiệệnn  xxáácc  đđịịnnhh,,  cchhưưaa  kkểể  tthhỏỏaa  mmããnn  hhệệ  bbaann  đđầầuu  ((ttíínnhh  tthheeoo  đđaa  ssốố))..  ĐĐểể  áácc  đđộộcc  
hhơơnn  nnữữaa,,  nnggưườờii  rraa  đđềề  ccóó  tthhểể  bbốố  ttrríí  cchhoo  ttrrưườờnngg  hhợợpp  nngghhiiệệmm  đđặặcc  bbiiệệtt  nnààyy  nngghhiiệệmm  đđúúnngg  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ddẫẫnn  đđếếnn  mmấấtt  
nngghhiiệệmm  vvốốnn  ccóó  ccủủaa  bbààii  ttooáánn,,  đđiiềềuu  nnààyy  ttấấnn  ccôônngg  mmạạnnhh  mmẽẽ  vvààoo  mmộộtt  bbộộ  pphhậậnn  nnhhữữnngg  tthhíí  ssiinnhh  vvộộii  vvàànngg,,  kkhhôônngg  ccẩẩnn  tthhậậnn..  

BBààii  ttooáánn  111177..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
4 2 4 2

2 3

2 2 5 7 3 2,
;

4 5 7 3 7 3 2 10.

x x y x x y y
x y

x x y y y y

        


        

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 

4 2

2

3

2 0

4 5 0

7 3

x x y

x x y

y

   


  
 

 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

   

 
   

   

4 2 4 2

4 2 4 2

4 2

4 2

4 2

4 2

4 2

2 2 5 3 7 3 3 7 3 2

2 2 7 3 5 3 7 3 7 3 2

2 5 3 7 1
5 3 7 3

7 3 22 7 3

7 12
5 3 7 3

7 3 22 7 3

x x y x x y y y

x x y y x x y y y

x x y y
x x y y

yx x y y

y
x x y y

yx x y y

          

            

   
      

    

  
       
       

Ta nhận xét        
2 2 24 24 3 1 2 3 1 1 2 0,x x x x x x x x             

 
 .

Suy ra  4 2 4 25 3 4 3 4 5 0x x y x x x x y          .

Lại do 
4 2

2
7 3 0 1 0 1

2 7 3
y y y

x x y y
       

   
. 

Khi đó 2 3

3

7 3 10
1 0 4 5 7 3 7 3 2 10

7 3 2

y y
y x x y y y y

y

  
           

 

. 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra tức là 

2

4

4 5 0
1

4 3 0
1

1

x x y
x

x x
y

y

   
 

    
 


Thử lại, kết luận hệ có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  111188..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
 

3 3

2

3 2 2 2 ,
;

3 4 1 2 5 3 2 1 .

y x y y x y y
x y

x y y x y x

        


        

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
3

2

0; 0

3 4 0;2 5 3 0

y x y y

x y x y

    


     
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 
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 

 

   

3 3

3
3

3

3

3

2 2 2 2 2

2
2 2 2 2

2

1
2 2 2 1

2

y x y y y x y y

y x
y x y y

y x y y

y x y y
y x y y

         

 
      

   

 
       
     

Nhận xét      
23 3 33 2 2 2 0, 0 2 3 2 3 4 0y y y y y y x y y x y                  . 

Bên cạnh đó 
3

1
2 0 1 0 1 1

2
y y y y

y x y y
         

   
. 

Vì thế  
22 2 2 21 0 2 5 4 2 2 2 1 1 2 5 3 1y x y x x x x x y x                 . 

Hơn nữa    2 21 2 0 1 2 5 3 2 1 3 4 1 2 5 3 2 1y y x y x x y y x y x                  . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi 

 
2

3

1 0
1

3 4 3 2 0
1

1

x
x

x y y y
y

y

  
 

       
 


Thử lại, kết luận hệ phương trình ban đầu có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  111199..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
4 4

3 4 2

3 1 2 5 4 5,
;

2 3 2 1 2.

y x y x x
x y

x x y x y x y

        


        

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
4

2 3 0

0

3 1 0

x y

x

y x

   



   

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

 

 

4 4

4
4

4

4

4

3 1 4 2 3 4 4 5

2 3 1
2 3 4

4 53 1 4

1 1
2 3 4

4 53 1 4

y x x y x x x

y x x
y x x

xy x x

x
y x x

xy x x

          

  
    

    

  
      
       

Nhận xét        
2 2 24 24 3 1 2 3 1 1 2 0y y y y y y y           

 
.

Dẫn đến  4 42 3 4 3 2 2 3 0y x y y x y         .

Lại thấy 
4

1
4 0 1 0 1

3 1 4
x x x

y x x
       

   
. 

Khi 
2 3 0

1 2 3 1
1

x x y
x x x y x

x

   
      


. 

Mặt khác  
23 4 4 4 2 2 3 4 22 1 2 2 2 1 1 2 1 1x y y y y y x y y              . 
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Kết hợp tổng thể ta có 3 4 22 3 2 1 2x x y x y x y        . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi 

 

4

22

2 3 2 3 0
1

1; 1
1

1 0

x y y x
x

x y
y

y


      
   


 

Kết luận hệ phương trình ban đầu có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  112200..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
3 2

2

5 2 3 6 3 7,
;

2 1 2 1 4 3 .

x y x x x y
x y

x y x x x y

       


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
1

2;
2

x y x   . Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

 

   

   
 

     

2

2

2

2

3 3 2 2 1 2

3 2 2 1

11
3 2

2 1

1
3 2 1

2 1

x y x y x x x

x y x y x x x x

x xx
x y x y

x x x x

x
x y x y x

x x x x

       

         


      

  

 
        

   

Xét hàm số    2 3 2; 2 2 3 0, 2f t t t t f t t t          . 

Hàm số liên tục và đồng biến trên miền đang xét dẫn đến    2 0f t f  . 

Bên cạnh đó 
1 1

0, 1 0 1
22 1

x
x x x

x x x x
        

  
. 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   
33 25 2 3 3 1 3 3 6 5 2 3 1 6x y x x x x y x y x y x                 . 

Dễ thấy  
3

1 0, 1x x    và hàm   5 2 3 ; 2g t t t t x y      đồng biến, liên tục. 

Do đó        
3

5 2 3 2 6 5 2 3 1 6g t t t g x y x y x             . 

Phương trình có nghiệm khi 
2

1
1 0

x y
x y

x

 
  

 
 (Thỏa mãn hệ ban đầu). 

NNhhậậnn  xxéétt..  
BBààii  ttooáánn  ssốố  112200  cchhúúnngg  ttaa  đđãã  ssửử  ddụụnngg  kkỹỹ  tthhuuậậtt  lliiêênn  hhợợpp  vvớớii  bbiiếếnn  xx  đđểể  ccôô  llậậpp  ccáácc  đđạạii  llưượợnngg  ;x x y ..  TTuuyy  nnhhiiêênn  ccầầnn  

hhếếtt  ssứứcc  cchhúú  ýý  cchhứứnngg  mmiinnhh    0f x y    vvớớii       
2

3 2f x y x y x y      ..  KKhhôônngg  qquuáá  kkhhóó  kkhhii  nnhhậậnn  rraa  đđââyy  llàà  

ttaamm  tthhứứcc  bbậậcc  hhaaii  mmộộtt  ẩẩnn  ; 2t x y t   ddoo  đđiiềềuu  kkiiệệnn  xxáácc  đđịịnnhh..  DDoo  đđóó  ccóó  tthhểể  bbiiếếnn  đđổổii  nnhhưư  ssaauu  

       
2

3 2 1 2 0, 2x y x y x y x y x y             ..  

BBààii  ttooáánn  112211..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  

2

2
3 4

2

2 2 1 3 2 2 3

;2 2
2 4 5 .

3 2 4

x x y y

x yx x
x x y y

x x

       


  
     

 

 . 

Lời giải. 
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Điều kiện 
1

2
x  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 
   

2

2

2

2

2 2 1 2 3 2 2 2 1

2 2 1 1 3 2 2 2 1

2 1 11

2 1 1 3 2 2 2 1

x x y y

x x y y

x yx

x x y y

        

         

 
  

      

 

 
 

2

2

12 1
1

2 1 1 3 2 2 2 1

y
x

x x y y

 
    

       

Rõ ràng 
 

2

2

12 1
0; 0

2 1 1 3 2 2 2 1

y

x x y y


  

      
nên ta được 1 0 1x x    . 

Xét hàm số    3 22 ; 1 3 2 0, 1f x x x x f x x x         . 

Hàm số liên tục và đồng biến trên miền    1 1 1x f x f     . 

Lại có    24 2 3 44 3 1 2 3 0, 2 4 5 1 0 2 1y y y y y y x x y y                   .

Mặt khác  
2

2 2 2

2

2 2
2 1 0 0 2 2 3 2 4 1

3 2 4

x x
x x x x x

x x

 
          

 
. 

Do đó phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra, tức là 

1 0

1 1

1 0

y

x x y

x

 


   
  

. 

Thử lại ta thu được nghiệm duy nhất của hệ. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
VVớớii  bbààii  ttooáánn  ssốố  112211,,  đđểể  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  1x  ,,  ccáácc  bbạạnn  hhooàànn  ttooàànn  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  bbấấtt  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ẩẩnn  xx  vvớớii  đđáánnhh  
ggiiáá  ggiiảảmm  tthheeoo  hhằằnngg  đđẳẳnngg  tthhứứcc  nnhhưư  ssaauu  

 
22 2 2 3 1 1 3 1 3 4y y y            ddẫẫnn  đđếếnn  2 2 1 3 4x x    ..  

 SSửử  ddụụnngg  đđạạii  llưượợnngg  lliiêênn  hhợợpp  ––  hhệệ  ttạạmm  tthhờờii  cchhúúnngg  ttaa  ssẽẽ  qquuyy  vvềề  llờờii  ggiiảảii  mmớớii  ccùùnngg  bbảảnn  cchhấấtt  llờờii  ggiiảảii  ttrrêênn..
 SSửử  ddụụnngg  pphhéépp  bbiiếếnn  đđổổii  ttưươơnngg  đđưươơnngg  ––  nnâânngg  llũũyy  tthhừừaa  ((bbììnnhh  pphhưươơnngg))  ttrroonngg  ttrrưườờnngg  hhợợpp  nnààyy  llàà  cchhắắcc  cchhắắnn  ttuuyy

nnhhiiêênn  ccũũnngg  kkhháá  ddààii  ddòònngg,,  vvìì  ccầầnn  ggiiảảii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  cchhứứaa  ccăănn,,  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  bbậậcc  hhaaii  ccóó  kkèèmm  tthheeoo  đđiiềềuu  kkiiệệnn..
 SSửử  ddụụnngg  ccôônngg  ccụụ  đđạạoo  hhààmm  ––  hhààmm  ssốố  ((lliiêênn  cchhưươơnngg  ttrrììnnhh  ĐĐạạii  ssốố  --  GGiiảảii  ttíícchh  llớớpp  1111  ––  1122  ccấấpp  TTHHPPTT))  ccũũnngg  llàà

hhưướớnngg  đđii  ttááoo  bbạạoo,,  nnhhaannhh  ggọọnn

  XXéétt  hhààmm  ssốố   
1

2 2 1 3;
2

f x x x x     ttaa  ccóó   
2 1 1

0, ;
22 1 2 3

f x x
x x

 
       

   
..  

  HHààmm  ssốố  lliiêênn  ttụụcc  vvàà  đđồồnngg  bbiiếếnn  ttrrêênn  mmiiềềnn  ttưươơnngg  ứứnngg  ddẫẫnn  đđếếnn     1 4 1f x f x    ..  

 ĐĐáánnhh  ggiiáá  đđơơnn  tthhuuầầnn  ccũũnngg  rrấấtt  pphhùù  hhợợpp  vvớớii  ccáácc  bbạạnn  hhọọcc  ssiinnhh  nnhhỏỏ  ttuuổổii

1 2 2 1 3 4

1 2 2 1 3 4

1
1 2 2 1 3 4

2

x x x

x x x

x x x


     


     


      



ddẫẫnn  đđếếnn  2 2 1 3 4 1x x x      ..  
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BBààii  ttooáánn  112222..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
3 2

3 2 3 5 2 4

;1
2 3 .

2

x x x x y

x yy
x x y x y

      


 
    



 . 

Lời giải. 

Điều kiện 

2

3

2 3 0

x

x y





   

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 
 

 

   

3 2 1 3 2 4 2 6

3 1 1
2 2 3

3 2 1 3 2

3 1
1 2 2 3

3 2 1 3 2

x x x x y

x x x
x y

x x

x
x x y

x x

       

 
    

   

 
      

    

Ta có 
3 1 2

2 3 0; 0, 1 0 1
33 2 1 3 2

x
x y x x x

x x
           

   
.

Do  2 3 2 3 2 2 21 1 0x x x x x x y x y          . 

Lại có      
 

2
2 22 2 2 2 2 20 2

2 2 2

x yx y x y
x y x y x y x y x y

 
             . 

Từ đó dẫn đến 3 2 2 2 3 21 1
2 3

2 2 2

x y y y
x y x y x x y x y

  
           .

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra, hay  

2 3 1 0
1

1
0

x y x
x

x y
y

x y

    


  
  

Thử lại, kết luận hệ có nghiệm duy nhất kể trên. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
              VVẫẫnn  vvớớii  mmoottiipp  ssửử  ddụụnngg  đđạạii  llưượợnngg  lliiêênn  hhợợpp  cchhốốtt  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  mmộộtt  bbiiếếnn,,  llưưuu  ýý  bbààii  ttooáánn  nnààyy  kkhhóó  ccóó  tthhểể  đđộộcc  
llậậpp  ggiiảảii  bbấấtt  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ẩẩnn  xx  nnhhưư  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  112222  vvìì  đđãã  đđưượợcc  ggăămm  đđạạii  llưượợnngg  kkhhôônngg  ââmm  2 3 0x y   nnộộii  ttạạii  

pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii,,  đđóó  llàà  cchhưướớnngg  nnggạạii  vvậậtt  ccảảnn  ttrrởở  vvàà  cchhắắcc  hhẳẳnn  đđãã  pphháá  vvỡỡ  kkếế  hhooạạcchh  nnggââyy  tthhơơ  ccủủaa  nnhhiiềềuu  bbạạnn  đđọọcc..    

   
3 1

1 2 2 3
3 2 1 3 2

x
x x y

x x

 
     

    
vvớớii  vvaaii  ttrròò       ; . ; ;f x y T x y g x y ..  

TTrroonngg  đđóó  

oo  ;f x y vvẫẫnn  ccòònn  ttrrẻẻ  ccoonn  vvớớii  ddạạnngg     ;0f x f x ,,  hhơơnn  nnữữaa  vvẫẫnn  ccòònn  llàà  nnhhịị  tthhứứcc..

oo  ;g x y ccòònn  nnhhẹẹ  nnhhàànngg  kkhhii  ttrrùùnngg  llặặpp  bbiiểểuu  tthhứứcc  ddưướớii  ccăănn   ; 2 3g x y x y   ..

oo  
3 1

;
3 2 1 3 2

x
T x y

x x
 

   
bbưướớcc  đđầầuu  xxuuấấtt  hhiiệệnn  bbiiếếnn  ttrrêênn  ttửử  tthhứứcc  ((mmộộtt  bbiiếếnn))..  

SSaauu  kkhhii  kkhhaaii  pphháá  đđiiềềuu  kkiiệệnn  1x  ,,  rrõõ  rràànngg  đđââyy  kkhhôônngg  pphhảảii  mmốốii  qquuaann  hhệệ  hhaaii  bbiiếếnn,,  vvìì  vvậậyy  kkhhôônngg  tthhểể  tthhaayy  tthhếế  vvààoo  mmàà  
uunngg  dduunngg  ggiiảảii  nngghhiiệệmm,,  ssuuyy  nngghhĩĩ  tthhưườờnngg  nnhhậậtt  llàà  cchhuuẩẩnn  bbịị  ttiinnhh  tthhầầnn  đđáánnhh  ggiiáá  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii,,  bbởởii  hhììnnhh  tthhứứcc  nnóó  
cchhoo  tthhấấyy  đđãã  đđưượợcc  bbốố  ttrríí  vviiệệnn  bbiinnhh  đđóónn  llõõnngg  cchhặặnn  đđứứnngg  đđàà  ttiiếếnn  qquuâânn  ccóó  vvẻẻ  mmạạnnhh  mmẽẽ  ccủủaa  mmììnnhh..  

KKhhôônngg  qquuáá  kkhhóó  ccáácc  bbạạnn  đđềềuu  nnhhậậnn  xxéétt  2 3 0x x y   cchhoo  ddùù  α 0x   đđii  cchhăănngg  nnữữaa,,  vvìì  đđãã  ddựự  đđooáánn  ttrrưướớcc  ddấấuu  

đđẳẳnngg  tthhứứcc  ddàànnhh  cchhoo  nngghhiiệệmm  xxảảyy  rraa  kkhhii  1;2 3 0 1x x y x y       ..  
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CChhíínnhh  vvìì  tthhếế  cchhúúnngg  ttaa  mmaannhh  nnhhaa  cchhuuyyểểnn  đđàà  ttấấnn  ccôônngg  tthheeoo  hhưướớnngg  3 2 1
, 1

2

y
x y x


    ,,  vvàà  mmaayy  mmắắnn  đđãã  đđếếnn  tthheeoo

ưướớcc  nngguuyyệệnn,,  bbởởii  vvìì     
23 2 2 3 2 32 2 1 2 2 1 2 1 2x y y y x y y x y            ..

TTấấtt  nnhhiiêênn  kkhhii  tthhựựcc  hhàànnhh  ccầầnn  kkhhééoo  llééoo  đđốốii  vvớớii  ccáácc  kkiiếếnn  tthhứứcc  ccơơ  bbảảnn  

     

   

2 23 3 2 2

2 2

3 2 3 2

2 1 2, 1 2 2 1 1

11 1 1

2 2 2 2

x y x x y y y y

yy y y
x y x y

           

  
       

BBààii  ttooáánn  112233..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
2

2 3 2

3 3 2 1 5 ,
;

2 3 2 2 3 1.

x x x y x
x y

x y x x x y y

      


        

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2

3 2

1
; 2 3 0

2

2 2 3 0

x y x

x x y


   


    

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   
   

 

2

2

2

2

3 2 2 1 2 3

3 2 2 1 1 2 3

1 2 1
2 3

3 2 2 1 1

2
1 2 3

3 2 2 1 1

x x x x x x y x

x x x x y x

x x x x
y x

x x

x x
x y x

x x

       

        

 
    

   

 
      

    

Ta có 2 2 1
2 3 0; 0, 1 0 1

23 2 2 1 1

x x
y x x x x

x x
           

   
. 

Xét hàm số    3 22 ; 1 3 2 0, 1f x x x x f x x x         . 

Rõ ràng hàm liên tục và đồng biến nên ta thu được      
1

1 1
x

f x Min f x f


    .

Suy ra  
23 2 2 2 22 2 3 1 2 3 2 2 2 1 1x x y y y y y y              . 

Vì thế 3 2 2 3 22 2 3 1 1 2 3 2 2 3 1x x y y y x y x x x y y                . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi và chỉ khi 

1 0
1

1 0
1

1

y
x

y
y

x

 


   
 

Thử lại, kết luận hệ phương trình có nghiệm duy nhất 1x y  . 

NNhhậậnn  xxéétt..  

 BBiiểểuu  tthhứứcc  lliiêênn  hhợợpp  xxuuấấtt  hhiiệệnn  bbiiếếnn  ttrrêênn  ttửử  tthhứứcc     
2

; ;0
3 2 2 1 1

x x
T x y T x

x x
  

   
..  

   2; 2 3g x y y x   llàà  đđaa  tthhứứcc  hhaaii  bbiiếếnn  kkhhôônngg  ââmm..

 ĐĐơơnn  vvịị  qquuyyếếtt  đđịịnnhh  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  bbiiếếnn  xx  llàà     ; ;0 1Q f x y f x x    ..

 ĐĐáánnhh  ggiiáá  3 2 1x x   ccóó  tthhểể  qquuaa  bbiiếếnn  đđổổii  ttưươơnngg  đđưươơnngg,,  kkhhôônngg  nnhhấấtt  tthhiiếếtt  ssửử  ddụụnngg  hhààmm  ssốố
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  3 22 1 0 1 1 0, 1x x x x x x            vvìì  2 1 1 0, 1x x x      ..

 ĐĐáánnhh  ggiiáá 22 2 1 1y y y     ccóó  tthhểể  ddùùnngg  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  pphhụụ     
22 22 a b a b   ..

   
22 2 22 2 2 1 1 2 2 1 1y y y y y y           ..  

BBààii  ttooáánn  112244..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
2 3

3 2 2

2 2 0,
;

2 3.

x x y y
x y

x x xy y y

      


     

 . 

Lời giải. 

Điều kiện    3 22 0 1 2 0 1y y y y y y          .

Phương trình thứ nhất của hệ suy ra   2 32 2 0 1 2 0 2 1x x y y x x x               . 

Phương trình thứ hai biến đổi về 

  
   2

3 2 2 2

2 2

1 11
3 2 1

3 2 3 2

y yy
x x xy y y x y x

y y

 
          

   
. 

Mà 
   2

2

1 1
0, 1; 0, 1, 1 0 1 1

3 2

y y
y x y y x x x x y

y

 
                

 
 . 

Vậy hệ đề bài có nghiệm duy nhất 1x y  . 

NNhhậậnn  xxéétt..  

KKhhôônngg  qquuáá  kkhhóó  đđểể  cchhúúnngg  ttaa  nnhhậậnn  rraa  đđiiềềuu  kkiiệệnn     3 22 0 1 2 0 1y y y y y y          ..

ĐĐiiềềuu  kkiiệệnn  nnààyy  mmaayy  mmắắnn  vvìì  nnóó  đđộộcc  llậậpp  vvớớii  mmộộtt  bbiiếếnn,,  kkhhôônngg  bbấấtt  llợợii  nnhhưư  ccáácc  rràànngg  bbuuộộcc  hhaaii  bbiiếếnn..    

HHơơnn  nnữữaa  vvớớii  cchhúú  ýý  đđóó,,  ddễễ  ddàànngg  ssuuyy  rraa  đđưượợcc  2 3 1 3 2y     ,,  vvìì  tthhếế  

   3 2 22 2 1 0x x xy y x y x        

VVìì  bbiiểểuu  tthhứứcc  đđãã  đđưượợcc  bbốố  ttrríí  ssẵẵnn  đđạạii  llưượợnngg  xxáácc  đđịịnnhh  ddưươơnngg  2x y nnêênn  ttấấtt  yyếếuu  1 0 1 1x x x      ..  

SSựự  đđốốii  llậậpp  nnààyy  ddẫẫnn  đđếếnn  llờờii  ggiiảảii  nnggắắnn  ggọọnn,,  nnhhẹẹ  nnhhàànngg..  

BBààii  ttooáánn  112255..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
3 2 3

3 2 3

2 3 4 4,
;

2 6 2 8 .

x x x y y
x y

x x xy y y

      


     


 . 

Lời giải. 

Điều kiện   3 23 4 0 1 4 0 1y y y y y y          . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương

  3 2 3 22 4 3 4 0 1 2 4 0 1x x x y y x x x x               .

Phương trình thứ hai biến đổi 

        
 3

2 3 2

3

2 1
1 2 1 2 8 3 2 1

8 3

y
x x y x y x y x

y


         

 
. 

Mà 
 3

2

3

2 1
0, 1; 2 0, , 1 1 0 1 1

8 3

y
y x y x y x x x y

y


                

 
 . 

Thử lại ta thấy hệ có nghiệm duy nhất 1x y  . 

NNhhậậnn  xxéétt..  

BBààii  ttooáánn  nnààyy  ccũũnngg  kkhhôônngg  qquuáá  kkhhóó  kkhhaaii  tthháácc  đđiiềềuu  kkiiệệnn    3 23 4 0 1 4 0 1y y y y y y          ..
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CCăănn  tthhứứcc  cchhứứaa  yy  ttạạii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  đđộộcc  llậậpp  nnêênn  ccũũnngg  ddễễ  ddàànngg  đđáánnhh  ggiiáá  

 
       

3 2 3 3 2 3

2 2

2 6 2 8 2 2 2 8 6 2 9 6 0

1 2 1 0 2 1 0 1

x x xy y y x x xy y y

x x y x x y x x

               

          

BBààii  ttooáánn  112266..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh   
3 2 3

3

2 2 2 3 5 5,
;

2 2.

x x x y y
x y

xy x y y y

      


    

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
      

22 23

3 3 3

1 2 2 5 0 1 1 5 02 3 5 0
1

2 0 2 0 2 0

y y y y y yy y
y

y y y y y y

                       
           

. 

Phương trình thứ nhất của hệ biến đổi 

  3 2 3 22 2 5 2 3 5 0 1 2 3 5 0 1x x x y y x x x x               .

Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

   
3

3

3

2
2 2 2 2 1 2 1

2 2

y y
xy y x y y y x x

y y

 
           

  

  
   2

3

1 2
1 2

2 2

y y y
x y

y y

  
   

  

Ta có 
  2

3

1 2
0; 2 0, 1 1 0 1 1

2 2

y y y
y y x x x y

y y

  
            

  
. 

Kết luận hệ có nghiệm duy nhất 1; 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  112277..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh   

2 2

2

2 3 2 5 ,

;
3 3

2 1.
2

x x y

x y
x

x x y

    


 
     


 . 

Lời giải. 

Điều kiện 22; 5y y   . Phương trình thứ nhất biến đổi 

 
2 2 2 2 21 2 2 5 2 5 2 5 1 4 2 2x y y y y y                . 

Lại có 

     

 

2 22 2

2 2 2
2

1 0 3 2 3 2 2 1 2 1

3 2 3 3 3 3 3
1 1 1 1

2 2 2

x x x x x x

x x x x
x x x x x x

         

   
            

Từ phương trình thứ hai của hệ dẫn đến 2 1 1 2 2 2 2y y y y          . 

Khi đó các dấu đẳng thức cũng xảy ra nên 

2
1

1 0
2

1 0

y
x

x
y

x




   
  

Thử lại không thỏa mãn hệ nên kết luận hệ vô nghiệm. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
PPhhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt  ccủủaa  hhệệ  đđaa  pphhầầnn  bbạạnn  đđọọcc  đđềềuu  nnhhậậnn  rraa  đđặặcc  đđiiểểmm  



LÝ THUYẾT GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH CHỨA CĂN THỨC (PHẦN 8) 
_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
CREATED BY GIANG SƠN; GACMA1431988@GMAIL.COM                                                                                               TRUNG ĐOÀN HOÀNG SA; QUÂN ĐOÀN TĂNG THIẾT GIÁP 

95 

 
2 2 2 2 21 2 2 5 2 5 2 5 1 4 2 2x y y y y y                ..  

TTuuyy  nnhhiiêênn  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  ccóó  đđạạii  llưượợnngg  
23 2 3

2

x x
x

 
 ggââyy  kkhhóó  kkhhăănn  ttrroonngg  vviiệệcc  đđáánnhh  ggiiáá..

LLờờii  ggiiảảii  ttrrêênn  ssửử  ddụụnngg  llàà  rrấấtt  tthhuuầầnn  ttúúyy  vvàà  ccơơ  bbảảnn,,  nnhhưưnngg  nngghhĩĩ  đđưượợcc  nnhhưư  tthhếế  ccầầnn  mmộộtt  ssựự  lliinnhh  hhooạạtt  vvàà  kkhhééoo  llééoo  nnhhấấtt  
đđịịnnhh..  KKhhôônngg  nnhhấấtt  tthhiiếếtt  nnhhưư  tthhếế,,  ccáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  ccôônngg  ccụụ  đđạạoo  hhààmm  ––  kkhhảảoo  ssáátt  hhààmm  ssốố  nnhhưư  ssaauu  

XXéétt  hhààmm  ssốố     
2

2

3 2 3 1 3 1
. 1

2 2 3 2 3

x x x
f x x f x

x x

  
    

 
..  

DDễễ  tthhấấyy  

  2

2 2

2

3 1 0
0 3 1 6 4 6

9 6 1 6 4 6

1
1

3
13

5
1;3 2 5 0

3

x
f x x x x

x x x x

x
x

x

xx x

 
        

    


    

    
           

LLậậpp  bbảảnngg  bbiiếếnn  tthhiiêênn  hhààmm  ssốố  ttaa  tthhấấyy     
23 2 3

1 1 1
2x

x x
Min f x f x



 
    



..  

LLúúcc  nnààyy  đđãã  ccóó  đđòònn  bbẩẩyy  đđểể  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  bbiiếếnn  yy  ccòònn  llạạii  2 1 1 2 2 2 2y y y y          .. 

BBààii  ttooáánn  112288..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh   
3 3

2 3

2 3 1,
;

3 3 2 2 .

x x x y y
x y

y x x x y y x y

      


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 

   

   

23

2 2

3 2

1 3 02 3 0
1

3 3 0 3 3
1

2 0 1 2 0

x x xx x
x

x x x x
y

y y y y y

       
  

        
         

Từ phương trình thứ nhất của hệ ta có 

      

3 3 3

22

2 3 1 1 1 2 0

1 2 0 1 2 1 7 0 1

x x x y y y y

y y y y y y

           

            
 

Khi đó 
2 2

2 3

3 3

3 3 1 3 3
3 3 2 2

2 2 2 2

x x y x x y
y x x x y y x y

y y x y y x

       
         

       

. 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi và chỉ khi các dấu đẳng thức đồng thời xảy ra, tức là 1x y  . 

Thử lại thấy thỏa mãn, vậy hệ có nghiệm duy nhất. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
PPhhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt  ccủủaa  hhệệ  đđưượợcc  ccôô  llậậpp  bbiiếếnn  nnêênn  ttììmm  đđiiềềuu  kkiiệệnn  cchhặặtt  cchhẽẽ  cchhoo  ttooàànn  tthhểể  hhaaii  bbiiếếnn  kkhhôônngg  mmấấyy  kkhhóó  
kkhhăănn..  PPhhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  ccủủaa  hhệệ  ttuuyy  ccáácc  hhạạnngg  ttửử  llàà  ttổổ  hhợợpp  ccăănn  tthhứứcc  ––  đđơơnn  tthhứứcc  hhaaii  bbiiếếnn  nnhhưưnngg  ddoo  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ttììmm  
đđưượợcc  mmạạnnhh  mmẽẽ  1; 1x y  nnêênn  ddễễ  ddàànngg  đđáánnhh  ggiiáá  nnhhẹẹ  nnhhàànngg..  

BBààii  ttooáánn  112299..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh   
4 3 3 2

3 3 3

2 1 1 ,
;

1 2 3 4.

x y x x x
x y

x y x y xy

      


      

 . 
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Lời giải. 

Điều kiện 
1

0

y

x






Ta có    
2 22 4 4 2 2 4 21 0 2 2 2 1 1 2 2 1x x x x x x x             . 

Xét phương trình thứ nhất của hệ 
4 3 4 2

3 2 2 3

1 2 1 2 2 1

2 2

y x y x x

x x x x x x

       

       
 

Đặt ; 0x t t  dẫn đến 
  5 4 3 26 1 22

0 1 0 1 1
0 0

t t t t t tt t
t t x

t t

         
         

  
. 

Khi đó 

3

3 3 3 3 3

1 0

2 4 2 1 2 3 4

3 4 2

x y

x y x y x y xy

xy

  



           


  

. 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi và chỉ khi các dấu đẳng thức xảy ra tức là 1x y  . 

Thử lại ta thấy thỏa mãn hệ, kết luận bài toán có nghiệm duy nhất    ; 1;1x y  . 

BBààii  ttooáánn  113300..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
2 2 4

6 3 2

1 2 7 4 44,
;

4 30 21 6 4.

x x x y y
x y

y x x x y

        


     

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 2x  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

 

  
   

       

 
 

     

2 2 4

2 4

2 4

2 2

2 2

2 1 2 1 2 2 14 49 4 44

2 1 2 2 11 4 4

2 1 2 1 2 9 9 4 3

2 1 3
3 2 3 1 2 3

2 1

2 1
3 2 3 1 1 2 1

2 1

x x x x x x x y y

x x x x y y

x x x x y y

x x
x x y y y

x

x
x x y y

x

            

       

         

 
       

 

 
             

Rõ ràng 
 2 1

2 3 0, 2
2 1

x
x x

x


    

 
nên từ (1) suy ra 3 0 3x x    . 

Xét phương trình thứ hai của hệ 

     

6 3 2

2 4 3 2 3 2

6 5 4 21 30 9

1 2 3 4 5 4 21 30 9 0 2

y y x x x

y y y y y x x x

     

          
 

Ta có    
2 24 3 2 4 3 2 2 22 3 4 5 2 2 4 5 2 1 3 0,y y y y y y y y y y y y y                  .

Hơn nữa xét hàm số   3 24 21 30 9; 3f x x x x x     . 

Đạo hàm    212 42 30 0, 3f x x x x f x        đồng biến, liên tục nên    3 0f x f  . 

Phương trình (3) có nghiệm khi và chỉ khi 
 

2
31 0

13

xy

yx

  
 

 
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Thử lại cặp giá trị thấy thỏa mãn hệ đề bài. Kết luận nghiệm duy nhất 3; 1x y  . 

NNhhậậnn  xxéétt..  

PPhhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt  ccủủaa  hhệệ  ccóó  vvếế  pphhảảii  llàà  mmộộtt  đđạạii  llưượợnngg  mmộộtt  bbiiếếnn    4 4 44f y y y   ..  TThhôônngg  tthhưườờnngg  nnhhiiềềuu  bbạạnn  

đđọọcc  qquueenn  tthhuuộộcc  vvớớii  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  đđềềuu  ddễễ  ddàànngg  nnhhậậnn  rraa  mmấấuu  cchhốốtt  vvấấnn  đđềề  

 4 44 44 4 3 41 41M y y y y        vvớớii  4 4 3 0,y y y     ..

TThhựựcc  rraa  đđiiềềuu  nnààyy  đđưượợcc  ttáácc  ggiiảả  xxââyy  ddựựnngg  ttừừ  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  lliiêênn  hhệệ  ttrruunngg  bbììnnhh  ccộộnngg  ––  ttrruunngg  bbììnnhh  nnhhâânn  vvớớii  bbốốnn  ssốố  tthhựựcc  
kkhhôônngg  ââmm  nnhhưư  ssaauu  

4 4 441 1 1 4 4 4 4 3 0y y y y y y          ..

NNggooààii  bbảảnn  cchhấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  nnhhưư  ttrrêênn  ccáácc  bbạạnn  hhooàànn  ttooàànn  ssửử  ddụụnngg  pphhâânn  ttíícchh  nnhhâânn  ttửử  ttưươơnngg  ttựự  llờờii  ggiiảảii  hhooặặcc  ccôônngg  ccụụ  
đđạạoo  hhààmm  ––  kkhhảảoo  ssáátt  hhààmm  ssốố    

        
2 2 24 24 3 1 2 3 1 1 2 0y y y y y y y           

 
..

 XXéétt  hhààmm  ssốố     4 34 3; 4 4f y y y y f y y       ..

TTaa  ccóó    0 1f y y    ..  KKhhảảoo  ssáátt  ssựự  bbiiếếnn  tthhiiêênn  ttaa  đđưượợcc    1 0
y

Min f y f


 


..  

SSaauu  ccôônngg  đđooạạnn  nnààyy  nnhhiiềềuu  bbạạnn  xxôônngg  pphhaa  ttấấnn  ccôônngg  bbấấtt  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ẩẩnn  xx  ddạạnngg    22 1 2 2 11 7 0x x x x      ..  

TTuuyy  nnhhiiêênn  đđââyy  llàà  bbấấtt  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  mmộộtt  ẩẩnn  cchhứứaa  ttaamm  tthhứứcc  bbêênn  nnggooààii  ccăănn  tthhứứcc  nnêênn  kkhhôônngg  pphhảảii  mmộộtt  đđiiềềuu  đđơơnn  ggiiảảnn,,  ccóó  
tthhểể  nnóóii  pphhưươơnngg  áánn  lliiêênn  hhợợpp  ởở  ttrrêênn  llàà  ttốốii  ưưuu..  
PPhhưươơnngg  ttrrììnnhh  hhệệ  qquuảả  tthhựựcc  cchhấấtt  llàà  hhaaii  hhààmm  đđộộcc  llậậpp  mmộộtt  bbiiếếnn  

       6 3 26 5 4 21 30 9N y y x x x g y f x         ..

 VVớớii  hhààmm  ssốố  bbiiếếnn  yy,,  tthhựựcc  hhàànnhh  pphhưươơnngg  áánn       2 4 3 21 2 3 4 5g y y y y y y      ccầầnn  llưưuu  ýý    pphhâânn  ttíícchh  bbììnnhh

pphhưươơnngg     
2 24 3 2 4 3 2 2 22 3 4 5 2 2 4 5 2 1 3 0,y y y y y y y y y y y y y                  ..

 NNggooààii  rraa  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  ccôônngg  ccụụ  hhààmm  ssốố  vvớớii     56 6; 0 1g y y g y y      ..

 HHààmm  ssốố  bbiiếếnn  xx  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  pphhâânn  ttíícchh  nnhhâânn  ttửử    3 24 21 30 9; 3f x x x x x     ..

BBààii  ttooáánn  113311..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  

2

2 2 2

1
4 3 2 1 ,

;

4 3 6 3 2 1.

y
x y

x x y

x x y x y

 
   


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
3

2
x  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 
 

        

2 2 2 2

2 2

4 3 2 1 4 3 1 1 2

1
1 1 1 1

4 3 1 4 3 1

x x xy x y x x x x xy y

x x x
x x x y x x x y

x x

            

  
            

    

Ta có  
2 3

0; 1 0, 1 0 1
44 3 1

x
x y x x x x

x
           

 
. 

Lại có 

 

 

2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2

0 2 0 2 4 2 0

6 3 4 4 2 6 3 2 2

x y x xy y x xy y

x y x xy y x y x y x y x y

         

            

Hơn nữa 2 2 2 21 4 3 1 4 3 6 3 2 1x x x x y x y           . 
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Phương trình thứ hai có nghiệm khi và chỉ khi 
0

1
1

x y
x y

x

 
  


. 

Kết luận hệ phương trình đề bài có nghiệm duy nhất 1x y  . 

NNhhậậnn  xxéétt..  
 SSaauu  kkhhii  tthhựựcc  hhiiệệnn  qquuyy  đđồồnngg  cchhúúnngg  ttaa  qquuyy  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt  vvềề  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  hhaaii  ẩẩnn  hhỗỗnn  ttậậpp  ccăănn  tthhứứcc,,

hhơơnn  nnữữaa  hhaaii  ẩẩnn  ddíínnhh  vvààoo  nnhhaauu  ggââyy  ttââmm  llýý  hhooaanngg  mmaanngg  24 3 2 1x x xy x y     ..

TTrroonngg  ttrrưườờnngg  hhợợpp  nnààyy  ccầầnn  hhếếtt  ssứứcc  bbììnnhh  ttĩĩnnhh  tthhiiếếtt  llậậpp  đđạạii  llưượợnngg  kkhhôônngg  ââmm,,  kkhhôônngg  qquuáá  kkhhóó  nnhhậậnn  tthhấấyy  đđóó  llàà

hhằằnngg  đđẳẳnngg  tthhứứcc     
2

;g x y x y  ,,  ccũũnngg  llàà  đđơơnn  vvịị  qquuyyếếtt  đđịịnnhh   ;M x y qquueenn  tthhuuộộcc..  BBiiểểuu  tthhứứcc  ccòònn  llạạii  cchhứứaa

đđộộcc  bbiiếếnn  xx  nnêênn  ssửử  ddụụnngg  lliiêênn  hhợợpp  ggiiảảii  bbấấtt  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  llàà  pphhùù  hhợợpp

 
 

     

2 2 2

2

4 3 1 1 2

1
1 1

4 3 1

x x x x xy y

x x
x x x y

x

      


     

 

 KKhhii  đđãã  xxuuấấtt  hhiiệệnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  21 4 3 1x x    llàà  đđiiềềuu  ttấấtt  yyếếuu..  VVấấnn  đđềề  ttiiếếpp  tthheeoo  llàà  hhaaii  đđạạii  llưượợnngg  ttưươơnngg  

ứứnngg  llọọtt  llạạii  2 26 3 2x y x y  ,,  rrõõ  rràànngg  llàà  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  llàà  cchhứứnngg  mmiinnhh  tthhuuậậnn  cchhiiềềuu  llớớnn  hhơơnn  nnêênn  ttaa  ccảảmm  

qquuaann  tthheeoo  hhưướớnngg  2 26 3 2x y x y   ..  

SSửử  ddụụnngg  bbiiếếnn  đđổổii  ttưươơnngg  đđưươơnngg  ttưươơnngg  ttựự  llờờii  ggiiảảii  

 

 

2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2

0 2 0 2 4 2 0

6 3 4 4 2 6 3 2 2

x y x xy y x xy y

x y x xy y x y x y x y x y

         

            

SSửử  ddụụnngg  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  BBuunnyyaakkoovvsskkyy  hhaaii  bbộộ  ssốố  vvớớii  đđiiểểmm  rrơơii  

   
2

2 2 2 2 2

2 2

2 1 4 1
2 . 6 . 3 6 3 6 3

6 36 3

2 2 6 3

x y x y x y x y

x y x y x y

   
         

  

     

BBààii  ttooáánn  113322..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
2 2

2 4 2

3 2 2 2 1 2 2 ,
;

3 2 3 2 1 1.

x x y x x x y
x y

x x y x y

      


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 4 22 1
; ;3 2 1 0

3 2
x y x y     . Phương trình thứ nhất tương đương với 

 
     

   

2 2

2
2

2 2

3 2 1 1 2 2 1 2 1

3 1 1
2 1

3 2 1 1

3
1 2 1

3 2 1 1

x x x x x y y

x x x
x y

x x

x
x x y

x x

        

 
    

  

 
      

   

Ta có  
22 3 2

2 1 0; 0,
33 2 1 1

x
x y x

x x
      

  
dẫn đến 1 0 1x x    . 

Khi đó 2 4 21 1x x x x      và 23 2 1, 1x x    . Ta có các nhận xét 
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   
       

4 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 22 2 4 2

3 2 1 3 2 1 2 1 2

0 2 3 2 1

x y x y x y x x y

x y x y x y x y x y

          

          

Từ đó 4 2 2 4 23 2 1 3 2 3 2 1 1x y x y x y x x y x y              . 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
12 1

11 0

xx y

yx x y

   
 

    
Kết luận hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 1x y  . 

NNhhậậnn  xxéétt..  
BBààii  ttooáánn  ssốố  113322  vvìì  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt  ccóó  ccáácc  đđạạii  llưượợnngg  bbậậcc  tthhấấpp  hhơơnn  nnêênn  ttaa  ssẽẽ  cchhuuyyểểnn  ttrrọọnngg  ttââmm  ttấấnn  ccôônngg  đđốốii  
ttưượợnngg  nnààyy..  TThhooạạtt  ttiiêênn  qquuaann  ssáátt  cchhúúnngg  ttaa  tthhấấyy  llạạii  ccóó  yyếếuu  ttốố  ddíínnhh  kkéépp  ggââyy  bbấấtt  llợợii  cchhoo  vviiệệcc  ccôô  llậậpp  bbiiếếnn,,  nnhhưưnngg  cchhúú  ýý  

mmộộtt  cchhúútt  ssẽẽ  tthhấấyy  nnóó  pphhụụcc  vvụụ  cchhoo  hhằằnngg  đđẳẳnngg  tthhứứcc  ––  ddựự  kkiiếếnn  đđơơnn  vvịị  qquuyyếếtt  đđịịnnhh  ddấấuu   ;M x y  

 
     

   

2 2

2
2

2 2

3 2 1 1 2 2 1 2 1

3 1 1
2 1

3 2 1 1

3
1 2 1

3 2 1 1

x x x x x y y

x x x
x y

x x

x
x x y

x x

        

 
    

  

 
      

   
Tổng thể biểu thức biến x ta sử dụng phép liên hợp công phá, một điều chú ý hơn là biểu thức liên hợp xuất hiện 
biến số trên tử thức, vẫn chỉ là một biến, sẽ phức tạp hơn rất nhiều nếu có sự tham gia của hai biến 

   
23

; ;0
3 2 1 1

x
T x y T x

x x
  

  
. 

Tương tự bài toán số 131, tách tương đồng đánh giá 
 

 

2

4 2

3 2 1 1

3 2 1 2

x

x y x y

 


  





Rõ ràng (1) tất yếu do miền giá trị 1 0 1x x    . Vì bất đẳng thức cùng chiều nên cần 4 23 2 1x y x y    . 

Biến đổi tương đương 

 

 

4 2 4 2 2 2 4 2 2

24 4 2

4 2 2 2

24 2

3 2 1 3 2 1 2 3 2 1 0

1 2 2 0
3 2 2 1 0

3 2 1 0

x y x y x y x xy y x x y xy

x x x x y
x x x xy y

x x x y

               

      
       
     

Hai hướng đi này đều khả quan vì 

     

      

2 24 4 2 4 2 2

2 24 2 2 2

1 2 2 1 2 1 0, 1

3 2 1 0 1 3 1 0, 1

x x x x y x x x x y x

x x x y x x x y x

             

            

BBààii  ttooáánn  113333..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

  
 

2 2

2
2

3 2 3 2 4 ,

;4 3
3 2 2 2 .

2

x x y x y x

x yx xy
y x y

      


  
    



 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2 2

;
3 3

y x  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 
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 
   

   

2 2

2 2

2

2

2

3 2 3 2 1 2 3 2 3 2

3 11
3 2

3 2 13 2

1 3
1 3 2

3 2 13 2

x x x y y x x

x xx
y x

xx

x x
x y x

xx

         


    

  

 
      

   

Nhận xét  
2

2

1 3 2
3 2 0; 0,

33 2 13 2

x x
y x x

xx


      

  
 nên 1 0 1x x    . 

Khi đó áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân ta có 

   
2 2 2

2 3 2 1 2 2 4 3 4 3
3 2 2 2

2 2 2 2

y x y x y x xy
y x y

        
        .

Do đó phương trình thứ hai có nghiệm khi dấu đẳng thức xảy ra tức là 
2

3 2 1 1

12 2

y y x

yx y

    
 

   
Kết luận hệ ban đầu có nghiệm duy nhất 1x y  . 

NNhhậậnn  xxéétt..  

 LLưưuu  ýý  ddạạnngg  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  cchhốốtt  cchhặặnn  ssửử  ddụụnngg  lliiêênn  hhợợpp  ––  ttrrụụcc  ccăănn  tthhứứcc       ; . ; ;f x y T x y g x y ..

VVớớii  ttậậpp  xxáácc  đđịịnnhh  DD,,  ttaa  ccóó   ; 0, ;T x y x y D   ..

ĐĐơơnn  vvịị  qquuyyếếtt  đđịịnnhh  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  mmộộtt  bbiiếếnn  ccóó  tthhểể  xxooaayy  cchhuuyyểểnn  qquuaannhh     
 

 

;
; , ;

;

f x y Q
f x y g x y

g x y Q


 



MMộộtt  ttrroonngg  hhaaii  đđơơnn  vvịị     ; , ;f x y g x y kkhhôônngg  ââmm  đđểể  pphhụụcc  vvụụ  đđơơnn  vvịị  QQ  pphháátt  hhuuyy  hhiiệệuu  qquuảả..  

CChhúúnngg  ttaa  đđãã  bbiiếếtt  llúúcc  đđóó  
     

     
1 1 1 1 2

1 1 1 1 2

; ; ;

; ; ;

f x y mU n h x y p h x y

g x y mU n h x y p h x y

  


  

TTrriiểểnn  kkhhaaii  mmứứcc  đđộộ  pphhứứcc  ttạạpp  đđưượợcc  ttùùyy  nngghhii  llựựaa  cchhọọnn..  
 CCáácc  bbạạnn  đđềềuu  ccóó  tthhểể  nnhhậậnn  tthhấấyy  bbààii  ttooáánn  ssốố  113333  ccóó  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt  đđưượợcc  xxââyy  ddựựnngg  kkhhééoo  llééoo,,  ttrrưướớcc  hhếếtt

llàà  hhììnnhh  tthhứứcc  nnggắắnn  ggọọnn  nnhhưưnngg  ssựự  ggắắnn  kkếếtt  ccăănn  tthhứứcc  hhỗỗnn  ttạạpp  đđậậpp  ttaann  hhyy  vvọọnngg  ccôô  llậậpp  hhaaii  bbiiếếnn  ;x y ..  VVớớii  ttưư  ttưưởởnngg

áápp  đđặặtt  nngghhiiệệmm  đđẹẹpp  đđẽẽ 1x y  ,,  đđạạii  llưượợnngg  kkhhôônngg  ââmm  ;g x y   ddựựaa  ttrrêênn  ttưư  ttưưởởnngg  tthhuuầầnn  ttúúyy  vvớớii  bbììnnhh  pphhưươơnngg

hhiiệệuu   
2

k a b ,,  đđảảmm  bbảảoo  ddấấuu  đđẳẳnngg  tthhứứcc  xxảảyy  rraa  kkhhii  1a b x y    ..  CChhiiaa  ssẻẻ  vvềề  pphhưươơnngg  ccáácchh  tthhiiếếtt  llậậpp  đđơơnn

vvịị   ;g x y ,,  bbạạnn  đđọọcc    ccóó  tthhểể  ccóó  nnhhiiềềuu  llựựaa  cchhọọnn

           
2 2 2

; 2 1 ; ; 1 3 1 ; ; 1 3 ;...g x y x y g x y x y g x y y x             

 VVàà  hhơơnn  tthhếế  nnữữaa..  TTuuyy  nnhhiiêênn  đđểể  ýý  rrằằnngg  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt  vvốốnn  đđãã  ccầầnn  ccáácc  ccăănn  tthhứứcc  mmộộtt  bbiiếếnn  xx  đđểể  pphhụụcc  vvụụ
lliiêênn  hhợợpp  đđáánnhh  ggiiáá  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  xx,,  nnếếuu  cchhọọnn  llựựaa  nnhhưư  tthhếế  vvôô  ttììnnhh  llààmm  cchhoo  xxuuấấtt  hhiiệệnn  33  ccăănn  tthhứứcc  ttrrởở  llêênn,,  hhììnnhh
tthhứứcc  bbààii  ttooáánn  ccồồnngg  kkềềnnhh  mmàà  kkhhóó  ggiiấấuu  đđưượợcc  ýý  đđồồ  bbaann  đđầầuu  ccủủaa  cchhúúnngg  ttaa,,  nnhhưư  bbààii  ttooáánn  ssốố  113322..  ỞỞ  đđââyy  ttáácc  ggiiảả

đđãã  llựựaa  cchhọọnn  ttrrùùnngg  llặặpp  ccăănn  tthhứứcc  tthhứứ  hhaaii  ttứứcc  llàà     
2

; 3 2g x y y x   ccũũnngg  vvìì  nnhhữữnngg  llýý  ddoo  nnhhoo  nnhhỏỏ  đđóó..  

 ĐĐốốii  vvớớii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  ccủủaa  hhệệ,,  ýý  ttưưởởnngg  đđáánnhh  ggiiáá  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  llàà  hhooàànn  ttooàànn  ttựự  nnhhiiêênn  vvìì  hhaaii  vvếế  ccóó  ssựự

xxuuấấtt  hhiiệệnn  ccủủaa  2x   ttưươơnngg  ứứnngg  ttrroonngg  ccăănn,,  nnggooààii  ccăănn..  SSựự  bbằằnngg  nnhhaauu  ccủủaa  hhaaii  nnhhâânn  ttửử  2 2; 2x y    ggợợii  ýý  đđếếnn  bbấấtt

đđẳẳnngg  tthhứứcc  lliiêênn  hhệệ  ttrruunngg  bbììnnhh  ccộộnngg  ––  ttrruunngg  bbììnnhh  nnhhâânn  ((AAMM  ––  GGMM  hhaayy  CCaauucchhyy)),,  ttuuyy  nnhhiiêênn  llàà  đđáánnhh  ggiiáá  ttrrộộii,,
nngghhĩĩaa  llàà  vvếế  ttrrááii  nnhhỏỏ  tthhuuaa  vvếế  pphhảảii,,  bbưướớcc  đđầầuu  đđãã  tthhooáátt  kkhhỏỏii  kkììmm  hhããmm  đđáánnhh  ggiiáá  ggiiảảmm  vvếế  ttrrááii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh

   
2 2 2

2 3 2 1 2 2 4 3 4 3
3 2 2 2

2 2 2 2

y x y x y x xy
y x y

        
        ..
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 SSaauu  kkhhii  xxửử  llýý  đđếếnn  bbưướớcc
2 4 3

2

x y 
tthhấấyy  ssaaii  kkhháácc  cchhúútt  íítt  vvớớii  

2 4 3

2

x xy 
,,  llúúcc  nnààyy  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  1x  pphháátt  hhuuyy  

ttáácc  ddụụnngg,,  kkhhii  mmàà  
2

4 4 , 1; 0
3

y xy x y      ..  

BBààii  ttooáánn  113344..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
    

   
 

3 43 10 7 4 3 4 ,
;

3 7 3 4 3 6 5 7 4.

y x y x
x y

x y x x y y

    


     

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 7 4 0;3 4 0y x    . 

Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

     

     

 
 

2

3 7 3 4 3 7 7 4 5 7 4

3 7 3 4 7 4 5 7 4

3 7
5 7 4

3 4 7 4

x y x x y y y y

x y x y y y

x y
y y

x y

       

       


   

  

Vì 
 

2
3 7

0; 7 4 0 5 0
3 4 7 4

x y
y y

x y


     

  
. 

Khi đó áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân ta có 

        

   

10 7 4 3 4 5.2 7 4 3 4 5 3 4 7 4

5 3 7 8 5.3 35 40 .3 35 8 3 43

y x y x x y

x y x y y x y y y x

        

          

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi 
3 7 35

; 5
5 3

x y
x y

y


  


. 

NNhhậậnn  xxéétt..  
BBààii  ttooáánn  ssốố  113344  ttáácc  ggiiảả  ttrríícchh  llưượợcc  ttrroonngg  mmộộtt  ttààii  lliiệệuu,,  kkhhôônngg  rrõõ  ttáácc  ggiiảả,,  kkhhii  nnhhậậnn  tthhấấyy  ssựự  ttưươơnngg  đđồồnngg  ýý  ttưưởởnngg  vvớớii  ttààii  
lliiệệuu  nnààyy,,  tthhuuộộcc  llớớpp  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ssửử  ddụụnngg  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ––  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  ––  hhààmm  ssốố..  CCáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  ccóó  mmộộtt  ssốố  
qquuaann  ssáátt  nnhhưư  ssaauu  

oo PPhhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  ccủủaa  hhệệ  ggợợii  ýý  ttưưởởnngg  lliiêênn  hhợợpp

   

   

3 7 3 4 3 6 5 7 4

3 7 3 4 3 7 5 7 4

x y x x y y

x y x x y y y

     

       

oo HHiiệệuu  hhaaii  ccăănn  tthhứứcc  tthhiiếếtt  llậậpp  bbììnnhh  pphhưươơnngg  hhiiệệuu

         
2

3 7 . 3 7 3 7
3 7 3 4 7 4

3 4 7 4 3 4 7 4

x y x y x y
x y x y

x y x y

  
     

     
..  

oo ĐĐiiểểmm  mmúútt   
35

5 0 5 ; ;5
3

y y x y
 

       
 

kkhhii  3 7x y ..  

oo SSựự  xxuuấấtt  hhiiệệnn  ccủủaa  3x ttạạii  hhaaii  vvếế  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt  ddẫẫnn  ddắắtt  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  AAMM  ––  GGMM

           10 7 4 3 4 5.2 7 4 3 4 5 3 4 7 4 5 3 7 8y x y x x y x y            ..

  LLưưuu  ýý  nnếếuu  vvộộii  vvàànngg  ssửử  ddụụnngg  áápp  đđặặtt  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ttììmm  đđưượợcc  5y  ssẽẽ  bbịị  vvưướớnngg  vvìì  

   5 3 7 8 3 7 8x y y x y       vvàà  ccầầnn  cchhứứnngg  mmiinnhh  3 7 8 3 43 5x y x y      ,,  nnggưượợcc..  

  CCầầnn  kkhhééoo  llééoo  vvàà  nnhhẹẹ  nnhhàànngg  cchhiiaa  ccắắtt  ccáácc  đđơơnn  vvịị  đđốốii  pphhưươơnngg  

   5 3 7 8 5.3 35 40 .3 35 8 3 43x y x y y x y y y x          ..  

  SSởở  ddĩĩ  nnhhưư  tthhếế  vvìì  ccầầnn  đđểể  ýý  ttrriiệệtt  ttiiêêuu  hhaaii  đđạạii  llưượợnngg  ttrrùùnngg  llặặpp  3xy ..  CCóó  tthhểể  tthhôônngg  qquuaa  bbắắcc  ccầầuu  
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 5 3 7 8 15 35 40 3 35 40

3 35 40 3 43 8 40 5

x y x y xy y

xy y xy y y y

       

       

BBààii  ttooáánn  113355..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

  
 

3 3 3 3

2 3 2 5 ,
;

4 3 2 1 10 1 18 .

x y x y x x y
x y

y x y x y y

     


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
  

3

3

3 0; 5 0; 3 0

1 10 1 0

x y x y y

x y

      


  
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

     

    

   
 

 
 

2

2 3 2 5 2 1 5

2 3 5 2 1 5

2 .2 2
2 1 5

3 5

2 2
2 1 5

3 5

x y x y x y x y y x y

x y x y x y y x y

x y x y
y x y

x y x y

x y
y x y

x y x y

       

       

 
   

  


   

  

Ta có 
 

2
2 2

0, 5 0 1 0 1
3 5

x y
x y y y

x y x y


       

  
, do đó 310 1 0 1 0y x     . 

Áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân AM – GM ta có 

   

3 3 3

3 3 3

4 3 4 4 8

2 1 10 1 1 10 1 10

y y y

x y x y x y

     

       

Kết hợp   3 3 3 3 3 3 3 31 4 3 2 1 10 1 10 8 10 8 18y y x y x y y x y y y x y y                 .

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra tức là 

3

3

3 4
2

10 1 1
1

1

y
x

y x
y

y

  
 

    
 


Thử lại trên toàn bộ hệ ta thu được nghiệm 2; 1x y  .  

NNhhậậnn  xxéétt..  
 TTổổnngg  qquuáátt  ddàànnhh  cchhoo  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  qquuyyếếtt  đđịịnnhh  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị,,  mmoottiipp  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ssốố  113344

     
   

   

; .

; .

h x y f x
mx ny f x g y

h x y g y


    
  



tthhỏỏaa  mmããnn       f x g y k mx ny   ..  

  KKhhii  đđóó  ssẽẽ  xxuuấấtt  hhiiệệnn  hhệệ  qquuảả  
 

   

   

   

2 ; .

; .

h x y f xk mx ny

f x g y h x y g y






 RRõõ  rràànngg  llàà   ;h x y tthhiiêênn  bbiiếếnn  vvạạnn  hhóóaa,,  ttạạmm  ddừừnngg  cchhâânn  vvớớii  mmộộtt  ẩẩnn..  ĐĐốốii  vvớớii  bbààii  ttooáánn  ssốố  113355  nnààyy,,  bbaann  đđầầuu  ttáácc

ggiiảả  llựựaa  cchhọọnn   ; 1h x y y  tthhôôii,,  nnhhưưnngg  mmàà  cchhợợtt  tthhấấyy  nnhhưư  tthhếế  hhơơii  llộộ  lliiễễuu  vvìì  2x y x y    nngghhee  cchhừừnngg  nnóó

““tthhâânn  tthhiiếếtt””  qquuáá
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     

       

2 3 5 1 5

2 3 2 5 1 5 1 5

x y x y x y y x y

x y x y x y x y y x y x y x y

      

            

 RRắắpp  ttââmm  llààmm  cchhoo  nnóó  kkhhôônngg  nnggóócc  đđầầuu  ddậậyy  đđưượợcc,,  kkhhuuyynnhh  hhưướớnngg  ggọọnn  ggàànngg  ttrriiệệtt  ttiiêêuu  ẩẩnn  yy,,  mmạạoo  mmuuộộii  cchhọọnn  llựựaa

đđaa  tthhứứcc     ; 2 1h x y y 

    

       

2 3 5 2 1 5

2 3 2 5 2 1 5 2 5

x y x y x y y x y

x y x y x y x y y x y x x y

      

           

  CCáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  ddọọaa  mmaa  cchhooáánn  ttââmm  llýý  bbằằnngg  bbiiếếnn  đđổổii  

   
2

2 3 2 5 . 3 5
2

x y
x y x y x x y x y x y

x


        


..  

HHooặặcc  ttiiếếpp  ttụụcc  
2 2 2 2 2

. 3 5 1 . 3 5
2 2

x y y
x y x y x y x y

x x

    
        

  
..  

 ĐĐốốii  vvớớii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii  ccủủaa  hhệệ,,  đđểể  áápp  ddụụnngg  đđưượợcc  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  lliiêênn  hhệệ  ttrruunngg  bbììnnhh  ccộộnngg  ––  ttrruunngg  bbììnnhh

nnhhâânn  nnhhấấtt  tthhiiếếtt  ccáácc  bbạạnn  ccầầnn  ccóó  310 1 0 1 0y x     ,,  đđơơnn  ggiiảảnn  vvìì  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ttiiêênn  qquuyyếếtt  llàà  ccáácc  hhạạnngg  ttửử  tthhaamm

ggiiaa  kkhhôônngg  ââmm,,  ddạạnngg  tthhứứcc  2 ab a b  kkhhii  ; 0a b  ..  

ĐĐơơnn  ccửử  cchhúúnngg  ttaa    ccóó  2 2 2 2.1 2 1   đđúúnngg  vvàà         2 2 . 1 2 1        ssaaii..  

BBààii  ttooáánn  113366..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
2 3 3

2 3 2 3 2 1 4 ,
;

7 4 5 2 3.

x x y x
x y

y y x y xy y x

     


      

 .  

Lời giải. 

Điều kiện 
2

2 2

3 3

1 54 5 0

x x

y yy y

 
  

 
        

Từ phương trình thứ nhất của hệ ta có 
2

2 3 2 3 2 1 0, 4 0 4
3

x x x y y            . 

Kết hợp điều kiện thu được 1y  , lúc này biến đổi phương trình thứ nhất 

 

     

   
 

   

2 3 2 3 2 1 5 1

2 3 2 3 2 1 1

4 1 3 1
1

3 2 2 1

4 3
1 1

3 2 2 1

x x x y x

x x x x y x

x x
y x

x x x x

x y x
x x x x

     

       

 
   

   

 
     

    

Vì  
4 3

0; 1 0, 1 1 0 1
3 2 2 1

y x y x x
x x x x

          
   

. 

Kết hợp 
3 3

2 3 3
1 0 2 4 2

7 4 5 2 3
1 0 1

x x y xy
y y x y xy y x

y y x

      
         

  

. 

Toàn bộ các dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1x y  , cặp số này thỏa mãn hệ ban đầu. 

NNhhậậnn  xxéétt..  
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ĐĐốốii  vvớớii  bbààii  ttooáánn  ssốố  113366  nnààyy,,  ccảảmm  ggiiáácc  đđầầuu  ttiiêênn  llàà  hhaaii  bbiiếếnn  đđãã  mmaayy  mmắắnn  đđưượợcc  bbốố  ttrríí  cchhoo  cchhúúnngg  ttaa  ddạạnngg  ccôô  llậậpp..  

TThhàànnhh  tthhửử  kkhhôônngg  pphháánn  đđooáánn  đđưượợcc  nngghhiiệệmm  1x  đđểể  ttiiếếnn  hhàànnhh  lliiêênn  hhợợpp,,  mmộộtt  ssốố  bbạạnn  ddựựaa  ttrrêênn  ccơơ  ssởở  
2

3
x  ,,  cchhiiaa  ccảả  hhaaii  

vvếế  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  nnhhấấtt  cchhoo  x ,,  đđưưaa  vvềề  ddạạnngg  

 
2 1

2 3 2 3 2 1 4 2 3 3 2 4x x y x y
x x

           ..

SSaauu  đđóó  ttấấtt  yyếếuu  đđặặtt  ẩẩnn  pphhụụ  vvàà  hhyy  vvọọnngg  ttấấnn  ccôônngg  tthheeoo  llốốii  mmòònn  
1

2 3 3 2 4t t t y
x
       ..

MMộộtt  đđiiềềuu  kkhhôônngg  mmaayy  xxảảyy  rraa,,  đđiiềềuu  kkiiệệnn  xxáácc  đđịịnnhh  yy  ccủủaa  mmììnnhh  llàà  hhaaii  ttậậpp  hhợợpp  rrờờii  nnhhaauu  1 5y y    ,,  nnhhưư  vvậậyy  đđáánnhh  ggiiáá  

tthheeoo  mmộộtt  cchhiiềềuu  llàà  kkhhóó  kkhhăănn  vvàà  kkhhôônngg  ttooàànn  vvẹẹnn..  ĐĐểể  ýý  mmộộtt  cchhúútt  ccóó  tthhểể  tthhấấyy  ggiiảảnn  llưượợcc  đđii  đđưượợcc  đđiiềềuu  kkiiệệnn  nnààyy,,  bbằằnngg  

ccáácchh  ssửử  ddụụnngg  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ccóó  nngghhiiệệmm  nnggaayy  cchhíínnhh  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ttrrêênn  
4 0

1
1 5

y
y

y y

 
 

   
..  

BBààii  ttooáánn  113377..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
   

 
 

3

3 3

3 3 1 4 4 3,
;

2 2 1 2.

x x x y x x
x y

x y x y y

       


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 

3 2 0

3
1;

4

x y

y x

   



 


Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

       
      

 
   

3

3

3

3

3 2 3 4 3 3 1 4 3

3 2 3 4 3 1 1 4 3

1 4 3 1
1 4 3

3 2 4 3 1

4 3
1 1 4 3

3 2 4 3 1

x x x x x x y x

x x x x y x

x x x x
y x

x x

xx
x y x

x x

         

         

  
    

   

 
      

    

Lại có    3 4 3 3
1 4 3 0, 1; 0,

43 2 4 3 1

xx
y x y x

x x


        

   
 dẫn đến 1 0 1x x    . 

Khi đó  3 3

3

2 01
2 2 1 2

1 2 4

x yx
x y x y y

y x y

   
         

    
. 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi dấu đẳng thức xảy ra tức là 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  113388..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

  
 

5 3 2

2 3 1 1 3,
;

1 4 2 .

x x y x
x y

y y x x y x y

     


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện    
5 3 25 3 2

0 0

1 4 0 1 4

2 02 0

x x

y y y y

x x yx x y

   
 

        
       

Từ phương trình thứ nhất của hệ ta có 1 0 1y y     , kết hợp điều kiện ta được 1y  . 
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 

   
 

   

2 3 3 1 3 1 3

3 1 2 1
1 3

2 3 3 1 3

3 2
1 1 3

2 3 3 1 3

x x x x y x

x x
y x

x x x x

x y x
x x x x

        

 
    

    

 
      

     

Ta có  
3 2

0, 1 3 0, 1
2 3 3 1 3

y x y
x x x x

      
    

 dẫn đến 1 0 1x x    . 

Khi đó ta để ý  5 3 2 2 3 5 3 2 2 22 2 0 2 2 2x x x x x x x x y x y           .

Hơn nữa    
2 22 2 2 20 2 2 2 2x y x y x y x y x y x y            , dẫn đến

  5 3 2 2 2 5 3 22 2 2 1 4 2x x y x y x y y y x x y x y              . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi và chỉ khi 
1

1
x

x y
x y


  


. 

BBààii  ttooáánn  113399..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
3

3 2 2

6 2 8 2 0,
;

1 3 5 4.

y x x x
x y

y x xy y

      


     

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 2 20 2; 1; 3 5 0x y x xy y      . 

Phương trình thứ nhất tương đương với 

 

   
     

   

3

3

3

3

6 2 8 2 1

2 3 8 2 1

2 1 2 1
1

3 8 2

2 2
1 1

3 8 2

x x x x y x

x x x x y x

x x
y x

x x x x

x y x
x x x x

       

       

 
   

   

 
     

    

Ta có  32 2
0; 1 0, 1 1 0 1

3 8 2
y x y x x

x x x x
          

   
.

Khi đó 2 2 3 2 21; 1 3 5 9 1 3 5 3x y x xy y y x xy y            . 

Phương trình thứ hai có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra, tức là 1x y  . Hệ có nghiệm duy nhất. 

Nhận xét. 

DDạạnngg  tthhứứcc       ; . ; ;f x y T x y g x y ..  

       

   
 

   

       

       

136

3
137

138

3
139

4 3
; 1; ; ; ; 1

3 2 2 1

4 3
; 1; ; ; ; 1 4 3

3 2 4 3 1

3 2
; 1; ; ; ; 1 3

2 3 3 1 3

2 2
; 1; ; ; ; 1

3 8 2

Q f x y x T x y g x y y x
x x x x

xx
Q f x y x T x y g x y y x

x x

Q f x y x T x y g x y y x
x x x x

Q f x y x T x y g x y y x
x x x x

      
   


       

   

       
    

      
   
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TTrrảảii  ddọọcc  tthheeoo  ttuuyyếếnn  đđưươơnngg  113366  ––  113399,,  ccáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  tthhấấyy  đđạạii  llưượợnngg  qquuyyếếtt  đđịịnnhh  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  mmộộtt  bbiiếếnn  QQ  llàà  đđơơnn  ggiiảảnn  

ddưướớii  ddạạnngg  nnhhịị  tthhứứcc  bbậậcc  nnhhấấtt,,  ttuuyy  nnhhiiêênn  đđơơnn  vvịị   ;g x y ccòònn  llạạii  pphhùù  ttrrợợ  QQ,,  vvẫẫnn  xxuuấấtt  hhiiệệnn  vvớớii  hhaaii  bbiiếếnn  nnhhưưnngg  ttrrôônngg  rrấấtt  

ttrrơơ  ttrrụụii  vvàà  kkhhóó  bbấấuu  vvííuu,,  kkhhôônngg  ccòònn  llàà  ddạạnngg  bbììnnhh  pphhưươơnngg  qquueenn  tthhuuộộcc,,  ccầầnn  hhếếtt  ssứứcc  llưưuu  ttââmm  đđếếnn  đđiiềềuu  kkiiệệnn  xxáácc  đđịịnnhh  ccủủaa  
bbààii  ttooáánn,,  tthhậậmm  cchhíí  llàà  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ccóó  nngghhiiệệmm  đđểể  xxửử  llýý  bbằằnngg  đđưượợcc..  

BBààii  ttooáánn  114400..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

    
 

3

3 44

2 2 1 2 1 1 ,
;

2 1 5 27 2 1 2 1.

x x x x x y x
x y

y y x x

       


     

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 

  3

1

2

2 5 0

x

y y





   

Từ phương trình thứ nhất của hệ ta có 

   3 1
2 2 1 2 1 0, 1 0 1

2
x x x x x x y x y              . 

Kết hợp điều kiện    31 5 0 1y y y     . Phương trình thứ nhất tương đương

     

 
 

 
 

 

3

3

3

2

3

2 2 2 1 1

2 1
1

2 12 2

2 1
1 1

2 12 2

x x x x x y x

x x x x
y x

x xx x x

x x x
x y x

x xx x x

       

  
   

   

  
     

     

Vì 
 

 
2

3

2 1
0; 1 0 1 0 1

2 12 2

x x x
y x x x

x xx x x

 
        

   
. 

NNhhậậnn  xxéétt   
22 2 2 22 1 0 2 4 2 0 6 3 4 4 1 2 1x x x x x x x x              . 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovsky ta lại có   

        

   

222 2 4 4

2 4 2 44

6 3 3 2. 2 3.1 18 9 2 1 27 2 1

6 3 27 2 1 2 1 6 3 27 2 1

x x x x

x x x x x

       

         

DDoo  đđóó         3 4 44 42 1 5 27 2 1 27 2 1 2 1y y x x x        .

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra tức là 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  114411..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

   
 

23 2 2 1 1,
;

2 1 2 3 .

x y x y
x y

y x y x y

     


    

 .  

Lời giải. 

Điều kiện 
0

0

x

y





Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 
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 
 

 

   

2

2

2

3 2 2 1 2 1

2 11
1

3 2 1

1 2
1 1

3 2 1

x x y x y y

y xx
y

x x x

y
x y

x x x

      


   

  

 
     

   

Rõ ràng  
2 1 2

1 0; 0, 0 1 0 1
3 2 1

y
y y x x

x x x
          

  
. 

Áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân ta có 

   
1 2 1 2 2 2 4

2 1 2 2 2 3
2 2 2

y x y x y
y x y x y x y x x y

     
              .

Do đó phương trình thứ hai có nghiệm khi dấu đẳng thức xảy ra tức là 

1
1

1
1

2 1 2

x
x

y
y

x y




  
   

Kết luận hệ phương trình có nghiệm duy nhất kể trên. 
NNhhậậnn  xxéétt..  
ĐĐốốii  vvớớii  ccáácc  bbạạnn  đđộộcc  ggiiảả  cchhưưaa  llààmm  qquueenn  vvớớii  llớớpp  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ssửử  ddụụnngg  lliiêênn  hhợợpp  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  bbiiếếnn  kkếếtt  hhợợpp  bbấấtt  
đđẳẳnngg  tthhứứcc  ––  đđáánnhh  ggiiáá  tthhìì  bbààii  ttooáánn  nnààyy  tthhựựcc  ssựự  kkhhóó..  CCùùnngg  vvớớii  mmoottiipp  ccáácc  bbààii  ttooáánn  ttrrưướớcc,,  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ssốố  114411  ccóó  

đđạạii  llưượợnngg  tthhaamm  ggiiaa  lliiêênn  hhợợpp   ;T x y bbắắtt  đđầầuu  xxuuấấtt  hhiiệệnn  hhaaii  ẩẩnn,,  ttrroonngg  kkhhii  đđơơnn  vvịị  qquuyyếếtt  đđịịnnhh  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  vvàà  đđơơnn  vvịị  ccòònn  

llạạii  kkhhôônngg  qquuáá  kkhhóó  đđểể  nnhhậậnn  rraa  

 
1 2 2

; 0; , 0
33 2 1

y
T x y x y

x x x
      

  
  vvàà     

2
; 1g x y y  ..  

BBààii  ttooáánn  114422..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 

 

 
 

2

2
2

2 1 4 3 1 ,

;
2 1 2 2 2 .

2

x x y x y y x x

x yy x
y x x y x

       


 
      



 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
3 1

2; 2
4 2

x y    . 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

     
   

 

2

2

2 1 4 3 2 1

1 3 1
1

2 1 4 3

x x x y x x y y x

x x y x
y x

x x x x

       

 
   

   

   
23

1 1
2 1 4 3

x y
x y x

x x x x

 
     

    
. 

Ta có  
23 3 1

0, ; 2 , ;2 ; 1 0
4 22 1 4 3

x y
x y y x

x x x x

   
                 

 nên 1 0 1x x    . 

ÁÁpp  ddụụnngg  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  lliiêênn  hhệệ  ttrruunngg  bbììnnhh  ccộộnngg  ––  ttrruunngg  bbììnnhh  nnhhâânn  kkhhii  đđóó  

 
2

2

2 2 2

2 1 1 2 1 2
2 1 2 2

2 2 2

3 4
2

2 2 2

y x x y
y x x y

x x y x y x y x
x

     
       

       
   
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Phương trình thứ hai có nghiệm khi dấu đẳng thức xảy ra tức là 

22 1 2 1

2 1 1

1 0; 1

y x

x y x y

y x

    


     
   

. 

So sánh với điều kiện ta có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  114433..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
 

3

2 2 1 2 ,
;

3 2 2 1 2 1.

x y x y y y x x y
x y

y x y x y

      


     

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2

; 0
3

y x  . Phương trình thứ nhất tương đương với 

     
     

     

   
2

2 2 2 2 1

2 2 2 2 1

1

2 2 2 2 1

1

2 2 2 2 1

x y x y x y x y y x y y

x y x y x y y x y y

x y x y y x

x y x y x y y

x y y x

x y x y x y y

        

        

  
 

     

 
 

     

Ta có 
 

2
2

0; 0,
32 2 2 2 1

x y y
y

x y x y x y y


   

     
 nên 1 0 1x x    . 

Khi đó  2 32 1 0, 1 2 2x x x x x      , kết hợp bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân thì

  33 2 1 2 1 4 2 2
3 2 2 1 2 1 2 1

2 2 2

x x y x y
y x y x y x y

     
            .

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi dấu đẳng thức đồng thời xảy ra , nghĩa là 

3 2 1

2 1 1

1

y

x y x y

x

 


    
 

. 

So sánh với điều kiện ta có nghiệm duy nhất của hệ 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  114444..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
2 4 4 3

3 5 2 3 ,
;

3 2 1 1 2 .

x y x y x y y
x y

x x y x xy

     


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2

0 2

0 3

03 2

y
x

xy

yx

  
 

  
   

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

     

     
 

 
2

3 2 3 1

3 2 3 1 3 1
3 2

x y x y x y y x y

x y
x y x y y x y x y

x y y

     


        

 
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Ta có 
 

2

0; 0 1 0 1
3 2

x y
y x x

x y y


      

 
. 

Khi đó áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân ta có 
4 4 3 4 4 4 4 4 4 341 1 1 4 4 1 2x y x x y x y xy x y x xy              . 

Lại có 2 2 4 4 33 2 1 3 2 1 1 2x x x y x xy          . 

Phương trình thứ hai có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra tức là 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  114455..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
2

3 3 5 2

2 7 6 1 2 1,
;

2 2 2 2 1.

x y x x x y x
x y

x y x y x y y

      


       

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 36
2; 0

7
x y   . 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

     

   
 

   

2

2

2

7 6 2 7 6 2 1 1 2 1

6 1 5 1
1 2 1

7 6 7 6 2 1

6 5
1 1 2 1

7 6 7 6 2 1

x x x y x x y x

x x y x
y x

x x x x

x y
x y x

x x x x

        

 
    

    

 
      

     

Dễ thấy  
236 5 6

0, ; 2 , 0; 1 2 1 0
77 6 7 6 2 1

x y
x y y x

x x x x

 
               

. 

Từ đó 51 0 1 1x x x      . 
Áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân lại có 

3 2 3 3 3 22 2 2 2 2 2y x y x x y x y         . 

Hơn nữa 5 3 3 2 52 1;2 2 2 2 2 2 1y y x x y x y y x y           . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra, tức là 
3

1 0

1 1

2

y

x y x y

y x

  


    


 

. 

Đối chiếu điều kiện ta thu được các nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  114466..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
 

 
 

2

2 3 2

3 2 2 1 1 2 ,
;

1 2 1 7 7.

y x x y x
x y

y y x x x

      


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2 1

;
3 2

x y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

   
   

2

2

2

3 2 2 1 2 2 1 2 1

3 2 2 1 2 1

1
2 1

3 2 2 1

y x x y y x x

y x x y x

y x
y x

x x

       

      


   

  
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Ta có  
21

0, ; 2 1 0 1 0 1
23 2 2 1

y
y y x x x

x x
          

  
. 

Khi đó xét hàm số      3 2 2 7 7
7 ; 1 3 2 3 2 0, 1

2 2
f x x x x x f x x x x x x

x x
              .

Hàm số liên tục và đồng biến trên miền  1; dẫn đến

       
2 3 2

1

1 7 1 2 1 7 7
x

f x Min f x f y y x x x


          .

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra tức là 1x y  . 

Kết luận hệ có nghiệm duy nhất kể trên. 

BBààii  ttooáánn  114477..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
3

2 2 1 ,
;

2 2 1 3 2 1 5 .

x
x y

y x y

y y x xy


  


    

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
1 1

;
2 2

x y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

       

2 2

2 2

2 2 1 2 2 1 2

2 1
2 2 1

2 1

y x x y y x x y y x x

y x
y x x y x y x

x x

        


       

 

Ta thấy  
22 1

0, ; 0 1 0 1
22 1

y
y y x x x

x x
         

 
. 

Khi đó áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân ta có 

 32 2 1 3 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 3 2 3 5y y x y y x xy y xy xy xy               . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi và chỉ khi dấu đẳng thức xảy ra tức là 1x y  . 

Vậy hệ phương trình đề bài có nghiệm duy nhất 1x y  . 

Nhận xét. 
ĐĐốốii  vvớớii  ccáácc  bbààii  ttooáánn  114411  đđếếnn  114477  llàà  llớớpp  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  ssửử  ddụụnngg  pphhéépp  lliiêênn  hhợợpp  lliinnhh  hhooạạtt  xxửử  llýý  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  bbiiếếnn  xx,,  

kkhhôônngg  ccôô  llậậpp  đđưượợcc  hhaaii  bbiiếếnn  đđộộcc  llậậpp,,  ttrroonngg  đđóó  bbiiểểuu  tthhứứcc  lliiêênn  hhợợpp   ;T x y đđềềuu  cchhứứaa  hhaaii  bbiiếếnn,,  ddùù  rrằằnngg  ccòònn  đđơơnn  đđộộcc  

mmộộtt  pphhâânn  tthhứứcc  nnhhưưnngg  tthhựựcc  ssựự  kkhhóó  pphháátt  hhiiệệnn,,  đđểể  llààmm  đđưượợcc  đđiiềềuu  nnààyy  ccáácc  bbạạnn  ccầầnn  ttưư  dduuyy  ccaaoo  đđộộ,,  bbằằnngg  mmọọii  ggiiáá  llààmm  

xxuuấấtt  hhiiệệnn  ccáácc  đđạạii  llưượợnngg  kkhhôônngg  ââmm   ;g x y nnhhưư  bbììnnhh  pphhưươơnngg,,  llũũyy  tthhừừaa  bbậậcc  cchhẵẵnn,,  ccăănn  tthhứứcc,,  nnhhâânn  ttửử,,……ttùùyy  tthheeoo  đđiiềềuu  

kkiiệệnn  xxáácc  đđịịnnhh,,  tthhậậmm  cchhíí  đđiiềềuu  kkiiệệnn  ccóó  nngghhiiệệmm  ccủủaa  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  nnhhưư  ccáácc  bbạạnn  đđãã  tthhấấyy..  
RRiiêênngg  đđốốii  vvớớii  bbààii  ttooáánn  ssốố  114477,,  nnggooààii  pphhưươơnngg  áánn  lliiêênn  hhợợpp  ccáácc  bbạạnn  ccóó  tthhểể  ssửử  ddụụnngg  bbấấtt  đđẳẳnngg  tthhứứcc  lliiêênn  hhệệ  ggiiữữaa  ttrruunngg  

bbììnnhh  ccộộnngg  ––  ttrruunngg  bbììnnhh  nnhhâânn  AAMM  ––  GGMM  vvớớii  đđiiểểmm  rrơơii  mmaayy  mmắắnn  2 2 1 2 . 2
x x

x y y x
y y

     ..  

TTiiếếpp  ttụụcc  ssửử  ddụụnngg  bbấấtt  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  đđii  đđếếnn  2 2 1 2 2 1 2 1 1x x x x x x x          ..  

BBààii  ttooáánn  114488..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh   
2

2

3 2 2 2 1 ,
;

3 3 2 5 4.

x y x y x x
x y

x x y x y x

      


    
 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2

; 0
3

x y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 
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 

2

2

3 2 2 2 1

3 2 2 2 1 2

x x y x y x

x x y x x y y x x

     

        

     

   

2

2

2 1 2 1

3 2 2 1

2 2
1

3 1 2 1

x y x
y x

x x x x

y
x y x

x x x x

 
   

   

 
     

    

Ta thấy  
22 2

0, 0; 0
3 1 2 1

y
y y x

x x x x
     

   
 nên dẫn đến 1 0 1x x    . 

Phương trình thứ hai tương đương với 

     
2

2 2 22 2 3 5 4 2 3 5 4x x y y x x x x y x x x             . 

Khi đó xét hàm số    2 5
2 3 5 ; 1 4 3 0, 1

2
f x x x x x f x x x

x
           .

Hàm số liên tục và đồng biến trên miền đang xét nên 

       
2

2

1

1 4 2 3 5 4
x

f x Min f x f x y x x x


         .

Vì vậy phương trình (*) có nghiệm khi và chỉ khi 
;

1
1

x y y x
x y

x

  
  


. 

Kết luận hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 1x y  .  

BBààii  ttooáánn  114499..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 

 
 

2
3

4

4
3 ,

2 ;

3 1 2 1 4 .

y x x
x x

y x y

x x x y

  
   

    

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 0; 0x y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

     

      
 

3 2 3 2

3
2

3 2

3

2 3 4 2 3 2 2 2

2
2 3 2 2

3 2

y x x x y x y x x y x y y x x

y x x
y x x x y y x x y x

x x x

            

 
         

 

Ta thấy    
2

3 2

3

12
0, 0; 0 0 1 0

1 03 2

xy
y y x x x x x

xx x x


                

Đối chiếu điều kiện đi đến hai khả năng 0 1x x   . 

 
1

0 4 2
8

x y y     , cặp số 
1

0;
8

 
 
 

không thỏa mãn hệ. 

 1 3 1 2x x x    . Khi đó nhận xét  
24 4 2 2 4 22 2 2 1 1 2 2 1x x x x x y          . 

Dẫn đến  4 2 2 243 1 2 1 3 1 1 1 4 4x x x y y y y           . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra tức là 
 

22

2

1 1 0
1

0; 1

x x
x y

y x y

    
  

   

. 

Đối chiếu điều kiện ta được nghiệm duy nhất    ; 1;1x y  . 
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BBààii  ttooáánn  115500..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

   
 

3 2

5

8 3 4 8 4 12,

;4 3 3
2 2 3 .

2

y x x y x x y y

x yx x y
x x y y x

        


  
   



 . 

Lời giải. 

Điều kiện 

 
 

 

2 8 0 0

2 0 2

03 0

x x x

x x y x y

yy x

    
    

    
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

 
 

   
 

3 2

3 2
2 2

3 3

8 8 4 4 2 2 8 8

7 8 1 8
2 8 2 8

8 8 8 8

y x x x y y y x x

y x x y x x x
y x y x

x x x x x x

          

    
         

     

Xét trường hợp    
0 0

; 4;0
42 8 0

y y
x y

xy x

 
    

     
bị loại. 

Xét 
 

 
2

2

3

8
0 0, 0; 2 8 0

8 8

y x x
y y y x

x x x

 
        

  
dẫn đến 1 0 1x x    . 

Áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân ta lại có 

   
52 4 3 4 3 3 4 3 3

2 2 3
2 2 2 2

x x y y x x y x x y
x x y y x

       
       do 5, 1x x x   . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra hay 

2
1

4 3
1

1 2 8 0

x x y
x

y x
y

x y x

  


   


     
KKếếtt  lluuậậnn  hhệệ  bbaann  đđầầuu  ccóó  nngghhiiệệmm  dduuyy  nnhhấấtt..  

BBààii  ttooáánn  115511..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh   
2 4

3 2

2 1 3
6 8 3 8 ,

;

2 3 4 3 6 .

x
y x y y

x yx x

x y x y

 
     


    

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
1

; 0
2

x y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

   

   
   

4 2

2

4 2

2
2

4 2

2
2

3

1 2 2 1
3 2 6 8 2 0

2

3 2 1 2 2 2 1
1 6 8 2 0

2

2 1 13 1
6 8 3 0

2

2 1 13 1
1 3

2

x
x y y y

x x

x x x x
y y y

x x

xx
y y y

x x

xx
y y

x x

 
        

 

   
       

 
      

 
    



LÝ THUYẾT GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH CHỨA CĂN THỨC (PHẦN 8) 
_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
CREATED BY GIANG SƠN; GACMA1431988@GMAIL.COM                                                                                               TRUNG ĐOÀN HOÀNG SA; QUÂN ĐOÀN TĂNG THIẾT GIÁP 

113 

Để ý rằng 
   

   

2
2

3
2 1 13 1 1

0, 1 3 0 1
2 2

xx
x y y y

x x

 
          .

Phương trình thứ hai của hệ trở thành    3 22 3 3 6 4 0 0x x y y f x g y        . 

Xét hàm số   3 2 1
2 3 ;

2
f x x x x   thì    2 0

6 6 ; 0
1

x
f x x x f x

x


      

Lập bảng biến thiên hàm  f x , rõ ràng trên miền    
1

;
2

1
; 1 1

2
x

x Min f x f
 

  
 

 
       

. 

Xét hàm số    3 6 4; 0;1g y y y y    thì  
 

 
3 1

0, 0;1
y

f y y
y


     . 

Hàm số này nghịch biến nên  
 

 
0;1

1 1
y

Min g y g


  . Như vậy     0f x g y  .

Dấu đẳng thức xảy ra khi 1x y  . Thử lại vào hệ ban đầu ta có cặp nghiệm    ; 1;1x y  . 

Nhận xét. 
     Thao tác biến đổi phương trình thứ nhất của hệ hết sức thú vị, việc tạo ra các hằng đẳng thức như thế trên thực 
tế không phải một điều dễ thấy, nó manh nha từ cái nhìn  bất đẳng thức AM – GM (BĐT Cauchy, liên hệ giữa trung 
bình cộng và trung bình nhân). Xét phương trình thứ nhất của hệ 

 
   

2 4

2 4 2

2 4 2

2 1 3
6 8 3 8

2 1 3 8 3 6 8

2 1 3 1 6 8 2

x
y x y y

x x

x x x x y y y

x x x y y y


     

       

       

Khi đó rõ ràng 

   

 
   

2 4 2

34 2

2

2 1 1
2 1 3 1 6 8 2

2

6 8 2 1 1 1 3 0 1
3 1

x
x x x x y y y x

x
y y y y y y

x

 
         

            


BBààii  ttooáánn  115522..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
 

3 2

4

2 3 1,
;3

2 1 2 1 1 .
2

y x y y x y y y x
x y

x y x x y

        



     



 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
1 1

;
2 2

x y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

   

 
 

3 2

3 2

3
2

3

3 1 2 1

2 1 2 1

1

y x y y x y y y x y x y

y x y x y y y y x y x y

y x x
y x y

x y x y

         

           


    

  

 

Ta thấy  
2

3 1 1
1 0; 0, ,

2 2
y x y x y x y x y            . 
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Dẫn đến  3 2 1
0 1 0

1 0

x
x x x x

x


        

Kết hợp điều kiện 41
1

2
x x x x     . 

Áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân cho phương trình thứ hai 

  42 1 1 2 1 3 2 2 3 3
2 1 2 1 1 1

2 2 2 2 2

x y x x y x
x y x y x y

     
            .

Hệ có nghiệm khi tất cả các dấu đẳng thức xảy ra tức là 

2 1
1

2 1 1 ;
1

1

x y
x y

x x y
y x y

y x y

  
  

     
   

  

. 

Kết luận hệ ban đầu vô nghiệm. 

BBààii  ttooáánn  115533..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

   
 

2 23 2 2 3 3 3 1,
;

3 2 1 3 2 5 4 4 .

y x y x y x y x x y
x y

y x x x x y

         


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
4 1

;
5 2

x y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

 
 

2 2

2
2

2

3 3 2 1 2 1 3 3

1 3
3 3

y x y x y x x x x y x y

y x x
x x y

x y x y

          


    

  

Vì  
2

2 4 1
1 3 0; 3 3 0; .

5 2
x x y x y x y x y             dẫn đến  2 1

0 1 0
0

x
x x x x

x


       

Kết hợp điều kiện 
4

1 1
5

x x x x x x       . 

Áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân với phương trình thứ hai ta có 

   
2 1 3 2 5 4 1

2 1 3 2 5 4
2 2

8 2 6
4 3 4 3

2

y x x
y x x

x y
x y x x y

    
     

 
      

Hệ có nghiệm khi toàn bộ các dấu đẳng thức xảy ra tức là 
2 1 3 2 1

15 4 1

y x x

yx x

   
 

   
Thử lại, kết luận hệ ban đầu có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  115544..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
3

3 3

3
2 1 ,

;

2 1 2 1.

x
x x y y

y x y

x x x y y x


    


       

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 31
; 0; 0

2
x y x x y     . 

Phương trình thứ nhất tương đương với 
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 
 

 

3 2

3 2

3
2

3

2 3

2 2 2 2 2

2
2

2

y x x y y x y

y x x y x y y y x y x y

y x x
y x y

x x y x y

    

         


   

   

Ta thấy  
2

32 0; 2 0; 0y x y x x y x y y          nên  3 2 1
0 1 0

1 0

x
x x x x

x


        

Kết hợp điều kiện 3 3 31
1 3 4

2
x x x x x x x        . 

Áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân cho phương trình thứ hai 
3 3 3

3 31 2 1 1 1 3 2 4 2
2 1 2 1

2 2 2 2 2

x x x y y x x x
x x x y y x

        
            .

Hệ có nghiệm khi tất cả các dấu đẳng thức xảy ra tức là 

32 1 1

1 1

2

x x x y

y x y

y x y

     


   


 

. 

Thử lại, kết luận hệ ban đầu có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  115555..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
     

 
3 4

1 3 2 3,
;

2 5 4 3 3.

x y x y x y x y y
x y

x x y y x

        


       

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 3

4

3 0; 0

3; 2 5 0

4 3 0

x y x y

y x x

y y x

   


    


   
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

     

   
   

2

3 2 3 3

3 2 2 3 3

3 1

3 2 2 3 3

x y x y x y x y x y y

x y x y x y x y y

x y x

x y x y x y y

        

        

 
 

     

Ta thấy 
 

2

0; 3 3 0 1 0 1
3 2 2

x y
x y y x x

x y x y


         

  
. 

Với phương trình thứ hai của hệ 

Xét hàm số    3 22 5; 1 3 2 0, 1f x x x x f x x x          . 

Hàm số liên tục và đồng biến trên miền đang xét dẫn đến       3

1

1 4 2 5 2
x

f x Min f x f x x


       .

Lại có 4 44 3 4 4y y x y y      . Xét hàm số    3 34 4; 0 1 1g y y g y y y       . 

Khảo sát hàm số này ta có       41 1 4 3 1
y

g y Min g y g y y x


       


. 

Như vậy 3 42 5 4 3 3x x y y x       . Dấu đẳng thức xảy ra khi 1x y  . 
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BBààii  ttooáánn  115566..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
2

2 3 2 2

4 3 6 3 4 ,
;

2 1 3 5 1 1 2 .

y y x y x
x y

x xy y x y x

     


         

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2 3

3 0

2 1 0

x y

x xy y

 


   
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

3

2 3 2

2
3 2

4 3 6 3 12

3 4 3 4 4 7 12

3 2 4 7 12

y y x y y x

x y y x y y y y y

x y y y y y

    

        

      

 

Rõ ràng      
2

3 2 2 5 23
4 7 12 0 1 5 12 0 1 0 1

2 4
y y y y y y y y y

  
                 

   
. 

Từ đây  
23 2 2 3 2 2 2 31 2 1 2 1 1 1 2 1 1y y y x xy y x xy y x y x xy y                    . 

Lại có    
2 2 2 21 0 2 1 0 3 6 4 4x x x x x          , nên 

 
22 2 2 2 2 21 3 5 1 3 6 4 4 2 3 5 1 2y x y x x x x x y x                . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra tức là 
1 0; 1

1
0; 2 0

x y
x y

x y x

  
  

   
. 

Kết luận hệ ban đầu có nghiệm duy nhất 1x y  . 

NNhhậậnn  xxéétt..  
TTrrêênn  đđââyy  ccáácc  bbạạnn  vvừừaa  ttiiếếpp  ccậậnn  vvớớii  mmộộtt  llooạạtt  ccáácc  bbààii  ttooáánn  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  vvôô  ttỷỷ  kkếếtt  hhợợpp  đđáánnhh  ggiiáá  ––  hhààmm  ssốố  --  bbấấtt  đđẳẳnngg  
tthhứứcc  ((ttừừ  tthhíí  ddụụ  112200  đđếếnn  tthhíí  ddụụ  115555)),,  vvớớii  hhưướớnngg  đđii  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccủủaa  mmộộtt  ttrroonngg  hhaaii  bbiiếếnn  bbằằnngg  ccáácchh  ssửử  ddụụnngg  đđạạii  
llưượợnngg  lliiêênn  hhợợpp  ––  ttrrụụcc  ccăănn  tthhứứcc  vvớớii  đđầầyy  đđủủ  ccáácc  hhììnnhh  tthhứứcc  đđaa  ddạạnngg,,  pphhoonngg  pphhúú..  

PPhhưươơnngg  ttrrììnnhh  cchhốốtt  cchhặặnn  ssửử  ddụụnngg  lliiêênn  hhợợpp  ––  ttrrụụcc  ccăănn  tthhứứcc       ; . ; ;f x y T x y g x y ..  

VVớớii  ttậậpp  xxáácc  đđịịnnhh  DD,,  ttaa  ccóó   ; 0, ;T x y x y D   ..  

ĐĐơơnn  vvịị  qquuyyếếtt  đđịịnnhh  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  mmộộtt  bbiiếếnn  ccóó  tthhểể  xxooaayy  cchhuuyyểểnn  qquuaannhh     
 

 

;
; , ;

;

f x y Q
f x y g x y

g x y Q


 



MMộộtt  ttrroonngg  hhaaii  đđơơnn  vvịị     ; , ;f x y g x y kkhhôônngg  ââmm  đđểể  pphhụụcc  vvụụ  đđơơnn  vvịị  QQ  pphháátt  hhuuyy  hhiiệệuu  qquuảả..  

CChhúúnngg  ttaa  đđãã  bbiiếếtt  llúúcc  đđóó  
     

     
1 1 1 1 2

1 1 1 1 2

; ; ;

; ; ;

f x y mU n h x y p h x y

g x y mU n h x y p h x y

  


  

BBiiểểuu  tthhứứcc  tthhaamm  ggiiaa  lliiêênn  hhợợpp   ;T x y ttừừ  ddễễ  đđếếnn  kkhhóó,,  ttừừ  xxuuấấtt  hhiiệệnn  hhằằnngg  ssốố  ttrrêênn  ttửử  tthhứứcc  ttiiếếnn  ddầầnn  đđếếnn  mmộộtt  bbiiếếnn,,  hhaaii  bbiiếếnn  

nnằằmm  ttrrêênn  ttửử  tthhứứcc..  ĐĐóó  llàà  cchhưưaa  kkểể  đđếếnn     ; , ;f x y g x y xxooaayy  cchhuuyyểểnn  kkhhôônngg  nnggừừnngg  qquuaa  bbììnnhh  pphhưươơnngg,,  llũũyy  tthhừừaa  bbậậcc  

cchhẵẵnn,,  ccăănn  tthhứứcc  ttùùyy  tthheeoo  đđiiềềuu  kkiiệệnn  xxáácc  đđịịnnhh..  
TTừừ  bbààii  ttooáánn  115566,,  cchhúúnngg  ttaa  ttạạmm  rrờờii  xxaa  tthhiiêênn  hhưướớnngg  lliiêênn  hhợợpp,,  qquuaayy  ttrrởở  llạạii  kkhhaaii  tthháácc  ttíínnhh  cchhấấtt  kkhhôônngg  ââmm  ddựựaa  ttrrêênn  ccáácc  
ttổổnngg  bbììnnhh  pphhưươơnngg,,  ccũũnngg  llàà  mmộộtt  mmảảnnhh  đđấấtt  qquueenn  tthhuuộộcc  nnhhưưnngg  kkhhôônngg  kkéémm  pphhầầnn  mmààuu  mmỡỡ..  

BBààii  ttooáánn  115577..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
   

 
3

4 2 2 2 3 2 23

3 2 2 1 3 ,
;

3 3 2 4 10 2 3.

y x x x y
x y

x x y x y y y y x x y

     


        

 . 

Lời giải. 



LÝ THUYẾT GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH CHỨA CĂN THỨC (PHẦN 8) 
_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
CREATED BY GIANG SƠN; GACMA1431988@GMAIL.COM                                                                                               TRUNG ĐOÀN HOÀNG SA; QUÂN ĐOÀN TĂNG THIẾT GIÁP 

117 

Điều kiện 2 22 4 10 0; 3 0y y x x y     . 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

 

 

3

2 3 2

2
3 2

3 6 2 1 3

2 1 2 1 3 3 3 5

1 3 3 5

y x x x y

x x x x y x y x x x

x x y x x x

    

           

       

Rõ ràng ta phải có        
23 2 23 5 0 1 2 5 0 1 1 4 0 1x x x x x x x x x                

 
.

Khi đó  
4 3

34 2 2 2 3 3 2 2 33 3 3

2
3 3 3 3

x x
x x y x y y x x y xy y x y x y

x x

 
           


. 

Hơn nữa  
22 2 2 2 2 22 4 10 2 4 10 6 9 3 2 4 10 3 3y y x y y y y y y y x y y                 .

Do đó 4 2 2 2 3 2 23 3 3 2 4 10 3 2 3x x y x y y y y x x y y x y             . 

Phương trình thứ hai có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra tức là 

1; 1 0
1

3 0
1

1 3

x y
x

y
y

x x y

   
 

   


  
Kết luận bài toán có nghiệm duy nhất 1x y  . 

NNhhậậnn  xxéétt..  
ĐĐểể  tthhiiếếtt  kkếế  llớớpp  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  nnààyy  kkhhôônngg  qquuáá  kkhhóó,,  đđiiềềuu  qquuaann  ttrrọọnngg  llàà  ggiiấấuu  đđưượợcc  ccáácc  bbảảnn  cchhấấtt  ttổổnngg  bbììnnhh  pphhưươơnngg  
vvàà  llààmm  ggọọnn  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  kkhhaaii  ttrriiểểnn  ccủủaa  cchhúúnngg  ttaa..  LLấấyy  tthhíí  ddụụ  bbààii  ttooáánn  ssốố  115577,,  ấấnn  đđịịnnhh  nngghhiiệệmm  đđẹẹpp  1x y  ,,  ggiiảả  

đđịịnnhh  ssửử  ddụụnngg  bbììnnhh  pphhưươơnngg  đđểể  llậậpp  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  cchhốốtt  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ccủủaa  ttừừnngg  bbiiếếnn  tthheeoo  ddạạnngg  tthhứứcc    

     

     

2

2

1 3 1

1 3 2

k x x y t x

k x x y t y

    



   

CCáácc  bbạạnn  ttạạmm  tthhờờii  llấấyy  ttrrưườờnngg  hhợợpp  đđơơnn  ggiiảảnn  nnhhấấtt  1k  ..  NNếếuu  ssửử  ddụụnngg  ((11))  tthhìì  mmụụcc  ttiiêêuu  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  bbiiếếnn  xx  vvàà  ssửử  
ddụụnngg  ((22))  llàà  mmụụcc  ttiiêêuu  cchhặặnn  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  bbiiếếnn  yy..  TTấấtt  ccảả  bbạạnn  đđọọcc  đđềềuu  bbiiếếtt  nnếếuu  kkhhaaii  ttrriiểểnn  bbììnnhh  pphhưươơnngg  vvếế  ttrrááii  nnhhưư  ttrrêênn  
ssẽẽ  xxuuấấtt  hhiiệệnn  pphhầầnn  llớớnn  đđaa  tthhứứcc  cchhứứaa  xx..  

     
2

2 21 3 2 1 2 1 3 3 3 3 1 2 1 3x x y x x x x y x y x x y x x y                  ..  

VVìì  tthhếế  ssửử  ddụụnngg  ((11))  ssẽẽ  ttốốii  ưưuu  hhơơnn  ((22))  kkhhii  bbốố  ttrríí    3 2t x ax bx cx d    đđểể  ttrriiệệtt  ttiiêêuu  ((ttấấtt  nnhhiiêênn  cchhỉỉ  ttrriiệệtt  ttiiêêuu  mmộộtt  bbiiếếnn))  

đđưượợcc  đđạạii  llưượợnngg  2 3 3 1M x x y    ..  MMộộtt  ccââuu  hhỏỏii  đđặặtt  rraa  llàà  vvìì  ssaaoo  cchhúúnngg  ttaa  llạạii  llựựaa  cchhọọnn  đđaa  tthhứứcc  bbậậcc  bbaa  tthhaayy  vvìì  ttaamm  

tthhứứcc  bbậậcc  hhaaii,,  mmộộtt  kkhhảả  nnăănngg  qquueenn  tthhuuộộcc  vvàà  ccàànngg  llààmm  ggọọnn  ggàànngg  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  cchhốốtt..  
 TTrrưướớcc  ttiiêênn  mmờờii  ccáácc  bbạạnn  qquuaann  ssáátt  ccáácc  đđiiểểnn  hhììnnhh  ssaauu

     

     

2 2
2 2

2 2
2 4 2

1 3 2 1; 1 3 3 4 4

1 3 2 4 4 1 ; 1 3 9 6 1;...

x x y x x x x y x x

x x y x x x x y x x

           

           

  VVớớii  ddạạnngg  tthhứứcc  ttrrêênn  cchhúúnngg  ttaa  kkhhôônngg  kkhhaaii  tthháácc  đđưượợcc  đđiiềềuu  ggìì  ttrrừừ  ddạạnngg  nnhhâânn  ttửử  pphhứứcc  ttạạpp..  
  HHơơnn  nnữữaa  hhaaii  vvếế  đđềềuu  ccóó  ddạạnngg  bbììnnhh  pphhưươơnngg,,  đđặặcc  ttíínnhh  kkhhôônngg  ââmm  llàà  hhiiểểnn  nnhhiiêênn..  

 TTiiếếpp  tthheeoo  llàà  ccáácc  tthhíí  ddụụ

     

     

2 2
2 2

2 2
2 4 2

1 3 3 4; 1 3 3 4 3

1 3 2 2 5 2 ; 1 3 5 6 1;...

x x y x x x x y x x

x x y x x x x y x x

           

           

  VVớớii  ccáácc  tthhíí  ddụụ  tthhuuộộcc  mmụụcc  22,,  cchhúúnngg  ttaa  kkhhaaii  tthháácc  đđưượợcc  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  bbiiếếnn  xx..  
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  NNggooààii  rraa  ccòònn  ttrriiệệtt  ttiiêêuu  đđưượợcc  đđạạii  llưượợnngg  MM  đđưưaa  vvềề  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  hhếếtt  ssứứcc  đđẹẹpp  mmắắtt  

 
 

 

2
2

2 2

1 3 3 4

3 3 1 2 1 3 3 4

3 5 2 1 3

x x y x x

x x y x x y x x

y x x y

     

         

    

 

  TTuuyy  nnhhiiêênn    2 1
3 4 0 1 4 0

4

x
x x x x

x


          

  MMiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  bbiiếếnn  xx  tthhuuộộcc  hhaaii  ttậậpp  hhợợpp  rrờờii  nnhhaauu  nnêênn  ggââyy  bbấấtt  llợợii  cchhoo  qquuáá  ttrrììnnhh  đđáánnhh  ggiiáá  ttiiếếpp  tthheeoo..  
  ĐĐểể  ccoo  ccụụmm  đđưượợcc  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  ttrrêênn  bbắắtt  bbuuộộcc  ccầầnn  ccóó  tthhêêmm  yyếếuu  ttốố  ttạạii  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  tthhứứ  hhaaii..  
  TThhíí  ddụụ  nnhhưư  ssựự  xxuuấấtt  hhiiệệnn  ccủủaa  ccáácc  ccăănn,,  hhooặặcc  mmộộtt  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  đđáánnhh  ggiiáá  ttạạoo  rraa  mmiiềềnn  đđốốii  llậậpp  nnhhưư  

4

2 2 2

; 2 1; 3; 3 4;...

1 2
2 2; 2 1 ; 3 2

2 3
k k k

x x x x

N x x N x x N x x

  

           

 VVấấnn  đđềề  nnààyy  ttáácc  ggiiảả  ssẽẽ  xxiinn  đđềề  ccậậpp  ssaauu..  TThhaayy  đđổổii  tthheeoo  hhưướớnngg  đđaa  tthhứứcc  bbậậcc  bbaa  bbấấtt  kkỳỳ  ccóó  nngghhiiệệmm  hhữữuu  ttỷỷ

     

     

2 2
3 2 3 2

2 2
3 2 3

1 3 6 11 6; 1 3 3 4 5

1 3 2 2 7 4 ; 1 3 9 ;...

x x y x x x x x y x x

x x y x x x x x y x x

            

           

  KKhhaaii  tthháácc  mmiiềềnn  ggiiáá  ttrrịị  

    

  
  

3 2

3 2 2

3 2 2

3
6 11 6 0 1 2 3 0

1 2

4 5 0 1 5 5 0

2 7 4 0 1 3 4 0

x
x x x x x x

x

x x x x x

x x x x x x


            

       

        

  CCáácc  mmiiềềnn  đđềềuu  rrờờii  nnhhaauu  vvàà  ttỏỏ  rraa  pphhứứcc  ttạạpp,,  kkhhii  kkhhôônngg  ccóó  ssựự  hhỗỗ  ttrrợợ  đđiiềềuu  kkiiệệnn  nnààoo  ssaauu  đđóó..  
 DDựựaa  ttrrêênn  nnhhữữnngg  tthhửử  nngghhiiệệmm  ttrrêênn  bbưướớcc  đđầầuu  cchhúúnngg  ttaa  ssửử  ddụụnngg  đđaa  tthhứứcc  bbậậcc  bbaa  vvớớii  nngghhiiệệmm  dduuyy  nnhhấấtt  vvàà  ccóó  ccáácc

hhệệ  ssốố  tthhíícchh  hhợợpp  nnhhấấtt  mmụụcc  ttiiêêuu  ttrriiệệtt  ttiiêêuu  đđạạii  llưượợnngg  MM

     
2

2 3 21 3 3 3 1 2 1 3 3x x y x x y x x y t x ax x x d               ..  

  DDoo  nngghhiiệệmm  ấấnn  đđịịnnhh  bbằằnngg  11  nnêênn  aa  vvàà  dd  đđưượợcc  xxáácc  đđịịnnhh  kkhháá  đđơơnn  ggiiảảnn  

 

 

 

 

3 2 3

1; 1 0 5

2; 1 0 6

3; 1 0 7

t x ax x x d

a f d

a f d

a f d

   

    

    

    

  LLưưuu  ýý  qquuáá  ttrrììnnhh  cchhọọnn  aa  vvàà  dd  ccũũnngg  ccầầnn  cchhíínnhh  xxáácc,,  kkhhééoo  llééoo,,  ttrráánnhh  ttạạoo  rraa  đđaa  tthhứứcc  hhaaii  nngghhiiệệmm..  

BBààii  ttooáánn  115588..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
2 2

3

2 2 4 1 ,
;

2 2 4 .

y y x x x y y
x y

x x x y y

       


   

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2 22 2 0; 4 0

2 0; 0

y y x x x y

x y y

      


  
Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

 
2

2 3 2 3 22 2 2 2 4 2 2 4x x x y x y x x x x x y x x x               . 
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Rõ ràng       
23 2 22 4 0 1 2 4 0 1 1 3 0 1x x x x x x x x x                

 
.

Khi đó  2 2 21 1 0 4 4 4 4 2x x x x x x x y y x x y y y               . 

Lại có  
22 21 2 2 2 2 1 1 1x y y x y y y            dẫn đến 2 22 2 4 1y y x x x y y       . 

Phương trình thứ nhất có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra tức là 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  115599..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
3 2

2

2 3 2 4 2 1,
;

7 2 3 2 2 4.

x x x y x y
x y

y x y x y y

     


    

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 3 2 0x y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   
2 32 3 22 3 2 3 2 3 3 1 3 2 1x x x y x y x x x x x y x             . 

Dễ thấy    
2 3

3 2 0 1 0 1 0 1x x y x x x           . 

Phương trình thứ hai trở thành  
2

2 2 3 2 3 2 4 4 3 2 4 4y y x y x y x y x y x           . 

Lại có  
2

3 2 4 4, 1y x y x x       nên phương trình thứ hai có nghiệm khi 

3 2

3 2 1

1

y x y

x x y x y

x

  


    
 


. 

Kết luận hệ có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  116600..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
3 2

3 2 2

2 2 4 4 2 1,
;

2 6 5 2 2 2 2.

y y x y y y x
x y

y y y x x x x y

      


      

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 2 0x y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

2 3 2

2 3

2 2 2 3 3 1

2 1

y y x y x y y y y

y x y y

       

    

Rõ ràng    
2 3

2 0 1 0 1y x y y y        . Biến đổi phương trình thứ hai 

 

   

2 3 2

2 3

2 2 2 2 3 3 1 0

2 2 1 0

x x x y x y y y y

x x y y

        

     

Dễ thấy    
2 3

2 2 1 0, 1x x y y y       . 

Phương trình thứ hai có nghiệm khi 

2
1

1 0
1

2

x x y
x

y
y

y x y

  
 

   


 
Thử lại, kết luận hệ ban đầu có nghiệm duy nhất kể trên. 
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BBààii  ttooáánn  116611..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
 

2 2 23 2 2 1 1 1,

;3
2 1 3 2 3 .

2

xy x y xy x x y

x yx
x y y y

        


 
     


 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
1 2

;
2 3

x y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

   

2 2 2

2 2

2 2 1 2 1 2 1

2 1 1

x y y x x x xy y y

x y x x y y

        

      

Rõ ràng    
2 2 1

2 1 0, 1 0 1
2

x y x x y x y y            . 

Khi đó áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân ta có 

     
2 1 3 2 3

2 1 3 2 2 1 3 2 3
2 2 2

x y y y x
x y y x y y y y

    
           .

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi và chỉ khi các dấu đẳng thức xảy ra, nghĩa là 

2 1; 3 2
1

1; 0
1

2 1

x y y x
x

y x y
y

y x

    


    


 
Thử lại, kết luận hệ phương trình đề bài có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  116622..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
3

2 3 3

5 2 2 8 ,
;

1 2 2 1 2 2.

x x x y y
x y

y y x x

    


    

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 3 1
2 ;

2
x y x  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 
2

2 3 2 3 22 2 2 5 2 8 2 5 2 8x x x y x y x x x x x y x x x               . 

Rõ ràng    3 2 25 2 8 0 1 5 6 8 0 1x x x x x x x           .

Khi đó phương trình thứ hai tương đương với 

 
2

2 3 3 3 3 32 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1y y x x x x y x             . 

Lại thấy  
2

3 3 31 2 1 1 2 1 2 1 1x x x y x          . 

Phương trình thứ hai có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra tức là 3

1
1

2 1
1

2

x
x

y x
y

x x y


 

   


 
Thử lại, kết luận hệ phương trình đề bài có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  116633..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
2 4

2

2 2 4 3,
;

2 5 3 4 2 1.

x y x y
x y

x y x y

    


   

 . 

Lời giải. 
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Điều kiện 
3

4
y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 
2

2 4 42 4 3 4 3 4 5 4 3 4 5x x y y y y x y y y             . 

Như vậy 

   3 24 1 5 04 5 0

1 0 11 1

2 2

y y y yy y

y y
y y

        
 

      
  

 

. 

Phương trình thứ hai của hệ tương đương với    
2

22 2 2 1 2 1 1 2 2 1 1x x y y y x y y           . 

Rõ ràng 1 0 1y y    . Các dấu đẳng thức xảy ra khi 

1
1

2 1
1

4 3

y
x

x y
y

x y

 
 

   


 
Kết luận hệ phương trình có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  116644..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

  
 

3 24 2 1 3 2 2,
;

1 2 1 2 3 2 .

x x x x y x y
x y

y y y x x

       


     

 . 

Lời giải. 
Điều kiện 3 0;3 0y x x y    . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

   

2 3 2

2 3

2 1 2 1 3 3 3 3 1

1 3 1

x x x x y x y x x x

x x y x

          

     

Ta có    
2 3

1 3 0 1 0 1x x y x x         . Phương trình thứ hai tương đương với 

 

 

   

2

2 2

2 2

2 3 1 2 1 3 2

2 1 2 1 3 3 2 1 1

1 3 1 1

y y y y x x

y y y y x y x y y x

y y x y x

      

            

       

Rõ ràng    
2 2

1 3 1 0 1 0 1y y x y x x           . 

Hệ có nghiệm khi toàn bộ các dấu đẳng thức xảy ra, tức là 

1 3
1

1 3
1

1

y y x
x

x x y
y

x

   
 

    
 



Kết luận hệ phương trình ban đầu có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  116655..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 

 
 

2 3

3
2

2 7 2 5 ,

;5
3 2 2 .

2

y xy x y x y x y

x yx
xy y x

       


 
   



 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2

5 0;3 2 0

2 0

x y xy

y x

   


 
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 
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 

 

2 2 3 2

2
3 2

2 2 5 5 5 7

5 5 7

x xy y x y x y x y x x x

x y x y x x x

          

       

Rõ ràng chúng ta có       
23 2 25 7 0 1 2 7 0 1 1 6 0 1x x x x x x x x x                

 
.

Sử dụng điều này và áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân ta có 

 
3 3

2 2 3 2 1 2 1 5
3 2 2 3 2 2

2 2 2

xy xy x x
xy y x xy x y x

    
          . 

Phương trình thứ hai có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra tức là 

33 2 1;2 1
1

5 ; 1

xy xy x
x y

x y x y x

    
  

   
. 

Kết luận hệ ban đầu có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  116666..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 

 

     

2 2

3

2 2 2 2

3 2 ,

;

3 3 2.
4

y y x y y x x

x y
x y

x y y x y

     


 
     


 . 

Lời giải. 
Điều kiện 0; 0y x  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

   

2 2 3 2

2 2 3 2

2 2
3 2

2 3

2 2 3

3

x y x y x y y x x x x

x x y y y y x x x x x

x y y x x x x

        

         

       

 

Ta có   3 2 23 0 1 2 3 0 1x x x x x x x           .

Áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân với phương trình thứ hai 

   

 

3 2
2 2 2 2

2 3
2 3

3 4
4 3 4 3

2

3 4
4 3

2

x xy
x y x x y

x y y
x y y

 
   

 
 

Thu được 

     

   

33 2 2 3
2 2 2 3

3

2 2 2 2

3 4 3 4
4 3 4 3 4

2 2 2

3 3 2
4

x yx xy x y y
x y x y y

x y
x y y x y

   
      


     

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra tức là 
2 2 2 3

;
1

3 3 4

y x x y
x y

x y x y y

  
  

   
. 

Kết luận hệ phương trình có nghiệm duy nhất kể trên. 

BBààii  ttooáánn  116677..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
3 2

2

3 2 2 2 7,
;

17 6 10 2 3 5 3 2 2.

x x x y y y xy
x y

x y x y x x

      


       

 . 

Lời giải. 
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Điều kiện 
2 ;3 5 3 0

17 6 10 0

x y y x

x y

   


  
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

2 2 2 3 2

22 3 2

2 2 2 2 3 2 2 7

2 3 2 2 7

x xy y x x x y x y x x x

x y x x y x x x

          

        

Rõ ràng chúng ta có    3 2 23 2 2 7 0 1 3 5 7 0 1x x x x x x x           .

Khi đó áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân cho phương trình thứ hai 

 

2

17 6 10
17 6 10 17 6 10 9 3 5

2

2 3 5 3 3 5 3

x x y
x y x x y x y

x y x x y x

  
        

     

Dẫn đến  
2217 6 10 2 3 5 3 4 2 2 2x y x y x x x x           . 

Phương trình thứ hai có nghiệm khi và chỉ khi 

17 6 10 1; 1
1

3 5 3
1

2 0

x y x
x

x x y
y

x y x x y

    
 

    


    
Kết luận hệ phương trình ban đầu có nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  116688..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 

 
 

2 3 2

2
2 1 ,

;

2 2 1 2 .

x y y
x x y

x y x y x


  


    


 . 

Lời giải. 
Điều kiện 0; 0x y  .  

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

   

2

2
2 3 3

2
2 1 2 1 2 2 2

2 2 2

x y y x x y y x y x xy
x

x x x y y x x x x y x x

          

          

Rõ ràng ta có   3 22 0 1 2 2 0 1x x x x x x          .

Áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân ta có 

 
2 3 2

3 2 2 1 2
2 1

2 2

x y x y x
x x x y

   
     . 

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra nghĩa là 

22 1

1

1

x y

x y x y

x

  


   
 

. 

Đối chiếu và thử lại ta được nghiệm duy nhất của hệ 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  116699..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  

2

4

3 6 4,
;1

3 2 2 .
2

x y xy
x yy

x xy x

   


 
   



 . 

Lời giải. 
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Điều kiện 
2

; 0
3

x y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   
2

2 23 2 3 4 3 3 4x y xy x x x y x x          . 

Rõ ràng   2 1
3 4 0 1 4 0

4

x
x x x x

x


          

Kết hợp điều kiện ta được 41x x x   . Áp dụng bất đẳng thức Cauchy thu được 

41 3 2 1 1
3 2 2 2

2 2 2 2

x x y y y
x xy x x

    
        . 

Hệ có nghiệm khi dấu đẳng thức xảy ra hay 

3 2 1

1

1

x

x y x y

x

 


   
 

. 

Đối chiếu và thử lại ta được nghiệm duy nhất của hệ 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  117700..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  

3 2

2 2

5 4 2 2 11,
;1

3 2 2 .

x x xy y
x y

x y y x y x y
x

    



      



 . 

Lời giải. 
Điều kiện 2 0; 0x y x   . 

Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

 

 

3

3

2
3

2 3 2 2 5 6 11

2 2 2 2 5 6 11

2 2 5 6 11

x y x x y x x

x x x y x y x x

x x y x x

      
 

        
 

     

 

Rõ ràng    3 25 6 11 0 1 5 5 11 0 1x x x x x x          .

Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

 

   

3 2 2

2 3 2

2 3

3 2 2 1

2 2 2 3 3 1 0

2 1 0

x xy xy x x xy x y

x x y y x y y x x x

x x y y x

      

         

     

 

Vì    
2 3

1 0 2 1 0x x x y y x        . 

Phương trình trên có nghiệm khi dấu đẳng thức xảy ra, nghĩa là 

2
1

1
1

2

x y y
x

x
y

x x y

  
 

  


 
Đối chiếu và thử lại ta được nghiệm duy nhất của hệ 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  117711..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
3 2

3
1 2 2 3 2 ,

;

2 3 2.

y x y
x x y

x y y x


   


   

 . 

Lời giải. 
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Điều kiện 
2

;3 2
3

x x y  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 
23 3

3 2 2 3 2 1 3 3 2 1 3x y x y x x y x
x x

           .

Ta thấy 
   13 1 13

3 0 0
1 0

xx x
x

xx x

  
       

Kết hợp điều kiện 
2

1
3

x x   . Phương trình thứ hai trở thành 

     

2 3

2 2

3 2 2 3 2 3 2 0

3 2 1 2 0

x y x y x x

x y x x

       

      

Rõ ràng      
2 2 2

3 2 1 2 0,
3

x y x x x        . 

Phương trình thứ hai có nghiệm khi đồng bộ các dấu đẳng thức xảy ra nghĩa là 

3 2 0

1 0 1

3 2 1

x y

x x y

x y

   


    


 

. 

Đối chiếu và thử lại ta được nghiệm duy nhất của hệ 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  117722..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
2

2 2

3
2 2 ,

;

2 2 1 2 2 .

y x x y
x x y

x y x y x xy


  


     

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 22 ; 0x y x  . Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   3
2

2 2 2 2 2 2
3 13 3

2 2 2 3 2 3
x

x y x x y x x x y x x
x x x


            . 

Rõ ràng 
 33 1

0 1 0
x

x x
x


     . Kết hợp với 0 1x x   .

Phương trình thứ hai tương đương với 

   

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 1 2 2

2 2 2 1

1

x y x y x xy

x y x y x xy y

x y x y x

    

      

     

 

Vì    
2 2 21 1x x y x y x       . Hệ có nghiệm khi tất cả các dấu đẳng thức xảy ra. 

Nghĩa là 2

0
1

2
1

1

x y x y
x

x y x
y

x

    
 

   
 


Đối chiếu điều kiện ta được nghiệm duy nhất 1x y  . 
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BBààii  ttooáánn  117733..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 

 
 

2 2 2

3
5 4 2 ,

;

2 2 2 1 2 .

x x y y
x x y

x x y y x y


  


     

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2 2

2 2 22

5 4 ; 05 4 ;2 0

2 ;2 02 0; 0

x y xx y x y

x y x yx y x

     
 

     
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 
2

2 2 26 6
2 5 4 5 4 5 5 4 5x x x y x y x x x y x x x

x x
            

Rõ ràng 
   23 2

2
1 6 66 5 6

5 0 0 0
x x xx x

x x
x x x

   
       .

Chú ý điều kiện 
2 6 6

0 0
x x

x
x

 
   nên thu được 1 0 1x x    .

Phương trình thứ hai của hệ tương đương với 

 

   

2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2

2
2

2 2 2

2 2 2 2 2 0

2 2 2 0

2 1
2 0

2 2

x y y x y y x y x y

x y y x y x y

x x
x y y

x y x y

        

       


    

  

Lại có    2
2

2 2 2

2 1
2 0; 0, 1

2 2

x x
x y y x

x y x y


     

  
. 

Phương trình thứ hai có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra tức là 

22
1

1
1

5 4

x y y
x

x
y

x y x

  
 

  


 
Đối chiếu điều kiện và thử lại ta được nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  117744..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 

 
 

3 2 2

2 2

4
2 2 ,

;

1 2 2 .

y x y y x
y x y

y x y x x


   


     

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 

2

2 2

2

2 0

2 2

0 2

y x y

x y x

y x

  
 

   
  

Phương trình thứ nhất tương đương với 

 

2 2 2 3 2

2
2 3 2

4
2 2 2 2

4
2 2

y x y y x y y y y
y

y x y y y y
y

       

      

Nhận thấy rằng khi đó 
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  3 24 3 2
3 2

1 2 5 44 3 4
2 0 0 0

y y y yy y y
y y y

y y y

     
        .

Chú ý điều kiện 
3 22 5 4

0 0 1 0 1
y y y

y y y
y

  
       .

Phương trình thứ hai tương đương với 

 

   
 

2 2 2

2 2 2 2 2

2
2 2 2

2
2

2 2

2 2 2 0

2 2 2 2 2 2 2 0

2 2 2 2 2 0

4 1
2 0 1

2 2

y x y x y x x

y x x y x x y x x

y x x y x x

y
y x x

y x x

      

         

       


    

  

Rõ ràng    2
2

2 2

4 1
2 0; 0, 1

2 2

y
y x x y

y x x


     

  
nên (1) có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra. 

Nghĩa là 

2 2 2

2 22

2 2
1

1 0; 1
1

22

y x x y x x
x

y x y
y

y x yy x y

     
 

      
     

Đối chiếu điều kiện và thử lại ta được nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  117755..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh 
 

 
3 2

3 2 4 2 3 4 4

17
2 2 3 3 2 ,

;

2 2 2 .

y x y x x
x x y

x y y y x y x


   


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
3 2 3 2

4 2 3 4 2 3

2 ; 0 2 ; 0

2 2 0 2 2 0

x y x x y x

y y x y y x

     
 

       
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

 

3 2 3 2 2 3 2

2
3 2 3 2

17
2 2 2 2 9 6

17
2 2 9 6

x y y x y y x x x
x

x y y x x x
x

       

      

Vì  
2

3 22 0x y y    nên 

   3 24 3 2
3 2

1 2 11 17 1717 2 9 6 17
2 9 6 0 0 0

x x x xx x x
x x x

x x x

     
        .

Lại có điều kiện 
3 22 11 17 17

0 0
x x x

x
x

  
   , dẫn đến 1 0 1x x    , và 41 x .

Áp dụng bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân AM – GM cho phương trình thứ hai 
3 2 4 2 3

3 2 4 2 3 4 4 42 1 2 2 1
2 2 2 1

2 2

x y y y x
x y y y x y y x

    
          . 

Hệ có nghiệm khi các dấu đẳng thức xảy ra, nghĩa là ta có hệ điều kiện sau 
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3 2 3 2

4 2 3 4 2 3

3 2 23 2

2 1 2 1

2 2 1 12 2 1

1 11; 0

22

x y x y

y y x xy y x

x yx y

x y yx y y

     
 

       
   

    
     

Đối chiếu điều kiện và thử lại ta được nghiệm duy nhất 1x y  . 

BBààii  ttooáánn  117766..  GGiiảảii  hhệệ  pphhưươơnngg  ttrrììnnhh  
2 3

2

2 5 2 2 ,
;

2 3 3 1 3 2 .

y xy x x x y y
x y

x y x y x x y

      


      

 . 

Lời giải. 

Điều kiện 
2 0

3 3 1 0

x y

x y

 


  
Phương trình thứ nhất của hệ tương đương với 

   

2 2 3 2

2 2 2 3 2

2 2 3 2

2 2 2 2 2 2 2 5

2 2 2 2 2 2 5

2 2 2 5

x y x xy y x x y x x x

x y x x y x x xy y x x x

x y x x y x x x

         

           

        

 

Khi đó rõ ràng    3 2 22 2 5 0 1 3 5 0 1x x x x x x x           .

Sử dụng điều này, kết hợp bất đẳng thức liên hệ trung bình cộng – trung bình nhân cho phương trình sau 

  22 3 3 1 1
2 2 3 2 1 3 2

2 2

x x y x y
x y x x y x y x y x

    
           .

Phương trình thứ hai của hệ có nghiệm khi toàn bộ các dấu đẳng thức xảy ra, tức là 

2 3 3 1 1
1

2 0
1

1

x y x y
x

x y x x y
y

x

    
 

      
 

Đối chiếu điều kiện và thử lại ta được nghiệm duy nhất 1x y  . 

17.6
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Lời kết. 
      Bài toán số 176 cũng là bài toán cuối cùng của tài liệu Lý thuyết giải hệ phương trình chứa căn phần thứ 7, chủ 
đạo kết hợp phép thế, ẩn phụ, tính chất đơn điệu hàm số với kỹ thuật liên hợp – phân tích chặn miền giá trị, đánh 
giá thuần túy và tổng hòa toàn bộ các kỹ năng giải phương trình vô tỷ, tuy nhiên nó chỉ là chút chia sẻ phần nào 
của tác giả. Kiến thức hàm số, đồ thị hàm số và các kỹ thuật giải phương trình bậc cao, vô tỷ khác chắc hẳn các 
bạn học sinh đã thuần thục, đáng lưu ý hơn hết là cách tìm miền giá trị của các biến, đây là mấu chốt và là điểm 
nhấn của từng bài toán, là đòn quyết định tính đơn điệu của hàm số đang xét trên một miền, và tất nhiên điều này 
không đơn giản, như các bạn đã thấy, nó đòi hỏi quan sát tinh tế, một chút tư duy, liên hệ, biến đổi đại số và một 
chút bất đẳng thức – cực trị vừa đủ! Mong muốn các bạn độc giả chú ý kỹ lưỡng và rút được nhiều kinh nghiệm quý 
báu cho bản thân mình. 
      Tác giả chúc các bạn học sinh, các thầy cô giáo và toàn thể các bạn độc giả sức khỏe, vui vẻ, bình tĩnh, tự tin, 
bứt phá, đánh bật đề thi, đạt kết quả cao trong các kỳ thi tương lai sắp tới, chúc cho cô bé tôi yêu thương nhất đạt 
điểm 10 tối đa môn Toán trong kỳ thi THPT Quốc gia năm 2015 và hơn thế nữa. 

“Học, học nữa, học mãi” 
(Vladimir Ilyich Ulyanov) 

      Người ta thường nói “Học để biết, học để làm việc, học để cùng chung sống”. Tuy nhiên với con người học là 
chưa đủ, quan trọng là sống, điều này là vô cùng khó. Sinh ra và lớn lên trên đất nước nhiều đau thương, sục sôi 
dòng máu chảy trong mình không thay đổi được, thừa hưởng chế độ y tế và giáo dục để phát triển, đó là ân huệ  
của cha mẹ, của thế hệ trước, của non sông ban tặng cho mỗi công dân. Tư tưởng cá nhân luôn tồn tại trong mỗi 
người, đó là sự phân công xã hội và tất yếu nảy sinh do bản năng, vì thế nó thường vượt qua ngưỡng cửa tập thể, 
dễ lầm đường lạc lối. Thiết nghĩ sống tốt, hữu ích, đúng đạo lý, khoan dung, không dẫm đạp đồng bào, diệt trừ ác 
độc, hơn nữa để an toàn và thoải mái cần chiếm lĩnh khoa học, cùng nhau vững bước làm chủ tri thức, làm chủ 
tương lai, cùng nhau mang sức trẻ và ý chí kiên cường xây dựng bức tường thành bảo vệ mẹ già, vợ dại, con thơ 
trước sự dòm ngó của ngoại bang. Quyết tâm xây dựng tổ quốc Việt Nam hòa bình, công chính, dân chủ, vững bền, 
giàu mạnh, sánh vai cùng các nước trong khu vực, như Liên Bang Nga, Cộng hòa Hồi giáo Iran, CHDCND Triều 
Tiên, hay ít nhất là CHND Trung Hoa láng giềng chẳng hạn. 

Facebook Mâu Thuẫn – Yêu Thương. 
Thủ đô Hà Nội, ngày 09 tháng 05 năm 2015. 

------------------------------HẾT------------------------------ 
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IIIIII.. MMỘỘTT  SSỐỐ  TTÀÀII  LLIIỆỆUU  TTHHAAMM  KKHHẢẢOO

1. Bài tập nâng cao và một số chuyên đề toán 8.
 Bùi Văn Tuyên; NXB Giáo dục Việt Nam; 2004. 

2. Bài tập nâng cao và một số chuyên đề toán 9.
Bùi Văn Tuyên; NXB Giáo dục Việt Nam; 2005. 

3. Nâng cao và phát triển toán 8, tập 1 – tập 2.
Vũ Hữu Bình; NXB Giáo dục Việt Nam; 2004. 

4. Nâng cao và phát triển toán 9, tập 1 – tập 2.
Vũ Hữu Bình; NXB Giáo dục Việt Nam; 2005. 

5. Toán nâng cao Đại số 10.
Nguyễn Huy Đoan; NXB Giáo dục Việt Nam; 1999. 

6. Bài tập nâng cao và một số chuyên đề Đại số 10.
Nguyễn Huy Đoan; Đặng Hùng Thắng; NXB Giáo dục Việt Nam; 2006. 

7. Tài liệu chuyên toán: Đại số 10 – Bài tập Đại số 10.
Đoàn Quỳnh – Doãn Minh Cường – Trần Nam Dũng 

– Đặng Hùng Thắng; NXB Giáo dục Việt Nam; 2010.
8. Một số chuyên đề Đại số bồi dưỡng học sinh giỏi THPT.

Nguyễn Văn Mậu – Nguyễn Văn Tiến và 
một số tác giả; NXB Giáo dục Việt Nam; 2009. 

9. Tuyển tập các bài toán hay và khó Đại số 9.
Nguyễn Đức Tấn – Đặng Đức Trọng – Nguyễn Cao Huynh 

– Vũ Minh Nghĩa – Bùi Ruy Tân – Lương Anh Văn; NXB Giáo dục Việt Nam; 2002.
10. Một số phương pháp chọn lọc giải các bài toán sơ cấp, tập 1 – tập 3.

Phan Đức Chính – Phạm Văn Điều – Đỗ Văn Hà – Phạm Văn Hạp 
– Phạm Văn Hùng – Phạm Đăng Long – Nguyễn Văn Mậu

– Đỗ Thanh Sơn – Lê Đình Thịnh; NXB Đại học Quốc gia Hà Nội; 1997.
11. Bài giảng chuyên sâu Toán THPT: Giải toán Đại số 10.

Lê Hồng Đức – Nhóm Cự Môn; NXB Hà Nội; 2011. 
12. Phương pháp giải phương trình và bất phương trình.

Nguyễn Văn Mậu; NXB Giáo dục Việt Nam; 1994. 
13. Toán bồi dưỡng học sinh phổ thông trung học – quyển 1; Đại số.

Hàn Liên Hải – Phan Huy Khải – Đào Ngọc Nam – Nguyễn Đạo Phương 
– Lê Tất Tôn – Đặng Quan Viễn; NXB Hà Nội; 1991.

14. Phương trình và hệ phương trình không mẫu mực.
Nguyễn Đức Tấn – Phan Ngọc Thảo; NXB Giáo dục Việt Nam; 1996. 

15. Chuyên đề bồi dưỡng Toán cấp ba; Đại số.
Nguyễn Sinh Nguyên; NXB Đà Nẵng; 1997. 

16. Giải toán Đại số sơ cấp (Dùng cho học sinh 12 chuyên, luyện thi đại học).
Trần Thành Minh – Vũ Thiện Căn – Võ Anh Dũng; NXB Giáo dục Việt Nam; 1995. 

17. Những dạng toán điển hình trong các kỳ thi tuyển sinh Đại học và Cao đẳng; Tập 3.
Bùi Quang Trường; NXB Hà Nội; 2002. 

18. Ôn luyện thi môn Toán THPT theo chủ đề; Tập một: Đại số và lượng giác.
Cung Thế Anh; NXB Giáo dục Việt Nam; 2011. 

19. Phương pháp giải toán trọng tâm.
Phan Huy Khải; NXB Đại học Sư phạm; 2011. 

20. Các bài giảng luyện thi môn Toán; Tập 2.
Đức Chính – Vũ Dương Thụy – Đào Tam – Lê Thống Nhất; NXB Giáo dục Việt Nam; 1993. 

21. 500 Bài toán chọn lọc Đại số - Hình học 10.
Lê Hoành Phò; NXB Đại học Quốc gia Hà Nội; 2012. 

22. Tam thức bậc hai và ứng dụng.
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Lê Sĩ Đồng – Lê Minh Tâm; NXB Giáo dục Việt Nam; 2003. 
23. Chuyên đề Bất đẳng thức và ứng dụng trong đại số.

Nguyễn Đức Tấn; NXB Giáo dục Việt nam; 2003. 
24. 23 Chuyên đề giải 1001 bài toán sơ cấp ; Quyển 1.

 Nguyễn Văn Vĩnh – Nguyễn Đức Đồng 
và một số đồng nghiệp (NKTH); NXB Giáo dục Việt Nam; 2002. 

25. Phương pháp giải toán bất đẳng thức và cực trị.
Nguyễn Văn Dũng – Võ Quốc Bá Cẩn – Trần Quốc Anh; NXB ĐHQG Hà Nội; 2011. 

26. Các bài giảng về bất đẳng thức Cauchy.
 Nguyễn Vũ Lương – Phạm Văn Hùng – Nguyễn Ngọc Thắng; NXB ĐHQG Hà Nội; 2008. 

27. Cẩm nang luyện thi Đại học Ứng dụng hàm số Giải toán Đại số và Giải tích.
Huỳnh Nguyễn Luân Lưu – Nguyễn Thị Duy An; NXB ĐHQG Hà Nội ;2014. 

28. Tư duy logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình.
Mai Xuân Vinh – Phạm Kim Chung – Phạm Chí Tuân 

– Đào Văn Chung – Dương Văn Sơn ; NXB ĐHQG Hà Nội; 2015.
29. Bồi dưỡng học sinh giỏi toán Trung học cơ sở, Đại số.

Nguyễn Thị Thanh Thủy – Phạm Minh Phương 
– Trần Văn Tấn; NXB Giáo dục Việt Nam; 2014.

30. 9 Chuyên đề Đại số Trung học cơ sở.
Vũ Hữu Bình; NXB Giáo dục Việt Nam; 2014.

31. Hệ phương trình và phương trình chứa căn thức.
Nguyễn Vũ Lương – Phạm Văn Hùng – Nguyễn Ngọc Thắng; NXB ĐHQG Hà Nội; 2006. 

32. Đề thi tuyển sinh vào lớp 10 hệ THPT Chuyên trực thuộc đại học và THPT Chuyên các tỉnh thành.
33. Đề thi tuyển sinh vào lớp 10 hệ THPT hệ đại trà các địa phương trên toàn quốc.
34. Đề thi học sinh giỏi môn toán khối 8 đến khối 12 các cấp.
35. Đề thi tuyển sinh Đại học – Cao đẳng môn Toán (chính thức – dự bị) qua các thời kỳ.
36. Đề thi Olympic 30 tháng 4 Toán học khối 10, khối 11 các tỉnh miền Trung và Nam bộ (1995 – 2013).
37. Các tạp chí toán học: Tạp chí Toán học và tuổi trẻ; Tạp chí Toán tuổi thơ 2 THCS; Tạp chí Kvant...
38. Các diễn đàn toán học: Boxmath.vn; Math.net.vn; Mathscope.org; Onluyentoan.vn; Diendantoanhoc.net;

Math.net.vn; K2pi.net; Mathlink.ro;...
39. Một số trang mạng học tập thông qua facebook; twiter;...
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TTHHÂÂNN  TTHHỂỂ  TTẠẠII  NNGGỤỤCC  TTRRUUNNGG  
TTIINNHH  TTHHẦẦNN  TTẠẠII  NNGGỤỤCC  NNGGOOẠẠII  
DDỤỤCC  TTHHÀÀNNHH  ĐĐẠẠII  SSỰỰ  NNGGHHIIỆỆPP  
TTIINNHH  TTHHẦẦNN  CCÁÁNNHH  YYẾẾUU  ĐĐẠẠII  
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