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CHƯƠNG V. ĐẠO HÀM 

§1. ĐỊNH NGHĨA VÀ Ý NGHĨA CỦA ĐẠO HÀM

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM
1. Định nghĩa

Cho hàm số ( )y f x= xác định trên khoảng ( );a b , 
0 0
( ; ), ( ; )x a b x x a b + 

Nếu tồn tại, giới hạn (hữu hạn) 0 0

0

( ) ( )

lim
x

f x x f x

x →

+  −


 được gọi là đạo hàm của ( )f x  tại 

0
x . Kí hiệu là 

/

0
( )f x hay /

0
( )y x

Như vậy 
0

/ 0 0 0

0
0

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) lim lim
x x x

f x x f x f x f x
f x

x x x → →

+ − −
= =

 −

0x
x x = − gọi là số gia của đối số tại 

0
x

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )y f x f x f x x f x = − = + − gọi là số gia tương ứng của hàm số. 

2. Quy tắc tính đạo hàm bằng định nghĩa

Để tính đạo hàm của hàm số ( )y f x=  tại điểm 
0

x bằng định nghĩa, ta có qui tắc:

Qui tắc: 

Bước 1. Với x  là số gia của đối số tại x0, tính 
0 0
( ) ( )y f x x f x = + − ; 

Bước 2. Lập tỉ số 
y

x





Bước 3. Tính 
0

lim
x

y

x →





Chú ý: Trong định nghĩa và quy tắc trên, thay 
0

x bởi x ta sẽ có định nghĩa và quy tắc tính đạo hàm của 

hàm số ( )y f x=  tại điểm ( ; )x a b  

3. Quan hệ giữa tồn tại đạo hàm và tính liên tục của hàm số

Định lí 1.

Nếu hàm số ( )y f x=  có đạo hàm tại 
0

x thì nó liên tục tại điểm 
0

x . 

Nhưng điều ngược lại thì chưa chắc đã đúng. 

4. Ý nghĩa hình học của đạo hàm

Định lí 2.

Đạo hàm của hàm số ( )y f x=  tại điểm 
0

x là hệ số góc của tiếp tuyến M0T của (C) tại điểm 

( )
0 0 0
; ( )M x f x . 

Khi đó phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại 
0

M là: 
/

0 0 0
( )( ) ( )y f x x x f x= − + , trong đó 

/

0 0 0
( ), ( )y f x k f x= = . 

     Chú ý: Ta có thể dễ dàng chứng minh sự không tồn tại đạo hàm tại một điểm nhờ khái 

niệm đạo hàm một bên và định lí: 

0

0 0

0 0

'( )

'( ) '( )

'( ) '( )

 f x  toàn taïi

 f x  toàn taïi f x  toàn taïi

f x f x

+

−

+ −




 


=

Trong đó 
0 0

/ /0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) lim ; ( ) lim
x x x x

f x f x f x f x
f x f x

x x x x
+ −

+ −

→ →

− −
= =

− −
và

0

/ 0

0

0

( ) ( )

( ) lim
x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−

5. Ý nghĩa cơ học của đạo hàm

    Vận tốc tức thời 
0
( )v t  tại thời điểm 

0
t ( hay vận tốc tại 

0
t ) của một chuyển động có 

     phương trình ( )s s t=  bằng đạo hàm của hàm số ( )s s t=  tại điểm 
0

t , tức là   
/

0 0
( ) ( )v t s t=
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Các dạng toán 

Dạng 1. Tính đạo hàm bằng định nghĩa 

Phương pháp: 1. Tính 
0 0 0
( ) ( ) ( ) ( )y f x x f x f x f x = + − = −

2. Lập tỉ số
y

x





3. Tính
0

lim
x

y

x →





Khi thay 
0

x bởi x ta tính đạo hàm của hàm số ( )y f x=  tại điểm ( ; )x a b

Dạng 2. Quan hệ giữa tính liên tục và sự có đạo hàm 

Phương pháp:  

1. Nếu hàm số ( )y f x=  có đạo hàm tại 
0

x thì nó liên tục tại điểm đó. Nhưng điều ngược lại đã chưa 

chắc đúng. 

2. Để chứng minh hàm số không có đạo hàm tại điểm
0

x , ta thực hiện:

- Chứng minh 0 0

0

( ) ( )

lim
x

f x x f x

x →

+  −


 không tồn tại 

- Chứng minh hàm số không liên tục tại điểm
0

x

Dạng 3. Tiếp tuyến với đồ thị (C) của hàm số ( )y f x=  tại điểm ( )
0 0 0
; ( ) ( )M x f x C (tiếp điểm). Phương 

pháp: 

1. Tính
/ 0 0

0
0

( ) ( )

( ) lim
x

f x x f x
f x

x →

+  −
=


 hay 

0

/ 0

0

0

( ) ( )

( ) lim
x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−

2. Hệ số góc của tiếp tuyến (C) tại điểm 
0

M  là /

0
( )k f x=  

3. Phương trình tiếp tuyến với đồ thị (C) tại 
0

M  là 
/

0 0 0
( )( ) ( )y f x x x f x= − +

Dạng 4. Tiếp tuyến với đồ thị (C) của hàm số ( )y f x=  khi biết hệ số góc k

Phương pháp 

1. Gọi ( )
0 0 0
; ( )M x y C là tiếp điểm của tiếp tuyến với đồ thị (C) 

2. Tính
/

0

( ) ( )
( ) lim

x

f x x f x
f x

x →

+  −
=



3. Giải phương trình 
/

0
( )k f x= , tìm 

0
x và 

0 0
( )y f x=

4. Phương trình tiếp tuyến với đồ thị (C) có hệ số góc k là
0 0

( )y k x x y= − +

Lưu ý: 

- Nếu hai đường thẳng song song với nhau thì có cùng hệ số góc k

- Nếu hai đường thẳng vuông góc với nhau thì tích hai hệ số góc bằng 1−

B. BÀI TẬP

Bài 1.1.  Bằng định nghĩa, hãy tính đạo hàm của các hàm số sau: 

a) 
1

( )f x

x

=  tại điểm 
0
2x = b) 2

( )f x x= tại điểm 
0
2x =

c) ( ) 2 1f x x= − tại điểm 
0
5x = d) 

1
( )

1

x
f x

x

+
=

−
 tại điểm 

0
0x =

HDGiải 

a) 
1

( )f x

x

=  tại điểm 
0
2x =

Tập xác định của hàm số là  \ 0D =

Với x  là số gia của đối số tại 
0
2x = sao cho 2 x D+  , thì 
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0 0

1 1
( ) ( ) (2 ) (2)

2 2 2(2 )

x
y f x x f x f x f

x x


 = +  − = +  − = − = −

+  + 

Ta có  
1

2(2 )

y

x x


= −

 + 

/

0 0

1 1
( ) lim lim

2(2 ) 4x x

y
f x

x x →  →

 
= = − = − 

 +  

Vậy 
/

1
(2)

4

f = −

b) 2

( )f x x=  tại điểm 
0
2x =  

Tập xác định của hàm số là D =

Với x là số gia của đối số tại 
0
2x = sao cho 2 x D+  , thì 

( )
2

2

0 0
( ) ( ) (2 ) (2) 2 2 (4 )y f x x f x f x f x x x = + − = + − = + − =  +

Ta có 4
y

x

x


= + 



( )/

0 0

(2) lim lim 4 4
x x

y
f x

x →  →


= = +  =



Vậy /

(2) 4f =

c) ( ) 2 1f x x= − tại điểm 
0
5x =

Tập xác định của hàm số đã cho là 
1

/

2

D x x
 

=  
 

Với x  là số gia của đối số tại 
0
5x = sao cho 5 x D+  , thì 

0 0
( ) ( ) (5 ) (5) 9 2 9y f x x f x f x f x = +  − = +  − = +  −

Ta có  
9 2 9y x

x x

 +  −
=

 

Khi đó /

0 0 0

9 2 9 2 1
(5) lim lim lim

39 2 9
x x x

y x
f

x x x
 →  →  →

 +  −
= = = =

  +  +

d) 
1

( )

1

x
f x

x

+
=

−
 tại điểm 

0
0x =

Tập xác định của hàm số đã cho là  \ 1D =

Với x  là số gia của đối số tại 
0
0x = sao cho 0 x D+  , thì 

0 0

1 1 1 2
( ) ( ) 1

1 1 1 1

x x x
y f x x f x

x x x

 +  + 
 = +  − = − = + =

 − −  −  −

Ta có  
2

1

y

x x


=

  −

Khi đó 
/

0 0

2
(0) lim lim 2

1x x

y
f

x x →  →


= = = −

  −

Bài 1.2. Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau: 

a) 2

y ax= ( a là hằng số) trên b) 3

2y x= + trên 

c) 
1

2 1

y

x

=
−

 với 
1

2

x  d) 3y x= − với 3x 

HDGiải 

a) 2

y ax= có tập xác định là , với x0 tùy ý thuộc , có một số gia x
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Tính  ( )2 2

0 0 0 0 0
( ) ( ) ( ) 2y f x x f x a x x ax x x x = +  − = +  − =  + 

( )
( )0

0 0
0 0 0

2

lim lim lim 2 2
x x x

a x x xy
a x x ax

x x →  →  →

 +
= = + =

 

Vậy /

2y ax=

b) 3

2y x= + trên , thực hiện tương tự, ta có / 2

3y x=

c) 
1

2 1

y

x

=
−

 . Tập xác định của hàm số 
1

\

2

D
 

=  
 

Với 
0

x  tùy ý, ta có một số gia x

Tinh 
( )0 0

0 0 0 0

1 1 2
( ) ( )

2( ) 1 2 1 (2 1) 2 2 1

x
y f x x f x

x x x x x x

− 
 = + − = − =

+ − − − +  −

( ) 2
0 0

0 0 0

2 2
lim lim

(2 1) 2 2 1 (2 1)x x

y

x x x x x →  →

 − −
= =

 − +  − −

Vậy /

2

1 2

2 1 (2 1)

y y

x x

−
=  =

− −

d) 3y x= − , thực hiện tương tự . /
1

3

2 3

y x y

x

−
= −  =

−

Bài 1.3.  Chứng minh rằng hàm số 
2

2

( 1) ; 0
( )

; 0

x x
f x

x x

 − 
= 

− 

không có đạo hàm tại điểm 0x = nhưng có đạo hàm tại điểm 2x = . 

HDGiải 

Ta có: (0) 1f = ,  2

0 0

lim ( ) lim( 1) 1
x x

f x x
+ +→ →

= − = và 2

0 0

lim ( ) lim( ) 0
x x

f x x
− −→ →

= − =

Nhận thấy  
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
+ −→ →

  nên hàm số ( )y f x=  gián đoạn tại x = 0. Từ đó suy ra hàm số đó không 

có đạo hàm tại x = 0. 

Ta có )2 0;x =  + và 
2 2

0 0 0 0

(2 ) (2) (1 ) 1
lim lim lim lim(2 ) 2
x x x x

y f x f x
x

x x x →  →  →  →

 +  − +  −
= = = +  =

  

Vậy hàm số ( )y f x=  có đạo hàm tại x = 2 và /

(2) 2f =

Bài 1.4. Chứng minh rằng hàm số 
2

2

( 1) ; 0
( )

( 1) ; 0

x x
f x

x x

 − 
= 

+ 

không có đạo hàm tại 0x = , nhưng liên tục tại điểm đó. 

HDGiải 

Ta có (0) 1f =

/ 0

0
0 0

0

( ) ( )

( ) lim lim( 2) 2
x x

f x f x
f x x

x x
+ +

+

→ →

−
= = − = −

−

/ 0

0
0 0

0

( ) ( )

( ) lim lim( 2) 2
x x

f x f x
f x x

x x
− +

−

→ →

−
= = + =

−

Vì 
/ /

0 0
( ) ( )f x f x

+ −  nên  hàm số ( )y f x=  không có đạo hàm tại x = 0. 

Mặt khác, ta có 2

0 0

lim ( ) lim( 1) 1
x x

f x x
+ +→ →

= − = ; 2

0 0

lim ( ) lim( 1) 1
x x

f x x
− −→ →

= + =

Và (0) 1f =  nên hàm số ( )y f x= liên tục tại điểm x = 0. 

Bài 1.5. Chứng minh rằng hàm số 
cos ; 0

( )

sin ; 0

x x
y f x

x x

 
= = 

− 
 không có đạo hàm tại 0x = . 

HDGiải 
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Ta có 
0 0

lim ( ) lim cos 1
x x

f x x
+ +→ →

= =
0 0

lim ( ) lim( sin ) 0
x x

f x x
− −→ →

= − = và (0) cos0 1f = =

Nhận thấy 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
+ −→ →

  nên hàm số ( )y f x=  gián đoạn tại x = 0 

Do đó hàm số này không có đạo hàm tại điểm x = 0. 

Bài 1.6. Chứng minh rằng hàm số 
2

3

1; 0
( )

; 0

x x
y f x

x x

 + 
= = 


 không có đạo hàm tại 0x = . 

HDGiải 

Ta có 
2

0 0

lim ( ) lim( 1) 1 (0)
x x

f x x f
+ +→ →

= + = =  và 3

0 0

lim ( ) lim 0
x x

f x x
− −→ →

= =

Nhận thấy 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
+ −→ →

  nên hàm số ( )y f x=  gián đoạn tại x = 0 

Do đó hàm số này không có đạo hàm tại điểm x = 0. 

Bài 1.7. Cho parabol 2

3 2y x x= − + − .  

Viết phương trình tiếp tuyến của parabol tại điểm có hoành độ 
0
2x = . 

HDGiải 

Bằng định nghĩa, ta tính được /

(2) 1y = − . Do đó hệ số góc của tiếp tuyến là – 1 

Ngoài ra, ta có y(2) = 0 

Vậy phương trình tiếp tuyến của parabol tại điểm M0(2; 0) là: 

1( 2) 0y x= − − + hay 2y x= − +

Bài 1.8. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 3

y x=

a) Tại điểm (–1; – 1)

b) Tại điểm có hoành độ bằng 2

c) Biết hệ số góc của tiếp tuyến bằng 3

HDGiải 

Trước hết ta tính đạo hàm của hàm số 3

( )y f x x= = tại x0 tùy ý trên , có một số gia x

Tính ( )3 3 2 2

0 0 0 0 0 0
( ) ( ) ( ) 3 3y f x x f x x x x x x x x x = +  − = +  − =  +  + 

( )2 2 2

0 0 0
0 0

lim lim 3 3 3
x x

y
x x x x x

x →  →


= +  +  =



a) Tại tiếp điểm x0 = –1, /

( 1) 3f − = .  

Vậy tiếp tuyến cần tìm: y – (–1) = 3[x – (–1)] hay y = 3x + 2 

b) Tại điểm x0 = 2, ta có /

(2) 12f = và 3

(2) 2 8f = =

Vậy pttt cần tìm: y – 8 = 12 ( x – 2) hay y = 12x – 16 

c) Biết
/

0
( ) 3f x = , nên ta có 

0 02

0

0 0

1 (1) 1

3 3

1 ( 1) 1

x y f

x

x y f

 =  = =
=  

= −  = − = −

Vậy tiếp tuyến cần tìm là: y = 3x – 2 và y = 3x + 2 

Bài 1.9. Viết phương trình tiếp tuyến của đường hypebol 
1

y

x

=

a) Tại điểm
1
;2

2

M
 
 
 

b) Tại điểm có hoành độ bằng – 1

c) Biết hệ số góc của tiếp tuyến bằng 
1

4

−

HDGiải 

Trước hết ta tính đạo hàm của hàm số 
1

( )y f x

x

= = tại x0 tùy ý trên  \ 0 có một số gia x
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Tính  
( )0 0

0 0 0 0

1 1
( ) ( )

x
y f x x f x

x x x x x x

−
 = + − = − =

+ +

( ) 2
0 0

0 0 0

1
lim lim
x x

y x

x x x x x →  →

 −
= = −

 +

a) Tại tiếp điểm
1
;2

2

M
 
 
 

, ta có /
1

4

2

f
 

= − 
 

Vậy tiếp tuyến cần tìm: y = − 4( x – 1)

b) Tại điểm x0 =− 1, /

( 1) 1f − = −  và ( 1) 1f − = −

Vậy tiếp tuyến cần tìm là: y = − 1( x + 1) – 1

c) Biết
/

0

1
( )

4

f x = − , nên 
0 0

2

0

0 0

1
2 (2)

1 1 2

4 1
2 ( 2)

2

x y f

x
x y f


=  = =

− = −  


= −  = − = −


Vậy tiếp tuyến cần tìm là: 
1
1

4

y x= − + và 
1
1

4

y x= − −

Bài 1.10. Một chất điểm chuyển động có phương trình 2

( ) 3 5 1s t t t= + + ( t tính bằng s, S tính bằng mét).

Tính vận tốc của chất điểm tại thời điểm 
0
1t s= .  

HDGiải 

Gọi v(t) là vận tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm t. 

Khi đó 
0

2

/ 0

0 0
1 1

0

( ) ( ) 3 5 8
( ) ( ) lim lim lim(3 8) 11

1t t t t

s t s t t t
v t s t t

t t t→ → →

− + −
= = = = + =

− −

Bài 1.11. Xét tính liên tục, sự tồn tại đạo hàm và tính đạo hàm (nếu có) của hàm số sau trên 
2

2 2

( ) 1
2

1

x x  khi x

y f x

khi x

x

 − + 


= = 


−

HDGiải 

Tập xác định của hàm số là D =

Với 2x   thì 2

( ) 2f x x x= − + là hàm số liên tục và đạo hàm là /

( ) 2 1f x x= −

 Với 2x  thì 
1

( )

1

f x

x

=
−

là hàm số liên tục và có đoạ hàm /

2

1
( )

( 1)

f x

x

= −
−

Với 2x = thì ta có ( )2

2 2

lim ( ) lim 2 4
x x

f x x x
− −→ →

= − + = và 
2 2

1
lim ( ) lim 1

1x x

f x

x
+ +→ →

= =
−

Do đó 
2 2

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

 , suy ra không tồn tại 
2

lim ( )
x

f x
→

, tức là hàm số không liên tục tại 2x = , nên 

không có đạo hàm tại điểm này. 

C. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ

Bài 1.12. Tính (bằng định nghĩa) đạo hàm của mỗi hàm số sau tại các điểm đã chỉ ra: 

a) 2

y x x= + tại 
0
1x = b) 

1
y

x

=  tại 
0
2x =

c) 2 1y x= + tại 
0
2x = d) 2

3y x x= + tại 
0
1x =

Bài 1.13. Cho ham số 3

( )y f x x= = . Chứng minh rằng 
3 2

1
'( ) ;( 0)

3

f x x

x

= 

Bài 1.14. Cho hàm số 
3

( )y f x x= = . Tính '(0)f  nếu có.  

Bài 1.15. Xét tính liên tục, sự tồn tại đạo hàm và tính đạo hàm nếu có của hàm số sau trên 
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a) 

2

1

( ) 2
1

x x khi x

y f x

khi x

x

 + 


= = 




b) 
2

3

1 0
( )

1 0

x    khi x
y f x

x  khi x

 + 
= = 

− + 

Bài 1.16. Viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị hàm số 2

y x= , biết rằng: 

a) Tiếp điểm có hoành độ là 2.

b) Tiếp điểm có tung độ là 4.

c) Hệ số góc của tiếp tuyến bằng 3.

Bài 1.17. Viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị hàm số 2 1y x= + , biết hệ số góc của tiếp tuyến là
1

3

. 

Bài 1.18. Viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị của hàm số 2

2 3y x x= − + , biết tiếp tuyến song song 

với đường thẳng 4 2 5 0x y− + = . 

Bài 1.19. Viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị của hàm số 2

2 3y x x= − + , biết tiếp tuyến vuông góc 

với đường thẳng 4 0x y+ =  

Bài 1.20. Cho hàm số 
3 2

1
2 3

3

y x x x= − + có đồ thị (C). 

a) Viết phương trình tiếp tuyến d của (C) tại điềm có hoành độ 2x =

b) Chứng minh rằng d là tiếp tuyến của (C) có hệ số góc nhỏ nhất.

Bài 1.21. Cho hàm số 3

3 1y x x= − + +  có đồ thị (C). 

a) Viết phương trình tiếp tuyến d của (C) tại điềm có hoành độ 0x =

b) Chứng minh rằng d là tiếp tuyến của (C) có hệ số góc lớn nhất.

D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM

Câu 1. Đạo hàm của hàm số ( ) 2f x x x= − tại điểm 0x ứng với số gia x là: 

A. ( )
0

lim 2 1 .
x

x x
 →

 + + B. ( )( )2

0
lim 2 .
x

x x x x
 →

 +  + 

C. ( )( )2

0
lim 2 .
x

x x x x
 →

 +  − D. ( )
0

lim 2 1 .
x

x x
 →

 + −

Câu 2. Cho f  là hàm số liên tục tại 0x . Đạo hàm của f tại 0x là: 

A.  
( ) ( )0 0

0
lim
h

f x h f x

h→

+ −
 (nếu tồn tại giới hạn) .  

B.  
( ) ( )0 0

0
lim
h

f x h f x h

h→

+ − −
 (nếu tồn tại giới hạn) .  

C. 
( ) ( )

0

0

0

lim
x

x x

f x f x

x x→

+  −

−

D. 
( ) ( )0 0

.
f x h f x

h

+ −

Câu 3. Một vật rơi tự do theo phương trình 
21

2
s gt= , trong đó 29,8m/sg = là gia tốc trọng trường. Tìm 

vận tốc trung bình của chuyển động trong khoảng thời gian từ ( )5st t =  đến    t t+  với 0,001s.t =  

A. tb 49m/s.v =  B.   tb 49,49m/s.v =  C.   tb 49,0049m/s.v =  D.  tb 49,245m/s.v =  

Câu 4. Tính tỷ số 
y

x




 của hàm số 3 1y x= + theo x và .x  

A. 3.
y

x


=


B. 1.

y

x


=


C. 2.

y

x


=


D. 0.

y

x


=



Câu 5. Vận tốc của một chất điểm chuyển động được biểu thị bởi công thức ( ) 28 3v t t t= + , trong đó 

0,t  t tính bằng giây và ( )v t tính bằng mét/giây. Tìm gia tốc của chất điểm tại thời điểm mà vận tốc 

chuyển động là 11 mét/giây.
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A.   214m/s .  B.  220m/s .  C. 26m/s .  D.  211m/s .  

Câu 6. Tính số gia của hàm số 2 4 1y x x= − +  tại điểm
0x ứng với số gia x là: 

A. ( )02 4 .y x x x =   + − B.  02 .y x x = +

C. ( )02 4 .y x x x =  −   D.  02 4 .y x x = − 

Câu 7. Cho hàm số ( )
2 2 2 khi 0

1 khi 0

mx x x
f x

nx x





+ + 
=

+ 
. Tìm tất cả các giá trị của các tham số ,  m n  sao 

cho ( )f x  có đạo hàm tại điểm 0x = . 

A.   2, .m n=   B.  2, .n m=   

C.  2.m n= =  D. Không tồn tại , .m n  

Câu 8. Cho hàm số ( )

2

khi 1
2

khi 1

x
x

f x

ax b x








+ 

= . Tìm tất cả các giá trị của các tham số ,  a b  sao cho 

( )f x có đạo hàm tại điểm 1x = . 

A.   
1 1

, .
2 2

a b= = − B.  
1

1, .
2

a b= =  C. 
1

1, .
2

a b= = − D.  
1 1

, .
2 2

a b= =  

Câu 9. Trong các phát biểu sau, phát biểu nào sau đây là đúng? 

A.   Nếu hàm số ( )y f x=  có đạo hàm tại 0x thì nó liên tục tại điểm đó .  

B. Nếu hàm số ( )y f x=  liên tục tại 0x thì nó có đạo hàm tại điểm đó .  

C. Nếu hàm số ( )y f x=  không liên tục tại 0x thì nó có đạo hàm tại điểm đó .  

D. Nếu hàm số ( )y f x=  có đạo hàm tại 0x thì nó không liên tục tại điểm đó .  

Câu 10. Tính số gia của hàm số 
1

y
x

=  tại điểm x  (bất kì khác 0 ) ứng với số gia .x  

A.  
( )

.
x

y
x x x


 = −

+ 
     B.  .

x
y

x x


 = −

+ 
C.  .

x
y

x x


 =

+ 
D. 

( )
.

x
y

x x x


 =

+ 

Câu 11. Cho hàm số ( )f x  xác định trên  \ 2 bởi ( )

3 2

2 .

4 3
khi 1

3 2

0 khi 1

x x x
x

f x x x

x

− +


=



= −



+ Tính ( )1 .f   

A. ( )1 0.f  = B. Không tồn tại. C. ( )
3

1 .
2

f  = D. ( )1 1.f  =

Câu 12. Cho hàm số 3 23 2.y x x= − +  Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số biết tiếp tuyến song 

song với đường thẳng 9 7.y x= +  

A. 9 25.y x= − B. 9 7;  9 25.y x y x= − = +

C. 9 25.y x= + D. 9 7;  9 25.y x y x= + = −

Câu 13. Tính số gia của hàm số 2 2y x= + tại điểm 0 2x = ứng với số gia 1.x =

A. 5.y = B. 2.y = C. 13.y = D. 9.y =

Câu 14. Cho hàm số 3 23 2.y x x= − + Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số biết tiếp tuyến 

vuông góc với đường thẳng 
1

.
45

y x= −

A. 45 83.y x= − B. 45 173.y x= −

C. 45 173;  45 83.y x y x= + = − D. 45 173;  45 83.y x y x= − = +

Câu 15. Cho hàm số 3 23 2.y x x= − + Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số biết cosin góc tạo 

bởi tiếp tuyến và đường thẳng : 4 3 0x y − =  bằng 
3

.
5

A. 2;  1.y y= = B. 2;  1.y y= − = C. 2;  1.y y= − = − D. 2;  2.y y= = −
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Câu 16. Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong 
1

y
x

=  tại điểm có hoành độ bằng 1− . 

A.   2.y x= − +  B. 2 0.x y+ + =  C. 2.y x= + D.  2.y x= −

Câu 17. Tính số gia của hàm số 
2

2

x
y =  tại điểm 0 1x = − ứng với số gia .x  

A. ( )
21

.
2

y x x  =  + 
 

B.  ( )
21

.
2

y x x =  + 

C. ( )
21

.
2

y x x =  − D. ( )
21

.
2

y x x  =  −
 

Câu 18. Tính tỷ số 
y

x




 của hàm số 2 1y x= − theo x và .x  

A. 2 .
y

x x
x


=  +


B. 2 .

y
x x

x


= + 


C. .

y
x

x


= 


D. 0.

y

x


=



Câu 19. Tính tỷ số 
y

x




 của hàm số 32y x=  theo x  và .x

A. ( )
223 3 .

y
x x x x

x


= +  + 


B. 

( )
332 2

.
x xy

x x

− 
=

 

C. ( )
2

2 .
y

x
x


= 


D. ( )

226 6 2 .
y

x x x x
x


= +  + 



Câu 20. Tính số gia của hàm số 3 2 1y x x= + + tại điểm 0x ứng với số gia 1.x =  

A.  2

0 03 5 2.y x x = − +  B. 2

0 03 5 3.y x x = + +

C.  3 2

0 0 02 3 5 2.y x x x = + + +  D.  2

0 03 5 2.y x x = + +

Câu 21. Tìm hệ số góc k  của tiếp tuyến của parabol 2y x=  tại điểm có hoành độ 
1

.
2

A.  
1

.
2

k = − B. 0.k = C. 1.k = D.  
1

.
4

k =

Câu 22. Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong 
1

y
x

=  biết hệ số góc của tiếp tuyến bằng 
1

.
4

−

A. 4 1 0 ;  4 1 0.x y x y+ − = + + = B. 4 4 0 ;  4 4 0.x y x y+ − = + + =

C. 
1 1

4;  4.
4 4

y x y x= − − = − + D. 
1

4
y x= − . 

Câu 23. Tìm tham số thực b  để hàm số ( )

2

2

khi 2

6 khi 2
2

x x

f x x
bx x








=
− − 


+
 có đạo hàm tại 2.x =  

A.   1.b =  B.   6.b = −  C. 3.b =  D.   6.b =  

Câu 24. Một viên đạn được bắn lên cao theo phương trình ( ) 2196 4,9s t t t= −  trong đó 0,t   t  tính bằng

giây kể từ thời điểm viên đạn được bắn lên cao và ( )s t  là khoảng cách của viên đạn so với mặt đất được

tính bằng mét. Tại thời điểm vận tốc của viên đạn bằng 0  thì viên đạn cách mặt đất bao nhiêu mét? 

A. 1906m. B. 1960m. C. 1690m. D. 1069m.

Câu 25. Cho hàm số ( )
2

2

1 k
.

hi 0

khi 0

x x
f x

x x

− 
=

−



 

 Khẳng định nào sau đây sai? 

A. Hàm số có đạo hàm tại 2x = .  B. Hàm số liên tục tại 2x = .  

C. Hàm số có đạo hàm tại 0x = .  D. Hàm số không liên tục tại 0x = .  

Câu 26. Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm tại 0x là ( )0f x . Mệnh đề nào sau đây sai? 

A. ( )
( ) ( )0 0

0
0

lim .
x

f x x f x
f x

x →

+  −
 =


B. ( )

( ) ( )0 0

0
0

lim .
h

f x h f x
f x

h→

+ −
 =
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C. ( )
( ) ( )

0

0 0

0

0

lim .
x x

f x x f x
f x

x x→

+ −
 =

−
D. ( )

( ) ( )
0

0

0

0

lim .
x x

f x f x
f x

x x→

−
 =

−

Câu 27. Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong 3y x= tại điểm ( )1; 1 .− −

A. 3 4.y x= − −  B.   1.y = −  C.   3 2.y x= −  D. 3 2.y x= +

Câu 28. Một chất điểm chuyển động theo phương trình ( ) 2s t t= , trong đó 0,t  t tính bằng giây và 

( )s t tính bằng mét. Tính vận tốc của chất điểm tại thời điểm 2t = giây. 

A. 2m/s. B. 3m/s. C. 4m/s. D. 5m/s.

Câu 29. Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong 3y x=  tại điểm có tung độ bằng 8.  

A.   12 16.y x= − +  B. 12 24.y x= − C.   12 16.y x= −  D. 8.y =

Câu 30. Cho hàm số 3 23 2.y x x= − +  Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại giao điểm với 

đường thẳng 2.y = −  

A. 9 7;  2.y x y= − + = − B. 2.y = −

C. 9 7;  2.y x y= + = − D. 9 7;  2.y x y= + =

Câu 31. Cho hàm số ( )

2 1 1
khi 0

.

0 khi 0

x
x

f x x

x


 −

=

=






+

Tính ( )0 .f   

A. ( )0 1.f  = B. ( )
1

0 .
2

f  = C. Không tồn tại .  D. ( )0 0.f  =

Câu 32. Cho hàm số ( )

3 4
khi 0

4

1
.

khi 0
4

x
x

f x

x





− −

=

=




Tính ( )0 .f   

A. Không tồn tại. B. ( )
1

0 .
4

f  = C. ( )
1

0 .
16

f  = D. ( )
1

0 .
32

f  =

Câu 33. Cho hàm số 3 23 2.y x x= − + Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại giao điểm với

trục tung. 

A. 2 .y x= B. 2.y = C. 0.y = D. 2.y = −

Câu 34. Tính tỷ số 
y

x




 của hàm số 

1
y

x
=  theo x  và .x  

A. 
1

.
y

x x x


= −

 + 
B. 

1
.

y

x x x


=

 + 
C. 

( )
1

.
y

x x x x


=

 + 
    D. 

( )
1

.
y

x x x x


= −

 + 

Câu 35. Một chất điểm chuyển động có phương trình ( ) 3 23 9 2s t t t t= − + + , trong đó 0,t   t  tính bằng 

giây và ( )s t  tính bằng mét. Hỏi tại thời điểm nào thì bận tốc của vật đạt giá trị nhỏ nhất?

    A.   6s.t =    B. 1s.t =       C.   2s.t =              D.   3s.t =

ĐÁP ÁN 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

D A C A A A B C A A B A A D D B C A 

19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 

D D C B D B C B D C C C B C B D B 
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§2. CÁC QUY TẮC TÍNH ĐẠO HÀM

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM

I. Bảng đạo hàm

STT HÀM SỐ SƠ CẤP HÀM SỐ HỢP QUY TẮC 

( )u u x= ( ), ( )u u x v v x= =

1 ( ) 0C  =
( )ku ku = ( )u v u v  + = +

2 
( ) 1x  = ,  ( )kx k = ( ) 1. .u u u  − = ( )u v u v  − = −

3 1( ) , , 1n nx nx n n− =  
( ) , 0

2


= 

u
u u

u
( )uv u v uv  = +  

4 
( ) 1

, 0
2

x x
x


= 

2

1
, 0

  
= −  

 

u
u

u u 2
, 0

  − 
=  

 

u u v uv
v

v v

5 

2

1 1
, 0x

x x

 
= −  

 
/

2 2

( ) ( )

a b

c dax b ad cb

cx d cx d cx d

 + −
= = 

+ + + 

2

1
, 0

  
= −  

 

v
v

v v

6 /

( )ax b a+ =

( )

2

/
2

2 2
2

2

' ' ' ' ' '

' ' '
' ' '

a b a c b c
x x

a b a c b cax bx c

a x b x c
a x b x c

+ +
 + +

= 
+ +  + +

II. Đạo hàm của hàm số hợp. Cho y là hàm số theo ( ( ))u u x thì: / / /

.
x u x

y y u=

Các dạng toán 

Dạng 1. Tính đạo hàm bằng các công thức đối với hàm đa thức, hàm hữu tỉ, hàm căn bậc hai 

Phương pháp: Vận dụng bảng 1 và quy tắc tính đạo hàm để tính.  

Dạng 2. Vận dụng đạo hàm vào giải phương trình hay bất phương trình. 

Phương pháp:  - Tính đạo hàm theo đề bài yêu cầu 

- Thiết lập phương trình hay bất phương trình

Dạng 3. Tiếp tuyến với đồ thị (C) của hàm số ( )y f x=  kẻ từ điểm ( ; )A   với ( )A C  hay ( )A C . 

Phương pháp 

Cách 1. Tìm tiếp điểm 

1. Gọi
0

x là hoành độ tiếp điểm, tiếp tuyến ( )d : /

0 0 0
( )( ) ( )y f x x x f x= − + (1) 

2. ( )A d  nên thay ,x y = = vào (1). Giải và tìm 
0

x , rồi tính 
0 0
'( ), ( )f x f x

3. Thay kết quả tìm được vào (1), có phương trình tiếp tuyến cần tìm.

Cách 2. Tìm hệ số góc k

1. Đường thẳng d đi qua điểm ( ; )A   và có hệ số góc k có phương trình ( )y k x  = − + (1) 

2. Đường thẳng d là tiếp tuyến với đồ thị (C) thì hệ phương trình sau phải có nghiệm

/

( ) ( )

( )

f x k x

f x k

  = − +


=

3. Giải hệ phương trình tìm x , rối tìm k  và thay k  vào (1) ta được phương trình tiếp tuyến d.

B. BÀI TẬP

Bài 2.1. Tính đạo hàm của mỗi hàm số sau tại điểm x0 được cho kèm theo 

a) 
2

0
7 , 1y x x  x= + − = b) 

3

0
2 1, 2y x x   x= − + =

c) 
5

0
2 2 3, 1y x x   x= − + = d) 

4 2

0
2, 1y x x    x= − + = −

HDGiải 
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a) ( )
/

2 / 2

' (7 ) (7)' ( )' 0 1 2 1 2y x x x x x x = + − = + − = + − = −

Tại /

0
1, (1) 1 2.1 1.x  y= = − = −

b) / 3 / 2

( 2 1) 3 2y x x x= − + = − và /

(2) 10y =

c) ( )
/

/ 5 4

2 2 3 10 2y x x = x  = − + − và /

(1) 8y =

d) ( )
/

/ 4 2 3

2 4 2y x x = x x= − + − và /

( 1) 2y − = −

Bài 2.2. Tìm đạo hàm của các hàm số sau: 

a) 5 3

4 2 3y x x x= − + −  b) 2 4
1 1 1

4 3 2

y x x x= − + −

c) 
4 3 2

2 4
1

2 3 5

x x x
y = − + − d) ( )5 2

3 8 3y x x= −

HDGiải 

a) ( )
/

/ 5 3 4 2

4 2 3 5 12 2y x x x x x= − + − = − + b) 

/

/ 2 4 3
1 1 1 1

2 2

4 3 2 3

y x x x x x
 

= − + − = − + − 
 

c) 

/
4 3 2

/ 3 2
2 4 8

1 2 2

2 3 5 5

x x x x
y x x

 
= − + − = − + 
 

d) ( )( ) ( )
/

/ 5 2 4 2 5 6 4

3 8 3 15 8 3 3 ( 6 ) 63 120y  x x  x x x x x   x= − = − + − = − +

Bài 2.3. Tìm đạo hàm các hàm số sau: 

a) 4 2

y x x x= − + b) ( )3 5

y x x x= − c) ( )
3

1 2y x= −

d) ( )
3

7 2

5y x x= − e) 
2

2

1

x
y

x

=
−

f) 
2

3 5

1

x
y

x x

−
=

− +

HDGiải 

a) ( )
/

/ 4 2 3
1

4 2

2

y x x x x x

x

= − + = − +

b) ( ) ( ) ( ) ( )
/ //

/ 3 5 3 5 5 3 2 3 4
1

3 8

2

y x x x x x x x x x x x x x

x

  = − = − + − = + −     

c) ( ) ( ) ( ) ( )
/

3 2 / 2
/

1 2 3 1 2 1 2 6 1 2y x x x x
 = − = − − = − −
  

d) ( ) ( )
/

3 2
/ 7 2 7 2 5

5 3 5 (7 10)y x x x x x
 

= − = − − 
 

e) 

( )

/
2

/

2 2
2

2 2( 1)

1
1

x x
y

x
x

  − +
= = 

−  −

        f) 

( )

/
2

/

2 2
2

3 5 5 6 2

1
1

x x x
y

x x
x x

 − − −
= = 

− +  − +

Bài 2.4. Tính đạo hàm các hàm số sau 

a) 2

1y x x x= − + b) 2

2 5y x x= − −

c) 
3

2 2

x
y

a x

=
−

 ( a  là hằng số) d) 
1

1

x
y

x

+
=

−

HDGiải 

a) ( )
/

/ 2
3

1 2

2

y x x x x x= − + = − b) ( )
/

/ 2

2

2 5
2 5

2 2 5

x
y x x

x x

− −
= − − =

− −

c) 
( )

( )

/ 2 2 2
3

/

2 2 3
2 2

3 2x a xx
y

a x
a x

− 
= =  

−  −

d) 

/

/

3

1 3

1 2 (1 )

x x
y

x x

 + −
= = 

− − 

Bài 2.5. Tính đạo hàm các hàm số sau 
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a) ( )
2

7

y x x= + b) ( )( )2 2

1 5 3y x x= + − c) 
2

2

1

x
y

x

=
−

d) 
2

5 3

1

x
y

x x

−
=

+ +
e) 

2

2 2

1

x x
y

x

+ +
=

+
f) (2 1)(3 2)y x x x= − +

HDGiải 

a) ( ) ( )( )
/

2
/ 7 6 6

2 1 7 1y x x x x x
 

= + = + +
  

b) ( )( )( ) ( )
/

/ 2 2 2

1 5 3 4 3 1y x x x x= + − = − +

c) 
( )

( )

2/

/

2 2
2

2 1
2

1
1

xx
y

x
x

− + 
= = 

−  −

d) 

( )

/
2

/

2 2
2

5 3 5 6 8

1
1

x x x
y

x x
x x

 − − + +
= = 

+ +  + +

e)  

/
2

/

2

2 2 ( 2)

1 ( 1)

x x x x
y

x x

 + + +
= = 

+ + 
f) ( ) ( )

/
/ 2

(2 1)(3 2) 2 9 1y x x x x x= − + = + −

Bài 2.6. Tính đạo hàm các hàm số sau: 

a) 
2

2 3

5 5

x
y

x x

+
=

− +
b) 

( )
5

2

1

1

y

x x

=

− +

c) 2

1y x x x= + +

d) ( ) ( )
2 3

( 1) 2 3y x x x= + + + e) 
2

1x
y

x

+
= f) 

1

1

x
y

x

−
=

−

HDGiải 

a) 

( )

/
2

/

2 2
2

2 3 2 6 25

5 5
5 5

x x x
y

x x
x x

 + − − +
= = 

− +  − +

b) 

( ) ( )

/

/

5 6
2 2

1 5(2 1)

1 1

x
y

x x x x

 
− − 

= =
 
 − + − +
 

c) ( )
/

/ 2
3

1 2

2

y x x x x x= + + = + d) ( ) ( )( ) ( )
/

2 3
/ 2 2

( 1) 2 3 2( 2)( 3) 3 11 9y x x x x x x x= + + + = + + + +

e) 

/

2 2

/

2

2

1 1

1
2

x x
y

x x
x

x

 + −
 = =
  + 

f) 

/

/

3

1 3

1 2 (1 )

x x
y

x x

 − −
= = 

− − 

Bài 2.7. Tính đạo hàm các hàm số sau 

a) ( )( )3 2

9 2 2 9 1y x x x= − − + b) 
2 3

4

x
y

x

−
=

+
c) 

2

3 5

2

x x
y

x

− − +
=

−

d) 

3

5
3

y x

x

 
= − 
 

e) 3 2

2 1y x x= − + f) 

4

2

b c
y a

x x

 
= + + 
 

HDGiải 

a) ( )( )( )
/

/ 3 2 3 2

9 2 2 9 1 16 108 162 2y x x x x x x= − − + = − + − − b) 

/

/

2

2 3 11

4 ( 4)

x
y

x x

 −
= = 

+ + 

c) 

/
2 2

/

2

3 5 4 1

2 ( 2)

x x x x
y

x x

 − − + − + +
= = 

− − 
d) 

/
3 2

/ 5 5 4

3

3 3 3
3 5

2

y x x x

x x x

      
 = − = − +             

e) ( )
2/

/ 3 2

3 2

3 4
2 1

2 2 1

x x
y x x

x x

−
= − + =

− +
f) 

/
4 3

/

2 2 2 3

2
4

b c b c b c
y a a

x xx x x x

      
 = + + = − + + +     
       

Bài 2.8. Tìm đạo hàm các hàm số sau 

a) ( )( )3 2 2

4 2 5 7y x x x x x= − − − b) ( )2
3 1y x x

x

 
= + − 
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c) 
2

3

2 3

2

x x
y

x

− + +
=

−
d) ( ) 2

2 1y x x= − +

HDGiải 

a) ( )( )( )
/

/ 3 2 2 4 3 2

4 2 5 7 20 120 27 70y x x x x x x x x x= − − − = − + +

b) ( ) ( )
/

/
2 2 1 3
3 1 3 1

2

x
y x x x

x x x x x

    
= + − = − + − + +    

    

c) 

( )

/
2 4 3 2

/

3 2
3

2 3 4 9 4 4

2
2

x x x x x x
y

x
x

 − + + − − + −
= = 

−  −

d) ( )( )
2/

/ 2

2

2 2 1
2 1

1

x x
y x x

x

− +
= − + =

+

Bài 2.9. Cho 3 2

3 2y x x= − + . Tìm x để:

a) /

0y  b) /

3y 

HDGiải 

Ta có / 2

3 6y x x= − . 

a) / 2

0 3 6 0 0y x x x  −    hoặc 2x 

b) / 2 2

3 3 6 3 0 2 1 0 1 2 1 2y x x x x x  − −   − −   −   +

Bài 2.10. Cho 3 2

( ) 2; ( ) 3 2f x x x g x x x= + − = + + . Giải bất phương trình / /

( ) ( )f x g x . 

HDGiải 

Ta có / 2 /

( ) 3 1; ( ) 6 1f x x g x x= + = +
/ / 2 2

( ) ( ) 3 1 6 1 2 0f x g x x x x x  +  +  −  . Vậy ( ;0) (2; )x −  +

Bài 2.11. Cho 
2 3

2
( ) ; ( )

2 3

x x
f x g x

x

= = − . Giải bất phương trình /

( ) ( )f x g x

HDGiải 

Ta có / 2

( )g x x x= −
3 2

/ 2
2 2

( ) ( ) 0 1 0
x x

f x g x x x x

x x

− +
   −    −   . Vậy [ 1;0)x −

Bài 2.12. Cho hàm số 2

( ) 2f x x x= − . Hãy giải bất phương trình /

( ) ( )f x f x . 

HDGiải 

Ta có 2 /

2

1
( ) 2 ( )

2

x
f x x x f x

x x

−
= −  =

−

Ta cần giải bất phương trình: 
2

2

2

0

2
0

1
3 52 2

2 2
1 2

3 5

2

x

x
x

x
x x x

x
x x

x x x

x

 


 
−    − −    

−  −  −  + 


Vậy tập nghiệm của bpt đã cho là: 
3 5

( ;0) ;

2

S

 +
= −  +

 

Bài 2.13. Cho hàm số 3 2

3 2y x x= − + có đồ thị (C). 

a) Viết phương trình tiếp với đồ thị (C) kẻ từ điểm (0;2)A

b) Tìm trên đường thẳng 2y =  các điểm để từ đó có thể kẻ đến ( )C  hai tiếp tuyến vuông góc với nhau.

HDGiải 
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a) Cách 1. Ta có / / 2

( ) 3 6y f x x x= = − . Gọi
0

x là hoành độ tiếp điểm, tiếp tuyến với đồ thị (C) là (d): 

( )( )/ 2 3 2

0 0 0 0 0 0 0 0
( )( ) ( ) 3 6 3 2y f x x x f x x x x x x x= − + = − − + − +

Mà ( )A d  nên ( )( )
0

2 3 2 3 2

0 0 0 0 0 0 0

0

0

2 3 6 0 3 2 2 3 0 3

2

x

x x x x x x x

x

 =
= − − + − +  − + = 
 =


Khi 
0 0
0 ( ) (0) 2x f x f=  = = và / /

0
( ) (0) 0f x f= = .  

Vậy phương trình tiếp tuyến là 
1
( ) : 2d y =

Khi 
0 0

3 3 11
( )

2 2 8

x f x f
 

=  = = − 
 

 và / /

0

3 9
( )

2 4

f x f
 

= = − 
 

. 

Vậy phương trình tiếp tuyến là 
2

9
( ) : 2

4

d y x= − +

Cách 2. Đường thẳng (d) qua điểm A(0; 2), có hệ số góc k, có phương trình : 2y kx= +

Để đường thẳng (d) là tiếp tuyến với đồ thị (C) thì hệ phương trình sau phải có nghiệm: 
3 2

/ 2

( ) 2 3 2 2 (1)

( ) 3 6 (2)

f x kx x x kx   

f x k x x k      

 = + − + = + 
 

= − =  

Thay (2) vào (1), ta có 3 2

0 0

2 3 0 3 9

2 4

x k

x x

x k

 =  =
− = 
 =  = −


Vậy tiếp tuyến cần tìm 
1
( ) : 2d y = , 

2

9
( ) : 2

4

d y x= − +

b) Gọi ( ;2)A a  thuộc đường thẳng y = 2 và (d) là đường thẳng qua A, có hệ số góc k, nên có phương trình 

( ) 2y k x a= − + . 

Để có hai tiếp với đồ thị (C) thì phương trình sau phải có nghiệm: 
3 2

/ 2

( ) ( ) 2 3 2 ( ) 2 (1)

( ) 3 6 (2)

f x k x a x x k x a  

f x k x x k        

 = − + − + = − + 
 

= − =  

Thay (2) vào (1), ta có 2

2

0

2 3 ( 1) 6 0

2 3 ( 1) 6 0 (3)

x
x x x a a

x x a a  

 =
 − + + − =    − + + − =

Đặt 2

( ) 2 3 ( 1) 6g x x x a a= − + + −

Để kẻ được hai tiếp tuyến đến đồ thị (C) và hai tiếp tuyến đó vuông góc với nhau thì phương trình (3) có 

hai nghiệm phân biệt 
1

x  và 
2

x khác 0 và 
/ /

1 2
( ). ( ) 1y x y x = − .  

Suy ra 

( )

2

/ /

1 2 1 2 1 2 1 2

6 0(0) 0

0 3 10 3 0

( ). ( ) 1 9 2 4 1 (4)

ag

a a

y x y x x x x x x x  

  
 

   − +  
   = − − + + = −   

Theo Viét, ta có 
1 2 1 2

3( 1)
; 3

2

a
x x x x a

+
+ = =  thay vào (4), ta có 

1
27 1

27

a a= −  = −

Vậy điểm cần tìm 
1
;2

27

A
 
− 
 

C. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ

Bài 2.14. Tìm đạo hàm các hàm số sau 

a) 
5 3 2

4

2

x
y x x x= − − + b) 

2 3 4

2 4 5 6

7

y

x x x x

= − + − c) 
3

6y x

x

= − +
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d) ( )3

(9 2 ) 2 9 1y x x x= − − +   e) 
2 3

4

x
y

x

−
=

+
f) 

2

5 3

2

x x
y

x

− −
=

−

Bài 2.15. Tìm đạo hàm các hàm số sau 

a) ( )( ) ( )
2 3

2 3 4

1 1 1y x x x= + + + b) 

3

5
3

y x

x

 
= − 
 

c) 3 2

2 1y x x= − +

d) 2

( 2) 1y x x= − + e) 2 4y x x= + + − f) 
2

1

1

x
y

x

+
=

+

Bài 2.16. Tính /

( 1)f − biết rằng 
2 3

1 2 3
( )f x

x x x

= + +

Bài 2.17. Cho hàm số 2

( ) 2 8f x x x= − − . Giải bất phương trình /

( ) 1f x 

Bài 2.18. Tìm các nghiệm của phương trình sau 

a) /

( ) 0f x = , với 
3

2

( ) 2 6 1

3

x
f x x x= − − − b) /

( ) 5f x = − , với 
4 2

3
3

( ) 3

4 2

x x
f x x= − − −

c) /

1 2 ( ) 80 ( ) 0f x f x+ − = , với 
1

( )

10

f x

x

=
−

d) /

1 5 ( ) 6 ( ) 0f x f x+ + = , với 
1

( )

1

f x

x

=
−

Bài 2.19. Chứng minh rằng đạo hàm của hàm số chẵn là hàm số lẻ và đạo hàm của hàm số lẻ làm hàm số 

chẵn, biết rằng các hàm số đó có đạo hàm trên . 

Bài 2.20. Gọi (C) là đồ thị của hàm số 3 2

5 2y x x= − + . Viết phương trình tiếp tuyến của (C) sao cho tiếp 

tuyến đó: 

a) Song song với đường thẳng 3 1 0x y+ − =

b) Vuông góc với đường thẳng 7 28 0x y− − =

c) Đi qua điểm A(0; 2)

Bài 2.21. Cho hàm số 
1

1

x
y

x

+
=

−
 có đồ thị (H). Viết phương trình tiếp tuyến của (H), biết: 

a) Tại điểm có hoành độ 2x =

b) Tiếp tuyến song song với đường thẳng d:
1

5

8

y x= − + . 

Bài 2.22. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 4 2

2 3y x x= − − . Biết tiếp tuyến đó song song 

với đường thẳng 24 1y x= −  

Bài 2.23. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 3

4y x x= + . Biết tiếp tuyến đó song song với 

đường thẳng 13 1y x= +  

Bài 2.24. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số ( )
3

1 3 4y x x= + − − . Biết tiếp tuyến đó vuông 

góc với đường thẳng 1

9

x
y = − +

Bài 2.25. Cho hàm số 
2

3 6
( )

1

x x
f x

x

+ +
=

+
. Giải bất phương trình /

( ) 0f x 

Bài 2.26. Cho hàm số 
3 2

( ) 2

3 2

x x
f x x= + − và 

3 2
2

( ) 3 2

3

g x x x x= − + − . Giải bất phương trình 

/ /

( ) ( )f x g x . 

Bài 2.27. Cho hàm số 3 2

( ) 2 12f x x x= − − và 
2

3

( ) 3

2

x
g x x= + − . Giải bất phương trình / /

( ) ( )f x g x . 
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D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM

Câu 1. Cho hàm số ( ) 3f x x=  với 0.x   Giá trị ( )8f  bằng: 

A. 
1

.
12

−  B. 
1

.
6

C. 
1

.
12

D. 
1

.
6

−  

Câu 2. Biết hàm số ( ) ( )3 2 0f x a bx x ax c d+ += +  có đạo hàm ( ) 0f x  với x  . Mệnh đề nào

sau đây đúng? 

 A.   2 3 0.acb −   B.   2 3 0.acb −  C.   2 3 0.acb −   D. 2 3 0.acb − 

Câu 3. Tính đạo hàm của hàm số 
3

2 2

a
y

a x
=

−
 ( a  là hằng số). 

A. 
( )

( )

3 2

2 2 2 2

3 2
.

2

a a x
y

a x a x

−
 =

− −
B. 

3

2 2
.

a x
y

a x
 =

−

C. 

( )

3

2 2 2 2
.

2

a x
y

a x a x
 =

− −
D. 

( )

3

2 2 2 2
.

a x
y

a x a x
 =

− −

Câu 4. Cho hàm số 3 23 1y x x= + + , có đạo hàm là y . Để 0y  thì x nhận các giá trị thuộc tập nào sau

đây? 

A. 
2

;0 .
9

 
− 
 

B. 
9

;0 .
2

 
− 
 

C.  )
9

; 0; .
2

 
− −  + 
 

D.  )
2

; 0; .
9

 
− −  + 
 

Câu 5. Cho hàm số ( )3 21
1 3

3
y mx m x mx= − + − − + , có đạo hàm là y . Tìm tất cả các giá trị của m  để

phương trình 0y =  có hai nghiệm phân biệt là 1 2,x x thỏa mãn 2 2

1 2 6x x+ = . 

A. 1 2.m = − + B. 1 2m = − + ; 1 2.m = − −  

C. 1 2.m = − − D. 1 2m = − ; 1 2.m = +  

Câu 6. Tính đạo hàm của hàm số ( )
2016

3 22y x x= − . 

A. ( )
2015

3 22016 2 .y x x = −  B. ( ) ( )
2015

2 232016 2 3 .4y x x x x= − −

C. ( )( )3 2 22016 2 3 4 .y x x x x = − − D. ( )( )3 2 22016 2 3 2 .y x x x x = − −

Câu 7. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
4

1
y

x
=

−
 tại điểm có hoành độ bằng 1.−  

A. 2y x= + . B. 3y x= − − . C. 2y x= − + . D. 1y x= − . 

Câu 8. Tính đạo hàm của hàm số ( ) 1f x x= − tại điểm 1x = . 

A. Không tồn tại. B. ( )' 1 1.f = C. ( )' 1 0.f = D. ( )
1

' 1 .
2

f =

Câu 9. Cho hàm số ( )
3

1

x
f x

x
=

−
. Phương trình ( ) 0f x = có tập nghiệm S là: 

A. 
2

0; .
3

S
 

=  
 

B. 
2

;0 .
3

S
 

= − 
 

C. 
3

0; .
2

S
 

=  
 

D. 
3

;0 .
2

S
 

= − 
 

Câu 10. Cho hàm số ( ) 3 21
2 2 8 1

3
f x x x x= − + − , có đạo hàm là ( )f x . Tập hợp những giá trị của x để 

( ) 0f x = là: 

A.  2 2 .−  B.  2; 2 . C.  4 2 .− D.  2 2 .

Câu 11. Tính đạo hàm của hàm số 
2

1
.

1

x
y

x

−
=

+
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A. 
2 3

1
' .

( 1)

x
y

x

+
=

+
B. 

2 3

2( 1)
' .

( 1)

x
y

x

+
=

+
C. 

2

2 3

1
' .

( 1)

x x
y

x

− +
=

+
D. 

2

2
' .

1

x
y

x
=

+

Câu 12. Tính đạo hàm của hàm số 
( )1 3

.
1

x x
y

x

−
=

+

A. 
2

2

3 6 1
' .

( 1)

x x
y

x

− − +
=

+
B. 2' 1 6 .y x= − C. 

( )

2

2

1 6
' .

1

x
y

x

−
=

+
D. 

2

2

9 4 1
' .

( 1)

x x
y

x

− − +
=

+

Câu 13. Tính đạo hàm của hàm số 
2

1
.

1
y

x
=

+

A. 
2

2

( 1)
.

1

x x
y

x

+
 = −

+
B. 

2 2
' .

( 1) 1

x
y

x x
=

+ +

C. 
2 2

.
( 1) 1

x
y

x x
 = −

+ +
D. 

2 2
.

2( 1) 1

x
y

x x
 =

+ +

Câu 14. Tính đạo hàm của hàm số ( )
24

x
f x

x
=

−
 tại điểm 0.x =  

A. ( )
1

' 0 .
2

f = B. ( )
1

' 0 .
3

f = C. ( )' 0 1.f = D. ( )' 0 2.f =

Câu 15. Tính đạo hàm của hàm số ( )
3

1
1 .f x

x
= − +

A. ( ) 31
' .

3
f x x x= − B. ( ) 31

' .
3

f x x x= C. ( )
3

1
' .

3
f x

x x
= − D. ( )

3 2

1
' .

3
f x

x x
= −

Câu 16. Tính đạo hàm của hàm số 
2 2 3

.
2

x x
y

x

+ −
=

+

A. 
( )

2

3
' 1 .

2
y

x
= +

+
B. 

( )

2

2

6 7
' .

2

x x
y

x

+ +
=

+
C. 

( )

2

2

4 5
' .

2

x x
y

x

+ +
=

+
D. 

( )

2

2

8 1
' .

2

x x
y

x

+ +
=

+

Câu 17. Cho hàm số 2 1.y x x= + + Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. 22 ' 1 .y x y+ = B. 2' 1 2 .y x y+ = C. 22 1 '.y x y+ = D. 2' 1 .y x y+ =

Câu 18. Tính đạo hàm của hàm số ( ) 22 1 .y x x x= − +

A. 
2

2

2

4 1
2 .

x
y x x

x x

−
 = + +

+
B. 

2
2

2

4 1
2 .

2

x
y x x

x x

−
 = + +

+

C. 
2

2

2

4 1
2 .

2

x
y x x

x x

+
 = + +

+
D. 

2
2

2

4 1
2 .

2

x
y x x

x x

−
 = + −

+

Câu 19. Tính đạo hàm của hàm số 2 2 .y x x x= −

A. 
2

2

2 2 1
.

2

x x
y

x x

− −
 =

−
B. 

2

2 2
.

2

x
y

x x

−
 =

−
C. 

2

2

3 4
.

2

x x
y

x x

−
 =

−
D. 

2

2

2 3
.

2

x x
y

x x

−
 =

−

Câu 20. Cho hàm số ( )
3

22 1y x= + , có đạo hàm là y . Để 0y   thì x nhận các giá trị nào sau đây? 

A. ( ;0 .− B.  )0; .+

C. . D. Không có giá trị nào của .x

Câu 21. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 2 5y x= − +  tại điểm có tung độ bằng 1−  và

hoành độ âm. 

A. ( )2 6 6 1y x= − + . B. ( )2 6 6 1y x= − − . 

C. ( )2 6 6 1y x= + − . D. ( )2 6 6 1y x= − + − . 
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Câu 22. Tính đạo hàm của hàm số 
2 1

.
x

y
x

+
=

A. 
2 2

1 1
' .

2 1

x
y x

x x

 
= − 

+  
 B. 

2

1
' .

2 1

x
y

x
=

+

C. 
2 2

1 1
' 1 .

2 1

x
y

x x

 
= + 

+  
D. 

2 2

1 1
' 1 .

2 1

x
y

x x

 
= − 

+  

Câu 23. Hàm số nào sau đây có đạo hàm là hàm số 
2

1
2x

x
+ ?

A. 
22 1x x

y
x

+ −
= B. 

3 1
.

x
y

x

−
= C. 

( )2

3

3
.

x x
y

x

+
= D. 

3 5 1x x
y

x

+ −
=

Câu 24. Tính đạo hàm của hàm số 21 2 .y x= −

A. 
2

4
' .

1 2

x
y

x

−
=

−
B. 

2

2
' .

1 2

x
y

x

−
=

−
C. 

2

2
' .

1 2

x
y

x
=

−
D. 

2

1
' .

2 1 2
y

x
=

−

Câu 25. Tính đạo hàm của hàm số 
2 1

.
2

x
y

x

−
=

+

A. 
( )

2

5 2
' . .

2 12 1

x
y

xx

+
=

−−
B. 

( )
2

1 5 2
' . . .

2 2 12 1

x
y

xx

+
=

−−

C. 
1 2

' . .
2 2 1

x
y

x

+
=

−
D. 

( )
2

1 5 2
' . . .

2 2 12

x
y

xx

+
=

−+

Câu 26. Tính đạo hàm của hàm số 
2

1
.

2 5
y

x x
=

− +

A. 

( )
2

2

2 2
.

2 5

x
y

x x

−
 =

− +
B. 

( )
2

2

2 2
.

2 5

x
y

x x

− +
 =

− +

C. 2(2 2)( 2 5).y x x x = − − + D. 
1

.
2 2

y
x

 =
−

Câu 27. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 3 26 9y x x x= − + , biết tiếp tuyến song song với 

đường thẳng : 9 .d y x=  

A. 9 32y x= + . B. 9 32y x= − . C. 9 40y x= + . D. 9 40y x= − . 

Câu 28. Tính đạo hàm của hàm số ( )
2

1

x
f x

x
=

−
 tại điểm 1x = − . 

A. ( )1 0.f  − = B. ( )1 1.f  − = C. ( )
1

1 .
2

f  − = − D. ( )1 2.f  − = −

Câu 29. Cho hàm số ( ) 2 2 .f x x x= − Tập nghiệm S của bất phương trình ( ) ( )'f x f x  có bao nhiêu 

giá trị nguyên? 

A. 0. B. 1. C. 2. D. 3.  

Câu 30. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 3 2 3y x x= − + tại điểm ( )1;2 .M  

A. 2y x= − . B. 2 2y x= + . C. 3 1y x= − . D. 1y x= + . 

Câu 31. Tính đạo hàm của của hàm số ( )
2

3 22y x x= − . 

A. ( ) 5 4 36 20 16 .f x x x x = − + B. ( ) 5 36 16 .f x x x = +

C. ( ) 5 4 36 20 4 .f x x x x = − + D. ( ) 5 4 36 20 16 .f x x x x = − −

Câu 32. Cho hàm số ( )3 21
2 1 4

3
y x m x mx= − + − − , có đạo hàm là y . Tìm tất cả các giá trị của m để 

0y  với x  . 
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A.  
1

1; .
4

m
 

 − − 
 

B.  ( 
1

; 1 ; .
4

m
 

 − −  − +
 

C.  
1

1; .
4

m
 

 − 
 

D. 
1

1; .
4

m
 

 − − 
 

Câu 33. Tính đạo hàm của hàm số ( ) ( )( ) ( )1 2 ... 2018f x x x x x= − − −  tại điểm 0x = . 

A. ( )0 2018!.f  = −  B. ( )0 2018!.f  = C. ( )0 2018.f  = D. ( )0 0.f  =

Câu 34. Tính đạo hàm của hàm số 
2

2

2 7
.

3

x x
y

x

− + −
=

+

A. 

( )

2

2
2

7 13 10
' .

3

x x
y

x

− − −
=

+
B. 

( )

2

2
2

3 13 10
' .

3

x x
y

x

− − −
=

+

C. 

( )

2

2
2

3
' .

3

x x
y

x

− + +
=

+
D. 

( )

2

2
2

2 3
' .

3

x x
y

x

− + +
=

+

Câu 35. Cho hàm số ( )
21 3

1

x x
f x

x

− +
=

−
. Giải bất phương trình ( ) 0.f x   

A. .x B. .x C. ( )1; .x +  D.  \ 1 .x

Câu 36. Tính đạo hàm của hàm số ( )
2

2

x x
f x

x

+
=

−
 tại điểm 1x = . 

A. ( )1 3.f  = − B. ( )1 2.f  = − C. ( )1 5.f  = − D. ( )1 4.f  = −

Câu 37. Biết hàm số ( ) ( )3 2 0f x a bx x ax c d+ += +  có đạo hàm ( ) 0f x  với x  . Mệnh đề nào

sau đây đúng? 

A.   2 3 0.acb −   B.   2 3 0.acb −   C.   2 3 0.acb −  D. 2 3 0.acb − 

Câu 38. Tính đạo hàm của hàm số 2 34 .y x x= −

A. 
2

2 3

6
' .

2 4

x x
y

x x

−
=

−
B. 

2

2 3

6
' .

4

x x
y

x x

−
=

−
C. 

2 3

1
' .

2 4
y

x x
=

−
D. 

2

2 3

12
' .

2 4

x x
y

x x

−
=

−

Câu 39. Tính đạo hàm của hàm số 
2

2 5
.

3 3

x
y

x x

+
=

+ +

A. 

( )

2

2
2

2 9
' .

3 3

x x
y

x x

− −
=

+ +
B. 

( )

2

2
2

2 5 9
' .

3 3

x x
y

x x

− − −
=

+ +

C. 

( )

2

2
2

2 10 9
' .

3 3

x x
y

x x

+ +
=

+ +
D. 

( )

2

2
2

2 10 9
' .

3 3

x x
y

x x

− − −
=

+ +

Câu 40. Tính đạo hàm của hàm số ( ) 4 3 2 14 3 2f x x x x x+ −= − ++ tại điểm 1x = − . 

A. ( )1 15.f  − = B. ( )1 24.f  − = C. ( )1 .4f  − = D. ( )1 14.f  − =

Câu 41. Tính đạo hàm của hàm số ( ) .f x x x=

A. ( )' .
2

x
f x x= + B. ( )

1
' .

2
f x x= C. ( )

3
' .

2
f x x= D. ( )

1
' .

2

x
f x

x
=

Câu 42. Tính đạo hàm của hàm số ( )
4

7 5y x= − . 

A. ( )
3

28 5 7 .y x = − B. ( )
3

4 7 5 .y x = − C. ( )
3

28 7 5 .y x = − − D. ( )
3

28 5 7 .y x = − −

Câu 43. Tính đạo hàm của hàm số ( )
2

3 2

3 2 1
 

2 3 2 1

x x
f x

x x

+ +
=

+ +
 tại điểm 0.x =  

A. ( )' 0 1.f = B. ( )' 0 0.f = C. ( )
1

' 0 .
2

f = D. Không tồn tại.
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Câu 44. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 3y x= , biết tiếp tuyến có hệ số góc bằng 12.  

A. 12 4y x=  . B. 12 8y x=  . C. 12 2y x=  . D. 12 16y x=  . 

Câu 45. Tính đạo hàm của hàm số 
1

.
1 1

y
x x

=
+ − −

A. 
1

.
2 1 2 1

y
x x

 =
+ + −

B. 
1 1

.
4 1 4 1

y
x x

 = +
+ −

C. 
1 1

.
2 1 2 1

y
x x

 = +
+ −

D. 

( )
2

1
.

1 1

y

x x

 = −

+ + −

Câu 46. Cho hàm số ( ) 3.f x k x x= + . Với giá trị nào của k thì ( )
3

1
2

f  = ? 

A. 3.k = B. 
9

.
2

k = C. 3.k = − D. 1.k =

Câu 47. Tính đạo hàm của hàm số ( )( )2 12 2y x x−= − . 

A. 2 6 2.3 xy x − + =  B. 2 2 4.2 xy x − + = C. 2 2 4.6 xy x − − = D. 4 .y x =

Câu 48. Tính đạo hàm của hàm số ( )
5

31y x= − . 

A. ( )2
4

315 1 .y x x = − − B. ( )2
4

33 1 .y x x = − −

C. ( )2
4

35 1 .y x x = − − D. ( )2
4

35 1 .y x x = −

Câu 49. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 4y x x= + , biết tiếp tuyến vuông góc với đường 

thẳng : 5 0.d x y+ =  

A. 4y x= + . B. 3 5y x= − . C. 2 3y x= − . D. 5 3y x= − . 

Câu 50. Cho hàm số 2 3 .y x x= − + Tập nghiệm S  của bất phương trình ' 0y   là: 

A. 
1

; .
9

S
 

= + 
 

B. .S = C. ( ); .S = − + D. 
1

; .
9

S
 

= − 
 

ĐÁP ÁN 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

C B D A B B B A C D A A C A C A A B D B C D B B D 

26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 

B B C C D A A C D D C B B D A C D C D B A C A D A 
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§3. ĐẠO HÀM CỦA HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM

1. Giới hạn hàm số lượnng giác

Định lí:

a) 
0

sin
lim 1
x

x

x→
=

b) Nếu hàm số ( )u u x=  thoả mãn điều kiện: ( ) 0u x  với mọi 
0

x x  và 
0

lim ( ) 0
x x

u x
→

= thì  

0

sin ( )
lim 1

( )x x

u x

u x→
=

c) 
0

tan
lim 1
x

x

x→
=

2. Bảng tính đạo hàm của hàm số lượng giác

Bảng 2 

STT Hàm sơ cấp Hàm hợp ( ( )u u x= ) 

1 /

(sin ) cosx x= / /

(sin ) cosu u u=

2 /

(cos ) sinx x= − / /

(cos ) sinu u u= −

3 
/ 2

2

1
(tan ) 1 tan

cos

x x

x

= = + ( )
/

/ / 2

2
(tan ) 1 tan

cos

u
u u u

u

= = +

4 
( )/ 2

2

1
(cot ) 1 cot

sin

x x

x

= − = − + ( )
/

/ / 2

2
(cot ) 1 cot

sin

u
u u u

u

= − = − +

Các dạng toán 

Dạng 1. Tính đạo hàm bằng công thức đối với các hàm lượng giác 

Phương pháp:  1. Áp dụng các quy tắc tính đạo hàm 

2. Áp dụng các đạo hàm lượng giác cơ bản

Dạng 2. Giải phương trình /

( ) 0f x =

Phương pháp: 1. Tính đạo hàm /

( )f x

2. Để giải phương trình /

( ) 0f x = , ta áp dụng cách giải các phương trình lượng giác cơ bản và một số 

phương trình lượng giác thường gặp.  

B. BÀI TẬP

Bài 3.1. Tìm các giới hạn sau 

a) 
0

tan
lim
x

x

x→
b) 

0

sin2
lim
x

x

x→
c) 

2
0

1 cos
lim
x

x

x→

−

d) 
0

tan3
lim

sin5x

x

x→
e) 

2

0

1 cos
lim

.sin2x

x

x x→

−
f) 

0

1 sin cos
lim

1 sin cosx

x x

x x→

+ −

− −

HDGiải 

a) Ta có
0 0 0 0

tan sin 1 sin 1
lim lim . lim .lim 1

cos cosx x x x

x x x

x x x x x→ → → →

 
= = = 

 

b) 
0 0 0

sin2 2sin2 sin2
lim lim 2 lim 2.1 2

2 2x x x

x x x

x x x→ → →
= = = =
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c) 

2 2

2 2 2
0 0 0 0

2sin 2sin sin
1 cos 1 1 12 2 2

lim lim lim lim .1

2 2 2
4.

24

x x x x

x x x

x

xx x x→ → → →

 
 −

= = = = = 
 
 
 

d) 
0

0 0

0

tan3 tan3
lim

tan3 3 3 33 3
lim lim . .

sin5 sin5sin5 5 5 5
lim

5 5

x

x x

x

x x

x x x x

x xx x

x x

→

→ →

→

= = =

e) 
2

0 0 0 0

1 cos sin sin sin 1 1 1
lim lim . lim .lim 1.

.sin2 2sin .cos 2cos 2 2x x x x

x x x x

x x x x x x x→ → → →

 −
= = = = 

 

f) 

2

0 0 0
2

2sin 2sin .cos sin cos
1 sin cos 2 2 2 2 2

lim lim lim 1

1 sin cos
2sin 2sin .cos sin cos

2 2 2 2 2

x x x

x x x x x

x x

x x x x xx x→ → →

+ +
+ −

= = = −
− −

− −

Bài 3.2. Tìm đạo hàm của các hàm số sau: 

a) sin 3

5

y x
 

= + 
 

b) sin

2

y x
 

= − 
 

c) 3

cos( 1)y x= −

d) 2

tan(3 5)y x= + e) tan , ,

2

y x x k k



 

= −   
 

f) 3

cot (3 1)y x= −

HDGiải 

a) 

/ /

/

sin 3 3 cos 3 3cos 3

5 5 5 5

y x x x x
           

= + = + + = +        
        

b) 

/ /

/

sin cos cos sin

2 2 2 2

y x x x x x
           

= − = − − = − − = −        
        

c) ( )/ 2 3

3 sin 1y x x= − −

d) ( )
2 /

/
/ 2

2 2 2 2

(3 5) 6
tan(3 5)

cos (3 5) cos (3 5)

x x
y x

x x

+
= + = =

+ +

e) 

/

/

/

2 2

2 1
tan

2
cos cos

2 2

x

y x

x x





 

 
−     = − = = −  
      − −   
   

f) ( ) ( )
/ 2

/ /
/ 3 2 2

2 4

(3 1) 9cos (3 1)
cot (3 1) 3cot (3 1) cot(3 1) 3cot (3 1).

sin (3 1) sin (3 1)

x x
y x x x x

x x

− − −
= − = − − = − = −

− −

Bài 3.3. Tìm đạo hàm của các hàm số sau: 

a) 5sin 3cosy x x= − b) coty x x= c) 1 2tany x= +

d) 2

sin 1y x= + e) 
sin cos

sin cos

x x
y

x x

+
=

−
f) 

sin

sin

x x
y

x x

= +

HDGiải 

a) /

5cos 3siny x x= + b) /

2
cot

sin

x
y x

x

= −

c) /

2

1

cos 1 2 tan

y

x x

=
+

d) 
2

/

2

cos 1

1

x x
y

x

+
=

+
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e) /

2

2

(sin cos )

y

x x

= −
−

f) /

2 2

1 1
( cos sin )

sin

y x x x

x x

 
= − − 

 

Bài 3.4.  Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau: 

a) ( )2

sin 3 2y x x= − + b) cos 2 1y x= + c) cos2y x=

d) tan3 cot3y x x= − e) 1 2tany x= + f) 2

cot 1y x= +

HDGiải 

a) ( )( ) ( )
/

/ 2 2

sin 3 2 (2 3)cos 3 2y x x x x x= − + = − − + b) ( )
/

/
sin 2 1

cos 2 1

2 1

x
y x

x

− +
= + =

+

c) ( )
/

/
sin2

cos2

cos2

x
y x

x

= = − d) ( )
/

/

2

12
tan3 cot3

sin 6

y x x

x

= − =

e) ( )
/

/

2

1
1 2 tan

cos . 1 2 tan

y x

x x

= + =
+

f) ( ) ( )
/

/ 2 2 2

2

cot 1 1 cot 1

1

x
y x x

x

−
= + = + +

+

Bài 3.5.  Tìm đạo hàm các hàm số sau 

a) tan(sin )y x= b) 2

cot( 1)y x x= − c) 
2

sin

1 tan2

x
y

x

=
+

d) 2

cos 2

4

y x


= − e) sin3y x x= f) cot 2y x x=

HDGiải 

a) ( )
/

/

2

cos
tan(sin )

cos (sin )

x
y x

x

= = b) ( )
2 2

/
/ 2

2 2

sin2( 1) 4
cot( 1)

2sin ( 1)

x x
y x x

x

− −
= − =

−

c) 

/
2 2 2

/

2

sin sin2 2sin (1 tan 2 )

1 tan2 1 tan2 (1 tan2 )

x x x x
y

x x x

  +
= = − 

+ + + 
d) 

/

/ 2
2sin 8

cos 2

4 8

x
y x

x

 



  −
= − = 
  − 

e) ( )
/

/
2sin3 3 cos3

sin3

2 sin3

x x x
y x x

x

+
= = f) ( )

/

/

2

1 2
cot 2 cot 2

sin 22

x
y x x x

xx

= = −

Bài 3.6. Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau 

a) sin3 cos tan

5

x
y x x= + + b) 

2

1
siny

x

= c) 2 2

3sin cos cosy x x x= +

d) 3

(3 sin )y x= − e) 2

2

1
sin 3

cos

y x

x

= + f) 
sin cos

cos sin

x x x
y

x x x

−
=

+

HDGiải 

a) 

/

/

2

1 1
sin3 cos tan 3cos3 sin

5 5 5 2 cos

x x
y x x x

x x

 
= + + = − + 
 

b) 

/

/

2 3 2

1 2 1
sin cosy

x x x

 
= = − 
 

c) ( )
/

/ 2 2 2 2

3sin cos cos sin (6cos 3sin 2cos )y x x x x x x x= + = − −

d) ( )
/

/ 3 2

(3 sin ) 3(3 sin ) cosy x x x= − = − −

e) 

/

/ 2

2 3

1 2sin
sin 3 3sin6

cos cos

x
y x x

x x

 
= + = + 
 

f) 

/
2

/

2

sin cos

cos sin (cos sin )

x x x x
y

x x x x x x

 −
= = 

+ + 

Bài 3.7. Chứng minh rằng: 

a) Hàm số tany x=  thỏa mãn hệ thức / 2

1 0y y− − =
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b) Hàm số cot 2y x=  thỏa mãn hệ thức / 2

2 2 0y y+ + =

HDGiải

a) / 2

1 tany x= + . Do đó / 2

1y y− − = (
2

1 tan x+ ) – 
2

tan x  – 1 = 0 

b) ( )2

' 2 1 cot 2y x= − + . Do đó / 2

2 2y y+ + = ( )2 2

2 1 cot 2 2cot 2 2 0x x− + + + =

Bài 3.8. Giải phương trình /

( ) 0f x = biết rằng:

a) ( ) 3cos 4sin 5f x x x x= + + b) 
2

( ) 1 sin( ) 2cos

2

x
f x x




 +
= − + +  

 

c) ( ) sin2 2cosf x x x= − d) ( ) tan cotf x x x= +

HDGiải 

a) Với mọi x , ta có /

( ) 3sin 4cos 5f x x x= − + +

( )

/
3 4

( ) 0 3sin 4cos 5 sin cos 1

5 5

3 4
sin sin 2 ; cos ;sin

2 2 5 5

f x x x x x

x x k k
 

    

=  − + +  − =

 
 − =  = + +  = = 

 

b) Với mọi x , ta có
/

( ) cos sin

2

x
f x x= +

/

4

( ) 0 cos sin 0 sin cos sin sin ;4
2 2 2 2

3

x k
x x x

f x x x x kk
x

 





 = −
  =  + =  = −  = −     = + 



c) Với mọi x , ta có / 2

( ) 2cos2 2sin 2(1 2sin ) 2sinf x x x x x= + = − +

/ 2

2

2
sin 1

( ) 0 2(1 2sin ) 2sin 0 2 ;1
6sin

2
7

2

6

x k

x

f x x x x k k

x

x k











= +

 =
=  − + =   = − + 
 = −

 = +


d) Với mọi ;

2

k
x k


  , ta có

2 2

/

2 2 2 2 2

1 1 sin cos 4cos2
( )

cos sin cos sin sin 2

x x x
f x

x x x x x

− −
= − = =

/

2

4cos2
( ) 0 0 cos2 0 ;

4 2sin 2

x
f x x x k k

x

 −
=  =  =  = + 

C. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ

Bài 3.9. Tìm các giới hạn sau: 

a) 
0

tan2
lim

sin5x

x

x→
b) 

2
0

cos2 1
lim

sin 3x

x

x→

−
c) 

3
0

tan sin
lim
x

x x

x→

−
d) 

2

lim tan

2x

x x




→

 
− 

 

Bài 3.10. Tìm đạo hàm các hàm số sau: 

a) 
sin cos

x
y

x x

=
+

b) 2

cos 1y x x= − + c) 
3

1
cos cos

3

y x x= −

d) 2

cot 1y x= + e) sin(2sin )y x= f) 1 tany x= +

Bài 3.11. Tìm đạo hàm các hàm số sau: 

a) 2

coty x x= b) 
sin

cos3

x
y

x

= c) ( )
3

sin2 8y x= +
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d) ( )3

2 5 tany x x= − e) 3

sin (1 )y x= − f) 
1

cos

y

x

=

Bài 3.12. Giải phương trình /

( ) 0f x = biết: 

a) ( ) 3 cos sin 2 5f x x x x= + − −   b) 
2cos17 3.sin5 cos5

( ) 2

17 5 5

x x x
f x = − + +

Bài 3.13. Tìm a  để phương trình /

( ) 0f x = có nghiệm, biết ( ) cos 2sin 3 1f x a x x x= + − +

Bài 3.14. Cho hai hàm số 4 4

( ) sin cosf x x x= + và 
1

( ) cos4

4

g x x= . Chứng minh rằng 

/ /

( ) ( ),f x g x x=  

D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM

Câu 1. Tính đạo hàm của hàm số ( )
2

tan
3

f x x
 

= − 
 

tại điểm 0x = . 

A.   ( )0 3.f  = − B.   ( )0 3.f  =  C. ( )0 3.f  = −  D.   ( )0 4.f  =

Câu 2. Cho hàm số ( ) 2cosy f x x= − với ( )f x là hàm số liên tục trên . Trong các biểu thức dưới 

đây, biểu thức nào xác định hàm số ( )f x  thỏa mãn ( ) 1y x = với mọi x ? 

A. ( )  sin 2 .f x x x= + B. ( )
1

cos 2 .
2

x xf x −=  C. ( ) sin 2 .f x x x= − D. ( )
1

cos 2 .
2

f x x x= +

Câu 3. Tính đạo hàm của hàm số ( ) 3 2sin 5 .cos
3

x
f x x=  tại điểm 

2
x


= . 

A. 
3

2 2
f

 
 = −  
 

B. 
3

2 4
f

 
 = −  
 

C. 
3

2 3
f

 
 = −  
 

D. 
3

2 6
f

 
 = −  
 

Câu 4. Tính đạo hàm của hàm số ( )
3

2sin 2
5

f x x
 

= − 
 

 tại điểm 
5

x


= − . 

A. 2.
5

f
 

 − = 
 

B. 2.
5

f
 

 − = − 
 

C. 4.
5

f
 

 − = 
 

D. 4.
5

f
 

 − = − 
 

Câu 5. Tính đạo hàm của hàm số ( ) 4 4sin cosf x x x= + tại điểm 
8

x


= . 

A. 0.
8

f
 

 = 
 

B. 
3

.
8 4

f
 

 = 
 

C. 1.
8

f
 

 = 
 

D. 1.
8

f
 

 = − 
 

Câu 6. Tính đạo hàm của hàm số 2sin 2y x= + . 

A. 
2

2

1
cos 2 .

2

x
y x

x

+
 = +

+
 B. 

2

2

2 2
cos 2 .

2

x
y x

x

+
 = +

+

C. 
2

2
cos 2 .

2

x
y x

x
 = − +

+
D. 2

2
cos 2 .

2

x
y x

x
 = +

+

Câu 7. Tính đạo hàm của hàm số ( ) ( )sin sinf x x= tại điểm 
6

x


= . 

A. 
6 2

f
  

 = −  
 

B. .
6

0f
 

 = 
 

C. 
3

6 2
f

  
 =  
 

D. 
6 2

f
  

 =  
 

Câu 8. Cho hàm số ( )
cos

.
1 sin

x
f x

x
=

−
 Tính giá trị biểu thức .

6 6
P f f

    
 = − −   
   

A. 
3

4

x
y

x

−
=

+
B. 

8
.

3
P = C. 

4
.

3
P = D. 

4
.

9
P =

Câu 9. Tính đạo hàm của hàm số ( )3cos 2 1y x= − . 



Tài liệu học tập  Toán 11 GV.  Lư Sĩ Pháp 

 27 
Chương V. Đạo Hàm I Love Math_0916620899_0355334679 

A. ( ) ( )3sin 4 2 cos 2 1 .y x x = − − − B. ( ) ( )23cos 2 1 sin 2 1 .y x x = − −

C. ( ) ( )23cos 2 1 sin 2 1 .y x x = − − − D. ( ) ( )26cos 2 1 sin 2 1 .y x x = − −

Câu 10. Tính đạo hàm của hàm số 
1

tan
2

x
y

+
= . 

A. 
2

1
.

1
cos

2

y
x

 = −
+

B. 
2

1
.

1
cos

2

y
x

 =
+

C. 
2

1
.

1
2cos

2

y
x

 = −
+

D. 
2

1
.

1
2cos

2

y
x

 =
+

Câu 11. Hàm số ( ) 4f x x=  có đạo hàm là ( )f x , hàm số ( ) 4 sin
4

x
g x x


= + có đạo hàm là ( )g x .

Tính giá trị biểu thức 
( )

( )

2
.

2

f
P

g


=



A. 1.P = B. 
16

.
16

P


=
+

C. 
16

.
17

P = D. 
1

.
16

P =

Câu 12. Tính đạo hàm của hàm số ( ) 2sin 3 cos5f x x x=  tại điểm
8

x


= . 

A. 2 4 2.
8

f
 

 = + 
 

B. 
15 2

.
8 2

f
 − 

 = 
 

C. 8 2.
8

f
 

 = − + 
 

D. 8 2.
8

f
 

 = − − 
 

Câu 13. Tính đạo hàm của hàm số 
sin cos

sin cos

x x
y

x x

+
=

−
. 

A. 
( )

2

2 2sin 2
.

sin cos

x
y

x x

−
 =

−
B. 

( )
2

2
.

sin cos
y

x x

−
 =

−

C. 
( )

2

sin 2
.

sin cos

x
y

x x

−
 =

−
D. 

( )

2 2

2

sin cos
.

sin cos

x x
y

x x

−
 =

−

Câu 14. Tính đạo hàm của hàm số 
( )

2

tan 1 2
y

x
= −

−
. 

A. 
( )2

4
.

sin 1 2
y

x

−
 =

−
B. 

( )
4

.
sin 1 2

y
x

−
 =

−
C. 

( )2

4
.

sin 1 2

x
y

x

−
 =

−
D. 

( )2

4
.

sin 1 2

x
y

x
 =

−

Câu 15. Tính đạo hàm của hàm số 
cos 2

3 1

x
y

x
=

+
. 

A. 
( )

( )
2

2 3 1 sin 2 3cos 2
.

3 1

x x x
y

x

+ +
 =

+
B. 

( )

( )
2

2 3 1 sin 2 3cos 2
.

3 1

x x x
y

x

− + −
 =

+

C. 
( )2 3 1 sin 2 3cos 2

.
3 1

x x x
y

x

− + −
 =

+
D. 

( )

( )
2

3 1 sin 2 3cos 2
.

3 1

x x x
y

x

− + −
 =

+

Câu 16. Tính đạo hàm của hàm số ( )3sin 1y x= − . 

A. ( ) ( )23sin 1 .cos 1 .y x x = − − − B. ( ) ( )23sin 1 .cos 1 .y x x = − −

C. ( )3cos 1 .y x = − D. ( )3cos 1 .y x = − −

Câu 17. Tính đạo hàm của hàm số ( ) sin 2 2 cos 2f x x x x= −  tại điểm
4

x


= . 

A. .
4 4

f
  

 = 
 

B. 1.
4

f
 

 = 
 

C. .
4

f



 
 = 
 

D. 
1

.
4 4

f
 

 = 
 

Câu 18. Tính đạo hàm của hàm số ( )sin sin .y x=  
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A. ( )cos sin .y x = B. ( )cos cos .y x =

C. ( )cos .cos sin .y x x = D. ( )cos .cos cos .y x x =

Câu 19. Tính đạo hàm của hàm số 3tan cot 2y x x= + . 

A. 
2

2

1
3tan .

sin 2
y x

x
 = − B. 

2

2 2

3tan 2
.

cos sin 2

x
y

x x
 = −  

C. 23tan .cot 2 tan 2 .y x x x = +  D.   
2

2 2

3tan 2
.

cos sin 2

x
y

x x
 = − +

Câu 20. Cho ( ) 22 2f x x x= − +  và ( ) ( )sing x f x= . Tính đạo hàm của hàm số ( )g x . 

A. ( ) 2cos 2 sin .g x x x = − B. ( ) 2sin 2 cos .g x x x = +

C. ( ) 2sin 2 cos .g x x x = − D. ( )/ 2cos 2 sin .g x x x= +

Câu 21. Tính đạo hàm của hàm số ( )
2

cos3
f x

x
=  tại điểm 

3
x


= . 

A. 1.
3

f
 

 = 
 

B. 0.
3

f
 

 = 
 

C. 
3 2

3 2
f

 
 =  
 

D. 
3 2

3 2
f

 
 = −  
 

Câu 22. Tính đạo hàm của hàm số 2 tany x x x= + . 

A. 
1

2 tan .
2

y x x
x

 = + B. 
1

2 tan .y x x
x

 = +

C. 
2

2

1
2 tan .

cos 2

x
y x x

x x
 = + + D. 

2

2

1
2 tan .

cos

x
y x x

x x
 = + +

Câu 23. Tính đạo hàm của hàm số ( ) 5sin 3cosf x x x= − tại điểm 
2

x


= . 

A. 5.
2

f
 

 = 
 

B. 3.
2

f
 

 = 
 

C. 3.
2

f
 

 = − 
 

D. 5.
2

f
 

 = − 
 

Câu 24. Tính đạo hàm của hàm số 2cot 1y x= + . 

A. 
2 2 2

.
1.sin 1

x
y

x x
 = −

+ +
B. 

2 2 2
.

1.sin 1

x
y

x x
 =

+ +

C. 
2 2

1
.

sin 1
y

x
 = −

+
D. 

2 2

1
.

sin 1
y

x
 =

+

Câu 25. Tính đạo hàm của hàm số ( )
1

sin
f x

x
=  tại điểm 

2
x


= . 

A. 
1

.
2 2

f
 

 = 
 

B. 0.
2

f
 

 = 
 

C. Không tồn tại .  D. 1.
2

f
 

 = 
 

Câu 26. Tính đạo hàm của hàm số ( ) sin cosf x x x= +  tại điểm
2

16
x


= . 

A. 
2 2

16
f





 
 =  
 

B. 
2

2.
16

f
 

 = 
 

C. 
2

6
0.

1
f

 
 = 
 

D. 
2 2 2

16
f





 
 =  
 

Câu 27. Hàm số ( ) 4f x x= có đạo hàm là ( )f x , hàm số ( ) 2 sin
2

x
g x x


= + có đạo hàm là ( )g x .

Tính giá trị biểu thức 
( )

( )

1
.

1

f
P

g


=



A. 
4

.
3

P = − B. 
4

.
3

P = C. 2.P = D. 2.P = −

Câu 28. Tính đạo hàm của hàm số 21
sin

2 3
y x

 
= − − 

 
. 
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A. 
1

sin .
2 3

y x x
 

 = − 
 

B. 21
cos .

2 3
y x x

 
 = − 

 

C. 2cos .
3

y x x
 

 = − 
 

D. 21
cos .

2 3
y x x

 
 = − 

 

Câu 29. Tính đạo hàm của hàm số cos 2 1y x= + . 

A. 
sin 2 1

.
2 2 1

x
y

x

+
 = −

+
B. 

sin 2 1
.

2 1

x
y

x

+
 =

+
C. sin 2 1.y x = − + D. 

sin 2 1
.

2 1

x
y

x

+
 = −

+

Câu 30. Tính đạo hàm của hàm số ( )cos tany x= . 

A. ( ) 2

1
sin tan

cos
y x

x
 = −   B. ( )sin tan .y x =

C. ( )– sin tan .y x = D. ( ) 2

1
sin tan

cos
y x

x
 =  

Câu 31. Tính đạo hàm của hàm số 22sin cos 2y x x x= − + . 

A.   4sin 2 1.y x = +  B. 4cos 2sin 2 1.y x x = + +

C. 4sin 2sin 2 1.y x x = − + D. 4sin sin 2 1.y x x = + +

Câu 32. Tính đạo hàm của hàm số 2sin 2
2 2 4

y x x
   

= − + − 
 

. 

A. ( )2sin 4
2

y x


 = − − +  B. 2sin cos .
2 2 2

y x x
     

 = − − +   
   

C. 2sin cos .
2 2 2

y x x x
     

 = − − +   
   

D. ( )2sin 4 .y x = − −

Câu 33. Hàm số ( ) sin cos 1f x a x b x= + + có đạo hàm là ( )f x . Để ( )
1

0
2

f  =  và 1
4

f
 

− = 
 

 thì giá 

trị của a  và b  bằng bao nhiêu? 

A. 
1 1

; .
2 2

a b= = − B. 
1

.
2

a b= = C. 
2

.
2

a b= = D.  
2 2

; .
2 2

a b= = −

Câu 34. Tính đạo hàm của hàm số ( ) 2 2cos sinf x x x= − tại điểm 
4

x


= . 

A. 1.
4

f
 

 = 
 

B. 2.
4

f
 

 = − 
 

C. 0.
4

f
 

 = 
 

D. 2.
4

f
 

 = 
 

Câu 35. Tính đạo hàm của hàm số 22cosy x= . 

A.   24 sin .y x x = −  B.   24 cos .y x x = −  C. 
22 sin .y x x = − D. 

22sin .y x = −

Câu 36. Tính đạo hàm của hàm số ( ) 2 tanf x x=  tại điểm
4

x


= . 

A. 4.
4

f
 

 = − 
 

B. 2.
4

f
 

 = 
 

C. 4.
4

f
 

 = 
 

D. 1.
4

f
 

 = 
 

Câu 37. Tính đạo hàm của hàm số ( ) tan cotf x x x= +  tại điểm
4

x


= . 

A. 
2

.
4 2

f
 

 = 
 

B. 
1

.
4 2

f
 

 = 
 

C. 2.
4

f
 

 = 
 

D. 0.
4

f
 

 = 
 

Câu 38. Tính đạo hàm của hàm số ( )
( )
2

cos
f x

x
=  tại điểm 

1

3
x = . 

A. 
1

4 3.
3

f 
 
 = 
 

B. 
1

2 3.
3

f 
 
 = 
 

C. 
1

8.
3

f
 
 = 
 

D. 
1 4 3

3 3
f

 
 =  
 

Câu 39. Tính đạo hàm của hàm số ( )2sin 3 2y x x= − + . 
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A. ( ) ( )22 3 .sin 3 2 .y x x x = − − + B. ( ) ( )22 3 .cos 3 2 .y x x x = − − +

C. ( ) ( )22 3 .cos 3 2 .y x x x = − − − + D. ( )2cos 3 2 .y x x = − +

Câu 40. Tính đạo hàm của hàm số sin 3
6

y x
 

= − 
 

. 

A. cos 3 .
6

y x
 

 = − 
 

 B. 3sin 3 .
6

y x
 

 = − − 
 

 

C. 3cos 3 .
6

y x
 

 = − 
 

 D. 3cos 3 .
6

y x
 

 = − − 
 

 

ĐÁP ÁN 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

D D D C D D B C A D A D B A B A C C B C 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

B C B A B C C C D A A A B B A C D A B D 
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§4. VI PHÂN

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM
1. Định nghĩa

Cho hàm số ( )y f x= xác định trên khoảng ( ; )a b và có đạo hàm tại ( ; )x a b . Giả sử x  là số gia của x

sao cho ( ; )x x a b+ 

Ta gọi tích /

( )f x x (hay /

y x ) là vi phân của hàm số ( )y f x=  tại x  ứng với số gia x , Kí hiệu là 

( )df x hay dy

Như vậy:  /

( ) ( )dy df x f x dx= =  (vì x dx = ) hay /

dy y dx=

2. Ứng dụng của vi phân vào phép tính gần đúng

( ) ( ) ( )/

0 0 0
f x x f x f x x+   + 

Các dạng toán 

Dạng 1. Tìm vi phân của hàm số ( )y f x=

Phương pháp: 1. Tính đạo hàm /

( )f x

2. Vi phân của hàm số ( )y f x=  tại x là /

( ) ( )dy df x f x dx= =

3. Vi phân của hàm số ( )y f x=  tại 
0
x là /

0 0
( ) ( )dy df x f x dx= =

Dạng 2. Tính giá trị gần đúng của một biểu thức 

Phương pháp: 1. Lập hàm số ( )y f x=  và chọn 
0
,x x một cách thích hợp

2. Tính / /

0
( ), ( )f x f x và 

0
( )f x

3. Giá trị gần đúng của biểu thức ( ) ( ) ( )/

0 0 0
P f x x f x f x x= +   + 

B. BÀI TẬP

Bài 4.1. Tìm vi phân của các hàm số sau: 

a) 3

5 1y x x= − +   b) 3

siny x= c) sin cosy x x x= − d) 
3

1
y

x

=

HDGiải 

a) 3

5 1y x x= − + , / 2

3 5y x= − . ( ) ( )/ 3 2

5 1 3 5dy y dx x x dx x dx= = − + = −

b) 3

siny x= , / 2

3sin .cosy x x= . ( )/ 2

3sin .cosdy y dx x x dx= =

c) sin cosy x x x= − , /

siny x x= . ( )/

.sindy y dx x x dx= =

d) 
3

1
y

x

= , /

4

3
y

x

= − .  /

4

3
dy y dx dx

x

= = −

Bài 4.2. Tìm vi phân của các hàm số sau: 

a) 
2

1
y

x

= b) 
2

1

x
y

x

+
=

−
c) 2

siny x= d) 
tan x

y

x

=

HDGiải 

a) 
3

2
dy dx

x

= − b) 
2

3

( 1)

dy dx

x

= −
−

c) ( )sin2dy x dx= d) 
( )
2

2 sin 2

4 cos

x x

dy dx

x x x

−
=

Bài 4.3. Tìm vi phân các hàm số sau: 

a) 
x

y

a b

=
+

(a, b là các hằng số) b) ( )( )2 2

4 1y x x x x= + + −
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c) 2

tany x= d) 
2

cos

1

x
y

x

=
−

HDGiải 

a) 
1

2( )

dy dx

a b x

=
+

b) ( )( ) ( )2 2
1

2 4 4 1 2

2

dy x x x x x x dx

x

  
= + − + + + −  
   

c) 
2

2tan

cos

x
dy dx

x

= d) 
( )

( )

2

2
2

1 sin 2 cos

1

x x x x

dy dx

x

− +
=

−

Bài 4.4. Tìm vi phân của các hàm số sau: 

a) 2 2

siny x x= +   b) 3

tany x= c) 2 2

tan 3 cot 3y x x= − d) 2

cos 2 1y x= +

HDGiải 

a) ( )2 sin2dy x x dx= + b) 
2

4

3sin

cos

x
dy dx

x

= ( hoặc ( )2 2

3tan 1 tandy x x dx= + ) 

c) 
( )4 2

3 3

6 2cos 3 1 2cos 3

sin 3 cos 3

x x

dy dx

x x

+ −
= d) 

2

sin4

cos 2 1

x
dy dx

x

= −
+

Bài 4.5. Tính giá trị gần đúng của 3,99P =

HDGiải 

Đặt ( )f x x= , Chọn 
0
4, 0,01x x=  = − thì 

0
3,99 4 0,01 x x= − = +  

Ta có / /
1 1

( ) , (4) , (4) 2

42

f x f f

x

= = =

/

3,99 (4 0,01) (4) (4).( 0,01) 1,9975P f f f= = −  + − 

Vậy 3,99 1,9975P =   

Cách khác: 

Đặt ( )f x x= , Chọn 
0
3, 0,99x x=  = thì 

0
3,99 3 0,99 x x= + = +  

Ta có / /
1 1

( ) , (3) , (3) 3

2 2 3

f x f f

x

= = =

/

3,99 (3 0,99) (3) (3).(0,99) 1,9975P f f f= = +  + =

Vậy 3,99 1,9975P =   

Bài 4.6. Tính giá trị gần đúng của 
0

sin30 30 'P = (lấy 4 chữ sô thập phân trong kết quả)  

HDGiải 

Đặt ( ) sinf x x= , Chọn 
0

,

6 360

x x
 

=  = thì 
0

0
30 30'

6 360

x x
 

= + = + 

Ta có 
/ /

3 1
( ) cos , ,

6 2 6 2

f x x f f
    

= = =   
   

0 /

sin30 30' . 0,5076

6 360 6 6 360

P f f f
         

= = +  +      
     

Vậy 0

sin30 30' sin 0,5076

6 360

P
  

= = +  
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C. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ

Bài 4.7. Tìm vi phân các hàm số sau 

a) 
3

1
( )y f x

x

= = b) 
2

( )

1

x
y f x

x

+
= =

−
c) 

3

3

1
( )

1

x
y f x

x

+
= =

−

d) 
2

2 3 4
( )

1

x x
y f x

x

+ +
= =

−
e) 

2

cos
( )

1

x
y f x

x

= =
−

f) 
tan x

y

x

=

Bài 4.8. Tìm 

a) 
(sin )

(cos )

d x

d x

b) 
(tan )

(cot )

d x

d x

c) 
2

(cos )

(cos2 )

d x

d x

d) 
( )

( )

4 2

2

2 3

2

d x x

d x

− +
e) 

( )2

1 cos 3

dx

d x+
f) 

( )
( )

3 2

3 2

3 2 5

2 3

d x x x

d x x x

+ + −

− +

Bài 4.9. Tìm các giá trị gần đúng của các số sau (làm tròn đến hàng phần nghìn) 

a) 4,01A = b) 
1

0,9995

B = c) 
0

sin29C =

d) 
0

tan 44 52'D = e) 
0

cos61E = f) 120F =

Bài 4.10. Tìm các giá trị gần đúng của các số sau (làm tròn đến hàng phần nghìn) 

a) 
0

cos45 30 'A = b) 0,996B = c) 0,99998C =

D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM

Câu 1. Tính vi phân của hàm số 
2 1

.
1

x x
y

x

+ +
=

−

A.  
( )

2

2 1
d d .

1

x
y x

x

+
= −

−
B.  

( )

2

2

2 2
d d .

1

x x
y x

x

− −
=

−

C. 
( )

2

2

2 2
d d .

1

x x
y x

x

− −
= −

−
D.  

( )
2

2 1
d d .

1

x
y x

x

+
=

−

Câu 2. Tính vi phân của hàm số 
x

y
a b

=
+

với ,a b là hằng số thực dương.

A.  
( )

1
d d .

2
y x

x a b
=

+
B.  

( )

2
d d .y x

a b x
=

+
 

C.  
2

d d .
x

y x
a b

=
+

D. 
( )

1
d d .

2
y x

a b x
=

+

Câu 3. Tính vi phân của hàm số 
2

4 1
.

2

x
y

x

+
=

+

A. 

( )
1

2 2

8
d d .

2

x
y x

x

−
=

+

B.  

( )
1

2 2

8
d d .

2

x
y x

x

+
=

+

C.  

( )
3

2 2

8
d d .

2

x
y x

x

+
=

+

D.  

( )
3

2 2

8
d d .

2

x
y x

x

−
=

+

Câu 4. Tính vi phân của hàm số 2 1
cos .

1

x
y

x

 +
=   − 

A. 

( )
2

1 1
d .cos 2 .

11

x
y

xx x

  +
=    −  −  

 B. 

( )
2

1 1
d .sin d .

12 1

x
y x

xx x

 +
= −   − −
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C. 

( )
2

1 1
d .sin 2 d .

11

x
y x

xx x

  +
=    −  −  

 D. 

( )
2

1 1
d .sin d .

11

x
y x

xx x

 +
=   − −

Câu 5. Tính vi phân của hàm số ( ) 22 3.y x x= − +

A.  
2

2

2 3
d d .

3

x x
y x

x

− +
=

+
B.  

2

2

2 2 3
d d .

3

x x
y x

x

− +
=

+

C.  
2

2

2 3
d d .

3

x x
y x

x

− +
=

+
 D. 

2

2

3
d d .

3

x x
y x

x

− +
=

+

Câu 6. Tính vi phân của hàm số .y x x= +  

A.  
2

2 1
d d .

4

x
y x

x x x

+
=

+
B.  

2

2
d d .

4

x
y x

x x

+
=

+

C.  
2 1

d d .
4

x
y x

x x

+
=

+
D. 

2

1
d d .

2

x
y x

x x x

+
=

+

Câu 7. Tính vi phân của hàm số ( ).cot 2017y x=  

A.  
( )2

2017
d d .

sin 2017
y x

x
= B.  

( )2

2017
d d .

cos 2017
y x

x
= −

C.  
( )2

2017
d d .

sin 2017
y x

x
= − D. ( )d 2017sin 2017 d .y x x= −

Câu 8. Tính vi phân của hàm số 
2 3

.
2 1

x
y

x

+
=

−

A.  
( )

2

7
d d .

2 1
y x

x
= −

−
B.  

( )
2

4
d d .

2 1
y x

x
=

−

C.  
( )

2

4
d d .

2 1
y x

x
= −

−
D. 

( )
2

8
d d .

2 1
y x

x
= −

−

Câu 9. Tính vi phân của hàm số 3 2– 9 12 5.y x x x= + −

A.  ( )2d 3 –18 12 d .y x x x= − +  B.  ( )2d 3 18 12 d .y x x x= − + −  

C. ( )2d 3 – 18 12 d .y x x x= +  D.  ( )2d 3 –18 12 d .y x x x= − +  

Câu 10. Tính vi phân của hàm số ( )
( )

2

1x
f x

x

−
=  tại điểm 4x = ứng với 0,002.x =

A. ( )
1

d 4 .
8

f =  B.  ( )
1

d 4 .
8000

f = C.  ( )
1

d 4 .
400

f = D.  ( )
1

d 4 .
1600

f =

Câu 11. Tính vi phân của hàm số ( )
2

1 .y x= −

A. ( )d 1 d .y x x= − B. ( )
2

d 1 d .y x x= − C. ( )d 2 1 d .y x x= − D. ( )d 2 1 .y x= −

Câu 12. Tính vi phân của hàm số 
3

1 2

x
y

x

+
=

−
 tại điểm 3.x = −  

A.  
1

d d .
7

y x= − B.  d 7d .y x= −  C. 
1

d d .
7

y x=  D. d 7d .y x=

Câu 13. Cho hàm số ( )
2 khi   0

.
2 khi   0

x x x
f x

x x

− 
=


 

 Mệnh đề nào sau đây đúng ? 

A. ( ) ( )2

0
0 lim 0.

x
f x x

+

+

→

 = − = B. ( )
0

0 lim 2 0.
x

f x
−

−

→

 = =  

C. ( )d 0 d .f x= − D. ( ) ( )
2

0 0
0 lim lim 1 1.

x x

x x
f x

x+ +

+

→ →

−
 = = − = −
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Câu 14. Cho hàm số ( )
sin khi   0

.
khi   0

x x
f x

x x


=


 

 Mệnh đề nào sau đây sai ? 

A. Hàm số không có vi phân tại 0.x = B. ( )' 0 1.f − =

C. ( )d 0 d .f x= D. ( )' 0 1.f + =

Câu 15. Tính vi phân của hàm số ( ) 23f x x x= − tại điểm 2x =  ứng với 0,1.x =

A.   ( )d 12 1, .f =  B.   ( )d 2 0,4.f = − C. ( )d 2 0,07.f = − D.  ( )d 02 1 .f =

Câu 16. Tính vi phân của hàm số 
tan

.
x

y
x

=

A.  
( )

2

2 sin 2
d d .

4 cos

x x
y x

x x x

−
=  B.  

( )
2

2 sin 2
d d .

4 cos

x x
y x

x x x

−
= −

C. 
2

2
d d .

4 cos

x
y x

x x x
= D.  

( )
2

sin 2
d d .

4 cos

x
y x

x x x
=

Câu 17. Cho hàm số ( ) 21 cos 2 .f x x= + Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A.  ( )
2

sin 2
.

1 cos 2

x
df x dx

x

−
=

+
B. ( )

2

sin 4
d d .

2 1 cos 2

x
f x x

x

−
=

+

C.  ( )
2

sin 4
d d .

1 cos 2

x
f x x

x

−
=

+
D.  ( )

2

cos 2
d d .

1 cos 2

x
f x x

x
=

+

Câu 18. Tính vi phân của hàm số ( ) sin 2f x x=  tại điểm 
3

x


=  ứng với 0,001.x =

A. d 0,001.
3

f
 

= 
 

B. d 0,001.
3

f
 

= − 
 

C. d 1.
3

f
 

= − 
 

D. d 0,1.
3

f
 

= − 
 

Câu 19. Tính vi phân của hàm số sin 2 .y x x= +  

A. 
cos 1

d d .
sin 2

x
y x

x x

+
=

+
B. 

cos 1
d d .

sin 2

x
y x

x x

−
=

+

C. 
2 cos

d d .
2 sin 2

x
y x

x x

−
=

+
D.  

cos 2
d d .

2 sin 2

x
y x

x x

+
=

+

Câu 20. Tính vi phân của hàm số 
2

2

1
.

1

x
y

x

−
=

+

A. 

( )
2

2

4
d d .

1

x
y x

x
= −

+
B.  

( )
2

2

4
d d .

1
y x

x
= −

+

C.  
2

4
d d .

1
y x

x
= −

+
D.  

( )
2

2

d
d .

1

x
y

x
= −

+
 

ĐÁP ÁN 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

B D D C B A C D C B C C D A A A B B D A 
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§5. ĐẠO HÀM CẤP HAI

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM
1. Định nghĩa

Giả sử hàm số ( )f x có đạo hàm f x( ) . Nếu f x( ) cũng có đạo hàm thì ta gọi đạo hàm của nó là đạo hàm 

cấp hai của ( )f x  và kí hiệu f x( ) : Như vậy ( ) =f x f x( ) ( )

Ta có               ( )
/

/

( ) ( )f x f x=

( )
/

/ / /

( ) ( )f x f x=

Tương tự            ( )
/

/ / / / / (3)

( ) ( ) ( )f x f x f x= 

   ..................................................... 

( )
/

( 1) ( ) *

( ) ( ),
n n

f x f x n
− = 

( )

( )
n

f x là đạo hàm cấp n của hàm số ( )f x

2. Ý nghĩa cơ học của đạo hàm cấp hai

Xét một chất điểm chuyển động có phương trình ( )s f t= . 

Vận tốc tại thời điểm t0 của chất điểm đó là / /

0 0 0
( ) ( ) ( )v t s t f t= =  

Gia tốc tức thời tại điểm t0 của một chất điểm chuyển động với phương trình ( )s f t=  là: 

 = =a t v t s t
0 0 0
( ) ( ) ( )

Các dạng toán 

Dạng 1. Tìm đạo hàm cấ[p cao của hàm số ( )y f x=  

Phương pháp: 1. Tính đạo hàm cấp 1: /

( )f x

2. Tính đạo hàm cấp 2 : ( )
/

/ / /

( ) ( )f x f x=

3. Tính đạo hàm đến các cấp được chỉ ra.

Dạng 2. Chứng minh một hệ thức có đạo hàm 

Phương pháp:   

1. Tính đạo hàm của hàm số ( )y f x=  đến cấp đã chỉ ra

2. Thay các kết quả đó vào vế phải (vế trái) của hệ thức và biến đổi bằng vế trái (vế phải).

Dạng 3. Tính gia tốc tức thời của một chuyển động có phương trình ( )s s t=  

Phương pháp:

1. Vận tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm t là /

( ) ( )v t s t=  

2. Gia tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm t là /

( ) ( )a t v t=  

B. BÀI TẬP

Bài 5.1. Tính đạo hàm cấp hai của các hàm số sau: 

a) 2

1y x x= +    b) tany x= c) 
1

1

y

x

=
−

d) 
1

1

y

x

=
−

e) 2

cosy x= f) sin5 cos2y x x=

HDGiải 

a) 
2 2

/ 2

2 2

1 2
1

1 1

x x
y x

x x

+
= + + =

+ +
; 

2

2

22

/ /

2
2 2

(1 2 )
4 1

(3 2 )1

1 (1 ) 1

x x
x x

x xx
y

x x x

−
+ −

++
= =

+ + +
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b) /

2

1

cos

y

x

= ; 
2 /

/ /

4 4 3

(cos ) 2cos sin 2sin
; ,

2cos cos cos

x x x x
y x k k

x x x




 
= − = =  +  

 

c) /

2

1

(1 )

y

x

=
−

; / /

3

2

(1 )

y

x

=
−

d) / /

5

3

4 (1 )

y

x

=
−

e) / /

2cos2y x= − f) ( )/ /
1
49sin 7 9sin3

2

y x x= − +

Bài 5.2. Tìm đạo hàm cấp hai của các hàm số sau: 

a) 
2

2 1

2

x
y

x x

+
=

+ −
b) 

2

1

x
y

x

=
−

c) 
1

2

x
y

x

+
=

−

d) 2

1y x x= + e) 
2

1

x
y

x

=
−

f) 2

(1 )cosy x x= −

HDGiải 

a) 
/ /

2 3 3

2 1 1 1 1 1
2

1 22 ( 1) ( 2)

x
y y

x xx x x x

 +
= = +  = + 

− ++ − − + 
 

b) 
/ / /

2 2 2 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 21 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

x
y y y

x xx x x x x

     − −
= = +  = +  = +    

+ −− + − + −     

c) / / /

2 3

1 3 3 6
1

2 2 ( 2) ( 2)

x
y y y

x x x x

+ −
= = +  =  =

− − − −
d) 

3

2 / /

2 2

2 3
1

(1 ) 1

x x
y x x y

x x

+
= +  =

+ +

e) 
2

/ /

3

1 2
1

1 1 (1 )

x
y x y

x x x

= = − − +  =
− − −

f) 2

(1 )cosy x x= − / / 2

( 3)cos 4 siny x x x x = − +

Bài 5.3. 

a) Cho 6

( ) ( 10)f x x= + . Tính / /

(2)f

b) Cho ( ) sin3f x x= . Tính / / / / / /

; (0);

2 18

f f f
    

−   
   

c) Nếu 2

2y x x= − thì 3 / /

. 1 0y y + =

HDGiải 

a) 6 / 5 / / 4

( ) ( 10) ( ) 6( 10) ; ( ) 30( 10)f x x f x x f x x= +  = + = +

Do đó / /

(2) 622080f =

b) / / /

( ) sin3 ( ) 3cos3 ; ( ) 9sin3f x x f x x f x x=  = = −

Do đó / / / / / /
9

9; (0) 0;

2 18 2

f f f
    

− = − = = −   
   

c) 2 / / /

2 2 3

1 1
2 ;

2 (2 )

x
y x x y y

x x x x

−
= −  = = −

− −
. 

Do đó ( )
( )

3
3 / / 2

3
2

1
. 1 2 . 1 0

2

y y x x

x x

 
 −

+ = − + = 
 −
 

 (đpcm) 

Bài 5.4. Xét chuyển động của một chất điểm có phương trình ( ) sin( )s t A t = +  ( , ,A    là nhữnng 

hằng số). Tìm gia tốc tức thời tại thời điểm t của chuyển động. 

HDGiải 

Gọi v(t) là vận tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm t, ta có: 

( )
'

/

( ) ( ) sin( ) cos( )v t s t A t A t    = = + = +

Vậy gia tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm t là: / / / 2

( ) ( ) ( ) sin( )a t v t s t A t  = = = − +
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Bài 5.5. Cho chuyển động thẳng xác định bởi phương trình 3 2

( ) 3 9s t t t t= − − , trong đó t tính bằng giây 

và S tính bằng mét. 

a) Tính vận tốc của chuyển động khi t = 2s

b) Tính gia tốc của chuyển đổng khi t = 3s

c) Tính gia tốc tại thời điểm vận tốc triệt tiêu

d) Tính vận tốc tại thời điểm gia tốc triệt tiêu

HDGiải 

Gọi v(t) là vận tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm t 
/ 2

( ) ( ) 3 6 9v t s t t t= = − − ; /

( ) ( ) 6 6a t v t t= = −  

a) Tại t = 2s, v(2) = 9−  m/s

b) Tại t = 3s, 
2

(3) 12m

s
 =

c) Tại v = 0 hay 2
1( )

3 6 9 0

3

t loai
t t

t

 = −
− − =  

=


2
(3) 12ma

s
=

d) Tại thời điểm gia tốc triệt tiêu: ( ) 6 6 0 1 (1) 12a t t t v m s= − =  =  = −

Bài 5.6. Cho một chất điểm chuyển động có phương trình là 3 2

( ) 2 2 1s t t t t= − + − , (trong đó t tính bằng s 

và S tính bằng m). 

a) Tính gia tốc tại thời điểm t = 4s

b) Tính vận tốc tại thời điểm mà gia tốc bằng 0 ( )2m s

HDGiải 

Ta có / 2

( ) ( ) 6 4 1v t s t t t= = − + ; /

( ) ( ) 12 4a t v t t= = −

a) / 2

(4) (4) 12.4 4 44a v m s= = − =

b) 
1 1 1 4 1

( ) 0 12 4 0 6. 1 ( )

3 3 9 3 3

a t t t v s
 

=  − =  =  = − + = 
 

Bài 5.7. Cho hàm số 
4 2

1
( ) 2

4

y f x x x= = − . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số đã cho tại 

điểm có hoành độ 
0

x , biết / /

0
( ) 1f x = −

HDGiải 

Hàm số 
4 2

1
( ) 2

4

y f x x x= = − . TXĐ: D =

Ta có: / 3

( ) 4 ;f x x x= − / / 2

( ) 3 4f x x= − . Theo giả thiết: 
/ / 2

0 0 0
( ) 1 3 4 1 1f x x x= −  − = −  = 

Với 
/

0 0

7
1 ; (1) 3

4

x y f=  = − = − , ta được phương trình tiếp tuyến 
5

3

4

y x= − +

Với 
/

0 0

7
1 ; ( 1) 3

4

x y f= −  = − − = , ta được phương trình tiếp tuyến 
5

3

4

y x= +

C. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ

Bài 5.8. Tìm đạo hàm cấp hai của các hàm số sau: 

a) 
2

2 1

2

x
y

x x

+
=

+ −
b) 

2

2

5 3 20

2 3

x x
y

x x

− −
=

− −
c) 2

1y x x= +

d) 3 2

3 4 5 1y x x x= + − + e) 4 2

4 3 7y x x= + − f) 2

cosy x=

Bài 5.9. Cho hàm số 2

( ) 2 16cos cos2y f x x x x= = + −

a) Tìm /

( )f x  và / /

( )f x . Tính /

(0)f và / /

( )f 
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b) Giải phương trình / /

( ) 0f x =

Bài 5.10. Cho hàm số 
2

1
( )

1

y f x

x

= =
−

a) Tìm /

( )f x và / /

( )f x . Tính /
1

2

f
 
 
 

 và / /
1

2

f
 
− 
 

b) Chứng minh ( )2 / / /

1 ( ) 3 ( ) ( )x f x xf x f x− = +

Bài 5.11. Chứng minh rằng mỗi hàm số sau đây thoả mãn hệ thức tương ứng đã chỉ ra 

a) ( ) ( )
3

2 2 / / /

1 ; 1 9 0y x x    x y xy y= + + + + − =

b) ( )
2

/ / /
3
; 2 ( 1).

4

x
y y y y

x

−
= = −

+

c) 2 3 / /

2 ; . 1 0y x x y y= − + =

d) (2 ) 2

sin2 ; ( 1) 2
n n n

y x     y y= = −

Bài 5.12. Một chất điểm chuyển động thẳng có phương trình 2

( ) 200 14s t t t= + − , trong đó t được tính 

bằng giây (s) và s được tính bằng mét (m). 

a) Tại thời điểm nào chất điểm có vận tốc bằng không?

b) Tìm vận tốc và gia tốc của chất điểm tại thời điểm t = 3s.

D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM

Câu 1. Cho hàm số 
5

y x
x

= +  có đạo hàm là y . Rút gọn biểu thức .M xy y= +

A. .M x= B. 
10

.M
x

= C. 2 .M x= D. 2 .M x= −

Câu 2. Cho hàm số ( )siny A x = + có đạo hàm là y  và y và biểu thức 2M y y= + . Mệnh đề nào 

sau đây đúng? 

A. 0.M = B. 1.M = −  C. ( )2cos 4 .M x= + D. ( ) ( )2;5 , 0; 1M M −

Câu 3. Cho hàm số ( )
2

2 1 .y x= − Tính giá trị biểu thức ( )4
2 4 .M y xy y = + −

A. 100.M = B. 0.M = C. 20.M = D. 40.M =

Câu 4. Cho chuyển động thẳng xác định bởi phương trình 3 23 9s t t t= − − , trong đó 0t  , t tính bằng 

giây và ( )s t  tính bằng mét. Gia tốc của chuyển động tại thời điểm vận tốc bị triệt tiêu là:

A. 
29 .m s  B. 

212 .m s−  C. 
2

9 .m s−  D. 
212 .m s  

Câu 5. Cho hàm số 
2

1
y

x
=

+
. Tính giá trị của 

( ) ( )3
1 .y

A. 
( ) ( )3 4

1 .
3

y = − B. 
( ) ( )3 4

1 .
3

y = C. 
( ) ( )3 3

1 .
4

y = − D. 
( ) ( )3 3

1 .
4

y =

Câu 6. Cho hàm số 3siny x= . Rút gọn biểu thức 9 .M y y= +

A. 6sin .M x= B. 6cos .M x= C. 6sin .M x= − D. sin .M x=

Câu 7. Cho hàm số 
3

4

x
y

x

−
=

+
 và biểu thức ( ) ( )

2
2 1M y y y = + − . Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. 0.M = B. 1.M = C. 
1

.
4

M
x

=
+

D. 
( )

2

2
.

4

x
M

x
=

+

Câu 8. Cho hàm số . tany x x= . Rút gọn biểu thức ( )( )2 2 22 1 .M x y x y y= + + −
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A. 0.M = B. 1.M = C. 2 2tan .M x x= − D. 
2

2

4
.

cos

x
M

x
=

Câu 9. Cho hàm số 2cosy x= . Tính giá trị của ( )3
.

3
y

 
 
 

A. ( )3
2.

3
y

 
= − 

 
B. ( )3

2.
3

y
 

= 
 

C. ( )3
2 3.

3
y

 
= 

 
D. ( )3

2 3.
3

y
 

= − 
 

Câu 10. Cho chuyển động thẳng xác định bởi phương trình ( ) 3 23s t t t= − , trong đó 0t  , t tính bằng 

giây và ( )s t  tính bằng mét. Khẳng định nào sau đây là đúng?

A. Gia tốc của chuyển động khi 4t s=  là 218 .a m s=

B. Gia tốc của chuyển động khi 4t s=  là 29 .a m s=

C. Vận tốc của chuyển động khi 3t s=  là 12 .v m s=

D. Vận tốc của chuyển động khi 3t s=  là 24 .v m s=

Câu 11. Tính đạo hàm cấp hai của hàm số 5 cosin .s 2xy x=

A. 49sin 7 9sin3 .x xy − = − B. 
49 9

sin 7 sin 3 .
2 2

y x x = +

C. 
49 9

sin 7 sin 3 .
2 2

x xy − −= D. 49sin 7 9sin3 .y x x+ =

Câu 12. Cho hàm số ( ) 22 16cos cos 2f x x x x= + − . Tính giá trị của ( ).f   

A.   ( ) 8.f  = − B. ( ) 24.f  = C.  ( ) 4.f  =  D.  ( ) 16.f  = −

Câu 13. Cho hàm số cos2y x=  có đạo hàm là y  và y . Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. 4 0.y y − = B. 4 0.y y + = C. 2 0.y y+ = D. 0.y y+ =

Câu 14. Cho hai hàm số ( ) 4 24 3f x x x= − + và ( ) 23 10 7g x x x= + − . Nghiệm của phương trình 

( ) ( ) 0f x g x + = là: 

A. 1x = ; 
1

.
6

x = − B. 1x = − ; 
1

.
6

x = C. 1x = − ; 
1

.
6

x = − D. 1x = ; 
1

.
6

x =

Câu 15. Cho chuyển động thẳng xác định bởi phương trình ( ) 3 24s t t t= + , trong đó 0t  , t tính bằng 

giây và ( )s t  tính bằng mét. Gia tốc của chuyển động tại thời điểm mà vận tốc của chuyển động bằng

11 m s  là: 

A. 218 .m s  B. 212 .m s  C. 214 .m s  D. 216 .m s  

Câu 16. Cho hàm số 
3

4

x
y

x

−
=

+
 có đạo hàm là y  và y . Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. ( ) ( )
2

2 1 .y y y = + B. ( ) ( )
2

2 1 .y y y = − C. ( ) ( )
2

2 1 .y y y = − − D. ( ) ( )
2

2 1 .y y y = − −

Câu 17. Một chất điểm chuyển động theo phương trình ( ) 3 23 9 2017s t t t t= − − + , trong đó 0t  , t  tính 

bằng giây và ( )s t  tính bằng mét. Tính gia tốc của chất điểm tại thời điểm 3t =  giây.

A. 
212 .m s  B. 

26 .m s  C. 
215 .m s  D. 

29 .m s

Câu 18. Cho hàm số 5 43 5 3 2y x x x= − + − . Giải bất phương trình 0y  . 

A. ( )1;1 .x − B. ( )2;2 .x − C. ( )1; .x + D. ( )  ;1 \ 0 .x −

Câu 19. Cho hàm số cot
2

x
y =  có đạo hàm là y . Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. ( )
223 1 0.y y+ + =  B. 

2 2 0.y y− + =  C.
2 2 1 0.y y+ + = D. 

23 1 0.y y− + =

Câu 20. Cho hàm số sin 2 cos2y x x= − . Giải phương trình 0y = . 

A. 2 , .
8

x k k


= +  B. , .
2

x k k


= + 
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C. 2 , .
4

x k k


=  +  D. , .
8 2

x k k
 

= +  . 

Câu 21. Cho hàm số siny x x=  và biểu thức ( )2 sin .M xxy y xy = − − +  Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. sin .M x= B. 1.M = C. 0.M = D. 2.M =

Câu 22. Cho hàm số .cosy x x= . Tính giá trị biểu thức ( ).2 cosM xy xy y x = + − −  

 A. 1.M = −  B. 2.M = C. 1.M = D. 0.M =

Câu 23. Cho hàm số 2cos 2y x=  và biểu thức 16 16 8M y y y y  = + + + − . Mệnh đề nào sau đây đúng?

A. cos4 .M x= B. 0.M = C. 8.M = D. 8.M = −

Câu 24. Cho hàm số 22 .y x x= −  Tính giá trị biểu thức 3. 1.M y y= +

A. 2.M = B. 1.M = C. 1.M = − D. 0.M =

Câu 25. Cho hàm số ( ) ( )
6

10f x x= + . Tính giá trị của ( )2 .f 

A. ( ) 622080.2f  = B.  ( ) 1492992.2f  = C.  ( ) 124416.2f  =  D.  ( ) 103680.2f  =

Câu 26. Cho hàm số 2tany x=  có đạo hàm là y  và y . Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. ( )22 1 3 0.y y − + = B. ( )23 1 0.y y − + =

C. ( )( )2 22 1 1 3 0.y y y − + + =  D. ( )( )2 25 1 1 3 0.y y y + + + =

Câu 27. Cho hàm số ( ) 3 2sinf x x x= + . Tính giá trị của .
2

f
 

 − 
 

A. 2.
2

f
 

 − = − 
 

B. 5.
2

f
 

 − = 
 

C. 0.
2

f
 

 − = 
 

D. 1.
2

f
 

 − = 
 

Câu 28. Cho hàm số 
3 2

1

x
y

x

−
=

−
. Giải bất phương trình 0y  . 

A. 1.x  B. 1.x  C. Vô nghiệm .  D. 1.x 

Câu 29. Cho hàm số 3 23 3 5y x x x= − + − + . Tính giá trị của 
( ) ( )3

2017 .y

A. 
( ) ( )3

2017 18.y = − B. 
( ) ( )3

2017 2017.y = −

C. 
( ) ( )3

2017 2017.y = D. 
( ) ( )3

2017 0.y =

Câu 30. Cho hàm số 
( )

3

1

1
y

x
=

+
. Giải bất phương trình 0y  . 

A. 1.x  −  B. 1.x  − C. 1.x  D. Vô nghiệm .  

Câu 31. Cho hàm số ( )
2 1

1

x
f x

x

−
=

+
. Giải phương trình ( ) ( )f x f x = .

A. 5x = ; 6.x =  B. 3.x = − C. 3x = ; 2.x =  D. 4.x =

Câu 32. Cho hàm số ( ) sinf x x x= . Biểu thức
2 2 2 2

P f f f f
          

  = + + +       
       

 có giá trị bằng: 

A. 2.P = B. 2.P = − C. 4.P = D. 4.P = −

Câu 33. Cho hàm số 
3

5y
x

= − . Tính giá trị biểu thức 2 .M xy y = +

A. 10.M = B. 1.M = C. 4.M = D. 0.M =

Câu 34. Cho hàm số sin 2y x=  có đạo hàm là y  và y . Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A. ( )
22 4.y y+ = B. 4 0.y y+ = C. .tan 2 .y y x= D. 4 0.y y− =

Câu 35. Cho hàm số 
3 4

2

x
y

x

−
=

+
. Tìm x  sao cho 20y = . 

A. 1.x = − B. 3.x = C. 3.x = − D. 1.x =

Câu 36. Tính đạo hàm cấp 3 của hàm số ( ) ( )
5
.2 5f x x= +

A. 
( ) ( ) ( )

33
.80 2 5f x x= + B. 

( ) ( ) ( )
23
.480 2 5x xf = +
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C. 
( ) ( ) ( )

23
.–480 2 5f x x= + D. 

( ) ( ) ( )
33
.–80 2 5f x x= +

Câu 37. Cho hàm số 21
1

2
y x x= + + . Tính giá trị biểu thức ( )

2
2 . .M y y y = −

A. 2.M = B. 1.M = − C. 1.M = D. 0.M =

Câu 38. Cho hàm số ( ) 3 22 3f x x x x= − + −  có đạo hàm là ( )f x  và ( ).f x Tính giá trị biểu thức 

( ) ( )2
2 2 .

3
M f f = +

A. 6 2.M = B. 7.M =  C. 
13

.
3

M =  D. 8 2.M =  

Câu 39. Cho hàm số ( ) 3 23 4 6f x x x x= − + − . Giải bất phương trình ( ) ( ) 1f x f x  − . Nghiệm của bất 

phương trình là: 

A. ( ) ( ) ( );1 1;3 3; .x −   + B.  1;3 .x

C. .x  D. (   );1 3; .x −  +

Câu 40. Cho hàm số 
2

1

1
y

x
=

−
. Tính giá trị của ( ) ( )3

2 .y

A. 
( ) ( )3 80

2 .
27

y
−

= B. 
( ) ( )3 40

2 .
27

y = C. 
( ) ( )3 40

2 .
27

y
−

= D. 
( ) ( )3 80

2 .
27

y =

ĐÁP ÁN 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

C A D D C A A D C A C B B D C B A D C D 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

C D B D A C B A A A B B D B C B B C D A 
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ÔN TẬP CHƯƠNG V. ĐẠO HÀM

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM

II. Bảng đạo hàm

STT HÀM SỐ SƠ CẤP HÀM SỐ HỢP QUY TẮC 

1 ( ) 0C  = ( ) 0,m m =  là tham số 

2 
( ) 1x  = ,  ( )kx kx k = = ( )ku ku = ( )u v u v  + = +

3 1( ) , , 1n nx nx n n− =   ( ) 1. .u u u  − = ( )u v u v  − = −

4 ( ) 1
, 0

2
x x

x


=  ( ) , 0

2


= 

u
u u

u
( )uv u v uv  = +

5 

2

1 1
, 0x

x x

 
= −  

 
2

1
, 0

  
= −  

 

u
u

u u 2
, 0

  − 
=  

 

u u v uv
v

v v

6 
( )sin cosx x = ( )sin cosu u u =

2

1
, 0

  
= −  

 

v
v

v v

7 
( )cos sinx x = − ( )cos sinu u u = −

+ =ax b a( )

8 
( ) 2

2

1
tan 1 tan

cos
x x

x
 = = +

,
2


 + x k k

( ) ( )2

2
tan 1 tan

cos

u
u u u

u

 = = +

,
2


 + u k k

( )
2

ax b ad bc

cx d cx d

+ − 
= 

+  +

 −
d

x
c

9 
( ) ( )2

2

1
cot 1 cot

sin
x x

x

− = = − +

, x k k

( ) ( )2

2
cot 1 cot

sin

u
u u u

u

− = = − +

, u k k

II. Ứng dụng của đạo hàm

1. Phương trình tiếp tuyến

Gọi   là tiếp tuyến của đường cong (C): ( )y f x= tại tiếp điểm ( )
0 0
;M x y .  = − +y f x x x f x

0 0 0
: ( )( ) ( ) (1), 

0x gọi là hoành độ tiếp điểm.       ( )
0 0
;M x y  gọi là tiếp điểm 

 =k f x
0

( )là hệ số góc của tiếp tuyến        ( )0 0=y f x gọi là tung độ tiếp điểm.

Lưu ý: Trong phương trình tiếp tuyến (1), có ba yếu tố /

0 0 0
, , ( )x y f x . Để viết được phương trình (1), ta 

phải tìm hai yếu tố còn lại khi cho biết một yếu tố. 

Chú ý: Cho đường thẳng : = +y kx b  và :  = +y k x m  

 / / :    =k k  . 1k k  ⊥   = −

 Cho đường thẳng : 0ax by c + + =  hay :
a c

y x kx m
b b

 = − − = + .

Hệ số góc của   là tan
a

k
b

= − =

2. Điều kiện tiếp xúc

Cho ( ) : ( ), : ( )C y f x d y g x= = .  

( )C tiếp xúc với d khi và chỉ khi hệ phương trình 
( ) ( )

( ) ( )

f x g x

f x g x

=


 =
 có nghiệm 

3. Vi Phân. Cho hàm số ( )y f x= xác định trên khoảng ( ; )a b và có đạo hàm tại ( ; )x a b . Vi phân của

hàm số kí hiệu là ( )df x  hay dy . Như vậy:  = =dy df x f x dx( ) ( )  hay =dy y dx
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4. Đạo hàm cấp 2. Giả sử hàm số ( )f x có đạo hàm f x( ) . Nếu f x( ) cũng có đạo hàm thì ta gọi đạo

hàm của nó là đạo hàm cấp hai của ( )f x  và kí hiệu f x( ) : Như vậy ( ) =f x f x( ) ( )

5. Ứng dụng cơ học của đạo hàm.

a. Một chuyển động có phương trình ( )=s s t .  

⬧ Vận tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm 0t  là 0( ) ( )=ov t s t

⬧ Gia tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm 0t  là 0 0( ) ( ) ( ) = =oa t v t s t

b. Điện lượng Q truyền trong dây dẫn là một số của thời gian t: ( )=Q Q t  

⬧ Cường độ tức thời của dòng điện tại thời điểm 0t là ( )0 0( )=I t Q t

6. Giải phương trình, bất phương trình chứa đạo hàm, chứng minh đẳng thức đạo hàm.

Phương pháp: Tìm điều kiện đề bài, tính các đạo hàm theo yêu cầu bài toán và thực hiện các yêu cầu bài

toán cần làm.

B. BÀI TẬP

Bài 1. Tìm đạo hàm của các hàm số sau 

a) 
3 2

( )

ax bx c
y

a b x

+ +
=

+
(a, b, c là các hằng số) b) 

4

3

3

1
3y x

x

 
= − + 
 

c) 3 2

cosy x x= d) 2

sin 4y x= +

e) 
1

1 tany x

x

 
= + + 

 
f) 

2

2

cos 1

1

x
y

x

+
=

+

HDGiải 

a) 

/
3 2

/ 2

2 2

2 2

( ) ( ) ( )

a b c ax b c ax bx c
y x x

a b a b a b x a b a b a b x a b x

  + −
= + + = + − = 

+ + + + + + + 

b) 

3 3

/ 3 2 3 2

3 4 3 4

1 3 1 1
4 3 . 3 12 3 .y x x x x

x x x x

       
= − + + = − + +       

       

c) ( ) ( )
/

/ 3 2 2 2

cos 3cos sin2y x x x x x x= = −

d) ( )
/

/ 2 2

2

sin 4 cos 4

4

x
y x x

x

= + = +
+

/

2
/

2

2

2 2

1
1

1
) 1 tan

1 1
2 cos 1 tan

1

1 1
2 cos 1 tan

x
e y x

x

x x

x x

x

x x x

x x

−  
 = + + =         + + +   

   

−
=

   
+ + +   

   

f) 
( )/ 2 2 2

2

/

2 2 3

1sin 1 cos 1
cos 1

1 ( 1)

x x x x
x

y

x x

+ + + + +
 = = −
 + + 

Bài 2. Tính đạo hàm các hàm số sau: 

a) 
3 2

5

3 2

x x
y x= − + − b) 

2 3 4

2 4 5 6

7

y

x x x x

= − + − c) 
2

3 6 7

4

x x
y

x

− +
=
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d) ( )2
3 1y x x

x

 
= + − 
 

e) 
1

1

x
y

x

+
=

−
f) 

2

2

7 5

3

x x
y

x x

− + +
=

−

HDGiải 

a) / 2

1y x x= − + b) /

2 3 4 5

2 8 15 24

7

y

x x x x

= − + − +

c) 
2

/

2

3 7

4

x
y

x

−
= d) 

2 2

/

2

9 6 2 4

2

x x x x
y

x

− − +
=

e) 

( )
/

2

1

1

y

x x

=

−

f) 

( )

2

/

2
2

4 10 15

3

x x
y

x x

− − +
=

−

Bài 3. Cho hàm số 2

( ) 2 3y f x x x= = − + (C) 

a) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có hoành độ
0

1x = −

b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có tung độ y0 = 3

HDGiải 

a) 2

( ) 2 3f x x x= − + , / 2

( ) 3 2f x x= − nên ( 1) 4f − = và /

( 1) 1f − =

phương trình tiếp tuyến cần tìm là: 4 1 5y x y x− = +  = +  

b) Ta có y0 = 3, nên giải phương trình 02 2

0 0 0 0

0

0

2 3 3 2 0

2

x

x x x x

x

 =
− + =  − =  

=

Và ta lại có / 2

( ) 3 2f x x= −

Với 
0

0x = , phương trình tiếp tuyến là: 2 3y x= − +  

Với 
0

2x = , phương trình tiếp tuyến là: 10( 2) 3 10 17y x x= − + = +

Bài 4. Cho hàm số  
1

( )

1

x
y f x

x

−
= =

+
 có đồ thị (C). Viết phương trình của đường thẳng d song song với 

đường thẳng 
2

2

x
y

−
=  và tiếp xúc với (C). 

HDGiải 

Đường thẳng d song song với đường thẳng 
2

2

x
y

−
=  nên có hệ số góc là 

1

2

Mặt khác, ta có /

2

2
( )

( 1)

f x

x

=
+

 nên 

2

0/ 0

0 2

00 0

1( 1) 42 1
( )

2 3( 1) 1

xx

f x

xx x

  =+ =
= =   

= −+   

Có hai tiếp tuyến 

( ) ( )
1

1 1
: (1) 1 1

2 2

y f x y x − = −  = −

( )
2

1 1 7
: ( 3) 3

2 2 2

y f x y x − − = +  = +

Bài 5. Cho hàm số 
2 1

( )

2

x
y f x

x

−
= =

+
. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số đã cho, biết; 

a) Hoành độ tiếp điểm
0

0x =

b) Tiếp tuyến đi qua điểm A(0; 2)

HDGiải 

Ta có 
/

2

2 1 5
( ) ( ) ;( 2)

2 ( 2)

x
f x f x x

x x

−
=  =  −

+ +
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a) Với x0 = 0 thì
0

1
( ) (0)

2

f x f= = − và /
5

(0)

4

f = .  

Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là: 
5 1

4 2

y x= −

b) Phương trình đường thẳng (d) đi qua điểm A(0; 2) với hệ số bằnng k là:

( ) 2y g x kx= = +

Để (d) là tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
2 1

2

x
y

x

−
=

+
 thì ta phải tìm k sao cho: 

/ /

2

2 1
2 (1)

( ) ( ) 2

5( ) ( )
(2)

( 2)

x
kx    

f x g x x

f x g x
k    

x

 −
= + =  +

 
=  =

 +

Thay k từ (2) vào (1), suy ra được 1x = − và k = 5.

Vậy phương trình tiếp tuyến phải tìm là: 5 2y x= +

Bài 6. Cho hàm số 3 2

5y mx x x= + + − . Tìm m để:

a) /

y bằng bình phương của một nhị thức bậc nhất

b) /

y = 0 có hai nghiệm trái dấu

c) /

y > 0, với mọi x .  

HDGiải 

Ta có / 2

3 2 1y mx x= + +

a) /

y là bình phương của một nhị thức bậc nhất khi và chỉ khi 
0 3 0 1

3' 0 1 3 0

a m
m

m

  
  = 

 = − = 

b) /

y = 0 có hai nghiệm trái dấu khi và chỉ khi . 0 3 .1 0 0a c m m    

c) /

y > 0 với mọi x khi và chỉ khi 
0 3 0 1

3' 0 1 3 0

a m
m

m

  
   

  −  

Bài 7.  Cho  2

( ) 2sin sin 1f x x x= + − và 2

( ) 2sin 3sin 1g x x x= − +

a) Tính 

/

( )

( )

f x

g x

 
 
 

 và 

/ /

/ /

2

2

f

g





 
 
 

 
 
 

b) Tìm

6

( )
lim

( )x

f x

g x
→

HDGiải 

Vì 2

2sin sin 1 (sin 1)(2sin 1)x x x x+ − = + −
2

2sin 3sin 1 (sin 1)(2sin 1)x x x x− + = − −

Nên 
2

2

( ) 2sin sin 1 sin 1

( ) sin 12sin 3sin 1

f x x x x

g x xx x

+ − +
= =

−− +

a) 

/ /

2

( ) sin 1 2 cos

( ) sin 1 (1 sin )

f x x x

g x x x

   + −
= =   

− −   

/

( ) 4sin cos cos 2sin2 cosf x x x x x x= + = + ; / / / /

( ) 4cos2 sin 4 1 5

2

f x x x f
 

= −  = − − = − 
 

/

( ) 4sin cos 3cos 2sin2 3cosg x x x x x x= − = − ; / / / /

( ) 4cos2 3sin 4 3 1

2

g x x x g
 

= +  = − + = − 
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Suy ra 

/ /

/ /

2 5
5

1

2

f

g





 
 

− 
= =
− 

 
 

 

b) 
2

2

6 6 6

1
1

( ) 2sin sin 1 sin 1 2
lim lim lim 3

1( ) sin 12sin 3sin 1
1

2

x x x

f x x x x

g x xx x  
→ → →

+
+ − +

= = = = −
−− +

−

Bài 8. Giải các phương trình: 

a) /

( ) ( )f x g x=  với 3

( ) sin 2f x x= và ( ) 4cos2 5sin4g x x x= −

b) /

( ) 0f x = với ( ) 20cos3 12cos5 15cos4f x x x x= + −

c) /

( ) 0f x = với 
3

60 64
( ) 3 5f x x

x x

= + − +

HDGiải 

a) 3 / 2

( ) sin 2 ( ) 6sin 2 cos2f x x f x x x=  = phương trình 

( )

/ 2

2

( ) ( ) 6sin 2 cos2 4 cos2 5sin 4

cos2 0

1
cos2 6sin 2 10sin 2 4 0 sin 2

3

sin 2 2 ( )

4 2

1 1
arcsin ( )

2 3

1 1
arcsin

2 2 3

f x g x x x x x

x

x x x x

x  loai

x k

x k k

x k

 






=  = −

 =

 + − =  =

 = −


= +




 = + 


 = − +


/

) ( ) 60sin3 60sin5 60sin 4 60(sin3 sin5 sin 4 )

60sin 4 (2cos 1)

b f x x x x x x x

x x

= − − + = − + −

= − −

Phương trình /
sin 4 0 4

( ) 0 ( )

2cos 1 0
2

3

k
x

x
f x k

x
x k







= =

=   
− =  =  +



c) /

2 4

60 64
( ) 3 0f x

x x

= − + = . Phương trình  / 4 2

( ) 0 3 60 64 0;( 0) 2; 4f x x x x x=  − + =     

Bài 9. Tìm phương trình các tiếp tuyến của đồ thị hàm số 3 2

3 4 1y x x x= − + + , biết rằng các tiếp tuyến 

này có hệ số góc k = 4. 

HDGiải 

Hàm số 3 2

3 4 1y x x x= − + + xác định trên 

Ta có / 2

3 6 4y x x= − +

Phương trình các tiếp tuyến với đồ thị hàm số có dạng: 
/

0 0 0
( ) ( )( )y f x f x x x− = − , x0 là hoành độ tiếp 

điểm. 

Hệ số góc của các tiếp tuyến này 
0 0/ 2

0 0 0

0 0

0 (0) 1

( ) 4 3 6 4 4

2 (2) 5

x y f

k f x x x

x y f

 =  = =
= =  − + =  

=  = =

Vậy phương trình các tiếp tuyến cần tìm là: d1: 4 1y x= +  và d2: 4 3y x= −  
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Bài 10. Tìm phương trình các tiếp tuyến với đồ thị hàm số 
2

2

2

x x
y

x

− −
=

+
 biết rằng các tiếp tuyến này 

song song với đường thẳng 2 3y x= − .  

HDGiải 

Hàm số 
2

2 4
3

2 2

x x
y x

x x

− −
= = − +

+ +
. Miền xác định  \ 2D = −

Ta có /

2

4
1

( 2)

y

x

= −
+

. Phương trình các tiếp tuyến với đồ thị hàm số có dạng: 

/

0 0 0
( ) ( )( )y f x f x x x− = − , x0 là hoành độ tiếp điểm.

Theo giả thiết, các tiếp tuyến này song song với đường thẳng 2 3y x= − , nên /

0
( ) 3k f x= = −

Khi đó, ta có 0 0

2

0 0

1 ( 1) 04
1 3

3 ( 3) 10( 2)

x y f

x y fx

 = −  = − =
− = −  

= −  = − = −+ 

Vậy phương trình các tiếp tuyến cần tìm là: d1 3 3y x= − −  và d2: 3 19y x= − −

Bài 11. Cho hai hàm số 
1

2

y

x

=  và 
2

2

x
y = . Viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị của mỗi hàm số đã 

cho tại giao điểm của chúng và suy ra góc giữa hai tiếp tuyến đó. 

HDGiải 

Gọi I là giao điểm của hai hàm số trên, giải phương trình hoành độ giao điểm, tìm được 
2

1;

2

I

 
 
 
 

. 

/

2

1

2

y

x

= −  và /
2

2

x
y =

Phương trình tiếp tuyến có dạng 
0 0 0

( ) '( )( )y f x f x x x− = − , với x0 là tiếp điểm.

Vậy 
1 2

2; 2

22

y x y x= − + = −  và góc giữa hai tiếp tuyến là 900. 

Bài 12, Cho hai hàm số 
4

2
9

2

4 4

x
y x= − −  có đồ thị là (C). Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại các 

giao điểm của nó với trục Ox. 

HDGiải 

Gọi   là tiếp tuyến cần tìm.  : 
/

0 0 0
( )( ) ( )y f x x x f x= − + , x0 là hoành độ tiếp điểm.

Hàm số: 
4

2
9

2

4 4

x
y x= − −

Giao điểm của (C) với trục Ox là: ( )( )
4

2 4 2 2 2
39

2 0 8 9 0 1 9 0

4 4 3

xx
x x x x x

x

 =
− − =  − − =  + − =  

= −

(C) cắt trục Ox tại 3x = − và 3x = .

Phương trình tiếp tuyến cần tìm: 
/

1
: (3)( 3)y y x = − hay 

1
: 15( 3)y x = −

/

2
: ( 3)( 3)y y x = − + hay 

2
: 15( 3)y x = − +

Bài 13, Cho hai hàm số 
3 2

1
2 3 1

3

y x x x= − + − + có đồ thị là (C). Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại 

các giao điểm của nó với trục tung. 

HDGiải 

Ham số 
3 2

1
2 3 1

3

y x x x= − + − + . Tập xác định D =
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Ta có: / 2

( ) 4 3y x x x= − + − . Kí hiệu d là tiếp tuyến của (C) và ( )
0 0
;x y là tọa độ tiếp điểm

Giao điểm của (C) với trục tung là ( )0;1 .  

Với /

0
0 (0) 3x y=  = − . Ta được phương trình tiếp tuyến là : 3 1d y x= − +

Bài 14, Cho hai hàm số 3

3 1y x x= − − có đồ thị là (C). Viết phương trình đường thẳng d vuông góc với

đường thẳng 
3

x
y =  và tiếp xúc với đồ thị (C). 

HDGiải 

Hàm số 3

3 1y x x= − − có TXĐ: D =  và / 2

3 3y x= −

Đường thẳng d vuông góc với đường thẳng 
3

x
y =  nên có hệ số góc bằng 3−  

Ta có: / 2

( ) 3 3 3 0y x x x= − = −  = . Với 0 1x y=  = −

Phương trình đường thẳng d là phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm ( )0; 1−

Vậy d: 1 3y x+ = −  hay 3 1y x= − −  

Bài 15. Cho hàm số 
2 1

2

x
y

x

+
=

−
có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết hệ số góc 

của tiếp tuyến đó bằng 5− . 

HDGiải 

Hàm số 
2 1

2

x
y

x

+
=

−
. Tập xác định  \ 2D = ; 

( )
/

2

5
( )

2

y x

x

= −
−

. 

Kí hiệu d là tiếp tuyến của (C) và ( )
0 0
;x y là tọa độ tiếp điểm 

Hệ số góc của d bẳng 

( )
0

2

0
0

15
5 5

32

x

xx

 =
−  − = −  

=− 

Với 
0 0

1 3x y=  = − . Ta được phương trình tiếp tuyến là 
1
: 5 2d y x= − +  

Với 
0 0

3 7x y=  = . Ta được phương trình tiếp tuyến là 
2

: 5 22d y x= − +

Bài 16. Cho hàm số 
4 2

1 3
( ) 3

2 2

y f x x x= = − +  có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) 

tại điểm có hoành độ là nghiệm của phương trình / /

( ) 0f x = . 

HDGiải 

Hàm số 
4 2

1 3
( ) 3

2 2

y f x x x= = − + . Tập xác định: D =

Ta có: / 3

( ) 2 6f x x x= − và / / 2

( ) 6 6f x x= −

Theo giả thiết, ta có: / / 2

( ) 0 6 6 0 1f x x x=  − =  = 

Với /

1 ( 1) 1, ( 1) 4x f f= −  − = − − = .  

Vậy phương trình tiếp tuyến có dạng: 4 3y x= +  

Với /

1 (1) 1, (1) 4x f f=  = − = −  

Vậy phương trình tiếp tuyến có dạng: 4 3y x= − +  

Bài 17. Cho hàm số 3 2

( ) 3 9 2y f x x x x= = − + + +

a) Giải bất phương trình /

( 1) 0f x − 

b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có hoành độ
0

x , biết rằng 
/ /

0
( ) 6f x = − . 

HDGiải 

a) Hàm số 3 2

( ) 3 9 2y f x x x x= = − + + + . Tập xác định: D =
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Ta có: / 2

( ) 3 6 9f x x x= − + + . / 2 2

( 1) 3( 1) 6( 1) 9 3 12f x x x x x− = − − + − + = − +
/ 2

( 1) 0 3 12 0 0 4f x x x x−  − +    

b) Phương trình tiếp tuyến (d) của đồ thị (C) có dạng: /

0 0 0
( )( )y y f x x x− = − , 

0
x là hoành độ tiếp điểm. 

Ta có: / 2

( ) 3 6 9f x x x= − + + và / /

( ) 6 6f x x= − +

Theo giả thiết, ta có: / /

0 0 0
( ) 6 6 6 6 2f x x x= −  − + = −  =

Với /

0 0
2 (2) 24, (2) 9x y f f=  = = = .  

Vậy phương trình tiếp tuyến (d) là: 9 6y x= +  

Bài 18. Cho hàm số 
2 1

1

x
y

x

+
=

−
có đồ thị (C). Gọi M là điểm thuộc (C) có tung độ bằng 5. Viết phương 

trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại M.

HDGiải 

Hàm số 
2 1

1

x
y

x

+
=

−
. Tập xác định  \ 1D = ; 

( )
/

2

3
( )

1

y x

x

= −
−

. 

Kí hiệu d là tiếp tuyến của (C) tại M. Ta có ( )
2 1

;5 ( ) 5 2

1

m
M m C m

m

+
  =  =

−

Do đó ( )2;5M . Phương trình tiếp tuyến là ( )/

: (2) 2 5d y y x= − + hay 3 11y x= − +

Bài 19. Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm ( )1; 2A − và tiếp xúc với parabol (P): 2

2y x x= − . 

HDGiải 

Phương trình của đường thẳng d đi qua điểm ( )1; 2A − và có hệ số góc k là ( 1) 2y k x= − −

Hoành độ giao điểm của d và (P): 2 2

2 ( 1) 2 ( 2) 2 0(*)x x k x x k x k− = − −  − + + + =  

Đường thẳng d tiếp xúc với (P) khi và chi khi phương trình (*) có nghiệm kép, tức là: 

( ) ( )
2 2

2 4 2 0

2

k
k k

k

 =
 = + − + =  

= −

Vậy có hai tiếp tuyến của parabol đã cho đi qua điểm A: 2 4y x= − và 2y x= −

Bài 20. Cho 3 2

( ) : 2 3 1C y x x= + − . Viết phương trình tiếp tuyến ( ) của (C) qua điểm (0; 1)M − .

HDGiải 
3 2

( ) : 2 3 1C y x x= + − , Tập xác định: D =

Gọi k là hệ số góc của tiếp tuyến ( ) với đồ thị (C) qua điểm (0; 1)M − . Khi đó ( ) : 1y kx = −

( ) tiếp xúc với (C) khi và chỉ khi hệ phương trình :
3 2

2

2 3 1 1     (1)

6 6          (2)

x x kx

x x k

 + − = −


+ =
có nghiệm 

Thay k từ (2) vào (1), ta được: ( )3 2 2 3 2

0

2 3 1 6 6 1 4 3 0 3

4

x

x x x x x x

x

 =
+ − = + −  + = 
 = −


Với 0 0x k=  = . Vậy phương trình tiếp tuyến ( ) : 1y = −

Với 
3 9

4 8

x k= −  = − . Vậy phương trình tiếp tuyến ( ) : 
9

1

8

y x= − −

Bài 21. Cho 3 2

( ) : 3 1C y x x= − + . Viết phương trình tiếp tuyến ( ) của (C) biết ( ) song song với 

/

( ) : 9y x = . 

HDGiải 

Ta có /

( ) / /( ) : 9 ( ) : 9  ( 0)y x y x m m  =   = + 

( ) tiếp xúc với (C) khi và chỉ khi hệ phương trình :
3 2

2

3 1 9      (1)

3 6 9         (2)

x x x m

x x

 − + = +


− =
có nghiệm 
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2
1

(2) 2 3 0

3

x
x x

x

 = −
 − − =  

=

Với 1 6x m= −  = . Vậy phương trình tiếp tuyến ( ) : 9 6y x= +

Với 3 26x m=  = − . Vậy phương trình tiếp tuyến ( ) : 9 26y x= −

Bài 22. Cho
2 1

( ) :

1

x
C y

x

+
=

−
.Viết phương trình tiếp tuyến ( ) của (C) biết ( ) vuông góc với /

( ) có 

phương trình 3 5 0x y− + = . 

HDGiải 

2 1
( ) :

1

x
C y

x

+
=

−
. Tập xác định  \ 1D =

Ta có: /

( ) :3 5 0 3 5x y y x − + =  = + . Do ( ) vuông góc với /

( ) nên phương trình 
1

( ) :

3

y x m = − +

( ) tiếp xúc với (C) khi và chỉ khi hệ phương trình :

2

2 1 1
(1)

1 3

3 1
(2)

3( 1)

x
x+m     

x

x

 +
= −

 −


− = −
 −

có nghiệm 

2
1 3

4( 1) 9
(2) 1 3

21

1

x

xx
x

xx

x

 − =
  =− =  

  − = −  
= −  



Với 
13

4

3

x m=  = . Vậy phương trình tiếp tuyến ( ) : 
1 13

3 3

y x= − +

Với 
1

2

3

x m= −  = . Vậy phương trình tiếp tuyến ( ) : 
1 1

3 3

y x= − +

C. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ

Bài 23. Tìm đạo hàm các hàm số sau 

a) 
4 3

5
2 1

2 3

x x
y x= + − + b) 

2 2

3
(

1

x x a
y a

x

+ −
=

−
 là hằng số) 

c) ( )2

2 cos 2 siny x x x x= − + d) 2 2

tan tany x x= +

e) ( )
3

sin2 8y x= + f) ( )3

2 5 tany x x= −

g) 

4

3

3

1
3y x

x

 
= − + 
 

   h) 
1

1 tany x

x

 
= + + 

 

Bài 24. Tìm đạo hàm các hàm số sau

a) 
2

2

1

1

x x
y

x x

+ −
=

− +
b) 

( )( )

( )

2 2

2

2 3

1

x x

y

x

− −
=

−
c) 

2

cos

2sin

x
y

x

=

d) sin2 2cosy x x= − e) sin 2

6

y x
 

= − 
 

f) 
2

cos tan

3 2

x x
y =

g) 
2

3 2x x
y

x

− +
= h) 

( )
2

2

2

1

3 1

x x

y

x

− +
=

+
k) 

2

3

tan 2

4

y x
 

= − 
 

Bài 25. Tìm đạo hàm của các hàm số sau: 

a) ( )( )2

2 7 3 2y x x x= − − + b) ( )( )3 2

9 2 2 9 1y x x x= − − + c) 

3

5
3

y x

x

 
= − 
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d) ( ) ( )
2 3

( 1) 2 3y x x x= + + + e) 
2

2

2 1

3 2

x x
y

x x

+ −
=

− +
f) 

2

2

7 5

3

x x
y

x x

− + +
=

−

g) 
2

4 3

1

x x
y

x

− +
=

−
h) 

2

1

1

x
y

x

+
=

+
k) 

1

1

x
y

x

+
=

−

l) ( )2 2

4 4 3y x x x x= − − + m) 

4

3

3

1
3y x

x

 
= − + 
 

n)

( )
5

2

1

1

y

x x

=

− +

Bài 26. Tìm đạo hàm của hàm số tại điểm đã chỉ ra 

a) /
1

( ) (0) ?

1 1

x
y f x ;   f

x

+
= = =

+ +
b) ( )

2
/

( ) 4 5 (0) ?y f x x ;  f= = + =

c) /

( ) sin 4 .cos4 ; ?

3

y f x x x   f
 

= = = 
 

d) ( ) sin4 .cos4y f x x x= = , /

?

8

f
 

= 
 

e) 2
3

cos 2

2

y x
 

= + 
 

; /

?

8

f
 

= 
 

f) 2
3

sin 2

2

y x
 

= − 
 

, /

?

8

f
 

= 
 

g) 2

( ) sin cot 2y f x x x= = + , /

?

6

f
 

= 
 

h) 2

( ) cos 2 . tan2y f x x x= = , /

?

8

f
 

= 
 

Bài 27. Tìm đạo hàm của hàm số tại điểm đã chỉ ra 

a) 
cos

( )

1 sin

x
y f x

x

= =
−

, ( )/

f  b) 
sin cos

( )

sin cos

x x
y f x

x x

+
= =

−
, ( )/

f 

c) 
cos

( ) 2 cos

1 sin 3

x x
y f x

x

= = + +
+

, /

2

f
 
 
 

d) ( ) sin2 cot3y f x x x= = + , /

6

f
 

− 
 

e) ( ) cos3 tan2y f x x x= = − , /

3

f
 

− 
 

f) 
2

1
( ) sin

cos

y f x x

x

= = + , /

4

f
 

− 
 

g) 
sin

( )

1 cos

x
y f x

x

= =
+

, /

2

f
 
 
 

h) 
2

2
( ) 30 sin 2 cos cot

3

x
f x x x= − + + + , /

4

f
 
 
 

k) 2

( ) sin2 coty f x x x= = + , /

4

f
 
 
 

l) 2

( ) tan cos4y f x x x= = + , /

4

f
 
 
 

Bài 28. Xác định a  để /

( ) 0,f x x   , biết 3 2

( ) ( 1) 2 1f x x a x x= + − + +

Bài 29. Tìm các nghiệm của phương trình sau 

a) /

( ) 0f x = với 
3

2

( ) 2 6 1

3

x
f x x x= − − −

b) /

( ) 5f x = − với 
4 2

3
3

( ) 3

4 2

x x
f x x= − − −

c)  /

( ) 0f x = với ( ) 3 cos sin 2 5f x x x x= + − −

d) /

( ) ( )f x g x= với 3

( ) sin 2f x x= và ( ) 4cos2 5sin4g x x x= −

e) /

( ) 0f x = với ( ) 3cos 4sin 5f x x x x= + +

f) /

( ) 0f x = với ( ) sin2 2cosf x x x= −

Bài 30. Gọi (C) là đồ thị của hàm số 4 2

( ) 2 1y f x x x= = + − . Viết phương trình tiếp tuyến với (C) trong 

các trường hợp sau; 

a) Biết tung độ của tiếp tuyến bằng 2.

b) Biết tiếp tuyến song song với trục hoành.

c) Biết tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng
1

3

8

y x= − + . 

d) Biết tiếp tuyến đi qua điểm A(0;6).

Bài 31. Viết phương trình tiếp tuyến 
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a) Của đường cong (C):
1

1

x
y

x

+
=

−
 tại điểm (2;3)A

b) Của đường cong (C): 3 2

4 1y x x= + − tại điểm có hoành độ 
0

1x = −

c) Của parabol (P): 2

4 4y x x= − + tại điểm có tung độ 
0

1y =

d) Của đường cong (C): 3 2

3 4 9y x x x= − + + , biết rằng tiếp tuyến này song song với đường thẳng 

4 5 0x y− + = . 

e) Của đường cong (C):
1

1

x
y

x

−
=

+
, biết rằng tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng 2 1 0x y+ + =

f) Của đường cong (C): 2 1y x= + ,biết hệ số góc của tiếp tuyến là 
1

3

. 

Bài 32. Cho hàm số 
2 3 1

( ) ... ,( )

2 3 1

n

x x x
f x x n

n

+

= + + + + 
+

. Tìm 

a) 
/

1

lim ( )
x

f x
→

b) 
/

2

lim ( )
x

f x
→

c) /
1

lim

2n

f
→+

 
 
 

d) 
/

lim (3)
n

f
→+

Bài 33. Chứng minh rằng đối với hàm số siny x x= , ta có: ( )/ / /

2 sin 0xy y x xy− − + =

Bài 34. Trên đường cong 2

4 6 3y x x= − + , hãy tìm điểm tại đó tiếp tuyến song song với đường thẳng 

2y x=

Bài 35. Cho các hàm số 3 2

( )f x x bx cx d= + + + có đồ thị (C) và 2

( ) 3 1g x x x= − −

a) Xác định b, c, d sao cho đồ thị (C) đi qua các điềm (1;3), ( 1; 3)A B − − và /
1 5

3 3

f
 

= 
 

b) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm có hoành độ
0

1x =

c) Giải phương trình /

(sin ) 3f x =

d) Giải phương trình / / /

(cos ) (sin )f x g x=

e) Tìm giới hạn
/ /

/
0

(sin5 ) 2
lim

(sin3 ) 3x

f x

g x→

+

+

Bài 36. Cho hàm số 2

( ) 2 12f x x x= − + . Giải bất phương trình /

( ) 0f x  . 

Bài 37. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
2

1

y x

x

= −
−

, biết tiếp tuyến đó đi qua điểm 

( )3;3A . 

Bài 38. Cho hàm số 
1

2

x
y

x

+
=

−
có đồ thị (C). 

a) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số đã cho tại giao điểm A của (C) với trục tung.

b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số đã cho, biết rẳng tiếp tuyến đó song song với tiếp tuyến

tại điểm A.

Bài 39. Cho hàm số 3

3 1y x x= − − có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết rằng hệ 

số góc của tiếp tuyến đó bằng 9. 

Bài 40. Cho hàm số 4 2

6y x x= − − + có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết tiếp 

tuyến vuông góc với đường thẳng 
1

1

6

y x= − . 

Bài 41. Cho hàm số 3 2

3 1y x x= + − có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có 

hoành độ bằng 1− . 

Bài 42. Cho hàm số 
2 3

1

x
y

x

+
=

+
có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết tiếp tuyến 

vuông góc với đường thẳng 2y x= + . 
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Bài 43. Cho hàm số 4 2

4y x x= − có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết tung độ 

tiếp điểm là 3y = − . 

Bài 44. Cho hàm số 
4 3

4 3

x
y

x

−
=
− +

có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết rằng tiếp 

tuyến đó song song với đường thẳng 7 2014y x= − + . 

Bài 45. Cho hàm số 
4

2

x
y

x

− −
=

−
có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết rằng hệ số 

góc của tiếp tuyến đó bằng 24. 

D. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM

Câu 1. Cho một chất điểm chuyển động có phương trình là 3 2( ) 2 2 1s t t t t= − + − ,(s tính theo mét (m) và t 

tính theo giây (s)). Tính gia tốc a  tại thời điểm 4( ).t s=  

A. 225( / ).a m s=  B. 244( / ).a m s=  C. 260( / ).a m s= D. 248( / ).a m s=

Câu 2. Trong các khẳng định dưới đây, khẳng định nào sai? 

A. ( ) ( )
1
, , 1.

n n
ax b na ax b n n

−
+ = +   B. ( )10 910 .kx kx


=

C. ( ) 1C x C+ = + (C là hằng số). D. 
2

, 0.
a a

x
x x

 
= −  

 

Câu 3. Cho hàm số 3( ) 2 3 ( ).y f x x x C= = − + Gọi S là tập hợp tất cả phương trình tiếp tuyến của đồ thị

(C) tại điểm có tung độ
0 3.y =  Tìm số phần tử của S. 

A. 2. B. 0. C. 3. D. 1.

Câu 4. Cho hàm số 
2 1

( ) .
x

f x
x

−
=  Tính ( ) ( )nf x  với mọi 2.n 

A. 
( ) 1

1

!
( ) ( 1) .n n

n

n
f x

x

+

−
= − B. 

( )

1

!
( ) .n

n

n
f x

x +
=

C. 
( ) 1

1
( ) ( 1) .n n

n

n
f x

x

+

+
= − D. 

( ) 1

1

!
( ) ( 1) .n n

n

n
f x

x

+

+
= −

Câu 5. Cho một chất điểm chuyển động có phương trình là 3 2( ) 2 2 1s t t t t= − + − , (s tính theo mét (m) và 

t tính theo giây (s)). Tính vận tốc v tại thời điểm mà gia tốc 20 ( / ).a m s=  

A. 7 / .v m s= B. 
2

/ .
3

v m s= C. 3 / .v m s= D. 
1

/ .
3

v m s=

Câu 6. Cho hàm số 2 2( ) cos tan 3 .f x x x= − ( a là tham số khác 0). Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. ( ) 2cos 2 tan3 .f x x x = − B. 
2

2 tan 3
( ) sin 2 .

cos 3

x
f x x

x
 = −

C. 
2

6 tan 3
( ) 2cos .

cos

x
f x x

x
 = − D. 

3

6sin 3
( ) sin 2 .

cos 3

x
f x x

x
 = − −

Câu 7. Cho 3 2

( ) 2; ( ) 3 2f x x x g x x x= + − = + + . Giải bất phương trình  f x g x( ) ( ).

A.  )2; .x + B.  −  +x ( ;0) (2; ).

C. ( )0;2 .x D. ( ;0 .x −

Câu 8. Cho hàm số ( )= − +y x x
2

2 1. Tính .y

A. 
− +

 =
+

x x
y

x

2

2

1
.

1

B. 
−

 =
+

x x
y

x

2

2

2 2
.

1
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C. 
− +

 =
+

x x
y

x

2

2

2 2 1
.

1

D. 
+ +

 =
+

x x
y

x

2

2

2 2 1
.

1

Câu 9. Cho hàm số 
3 2

( ) 1 ( ).
3 2

x x
f x x C= − − + Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số (C) tại 

điểm M có hoành độ bằng 1. 

A. 
1

.
6

y x= + B. 
5

.
6

y x= − C. 
5

.
6

y x= − + D. 
7

.
6

y x= − −

Câu 10. Cho 
3

60 64
( ) 3 5f x x

x x

= + − + . Giải phương trình =/

( ) 0.f x

A.    4; 1 .x B.   2;4 .x C.    2; 3 .x D.    2; 4 .x

Câu 11. Trong các khẳng định dưới đây, khẳng định nào sai? 

A. ( )cos 2 2sin 2 .x x = B. ( )sin 3 3cos3 .x x =

C. ( ) 2tan 1 tan .x x = + D. ( ) 2

1
cot .

sin
x

x
 = −

Câu 12. Cho hàm số = = − +y f x x x C
2

( ) 2 3( ) . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có

hoành độ = −x
0

1.  

A. = −y x 7. B. = +y x 5. C. = −y x 5. D. = +y x 7.

Câu 13. Biết 

( )

 − + +
= 

− +  − +

/
2

2 2
2

3 5
.

1
1

x ax bx c

x x
x x

 Tính .S ac b= +

A. 5.S = B. 16.S = − C.   16.S =  D.   10.S = −  

Câu 14. Cho hàm số = = − +y f x x x C
2

( ) 2 3( ) . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có 

hoành độ = −x
0

1.  

A. = − +4 6.y x B. = − +4 2.y x C.  = − −4 2.y x D. = +4 2.y x

Câu 15. Cho hàm số 

2

3

                   khi  0
( )

    khi  0

x x
f x

x bx c x

 
= 

− + + 
 với , .b c Tìm ,b c để ( )f x có đạo hàm tại 

điểm 0 0.x =

A. 1, 0.b c= = B. 1, 2.b c= = C. 0.b c= = D. 0, 1.b c= =

Câu 16. Cho hàm số 
2 32

( )
5

f x x x a= + ( a là tham số khác 0). Mệnh đề nào dưới đây đúng ?

A. ( )2 3 23a .f a a = + B. ( )2 23 .f a a =

C. ( )2 3.f a a = − D. ( )
32 .f a a =

Câu 17. Cho hàm số 2 4( ) 1 tan tan .f x x x= + + Tính .
4

f
 

 
 

A. 1.
4

f
 

 = − 
 

B. 1.
4

f
 

 = 
 

C. 12.
4

f
 

 = 
 

D. 2 3.
4

f
 

 = 
 

Câu 18. Cho hàm số 3 2( )  ( ).f x x bx cx d C= + + + Xác định các hệ số , ,b c d biết rằng đồ thị (C) của hàm 

số ( )y f x=  đi qua các điểm ( 1; 3), (1; 1)A B− − −  và 
1

0.
3

f
 
 = 
 

A. 1, 2, 3.b c d= = = B. 
1 3

, 0, .
2 2

b c d= = =

C. 1, 2, 3.b c d= − = = − D. 
1 3

, 0, .
2 2

b c d= − = = −

Câu 19. Cho hàm số 2 2sin .y x x= + Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 
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A. d 2 sin 2 .y x x= + B. 2 2d ( sin )d .y x x x= +

C. d (2 sin 2 )d .y x x x= + D. d (2 2cos )d .y x x x= +

Câu 20. Cho hàm số sin .y x x=  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. d ( sin cos )d .y x x x x= + B. d (sin cos )d .y x x x= +

C. d (sin cos )d .y x x x x= + D. d ( cos )d .y x x x= +

Câu 21. Cho hàm số 2( ) 2 8.f x x x= − − Tìm tập nghiệm S của bất phương trình ( ) 1.f x 

 A. ( 2;4).S = −  B. ( ; 2) (4; ).S = − −  +

C. (4; ).S = + D. ( ; 2).S = − −

Câu 22. Cho hàm số 
2 1

( )  ( ).
1

x
f x C

x

+
=

−
 Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số (C) tại điểm M 

có tung độ bằng 5. 

 A. 3 11.y x= − +  B. 3 1.y x= − −  C. 3 1.y x= − +  D. 3 5.y x= − −  

Câu 23. Một chất điểm chuyển động có phương trình ( ) sin( ).s t A t = +  Gia tốc tức thời của chuyển 

động tại thời điểm t được tính bởi công thức nào dưới đây ? 

A. 2( ) cos( ).a t A t  = − +  B. ( ) sin( ).a t A t  = − +

C. 2( ) sin( ).a t A t  = − +  D. 2( ) sin( ).a t A t  = +

Câu 24. Viết phương trình tiếp tuyến của đường hypebol 
1

y

x

= tại điểm có hoành độ bằng 1.−

A. .y x= − B. 2.y x= − − C.   1.y x= − −  D.   2.y x= +  

Câu 25. Cho hàm số 
1

( )  ( ).
1

x
y f x C

x

−
= =

+
 Viết phương trình đường thẳng d song song với đường thẳng 

2

2

x
y

−
=  và tiếp xúc với đồ thị (C). 

A. 
1 1

.
2 2

y x= − B. 
1 7

.
2 2

y x= − C. 2 3.y x= + D. 1.y x= −

Câu 26. Tìm phương trình các tiếp tuyến với đồ thị hàm số 
2

2

2

x x
y

x

− −
=

+
 biết rằng các tiếp tuyến này 

song song với đường thẳng 2 3y x= − . 

A. = −1y x và = +3.y x B. 3 3y x= − − và = − −3 19.y x

C. 3 3y x= − − và = − −3 7.y x D. = +3 3y x và = − −3 19.y x

Câu 27. Cho hàm số: ( ) ( )3 21 3 1 2y x m x m x m= − − + + + − . Tìm tham số m để tiếp tuyến của đồ thị hàm

số tại điểm có hoành độ bằng 1 đi qua điểm ( )2; 1A − .

A. 2.m = −  B. 2.m =  C. 3.m = D. 1.m = −

Câu 28. Cho hàm số 
3

( )
x

f x
x

−
=  với 0x  . Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. 
3

3
( ) .

2 ( 3)
f x

x x
 =

−
B. 

2

3
( ) .

3
f x

x
x

x

−
 =

−

C. 
1

( ) .
3

2

f x
x

x

 =
−

D. 
3

( ) .
3

2

f x
x

x

 =
−

Câu 29. Cho hàm số = −y x x
2

2 . Khẳng định nào dưới đây là đúng? 

A. + =y y
3 / /

. 1 0. B.   + =y y
/ /

. 1 0. C. − =y y
3 / /

. 1 0. D. − =y y
2 / /

. 1 0.

Câu 30. Biết ( )cos3 3sin 2 sin3 cos .x x a x b x c+ + = + +  Tính ( ) .
c

P ab=
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A. =1.P B. = 9.P C. = 81.P D. =
1

.

27

P

Câu 31. Cho hàm số 
1

( )

1

x
f x

x

+
=

−
 và điểm 

0
0x = . Gọi 

0x
x x = − gọi là số gia của đối số tại 

0
x và 

 = + −y f x x f x
0 0

( ) ( ) gọi là số gia tương ứng của hàm số. Tính 
 →

+  −

x

f x x f x

x

0 0

0

( ) ( )

lim .

A. 
 →

+  −
= −

x

f x x f x

x

0 0

0

( ) ( )

lim 1. B. 
 →

+  −
=

x

f x x f x

x

0 0

0

( ) ( )

lim 1.

C. 
 →

+  −
= −

x

f x x f x

x

0 0

0

( ) ( )

lim 2. D. 
 →

+  −
=

x

f x x f x

x

0 0

0

( ) ( )

lim 2.

Câu 32. Cho hàm số =y x x , với x 0. Tính .y

A.  =y x
3

.

2

B.  =y x
3

.

2

C.  = +y

x

1
1 .

2

D.  =
x

y

x

.

Câu 33. Đạo hàm của hàm số ( )y f x= có đạo hàm tại 
0x , không được tính theo công thức nào dưới đây 

? 

A. 
0

0 0
0

0

( ) ( )
( ) lim .

x x

f x x f x
f x

x x→

+ −
 =

−
B. 0 0

0
0

( ) ( )
( ) lim .

x

f x x f x
f x

x →

+  −
 =



C. 0 0
0

0

( ) ( )
( ) lim .

h

f x h f x
f x

h→

+ −
 = D. 

0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim .

x x

f x f x
f x

x x→

−
 =

−

Câu 34. Cho hàm số 2

( ) 2 3y f x x x= = − + . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có tung 

độ bằng 3. 

A. = +10 17.y x B. = +10 7.y x C. = + 7.y x D. = +1.y x

Câu 35. Một chất điểm chuyển động có phương trình ( ) sin( ).s t A t = +  Vận tốc tức thời của chuyển 

động tại thời điểm t được tính bởi công thức nào dưới đây ? 

A. ( ) cos( ).v t A t  = + B. ( ) sin( ).v t A t  = +

C. ( ) cos( ).v t A t = + D. ( ) cos( ).v t t  = +

Câu 36. Một chất điểm chuyển động thẳng có phương trình 2200 14s t t= + −  (s tính theo mét (m) và t 

tính theo giây (s)). Tính vận tốc v và gia tốc a của chất điểm tại thời điểm 3t s=  

A. 23 / , 1 / .v m s a m s= = −  B. 28 / , 2 / .v m s a m s= =  

C. 212 / , 2 / .v m s a m s= = − D. 28 / , 2 / .v m s a m s= = −  

Câu 37. Cho một chất điểm chuyển động có phương trình là = − + −3 2

( ) 2 2 1S t t t t , (trong đó t tính bằng

s và S tính bằng m). Tính vận tốc V của chuyển động tại thời điểm mà gia tốc bằng 0 ( )2

m s

A. = 2
1

.

3

V m s B. = 2
1

.

2

V m s C. = 2

5 .V m s D. = 2

10 .V m s

Câu 38. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm 34 3y x x= − tiếp xúc với đường thẳng 

1.y mx= −

A. 2.m  B. 1.m  C. 1.m  D. 2.m  −

Câu 39. Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị (C). Tìm phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm 

0 0( ; ).M x y

A. 0 0 0( )( ).y y y x x x+ = + B. 0 0 0( )( ).y y y x x x− = −

C. 0 0 0( )( ).y y y x x x+ = − D. 0 0 0( )( ).y y y x x x− = +

Câu 40. Cho hàm số ( ) 2 1f x x= −  và điểm 
0

5x = . Gọi 
0x

x x = − gọi là số gia của đối số tại 
0

x và 

 = + −y f x x f x
0 0

( ) ( ) gọi là số gia tương ứng của hàm số. Tính 
 →

+  −

x

f x x f x

x

0 0

0

( ) ( )

lim .
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A. 
 →

+  −
=



0 0

0

( ) ( ) 1
lim .

6x

f x x f x

x

B. 
 →

+  −
=



0 0

0

( ) ( )

lim 3.
x

f x x f x

x

C. 
 →

+  −
=



0 0

0

( ) ( )

lim 6.
x

f x x f x

x

D. 
 →

+  −
=



0 0

0

( ) ( ) 1
lim .

3x

f x x f x

x

Câu 41. Cho hàm số = ,
x

y

x

với x 0. Tính .y

A.  =1.y B.  =
1

.

2

y x C.  =
2

.

3

y x D.  =
1

.

2

y

x

Câu 42. Cho hàm số 3 2

5y mx x x= + + − (m là tham số thực). Tìm m để phương trình /

y = 0 có hai

nghiệm trái dấu. 

A.  0.m B.  0.m C.  −4.m D. 1.m

Câu 43. Cho hàm số 
2 1

( )

2

x
y f x

x

−
= =

+
. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số đã cho, biết rằng 

tiếp tuyến đi qua điểm (0;2).A  

A. = −3 2.y x B. = +5 2.y x C. = −5 2.y x D. = +3 2.y x

Câu 44. Cho hàm số tan .y x=  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

 A. 2 1 0.y y − + =  B. 2 1 0.y y − − =  C. 22 2 0.y y + + =  D. 1 0.y y − − =

Câu 45. Cho hàm số 2( ) 2 .f x x x= − Tìm tập nghiệm S của bất phương trình ( ) ( ).f x f x 

A. 
3 5

0; .
2

S
 +

=  
 

B. 
3 5

; .
2

S
 +

= + 
 

C. 
3 5

( ;0) ; .
2

S
 +

= −  + 
 

D. 
3 5

0; .
2

S
 +

=   
 

Câu 46. Cho hàm số 3( ) 2 3 ( ).y f x x x C= = − + Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có

hoành độ 0 1.x = −

A. 5.y x= + B. 2 3.y x= + C. 1.y x= − + D. 4 5.y x= +

Câu 47. Cho hàm số 3 2 5y mx x x= + + − (m là tham số thực). Tìm m để 0y  với mọi .x

A. 1.m  B. 
1

.
3

m  C. 
1

.
3

m  D. 0.m =

Câu 48. Cho hàm số 3 2( )  ( ).f x x bx cx d C= + + + Biết rằng đồ thị (C) của hàm số ( )y f x= đi qua các 

điểm ( 1; 3), (1; 1)A B− − −  và 
1

0.
3

f
 
 = 
 

 Tính .S b c d= + +  

A. 2.S = − B. 
5

.
2

S = − C. 0.S = D. 
3

.
2

S =

Câu 49. Cho hàm số = +y x
2

sin 4 .  Tính y .  

A.  = +
+

x
y x

x

2

2

cos 4 .

4

B.  = +y x x
2

2 cos 4 .

C.  = +y x
2

cos 4 . D.  = +
+

x
y x

x

2

2

sin 4 .

4

Câu 50. Biết ( )sin 2 2cos 1 cos 2 sin .x x a x b x c+ + = + +  Tính ( ) .
c

P ab=

A. =16.P B. = 32.P C. =1.P D. = 4.P

Câu 51. Cho hàm số 

2

khi   1
( ) .2

       khi    1

x
x

f x

ax b x




= 
 + 

 Tìm a, b để hàm số ( )y f x=  có đạo hàm tại 1x = ? 
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A. 
1

1; .
2

a b= = B. 
1 1

; .
2 2

a b= = C. 
1 1

; .
2 2

a b= = − D. 
1

1; .
2

a b= = −

Câu 52. Cho hàm số 4 2
1

( ) 2

4

y f x x x= = − . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số đã cho tại 

điểm có hoành độ 
0

x , biết = −/ /

0
( ) 1.f x

A. = +
5

3 .

4

y x B. = −
7

3

4

y x C. = − −
5

3

4

y x D. = +
7

3 .

4

y x

Câu 53. Cho hàm số sin3 .y x=  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. d 3cos3 d .y x x= − B. d cos3 d .y x x=  C. d 3cos3 d .y x x= D. d 3sin3 d .y x x=

Câu 54. Cho hàm số ( ) cos2 .f x x=  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. 
2sin 2

d ( ) d .
cos 2

x
f x x

x
= B. 

sin 2
d ( ) d .

cos 2

x
f x x

x

−
=

C. 
sin 2

d ( ) d .
2 cos 2

x
f x x

x
= D. 

sin 2
d ( ) .

cos 2

x
f x

x

−
=

Câu 55. Cho
2 1

( ) :

1

x
C y

x

+
=

−
.Viết phương trình tiếp tuyến ( ) của (C) biết ( ) vuông góc với /

( ) có

phương trình 3 5 0x y− + = . 

A. = − +y x 13 hoặc = − +y x 1. B. = − +y x
1 13

.

3 3

C. = − +y x
1 1

.

3 3

D. 
1 13

3 3

y x= − + hoặc = − +y x
1 1

.

3 3

Câu 56. Tìm số phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 3 2

3 4 1y x x x= − + + , biết rằng tiếp tuyến này 

có hệ số góc 4.k =  

A. 0. B. 2. C. 1. D. 3.

Câu 57. Cho hàm số 3 2( ) sin . .
2

f x x x f
 

= + − 
 

 Tính .
2

f
 

 − 
 

 

A. 
2

.
2 2

f
  

 − = 
 

B. 2.
2

f



 
 − = 
 

C. 5.
2

f
 

 − = 
 

D. 1.
2

f
 

 − = 
 

Câu 58. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị ( )C : 24 6y x x= − − + , biết tiếp tuyến vuông góc với 

đường thẳng 
1

1
6

y x= − . 

A. 6 5.y x= − − B. 6 15.y x= − + C. 6 10.y x= − + D. 6 1.y x= − +

Câu 59. Cho một chất điểm chuyển động có phương trình là = − + −3 2

( ) 2 2 1S t t t t , (trong đó t tính bằng

s và S tính bằng m). Tính gia tốc a  của chuyển động tại thời điểm 4 .t s=  

A. = 2

40 .a m s B. = 2

12 .a m s C. = 2

44 .a m s D. = 2

4 .a m s

Câu 60. Cho hàm số 

( )
=

− +

y

x x

5
2

1
.

1

Tính ( )2 .y  

A. ( )
15

2 .
234

y = − B. ( )
5

2 .
243

 = −y C. ( )
5

2 .
234

y = D. ( )
1

2 .
234

y = −

Câu 61. Cho hàm số ( ) 20cos3 12cos5 15cos4f x x x x= + − . Tìm nghiệm của phương trình =f x
/

( ) 0.

A. 


 

 =


=  +

x k
k

x k

( ).

2

B. 







=




=  +


k
x

k

x k

4
( ).

2

3
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C. 







=




=  +


k
x

k

x k

2
( ).

2

6

D. 







=




=  +


k
x

k

x k

3

4
( ).

2

4

Câu 62. Cho hàm số 
3 2

2 .
3 2

x x
y x= + − Giải phương trình ( ) 10.y x =  

 A. 3, 3.x x= − =  B. 2, 1.x x= − =  C. 4, 3.x x= − = D. 4, 2.x x= − =

Câu 63. Cho hàm số 2 3 1.y x x= + − Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. 
2

2 3
d d .

3 1

x
y x

x x

+
=

+ −
B. 

2

3
d d .

2 3 1
y x

x x
=

+ −

C. 
2

1
d d .

2 3 1
y x

x x
=

+ −
 D. 

2

2 3
d d .

2 3 1

x
y x

x x

+
=

+ −

Câu 64. Cho hàm số 2( ) cos .f x x x=  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. 
2

.
2 4

f
  

 = − 
 

B. 0.
2

f
 

 = 
 

C. 
2

.
2 2 4

f
   

 = − 
 

D. .
2 4

f
  

 = 
 

Câu 65. Cho hàm số 3 2

5y mx x x= + + − (m là tham số thực). Tìm m để bất phương trình /

y > 0, với mọi 

x . 

A.  2.m B.  −1.m C. 
1

.

3

m D. 
1

.

3

m

Câu 66. Cho hàm số = = −3

( ) 4 ( )y f x x x C . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết hệ số góc 

của tiếp tuyến bằng 3.−  

A. = − +
7

3 .

4

y x B. =  −
7

3 .

4

y x C. =  +
5

3 .

4

y x D. = +
5

3 .

4

y x

Câu 67. Cho hàm số 
3 2

( ) .
3 2

x x
f x x= + + Tìm tập nghiệm S của bất phương trình ( ) 0.f x 

A. ( ; ).S = − +  B. (0; ).S = + C. [ 2;2].S = − D. .S =  

Câu 68. Mệnh đề nào dưới đây sai ? 

A. Đạo hàm của hàm số ( )y f x=  tại điểm 0x được định nghĩa là
0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim .

x x

f x f x
f x

x x→

−
 =

−

B. Nếu hàm số liên tục tại một điểm thì nó có đạo hàm tại điểm đó.

C. Hệ số góc của tiếp tuyến của đường cong ( ) : ( )C y f x=  tại tiếp điểm ( )0 0,M x y là ( ).k f x=

D. Nếu hàm số có đạo hàm tại một điểm thì nó liên tục tại điểm đó.

Câu 69. Cho hàm số = + −
−

x
f x x

x

2
cos

( ) 1

1 sin

. Tính ( ).f 

A. ( ) 2 1.f   = + B. ( ) 1.f  = − C. ( ) 2 .f   = D. ( ) 2 1.f   = −

Câu 70. Biết 

( )

 − + +
= 

− +  − +

/
2

2 2
2

3 5
.

1
1

x ax bx c

x x
x x

 Tính .= −S a bc  

A. 4.S = B. 7.S = C. 3.S = − D. 7.S = −

Câu 71. Biết 

( )
2

2

1 sin 6
.

1 cos 3 1 cos 3
c

a x

x b x

 
= 

+  +

 Tính .S a b c= + +  

A. 5.S = B. 3.S = C. 8.S = D. 6.S =

Câu 72. Biết 
2

2

2
( 2) 1 .

1

ax bx c
x x

x

 + + − + =
  +

 Tính .P abc=  

A. 1.P = − B. 2.P = C. 35.P = D. 4.P = −
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Câu 73. Hàm số nào dưới đây có đạo hàm bằng 
2

1
2 ?x

x
+

A. 
3

2

5 1
.

x x
y

x

+ −
= B. 

3 5 1
.

x x
y

x

+ −
= C. 

3 1
.

x
y

x

+
= D. 

2 2 1
.

x x
y

x

+ −
=

Câu 74. Trong các khẳng định dưới đây, khẳng định nào sai? 

A. ( ) 1C  =  (C là hằng số). B.
2

1 1
, 0.x

x x

 
= −  

 

 C.   
1( ) , , 1.n nx nx n n− =   D. ( ) .kx k =

Câu 75. Cho hàm số ( )
10

2( ) 3 .f x x= − Mệnh đề nào dưới đây sai ? 

A. (1) 10240.f  = − B. (2) 20.f  =  C. ( 1) 10240.f  − = D. ( 2) 40.f  − = −

Câu 76. Cho hàm số 
2 2 5

( ) .
1

x x
f x

x

− +
=

−
 Tính (2).f   

    A. (2) 0.f  =  B. (2) 5.f  = − C. (2) 1.f  = D. (2) 3.f  = −

ĐÁP ÁN 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

B C C D D D B C C D A B B B C D D D C C D A C B A 

26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 

B A A A A C A A A A D A B B D D A B B C A B A A C 

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 

D A C B D B C C C B B C D A C C D B D D C D B A B 

76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 

D 



Tài liệu học tập  Toán 11 GV.  Lư Sĩ Pháp 

 62 
Chương V. Đạo Hàm I Love Math_0916620899_0355334679 

MỘT SỐ ĐỀ ÔN KIỂM TRA 

ĐỀ 1 

I. Phần trắc nghiệm

Câu 1: Tính ( )f x  biết ( )
2

2( ) 2 5f x x= +

A. 2 28 (2 5)x x +  B. 28(2 5)x +  C. 28 (2 5)x x + D. 8x

Câu 2. Phương trình tiếp tuyến của đồ thị ( )C  của hàm số ( )y f x=  tại điểm ( )0 0 0;M x y , với 

( )0 0y f x= có dạng như thế nào?

A. ( ) ( )0 0 0' .y y f x x x− = − . B. ( ) ( )0 0' .y y f x x x− = − . 

C. ( ) ( )0 0 0' .y y f x x x+ = + . D. ( ) ( )0 0 0' .y f x x x y= − − . 

Câu 3. Cho ( ) 2
.cot 3 .cot 3

sin 3

bx
x x a x

x
 = + . Tính ?S a b= +

A. 2S = − . B. 4.S = C. 1.S = D. 3S = − . 

Câu 4. Cho đồ thị (C) của hàm số 3 3x 1y x= − + , tiếp tuyến của (C) song song với đường thẳng

: 9x 2y = +  có phương trình 

A. .9 15, 9x 7y x y= = +− B. 9x9 171, .y x y− = +=

C. 9x9 175, .y x y− = += D. 9 15, 9x 17.y x y− = +=

Câu 5. Tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
3

23 2
3

x
y x= + − có hệ số góc 9,k = −  có phương trình là : 

A. 9 16.y x= − +  B. 9 27.y x= − −  C. 9 11.y x= − − D. 9 43.y x= − +

Câu 6. Cho hàm số ( )
2 2 5

1

x x
f x

x

− +
=

−
. Tập nghiệm của bất phương trình ' 0y   là: 

A. ( )1;3− B. C. 1;3  − D. ( )  1;3 \ 1−

Câu 7. Xét ba câu sau: 

(1) Nếu hàm số ( )f x  có đạo hàm tại điểm 0x x=  thì ( )f x  liên tục tại điểm đó 

(2) Nếu hàm số ( )f x  liên tục tại điểm 0x x=  thì ( )f x  có đạo hàm tại điểm đó 

(3) Nếu ( )f x  gián đoạn tại 0x x=  thì chắc chắn ( )f x  không có đạo hàm tại điểm đó 

Trong ba câu trên: 

A. Cả ba đều đúng. B. Cả ba đều sai.

C. Có một câu đúng và hai câu sai. D. Có hai câu đúng và một câu sai.

Câu 8. Cho hàm số 
2 2 5

( ) .
1

x x
f x

x

− +
=

−
 Tính (2).f 

A. (2) 3.f  = − B. (2) 0.f  = C. (2) 5.f  = − D. (2) 1.f  =

Câu 9. Một chất điểm chuyển động có phương trình 3 3s t t= +  (t tính bằng giây, s tính bằng mét) Tính 

vận tốc của chất điểm tại thời điểm 0 2t =  (giây)? 

A. 7 /m s B. 15 /m s C. 14 /m s D. 12 /m s

Câu 10. Tìm phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
4

1
y

x
=

−
tại điểm có hoành độ 0 1x = − . 

A. 2y x= − + . B. 3y x= − − . C. 2y x= + . D. 1y x= −

II. Phần tự luận

Bài 1: Tính đạo hàm của các hàm số sau:

a) 
4

73 12
4

x
y x x= − + − b) 

2 1

1

x
y

x

+
=

+

Bài 2: Cho hàm số 21 sin .cosy x x= + . Tính .
2

f
 

 
 

Bài 3:  Cho hàm số 3 23 6 1y x x x= + − + có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) ) tại 
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điểm có hoành độ 
0 1x = . 

Bài 4: Cho hàm số 
2 2

1

x
y

x

+
=

−
có đồ thị ( )C . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) biết tiếp tuyến

tạo với hai trục tọa độ lập thành một tam giác cân. 

ĐỀ 2 

I. Phần trắc nghiệm

Câu 1. Cho 
2

1

x
y

x
=

−
. Tập nghiệm của bất phương trình 0y   là 

A. ( )0;2 B. ( ) ( );0 2;−  + C. ( );3− D. ( ) ( );0 3;−  +

Câu 2: Cho ( )2 2sin os sin 2x c x x a b x


− + = + . Khi đó tổng a b+  bằng: 

A. 3. B. 0. C. 5. D. 2.

Câu 3. Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong (C) : 
2 1

1

x
y

x

−
=

+
,biết tiếp tuyến vuông góc với 

đường thẳng d: 3 6 0x y+ − =

A. 3 1, 3 11y x y x= − = + B. 3 1, 3 11y x y x= − = − +

C. 3 1, 3 11y x y x= + = + D. 3 1, 3 11y x y x= − = −

Câu 4. Đạo hàm của hàm số 
1

1

x
y

x

+
=

−
 là: 

A. 
3

.
(1 ) 1

x

x x

−

− −
B. 

3
.

1

x

x

−

−
C. 

3

3
.

2 (1 )

x

x

−

−
D. 

3

3
.

2 (1 )

x

x

−

−

Câu 5. Cho hàm số ( )
2 2 3

2

x x
f x

x

+ −
=

+
. Giá trị ( )1f   bằng: 

A. 
4

.
3

 B. 2.−  C. 4.  D. 
2

.
3

Câu 6. Cho chuyển động thẳng xác định bởi phương trình 3 23 3S t t t= − + , trong đó t được tính bằng

giây và S được tính bằng mét. Vận tốc tại thời điểm ( )1 m/st =  là:

A. ( )2 m/s .  B. ( )1 m/s .  C. ( )6 m/s .  D. ( )4 m/s .  

Câu 7. Giới hạn (nếu tồn tại) nào sau đây dùng để định nghĩa đạo hàm của hàm số ( )y f x=  tại 0x ? 

A. 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x →

+  −


. B. 0

00

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x→

−

−
. 

C. 0

0
0

( ) ( )
lim
x

f x f x

x x→

−

−
. D. 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x →

+  −


. 

Câu 8. Trong các khẳng định dưới đây, khẳng định nào sai ? 

A. ( ) .kx k = B. 
1( ) , , 1.n nx nx n n− =  

C. ( ) 1.Cx  = (C là hằng số). D. 
2

1 1
, 0.x

x x

 
= −  

 

Câu 9. Cho hàm số 2( ) 2 3 ( )y f x x x C= = − + . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có 

hoành độ 0 1.x = −

A. 4 2.y x= − − B. 4 2.y x= − + C. 4 2.y x= + D. 4 6.y x= − +

Câu 10. Cho hàm số 2 2 1y x x= + + khi đó phương trình tiếp tuyến tại điểm có tung độ bằng  4 là 

A. 4 8 0.x y+ + = B. 4 8 0.x y+ − = C. 4 8 0.x y+ + = D. 4 3 8 0.x y+ + =

II. Phần tự luận
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Bài 1: (2,5đ)  Tính đạo hàm của các hàm số sau: 

a)  
3

6 4 10.
3

x
y x x= − + + b) ( )( )22 1 8y x x x= − + +

Bài 2: Cho hàm số 21 cos .siny x x= + . Tính ( ).f   

Bài 3: Cho hàm số 3 23 2y x x x= − +  có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm 

có hoành độ 
0 1x = − . 

Bài 4: Cho hàm số 
2

2 3

x
y

x

+
=

+
có đồ thị ( )C . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) biết tiếp tuyến

tạo với hai trục tọa độ lập thành một tam giác cân. 

ĐỀ 3 

I. Phần trắc nghiệm

Câu 1: Cho hàm số =y x x , với x 0. Tính .y

A.  =
x

y

x

. B.  =y x
3
.

2

C.  = +y

x

1
1 .

2

D.  =y x
3
.

2

Câu 2: Biết 

( )

 − + +
= 

− +  − +

/
2

2 2
2

3 5
.

1
1

x ax bx c

x x
x x

 Tính .S ac b= +

A. 16.S = B. 10.S = − C. 16.S = − D. 5.S =

Câu 3: Cho 3 2

( ) 2; ( ) 3 2f x x x g x x x= + − = + + . Giải bất phương trình  f x g x( ) ( ).  

A. ( ;0 .x − B.  −  +x ( ;0) (2; ).

C.  )2; .x + D. ( )0;2 .x

Câu 4: Cho hàm số = = − +y f x x x C
2

( ) 2 3( ) . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có

hoành độ = −x
0
1.  

A. = −y x 5. B. = − +y x4 2. C. = +y x 7. D. = −y x 7.

Câu 5: Biết ( )cos3 3sin 2 cos3 cos .x x a x b x c+ + = + +  Tính ( ) .
c

P ab=

A. = 9.P B. =
1
.

27

P C. = 81.P D. =1.P

Câu 6: Trong các khẳng định dưới đây, khẳng định nào sai? 

A. 
2

1 1
, 0.x

x x

 
= −  

 
B. 1( ) , , 1.n nx nx n n− =  

C. ( ) 1C  = (C là hằng số). D. ( ) .kx k =

Câu 7: Cho hàm số 
1

( )

1

x
f x

x

+
=

−
  và điểm 

0
0x = . Gọi 

0x
x x = − gọi là số gia của đối số tại 

0
x và 

 = + −y f x x f x
0 0
( ) ( ) gọi là số gia tương ứng của hàm số. Tính 

 →

+  −

x

f x x f x

x

0 0

0

( ) ( )

lim .

A. 
 →

+  −
= −

x

f x x f x

x

0 0

0

( ) ( )

lim 2. B. 
 →

+  −
= −

x

f x x f x

x

0 0

0

( ) ( )

lim 1.

C. 
 →

+  −
=

x

f x x f x

x

0 0

0

( ) ( )

lim 1. D. 
 →

+  −
=

x

f x x f x

x

0 0

0

( ) ( )

lim 2.

Câu 8: Cho hàm số 3 2

5y mx x x= + + − (m là tham số thực). Tìm m để phương trình  /

y = 0 có hai 

nghiệm trái dấu. 

A.  0.m B.  0.m C.  −4.m D. 1.m
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Câu 9: Cho một chất điểm chuyển động có phương trình là = − + −3 2

( ) 2 2 1S t t t t , (trong đó t tính bằng s 

và S tính bằng m). Tính gia tốc a  của chuyển động tại thời điểm 4 .t s=  

A. = 2

44 .a m s B. = 2

4 .a m s C. = 2

40 .a m s D. = 2

12 .a m s

Câu 10: Cho hàm số = = −4 2
1

( ) 2 ( )

4

y f x x x C . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết hệ số 

góc của tiếp tuyến bằng 1.−  

A. =  +
5

3 .

4

y x B. = +
5

3 .

4

y x C. = − +
7

3 .

4

y x D. =  −
7

3 .

4

y x

II. Phần tự luận 

Bài 1. Tính đạo hàm của hàm số ( ) ( )
2

1 2 1y x x= − +

Bài 2. Cho hàm số = = − +2

( ) 1 sin6 .cos6y f x x x x . Tính '
12

f
 

− 
 

Bài 3. Cho hai hàm số 
4

2
9

2

4 4

x
y x= − − có đồ thị là ( )C . Viết phương trình tiếp tuyến của ( )C  tại các

giao điểm của nó với trục Ox. 

Bài 4. Cho hàm số 
2 1

2

x
y

x

+
=

−
có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết rằng tiếp 

tuyến song song với đường thẳng 5 1 0x y+ + = . 

ĐỀ 4 

I. Phần trắc nghiệm

Câu 1: Biết ( )sin 2 2cos 1 cos 2 sin .x x a x b x c+ + = + +  Tính ( ) .
c

P ab=

A. = 32.P B. =16.P C. = 4.P D. =1.P

Câu 2: Cho một chất điểm chuyển động có phương trình là = − + −3 2

( ) 2 2 1S t t t t , (trong đó t tính bằng s 

và S tính bằng m). Tính vận tốc V của chuyển động tại thời điểm mà gia tốc bằng 0 ( )2m s

A. = 2

5 .V m s B. = 2
1

.

2

V m s C. = 2
1

.

3

V m s D. = 2

10 .V m s

Câu 3: Biết 

( )

 − + +
= 

− +  − +

/
2

2 2
2

3 5
.

1
1

x ax bx c

x x
x x

 Tính .S a bc= +  

A. 7.S =  B. 7.S = −  C. 4.S = D. 3.S = −

Câu 4: Trong các khẳng định dưới đây, khẳng định nào sai? 

A. ( ) ( )
1
, , 1.

n n
ax b na ax b n n

−
+ = +   B. ( )10 910 .kx kx


=

C. 
2

, 0.
a a

x
x x

 
= −  

 
D. ( ) 1C x C+ = + (C là hằng số).

Câu 5: Cho 
3

60 64
( ) 3 5f x x

x x

= + − + . Giải phương trình =/

( ) 0.f x

A.    2; 3 .x B.   2;4 .x C.    4; 1 .x D.    2; 4 .x

Câu 6: Cho hàm số = ,
x

y

x

với x 0.  Tính .y  

A.  =
1
.

2

y

x

B.  =
1
.

2

y x C.  =
2
.

3

y x D.  =1.y
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Câu 7: Cho hàm số 2

( ) 2 3y f x x x= = − + . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có tung 

độ bằng 3. 

A. = +10 17.y x B. = +10 7.y x C. = + 7.y x D. = +1.y x

Câu 8: Viết phương trình tiếp tuyến của đường hypebol 
1

y

x

=  tại điểm có hoành độ bằng 1.−  

A. 1.y x= − − B. 2.y x= − −  C. 2.y x= +  D. .y x= −

Câu 9: Cho hàm số 3 2

5y mx x x= + + − (m là tham số thực). Tìm m để bất phương trình  /

y > 0, với mọi 

x . 

A. 
1
.

3

m B. 
1
.

3

m C.  −1.m D.  2.m

Câu 10: Cho hàm số ( ) 2 1f x x= − và điểm 
0
5x = . Gọi 

0x
x x = − gọi là số gia của đối số tại 

0
x và 

 = + −y f x x f x
0 0
( ) ( ) gọi là số gia tương ứng của hàm số. Tính 

 →

+  −

x

f x x f x

x

0 0

0

( ) ( )

lim .

A. 
 →

+  −
=



0 0

0

( ) ( ) 1
lim .

6x

f x x f x

x

B. 
 →

+  −
=



0 0

0

( ) ( )

lim 3.
x

f x x f x

x

C. 
 →

+  −
=



0 0

0

( ) ( ) 1
lim .

3x

f x x f x

x

D. 
 →

+  −
=



0 0

0

( ) ( )

lim 6.
x

f x x f x

x

II. Phần tự luận

Bài 1. Tính đạo hàm của hàm số ( )= + +4 2

4 2 3 1y x x x

Bài 2. Cho hàm số = −
+

2
1 sin

( )

2 1 cos

x
f x x

x

. Tính /

2

f
 
 
 

Bài 3. Cho hai hàm số 
3 2

1
2 3 1

3

y x x x= − + − + có đồ thị là (C). Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại 

các giao điểm của nó với trục tung. 

Bài 4. Cho
2 1

( ) :

1

x
C y

x

+
=

−
.Viết phương trình tiếp tuyến ( ) của (C) biết ( ) vuông góc với /

( ) có 

phương trình 3 5 0x y− + = . 

ĐỀ 5 

I. Phần trắc nghiệm

Câu 1: Tiếp tuyến của đồ thi hàm số 
3

23 2
3

x
y x= + − có hệ số góc 9k = − , có phương trình là

A. ( )16 9 3y x− = − + . B. ( )16 9 3y x+ = − + . 

C. ( )16 9 3y x+ = − − . D. ( )16 9 3y x− = − − . 

Câu 2: Cho ( ) ( ),u u x v v x= = , *n , k là hằng số. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai?

A. ( ) 1

2
x

x


= . B. ( ) ' 'u v u v =  . C. ( ) 1.n nu n u −

= . D. ( ).k x k = . 

Câu 3: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị ( )C của hàm số ( )y f x= tại điểm ( )0 0 0;M x y , với 

( )0 0y f x= có dạng là 

A. ( ) ( )0 0' .y y f x x x− = − . B. ( ) ( )0 0 0' .y y f x x x− = − . 

C. ( ) ( )0 0 0' .y f x x x y= − − . D. ( ) ( )0 0 0' .y y f x x x+ = + . 

Câu 4: Cho ( )4 3 2 1
2 1

mx n
x x

x

+ − + =
  +

. Tính A m n= − ? 
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A. 11A = . B. 13A = . C. 9A= . D. 7A = . 

Câu 5: Tìm đạo hàm của hàm số 2017 2
2018y x

x
= − + ? 

A. 
2017

2

2
' 2016y x

x
= + . B. 

2016

2

1
' 2017y x

x
= + + .

C. 
2016

2

2
' 2017y x

x
= − . D. 

2016

2

2
' 2017y x

x
= +  . 

Câu 6: Cho ( ) 2
cos 2 tan 3 sin 2

cos 3

b
x x a x

x
− = + . Tính S a b= − ?

A. 5S = − . B. 1S = − . C. 1S = . D. 5S = . 

Câu 7: Tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
4

1
y

x
=

−
tại điểm có hoành độ 0 1x = − có phương trình là 

A. 3y x= − − . B. 1y x= − . C. 2y x= + . D. 2y x= − + . 

Câu 8: Một vật rơi tự do theo phương trình 21
  ( ), 

2
S gt m= với ( )29,8 /g m s= . Vận tốc tức thời của vật 

tại thời điểm ( )5t s= là 

A. ( ).122,5 /m s B. ( )29,5 ./m s C. ( )10 ./m s D. ( )49 ./m s

Câu 9: Cho ( )
3 2

3 2

x x
f x x= + + . Tập nghiệm của bất phương trình ( ) 0f x  là 

A.  .2;2− B. . C. ( )0; .+ D. .

Câu 10: Cho hàm số ( ) 2sin sin 2f x x x= − . Giải phương trình '( ) 0f x =  có nghiệm là 

A. 2 ,
2

x k k


= +  . B. ,
4 2

k
x k

 
= +  . 

C. 
2

,
3

k
x k


=  . D. 2 ,x k k=  . 

II. Phần tự luận

Bài 1. Tìm đạo hàm của hàm số ( ) 1
1 1y x

x

 
= + − 

 
. 

Bài 2. Tính giá trị đạo hàm của hàm số 
2tan

sin 2

x
y

x
=  tại 

3
x


= . 

Bài 3. Lập phương trình tiếp tuyến của đồ thi hàm số 
2 3 1

2 1

x x
y

x

− +
=

−
 tại giao điểm của đồ thị hàm số với 

trục tung . 

Bài 4. Lập phương trình tiếp tuyến của đường cong 3 23 2y x x= − + vuông góc với đường thẳng 

3 9 0x y− − = . 

ĐỀ 6 

I. Phần trắc nghiệm

Câu 1: Tìm đạo hàm của hàm số 5 3y x x= + − ? 

A. 
4 1

' 5
2

y x
x

= − . B. 
4 1

' 5 3
2

y x
x

= + − . 

C. 
4 1

' 5
2

y x
x

= +  . D. 
5 1

' 4
2

y x
x

= + . 

Câu 2: Cho hàm số 
2 1

,( )
1

x
y C

x

+
=

−
. Phương trình tiếp tuyến của ( )C  tại điểm có tung độ bằng 5 là
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A. 3 1y x= − − . B. 3 11y x= − + . C. 3 1y x= − + . D. 3 1y x= + . 

Câu 3: Cho ( ) ( ),u u x v v x= = , *n . Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 

A. ( ) '

2

u
u

u


= . B. ( ). '. 'u v u v = . C. ( ) 1.n nx n x −

= . D. 
2

1 1

x x

 − 
= 

 
. 

Câu 4: Cho ( ) 2

sin 3
sin 3 .cot cos3 .cot

sin

b x
x x a x x

x
 = + . Tính .P a b= ? 

A. 3P = . B. 2P = − . C. 2P = . D. 3P = − . 

Câu 5: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 

A. Hệ số góc của tiếp tuyến của đường cong ( )y f x=  tại tiếp điểm ( )( )0 0 0;M x f x là ( )0'f x . 

B. ( )
( ) ( )

0

0

0

0

' lim
x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−

C. Nếu một hàm số có đạo hàm tại một điểm thì nó liên tục tại điểm đó.

D. Nếu một hàm số liên tục tại một điểm thì nó có đạo hàm tại điểm đó.

Câu 6: Cho hàm số ( ) sin cos 2f x x x x= + − . Giải phương trình '( ) 0f x = có nghiệm là 

A. 2 ,
4

x k k


= − +  . B. 
2

,
3

x k k


= +  . 

C. ,
4

k
x k


=  . D. 2 ,

3
x k k


=  +  . 

Câu 7: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
1

1

x
y

x

+
=

−
 tại điểm có hoành độ bằng 2 là 

A. 2 7y x= − + . B. 2 1y x= − . C. 
1

4
2

y x= + . D. 2 1y x= − + . 

Câu 8: Cho 
( )

3 2

4 1 4 1 4 1

x ax b

x x x

− − 
= 

− − − 
. Tính 

a
E

b
= ? 

A. 4E = . B. 1E = − . C. 16E = − . D. 4E = − . 

Câu 9: Cho chuyển động được xác định bởi phương trình 3 22 3 5S t t t= + + , trong đó t được tính bằng 

giây và S được tính bằng mét. Vận  tốc của chuyển động khi ( )2t s= là 

A. ( )41 / .m s B. ( )36 / .m s C. ( )20 / .m s D. ( )24 / .m s

Câu 10: Cho hàm số ( ) 3 23 2f x x x= − + . Tập nghiệm của bất phương trình ( ) 0f x  là 

A. ( )2;+ . B. ( )0;2 .  C. ( ) ( );0 2;−  + . D. ( );0−

II. Phần tự luận

Bài 1. Tìm đạo hàm của hàm số 
2 3

3 2

x
y

x

−
=

−
. 

Bài 2. Tính giá trị đạo hàm của hàm số 2cot 3 .cosy x x= tại 
4

x


= . 

Bài 3. Lập phương trình tiếp tuyến của đồ thị (H): 
1

2

x
y

x

−
=

+
 tại giao điểm của (H) và trục hoành. 

Bài 4. Lập phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 3 2y x= − song song với đường thẳng 

3 2 1 0x y− + = . 




