Tai ligu 6n thi THPT Qudc Gia mén Todn

Chuyéen de T ] BAT PANG THUC, CUC TRI HAM NHIEU BIEN
Bai 1. CAC BAT PANG THUC THUONG PUOC SU DUNG
KN

® Bit dang thirc Cauchy (AM - GM)
e Va,b>0, thi: [a+b>2Jab| Dau "=" xay ra khi va chi khi: a=».

e Va,b, c=0, thi: |a+b+c23.\3/a.b.c|. Dédu "=" xay ra khi va chikhi: a=b=c.

2 3
Nhiéu truong hop danh gia dang;: \/a_:%bca.bs[a;bj va a.b.cS[aJrngcj .

@ B4t ding thitc Cauchy — Schwarz (Bunhiaxcopki)

e Va, b x, yeR, thi: |(ax+by)’ <(a° +b*)(x* +y*)|. Ddu "=" xay ra khi va chi khi: 322.
Xy
e Va,bc x y zeR, thi: (ax+by+cz) <@ +b> +7)(x* +y* +2%)|
D&du "=" xay ra khi va chi khi: E:E:E'
Xy z

Nhiéu truong hop danh gia dang;: |a.x + b.y| < \/(a2 +0°)(x* + 7).

Hé qua. Néu a, b, ¢ 1a cacs6 thucva x, y, z la cdc s6 duong thi:

2 2 2 2 2 2 2
a_+b_2M V‘a a_+b_+c_zw
Xy x+y X Yy z X+y+z
® Bat ding thirc vécto

Xét cac vécto: u = (a;D), v= (x;y) . Ta ludn co: ‘Zl‘ + ‘v‘ > ‘;t + 5‘

: bat dang thic cong mau s6.

N +\/x2 +y° 2\/(a+x)2 +(b+y)*| D&u "=" xay ra khi va chi khi u va v cling huéng,.

@ Mot s6 bién d6i hing ding thirc thuong gip
o X+y’=(x+y)’ -3xy(x+y). o X +yt+z8 =(x+y+2z)’ —2(xy+ yz +zx).

o X+y+2 =(x+y+2)° -3(x+y)(y+2)(z+x).

o X+y’+72° =3xyz+(x+y+z)[x2 +y’+2° —(xy+yz+zx)].

e (a—b)(b—c)c—a)=ab’ +bc’ +ca’ —(a’b+b’c+c’a).

o (a+b)(b+c)c+a)=(a+b+c)(ab+bc+ca)—abc.

2(a’ +b° +c*)—6abc
a+b+c

(a=b)? +(b-c)* +(c—a)* =2(a* +b* +c* —ab—bc—ca) =

(a=b)’+(b—c)’ +(c—a)’ =3(a-b)(b—c)(c—a).
_ _ 2 _ 2 2
20L+B({1+b)2 +—2a B(a—b)2 va ab= (@-by —@+b7),
4 2 2
® Mot s6 danh gia co ban va bat ding thitc phu
Cac danh gia co ban thwong duoc st dung (khong can chiing minh lai)

a.(a’ +b°)+B.ab=

suy ra

V220 —0 s x4yt +2° > a0y + yz + zx.

suy ra

Vx; v, 220 —— (x +y)(y +z)(z +x) = 8xyz.

ST

suy ra

Vo zeR —"s 3(x* +y* +2°) 2 (x+y + 2)°.

0

suy ra

Vo yz>0 —s (x+y+2)(x° +y° +27) 23Xy +y'z + 2°x).

A

suy ra

e. Vx; 1220 —" (x+y+2z) 23(xy +yz + zx).
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f. Vxp 220 —" Py +y°2 +22%° 2 xyz(x + Yy + 2).
suy ra

g Vxy 220 —" (xy+yz+2zx)* = 3xyz(x +y +2).
h. Vx; y; zeR —" 3(x°y* +y°z° +2°x%) 2 (xy + yz + zx)°.
i VxyzeR "> (x+y+z)(xy+yz+zx)£§(x+y)(y+z)(z+x).
Cac bat déng thitc phu thuwong dwoc stt dung (chiing minh lai khi ap dung)
o Vxy20 s x40 Zi(x+y)3.

1 12 w1 1 2

+ > va Vaxy<1 < .
1+x* 1+y* l+xy Y

k. Vay>1 —Z + <
Y 1+x* 1+y* T+uy

Suyl'ﬁ:VXyZl suy ra 1 + 1 > 2 V‘a vxygl suy ra 1 " 1 < 2 )
l+x 1+y 1+\/E 1+x 1+y 1+\/E
L Vx,yzl suy ra 1 I 1 2 1 .
(1+x)2 (1+y)2 1+xy
1 1 2

.V x; 0;1 sy < .
m- vy <[01] \/1+x2+\/1+y2<\/1+xy

2
>
n v {x,y_O ST [1—1j(1—1j2( 2 —1} :
x+y>1 x Yy x+y

Chitng minh cac danh gia co ban

suy ra

a. Chitng minh: V x; y; 2>0 —" x* +* +2° > xy + yz + zx.

x* +y? > 2x%y? =2xy
@

Ap dung BDT Cauchy: {y* +2° >2\y’z* =2yz = x> +y* +2° >xy+yz+zx. Ddu "=" khi x=y =z

22 +x2 > 24z =22x

suy ra

b. Chitng minh: V x; y; z>0 —"— (x+y)(y + z)(z + x) > 8xyz.

x+y22\/5

nhdn

Ap dung BDT Cauchy {y+z> 2\/; =(x+y)(y+2)(z+x)2/x*y’z> =8xyz. Ddu "=" khi x=y ==z

z+x22\/;

suy ra

c. Ching minh: V x; y; ze R —" 3(x* +y* +2°) 2 (x + y + 2)°.
Ap dung BDT Cauchy — Schwarz dang cong mau s6, ta duwoc:
x2 +y2 +22 :_2+y_2+i>M

1 1 1 3
suy ra

d. Chitng minh: V x; y; z>0 —"— (x+y+z)(x” +y° +2°) 2 3(x*y + y’z + 2°x).

=3 +y +2°)2(x+y+z)’. DAdu"="khi x=y =z

Tacod: (x+y+2)0C+y° +2°)=(x" +xy*) +(y° +y2°) + (2° + z¢*) + Xy + Y’z + 2°x

Ap dung BDT Cauchy cho timng dau (...) ta dugc:

(x+y+2)(F +y* +2°) 22Xy + 2z + 2 x + Xy + Y’z + 2°x = 3(x’y + Y’z + z°x). D&u "=" khi x=y=z.
e. Chitng minh: V x; y; 2>0 —" (x+y+2z)* > 3(xy + yz + zx).

Tacéd: (x+y+z)° =x" +y* +2° +2(xy + yz +2x) > 3(xy + yz+zx). DAu "=" khi x=y ==z
f. Chitng minh: V x; y; 2>0 —" x*y* + y*z> + 2°x* 2 xyz(x + y + 2).

Dit: a=xy; b=yz; c=zx thi bdt ddng thitc can chiing minh tuong duong voi:

@* +b* +c* > ab+be + ca : ludn ding theo bat dang thitc Cauchy (BDT a.)
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Dé’udéngtht’rckhi x=y=z hoac y=z=0 hodc x=y=0 hodc z=x=0.

suy ra

g. Chtng minh: V x; y; z>0 —"— (xy +yz +2zx)* 2 3xyz(x + y + 2).
Dit: a=xy; b=yz; c=zx thi bdt ddng thitc can chiing minh tuong duong voi:
(a+Db+c)’ > 3(ab+bc+ ca) : ludén ding theo BDT e.
Dau dang thitc khi x =y =z hodc y=2z=0 hodc x=y=0 hodc z=x=0.

h. Chitng minh: V x; y; ze R —“"— 3(x*y* + y°z° + z°x°) > (xy + yz + zx)*.

2 2 2 | Cauchy—Schwarz
X Z
() (yz)”  (2x) >

Ta cd: 3(x*y* +y°z> +2°x%)=3- n . n > (xy+yz+zx)

Déu déang thtrc xay rakhi x =y = z.

suy ra

i. Chitngminh: Vx; y; ze R —"— (x+y+2z)(xy+yz+zx)< %(x +y)y+z)(z+x).
Cauchy
Taco: (x+y)(y+z)(z+x) = 2@\/]/72\/5 =8xyz.
Mat khac: (x+y +z)(xy + yz +zx) = xyz + (x + y)(y + 2)(z + x). Suy ra:

(x+y+z)(xy+yz+zx)< (% + 1j(x +y)y+z)(z+x)= %(x + 1Y)y + z)(z +x).

Déu déang thtec xay ra khi: x =y =z.
Chitng minh cic bat ding thirc phu

suy ra

j. Chtng minh: V x; y >0 —2" x° +1° Zi(x+y)3.

Cauchy 2 3
Tacéd: x> +y° =(x+y)’ +3xy(x+y) > (x+y)’ +3.[x42r_yj .(x+y):%- Ddu "=" khi x=y.

suy ra 12+ 122 2 va Vay <l —% 12+ 12S .
I+x° 1+y" l+xy Lext d+y 1ty

Chtng minh: Vxy>1= 12+ 122 2 (1)
1+x° 1+y~ T+ay

k. Ching mnh: V xy >1

B4t dang thic (1) tuong duong véi: LN S ) S
1+x> 1+xy) (1+y* T+uy

o =X wy-y o xXy-x) Y-y
A+x)(1+xy) A+y)(A+xy) A+ +xy) (A+y°)A+xy)
_X(1+y*) -y +x) >0 (y—x) —EZVHWO-D) g
1+ 1+ y>)(1+xy) A+ +y>)(A+xy)
(y—x)*(xy—1)
1+ xz)(l + yz)(l +xy)

< (y-x)

>0:dung Vxy>1. Dau "=" khi x =y hodc xy=1.

1 2
<

Chting minh: Vxy<1= + <
& Y 1+x* 1+y* l+xy

(2)

Ta lam tuong tu va ddu dang thiec xay ra khi va chi khi x =y hodc xy =1.

Suy ra: Vay>1= L LS va Vxy<l= L LI

2 2
+ > + < .
1+x 1+y 1+\/E 1+x 1+y 1+\/@

M6 rong: V x; y; z>1 thi >+ 12+ 122 3 3)
1+x° 1+y~ 1+z° l+xyz

Chting minh: Ghép tung cdp xoay vong, cong lai. Ddu " ="khi va chikhi: x=y=z=1.
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suy ra 1 1 1
(1+x)2 (1+y)2 1+xy

I. Ching minh: V x;y>1

. 1 1 1 1 2 1
Ta co: + > & - + — >0
(1+x)> (1+y)* l+xy 1+x 1+y I+x)(1+y) 1+xy
(yzx) - I+xy—x-y S0 e (y2x) - (x-I)(y-1) S
1+x)"A+y)" I+ +y)(1+xy) (I+x)1+y) (A+0)0+y)(d+xy)
Déu déang thtec xay ra khi va chikhi x=y=1.
1 1 2
+ < :
J1+ \/1+y2 J1+xy

Cauchy—Schwarz
Ta cé: 1. ! +1. ! < NP1 1 —+ 1 - (1)
J1+ \/1+y2 L+x T+y
1

0:dung vx,y>1.

m. Ching minh: Vx; y 5[0;1] suyra_

Mat khac Vx,y € (0;1), thi 1 =+ - < 2 (2)
1+x° 1+y~ T+ay
— 2 _ 2
That vay: (2) < L - 1 + 1 —— 1 <0 xz d + xz y <0
1+x° I+xy 1+y~ 1+xy A+x)A+xy) (A+y°)A+xy)

My-x) . y-y) o (=01 <0: dung Yy <1
A+x)(1+xy) A+y)(A+xy) A+x)A+y)A+xy) T

\/ 1 2+\/ ! 23\/12 ,Vx;ye[O;l]. Dﬁfudéngtht’rcxéyralmi:xzy.
1+x 1+y +xy

2

>
n. Chitng minh: Vv {x,y_o _suyra [1_1j(1_1j2( 2 _1j .
x+y>1 x y

1 1 1_ 4 4 1 4 1.1 4 (x-y)’ | (-y)

Tt (1), (2), suy ra:

Taco: BDT & ——-———2 ~— & —— —>—+—— —>
xy x y (x+y)y x+y xy (x+y) X Yy x+y xy(x +v) xy(x+v)

< (x-y)’(1-x-y)=0: dng véimoi x+y <1 vadau "=" khi va chi khi: x=y.

§2. BAT DPANG THUC VA CUC TRI CUA HAM HAI BIEN SO

IAGAGA
I. Bai todn hai bién c6 tinh ddi xitng

VD1. (CP -2008) Chohaisd x, y thoa man diéu kién: x* +y* =2. Tim gia tri I6én nhat va gid tri nho
minP =-7khi x=y=-1

nhét ctia biéu thiee: P =2(x° +°) - 3xy. bs: 13 1+3 173
maxP=—khi x=——; y=
2 2 2
VD 2. Cho hai s6 thuc duong x, y thay déi thoa man diéu kién: x+ y+1=23xy. Tim gi4 tri I6n nhat
, 3 .
cua biéu thixc: P = 3 7 —iz—iz- DS: maxP=1 khi x=y=1.

+
y(x+1) x(y+1) x y
VD3. (D-2009) Cho x, y>0 théoa man diéu kién: x+y=1. Tim gia tri I6n nhat va gia tri nho nhat

243 233

4
1
2

min P ——191 khi x
ctia biéu thite: P = (4x* +3y)(4y* +3x)+ 25xy.  DS: 16
25 .

maxPz? khix=y=
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VD 4. Cho cdcsd thuc x, y thoa: \/2x—3+\/2y+3 =x+y. Tim gia tri lon nhat va gid tri nho nhat cta:
minP=2+8Y5 khix=2; y=—>
P=85-x-y+x*+y* +2(x+1)(y +1). DS: 2 2

. 7 1
maxP=34kh1x:E; y:E

VD5. Cho x, y la céc s8 thuc dwong thoa man diéu kién: 2x* +2y* —xy =1. Tim gia tri 16n nhat va
rninP:§ khixziﬁ; yziﬁ

giad tri nho nhat ctia: P=7(x" +y*) + 4x%y°. bS: 25 5 5 0

33

6. Cho x, y 1a cac s6 thuc thoa man diéu kién: x* —xy +y*> =1. Tim gi4 tri 16n nha't va gia tri nho

maxP—S—khlxy 7 B T

4 4
nhat cua biéu thirc: P = x2+—y2+1 PS: minP = 1L va maxP =6 —2+6.
x +y +1 15
VD 7. (B-2011) Cho 4, b>0 thay d6i thoa man diéu kién: 2(a* +b*) +ab=(a+b)(ab+2). Tim gid tri
3 3 2 2 2 b 1
nho nhat cta: P =4 a_+b_ -9 a_+b_ : bs: mmP———kh =
oo v oa a=1,b=2
VD 8. (HSG -Ha Tinh - 2014) Cho cac s6 thuc duong x, y thoa: x+y+2= 3( J Hay tim
2 2 — 3
gia tri nho nhét cta: P =(x—y)’ x_4 +y—4 3 DS: minP = 2% khi hoéc §
X xy 81 y=3 y=1

II. Bai toin hai bién c6 tinh dang cip

VD 9. Cho cac sd thuc duong x va y thay d6i va thoa man diéu kién: x* +y* # 0. Tim gi4 tri 16n nhat
va gid tri nho nhét caa: P = ) _ .

min P =-0,5 khix=-y#0

VD 10. (B —2008) Cho hai s6 thuc x va y thay doi thoa man hé thire: x* +y* =1. Tim gia tri lon nhat

x =3y

¥ +y’ =1

2xy+vy° S. maxP=1khix=0; yeR’
3%+ 2y + 1 DS

. 2(x* +6
va gia tri nho nhat ctia: P = 2 v 6ay) DS: maxP =3 khi {

1+2xy +2y°
VD 11. Cho céc s6 thuc x va y thay d6i théa man diéu kién: 4x” +2xy + y* = 3. Tim gia tri 1én nhat va

gia tri nho nhat ctia biéu thire: P=x +2xy—y°>. DS: minP =-2 va maxP=—

VD 12. (D - 2013) Cho cac s0 thuc duong x va y thay doi thoa diéu kién: xy <y-1. Hay tim gia tri

Ty _ Xy bs: maxP=£+l khi x =

. : l;y=2.
JX—xy+3y*  6(x+y) 3 30 2

VD 13. Cho x va y la céc s thuc duong thda: 2y*(11x* +1)=8x* + 6y* +1. Hay tim gia tri nho nhat

2
cua biéu thtee: P = al : bS: minP —Q khi x 1 Y
(F + )y + 42 +y7) > 2
xy +4x" +9x%y

x* +8y°

16n nhéat cha: P =

1.

VD 14. Cho x va y la cac s6 thuc dwong. Tim gid tri 16n nhat cua biéu thirc: P =

32

DS: maxPzT khi x=6v2 va y=1

VD 15. Cho hai s6 thuc duong x va y thay d6i thoa man diéu kién: x+y <2. Hay tim gia tri 16n nhat

ctia bi€u thitrc: P=7(x +2y)—4yx* +2xy+8y>.  DS: maxP =8 khi ng; yzé'
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III. Bai toan c6 hai bién ma cin danh gia trudc, roéi dit 4n phu sau

VD 16. (D -2012) Cho céc s6 thiee dwong x va y thoa: (x—4)* +(y—4)* +2xy < 32. Hay tim gid tri nho
17 —45@ Chi vy 1+4x@ '

nhédtcta: P=x"+y° +3(xy - 1)(x +y - 2). DS: minP =

VD 17. Cho hai s0 thyc x va y thay d6i théa man diéu kién: x, y > 1. Hay tim gia tri 16n nhat ctia biéu

3,.3 .2 2
thfrc:P:x(Wl)(x 1)” : DS: minP =8 khi x=y=2.
x=1)(y-

VD 18. Cho hai s6 thuc duong x va y thay doi thdéa man diéu kién: xy <4. Hay tim gia tri nho nhat

ctia biéu thikc: P = % + % + 3

oyt (x-yy
VD 19. Cho hai s6 thuc dwong a, b khac nhau va thoa man diéu kién: a*> +2b=12. Tim gid tri nho nhat

cﬁabiéhthﬁ’c:Pz%+i4+ 5 =
a b* 8(a-D)

DS: minP:% khi x=5+1, y=/5%1.

bs: mianZ khi a=2; b=4.

VD 20. (B-2006) Cho x, y€R. Tim gia tri nho nhat: Pz\/x2+y2—2x+1+\/x2+y2+2x+1+|y—2|.

PS: minP =2 ++/3 khi x=0, yzg.
VD 21. Cho hai s thuc duong x va y thay ddi thoa: x; y Sg va 6xy=x-+y. Tim gid tri nho nhét cua

3x+1 3y+

biéu thitc: P=———+—
9y +1 9x" +

1
4 (3x )3y +). PS: minP:% khi x:y:%~
VD 22. Cho céc s6 duong x va y thay ddi thoa man diéu kién: x +y+xy =3. Tim gia tri nho nhat ctia

3 3
bicu thic: P=4.(“1j +4.[y+1j +¥ +y>. DS: minP=64+2 khi x=y=1.
y

X

VD 23. (D - 2014) Cho hai s6 thuc dwong thay doi x va y thoa: 1<x; y <2. Tim gia tri nho nhét cua:

2 2
A PS: minP =7 khi x=1, y=2.
x+3y+5 y +3x+5 4(x+y-1) 8

VD 24. Cho céc s6 thuc duong x va y thay d6i thoa man diéu kién: 2x* +2y* +1/xy =5. Tim gia tri
3 3 4

16n nhatcua: P = ~+ - .
1+x° 1+y~ 1+2xy

bs: maxng khi x:y:l.
15 2

VD 25. Cho a, b>0, thoa: 2ab+2=a* +16b* + L Tim gid tri 16n nhat: P = 2 + 2 3 ?
2ab 1+a® 1+4b* 1+4ab
VD 26. Cho céc s6 thue duong x va y thay d6i thoa diéu kién: x* +y* +4=6/xy. Tim gi4 tri nhd nhat

1 1 3-2xy
+ + :
1+2x 1+2y 5-x"-y°

cua biéu thtee: P = bS: minP=1 khi x=y=1.

VD 27. Cho x, y>0 théa man: x, y€(0;1) va (x’ +y°)(x+y)—xy(x —1)(y —1) =0. Tim gi4 tri lén nhat

caa: P=

1 1 2 6 1... 1
+ +xy—(x+y)". bS: maxP=——=—+— khi x=y=—-
Vit 1+ Jio 9 3
VD 28. Cho hai s8 thuc duong a va b thay doi thoa diéu kién: a* +b* +a+b=4. Tim gia tri nho nhét
2 2
v rl bxly, avb ps: minP 4+ 2% ki ap-1.
a~+a b°+b l(a+b)* +1 5

VD 29. Cho hai s6 thuc duong a va b thay ddi thoa diéu kién: a* +b* +4 = % Hay tim gia tri nho
a

caa: P= 2(

a+1 b+1 \/%

nhitcaa: P= + - .
2a+1 2b+1 a*>+b*-1

bsS: mian% khia=b=1.
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BT1.

BT 2.

BT 3.

BT 4.

BT 5.

BT 6.

BT 7.

BT 8.

BT9.

BT 10.

BT 11.

BAI TAP REN LUYEN

Cho céc s thuee x va y thay doi thoa man diéu kién: x* +y° =x +y. Tim gia tri 16n nhat va gia
, inP=0khix=y=0
tri nhd nhat cta: P=x"+y° + x*y + y’x. ps: {0 1_ ey
maxP=4khix=y=1
Cho cac s6 thue x va y thay doi thoa man diéu kién: x* +y* =1. Tim gia tri nhé nhat ctia biéu
thic: P=(x+1)(1+lj+(y+1)[1+lj- DS: minP =4+ 32 khi xzyzi'
y x

V2
Cho x, y>0 thoa: (xy+ 1)(9@ —2xy) =7(x* +y*) —2xy —2. Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho
minP=4khix=y=1

Ny o 1 1 x:y:Z

nhatcta: P=xy +xy + —+—" bS: 27 :
/ P =— khi

Xy o \xy max 4 Khi x=y=%

Cho cac s6 thuc x va y théa man diéu kién: x>1, y>1 va 4xy =3(x+y). Tim gid tri lon nhat

rninP=6—5 khixzyzE
12 2

va gid tri nho nhat cua: P=x3+y3—i—i- bS: x=1,y=3
x =LYy=

maxPzE khi
3 x=3,y=1

Cho céc s8 thuc x va y thay doi thoa man diéu kién: xy +x* +y* =3. Tim gid tri 16n nhat va gia
. {mianSkhixzyzl .
" |maxP =33 khixzyzi\/g
Cho cac sd thue x va y thay déi thoa man diéu kién: x, y>1 va x+y+xy=8. Tim gia tri lon
minP=24khix=y=2

nhét va gia tri nho nhat caa: P=x*+y* +x’y*.  DS: 51 ... 7 :
maxPz? klusz, y=1

tri nho nhat cta: P=x" +y* +4xy —x’y°.

Cho céc s6 thuc x va y thoa: x+y=.y+1++2x—4+1. Hay tim gia tri 16n nhat va gia tri nho
minP=2-22 khix=2, y=-1

nhéitctia: P = ! —\/9—x—y+(x+y)2- bS: 33—2\/5
,.X"'Fy m :Tkhl

axP x=4,y=0

(A -2006) Cho x, y la cac s& thuc khac 0 va thoa man diéu kién: (x +y).xy =x>+y* —xy. Hay

tim gid tri 16n nhat cua biéu thie: P = %+i3 DS: maxP =16 khi x=y = %
x

y
Cho cac s6 khéng am x va y thay déi théa: x+y+xy =3. Tim gia tri lon nhat va gia tri nho

3x 3y xy

B B mian—%khixzyzl
y+1 x+1 x+y

nhét cta: P=x>+y° - bS:

maxP=0khix=0, y=3

xt+yt . x4y’ +5\/@'
(x+y)' (x+y)* x+y

Cho céc s6 thuc duong x, y. Hay tim gia tri lon nhét cua: P =

bS: maxPz% khi x =y.

Cho cac s6 thuc x va y thay doi thoa man diéu kién: xy >0 va x+y>0. Hay tim gia tri 1on

2y — 41 min P =-0,5khix=0, y>0
nhat va gia tri nho nhat cua: P=H~ bS: 1. .. .
x” +8y maxPzg khi x =4y
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BT 12.

BT 13.

BT 14.

BT 15.

BT 16.

BT 17.

BT 18.

BT 19.

BT 20.

BT 21.

BT 22.

BT 23.

Cho céc s6 thuc duong x va y thay déi thoa man diéu kién: x* +3y* +1=y(3x+2). Tim gid tri
xX+2y _2x2+xy+8y2.
\/x2+2y2 2xy+y°*

Cho x va y la céc s8 thuc thoa man diéu kién: x* —xy+y* =2. Tim gia tri lon nhat va gia tri

nho nhat cta biéu thitc: P =

nho nhat cta biéu thiee: P=x +2xy —7y°.

, . 7 7 8 .. 2 2
Dép s8: minP =16 khi x=1,|~, =13,/ V2 P=- khi x=15|—; y=%|—-
ap sO: min 1X 2 y 2 va max 3 1X 3l y 21

Cho x va y la cdc s6 thuc thay do6i thoa man diéu kién: x* +3y” —xy <2 va y=0. Tim gia tri
16n nhat ctia bi€u thitc: P = x* +xy +2y°.
x(4x* +3) + y(4y”® +3) .

xX+y+4xy

Cho x, y>0. Tim gia tri nho nhat cua biéu thiee: P =

Dép s6: minP =2 khi x=y=0,5.

Cho céc s8 thue duong x va y thay ddi théa man diéu kién: 3xy +3=x" +y* NN Hay tim gia
Xy

tri 16n nhat cua biéu thirc: Pz%erzyz. bS: maxP=§~ khi x=y=\/§.
X +y +2 3

Cho céc s6 thue dwong x va y thay d6i thoa man diéu kién: x’y +y°x =x+y +3xy. Tim gia tri

2
nho nhét cta: P=x2+y2+w- DS: minP =+ khi x =y =2.
2xy 4
Cho cac s6 thue duwong x va y thay d6i thdéa man diéu kién: x+2y—xy =0. Tim gia tri nho
2 2
nhat ctia bidu thire: P=——+-/ . bS: rninP:§ khi x=4, y=2.
4+8y 1+x 5

Cho cac s6 thuc x va y thay doi thoa man diéu kién: x+y=+vx—-1+2y+2. Hay tim gid tri
16n nhét va gia tri nho nhat cta bi€u thiee: P=x" +1* +2(x+1)(y +1) + 8 /4 —x —y.
Dap s6: minP =18 khi x=1, y=-1 va maxP =25 khi x=2, y=1.

Cho cac s0 thyc x va y thay d6i thoa man diéu kién: x\/3— Yo+ y\/ 3—x* =3. Tim gi4 tri 16n
3

o

Cho cé4c s6 thue x va y thay d6i thoa man diéu kién: (x* +y* +1)* +3x°y* +1=4x" + 5y°. Tim

nhatcta: P=,/xy +(x+y)’ -12(x-1)(y - 1). DS: maxP=10 khi x=y =

2 2 2.2
cr 1 e e , e 1en , x°+2y° —3x
gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat ctia biéu thtrc: Pzzy—21y~

X4y +

Dédp s6: minP =1 khi x=0; y=%1 va maxPz% khi x =0; yzi\/i.
Cho cac s6 thuc dwong x va y thay doi thoa man diéu kién: 3(£+————1J =x+y+2. Tim
y x xy
, oy 1 1Y
gia tri nho nhat ctia biéu thite: P=| 5+ -3xy || ———| -
v ox y o x
Cho céc s6 thue dwong x va y thay d6i thoa man diéu kién: 5(x +y)(xy +3) = 6(x* +y*) + 20xy.

4 3 2

4 4 3 3 2 2
Tim gid tri nho nhat cua biéu thiee: P=9 (x_4 + y—} - 16(x— + y—3j +25 (x_z + y—j :
y X y x y X

Dap s6: mian% khi a=1, b=3 hodc a=3, b=1.
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BT 24.

BT 25.

BT 26.

BT 27.

BT 28.

BT 29.

BT 30.

BT 31.

BT 32.

BT 33.

BT 34.

BT 35.

BT 36.

Cho céc s thuc a va b thay doi thoa man diéu kién: (a” +2b%)* +3a’b* =2(a’ +b*)(a” +2b*). Tim
@+ 8b° [(a+b)2 +24 +5bz]-[(a—b)2 +2a? +5b2]
+—t .
v’ a’ ab(a® +b%)

Dap s6: miang% khi a=b=c=1.

gia tri nho nhat cta biéu thic: P =

Cho hai s6 thuc x va y thay ddi thoa man diéu kién: x* +4y* +4xy < x+2y +2. Tim gid tri 16n
nhat cua biéu thiee: P =4x+8y+6xy+1. PS: maxP =12 khi x=1; y=0,5.
Cho hai s0 thye x va y thoa man diéu kién: x+y = 2Jx-2+ \/ﬁ +1. Tim gia tri 16n nhat, gia
2(1+xyx+y)

ey

Cho x, y 1a hai s8 thuc dwong thay déi thoa: 3x” +8y° =20. Tim gia tri nho nhéat cta biéu thic:

tri nhoé nhat cuia biéu thic: P = g(x —y)+ %(y -x)+

P:iz+i2+ 1 . DS: minP=6 khi x=2, y=1.
oy (x-y)
(B - 2009) Cho céc sd thuc x, y thay ddi théa: (x+y)’ +4xy>2. Tim gid tri nho nhat cta biéu
P NI S - - N Vo S - minP =9 ix=y=1".
thiec: P=3(x"+y" +x7y")-2(x" +y")+1. DS: min P %6 khi x=y A

Cho x va y la cac s8 thuc khong am thay doi thdoa man dieu kién: 4(x* +y* +xy) <1+2(x+y).

Tim gid tri 16n nhat cta: P=xy+x+y —x*—y*. DS: minP =2 khi x=y =%~
Cho céc s6 thuc duong x va y thay d6i thoa man diéu kién: x(l —lj + y[l —lj =4. Tim gia tri
y x

nho nhat caa: P=xy+vV1+x* +1+y°. PS: min P =9+2y10 khi x=y=3.
Cho x va y 1a céc s8 thue thay di thoa man dieu kién: x+y=2x+2+ 3\/3/ —-2014 +2012. Tim

2015+ 2xy/x+y +1

gia tri nho nhat va gid tri lon nhat ctia: P=(x-1)> +(y—-1)* +

\/x +y+1
, . ) =-2 . . =2
Ddp s& min P = 4044122 + 222 khi {x va maxP = 4096577 + 22X khi {x :
J2013 y=2014 2026 Y =2023

Cho hai s8 thue dwong x va y thay d6i thoa: x* +9y° =1. Tim gid tri Ion nhat va nho nhat cua

(x+1)° +3(2xy +1) + 3y +1) 4 |t=x+3y+l
: HD: f(t)=t+—, .
x+3y+1 f(®) +t te[l—\/2;1+\/§}

Cho x va y thoa man diéu kién: x* +16y" +(2xy +1)* =2. Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho

biéu thiec: P =

nhat ctia biéu thiee: P = x(x* + 3) +2y(4y” +3). HD: Bai toan ddi xting theo x, 2y.

3 3

Cho céc s6 thuc duwong x va y thay d6i thoa man diéu kién: CTRANE S — - Tim gia tri
Xy 'y x xy
. N o s el 16 2 2 . 20 ...
lon nhat caa biéu thtec: P=—————+x7y". DS: min P =— khi x=y=\/§.
X" +y +2 3

. 4
Cho x, y>0 thoa: x+y+xy =3. Tim gia tri nhé nhat cua: P=4—x1+ y1+2xy—\/7—3xy.
y+1 x+

Dap s6: minP =6 khi x=y=1.

Cho céc s8 thue dwong x va y théa man diéu kién: x* —xy +y* = (x +y)(xy +1). Tim gid tri nho

nhét cta: P =(x* +y°%)- ad +2y + 40y —1) + [zj - DBS: minP =55.
x

xy 3(x+y)
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§ 3. BAT DPANG THUC VA CUC TRI CUA HAM BA BIEN SO

IAGAGA
I. Ba bién ddi xitng

1. Dat an phu truc tiép

VD 30. Cho x, y, z 1a cac s6 thuc duong thoa man diéu kién: x* +y* +z* =1. Tim gi4 tri 16n nhat cua

bs: maxP=2+§ khi x:y:zzg.

VD 31. Cho cac s6 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x +y+z=3. Hay tim gia tri nho nhat ctia

biéu thic: P =2xy +2yz+2zx + ——-
X+y+z

. , Xy +yz+zx . 7 .
b1euthu’c:P=x2+y2+zz+%- DS: minP=—khi x=y=z=1.

X +y +z°+3 2

VD 32. Cho x, y, z 1a céc s6 thuc thoa man diéu kién: x° +y* +z* =1. Tim gia tri nhd nhat cta biéu

: s

> . bS: minP=3 khi x=—z2=+—, y=0.
(x+y+z) —xy—yz+2 2

thtec: P =(xy +yz +2zx)* —

1-16xyz

VD 33. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thdéa man diéu kién: Y - x* +y* +z*. Tim gi4 tri 16n nhat
4xyz + 33/
cua biéu thiee: P = xy22 zxyzz : DS: maxP = 13 khi x=y=z= L
1+4(x" +y" +2°) 8

VD 34. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thda man diéu kién: x* +y* +z° + 2xyz=1. Hay tim gid tri nho

nhat ctia biéu thiec: P = %+ (1= y?) (1= 2) +yyf(1=22) (1= x%) + 21— )1 = ).
X +y +z

DS: maxP =2 khi x=y =2z

2. Dénh gia trudc, roi dit an phu sau

(N o m aa 1in Y VIt
VD 35. Cho céc s6 thye duong x, y, z thoa man diéu kién: x+y +z SE- Hay tim gia tri nho nhat cua

2 2 2
biéu thuc: p-*,y,z, 1,11 bSs: minP=1—5 khi x=y=z=l-
y z X X Yy z 2 2
VD 36. Cho cac s6 thuc duong x, y, z thoa diéu kién: x+y+z=3. Hay tim gi4 tri 16n nhat cua biéu
X +y’+2°
3

VD 37. Cho x, y, z 1a cac s8 thue duong thoa: x* +y* +2z° =1. Hay tim gia tri nho nhéat ctia biéu thic:

thaee: P =83/xyz +3 DS: maxP =9 khi x=y=z=1.

3 3 3
P:(x+y+z)2+l rryvE ! : DS: minP =4 khix=y=z=i'
2 xyz Xy +yz +zx J3
VD 38. Cho x, y, z 1a cac s6 thue duwong thoa: x>y >z va x* +y* +z° =5. Tim gia tri 16n nhat ctia biéu
thiec: P=(x-y)(y —z)(x — z)(xy + yz + zx). DS: maxP=4 khi x=2; y=1; z=0.

VD 39. Cho x, y, z khong am thoa man diéu kién: x + y+z=1. Hay tim gia tri nho nhét cta biéu thic:

P=3(x*y* +y’z* +2°x* )+ 3(xy + yz + zx) + x* + y* +z>. DS: minP =1 khi (x;y;z) = (1;0;0).
VD 40. (B -2010) Cho 4, b, c khong am thoa man diéu kién: a+b+c¢=1. Hay tim gia tri nho nhat cua:
P =3(a’b® +b*c® + c*a®) + 3(ab + bc + ca) + 2\a® +b* +¢*. DS: min P =2 khi (a;b;c) = (1;0;0).

VD 41. Cho cac s6 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x+y+z=3. Hay tim gia tri nho nhat ctia

Xy+yz+zx

2

biéu thite: P=x" +y* +2° + ——
Cy+y’z+z’x

DS: minP=4 khi x=y=z=1.
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VD 42.

Cho céc s8 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x* +y* +z* = 3. Hay tim gi4 tri nho nhat cua

—-1)?
w+l+l+l. ps: mian% khi x=y=z=1.

biéu thiec: P = > >
Yy+yz+zix x Yy oz

. (HSG Binh Phudc 2014) Cho x, y, z 1a cac s6 thuc duong thay doi. Tim gid tri 16n nhét cua

biéu thiec: P =

DbS: maxPzi khi x=y=z=1.

1 2
J+yr 22 +1 Dy +Dz+1)

. Cho cac s6 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x>1, y >0, z>0. Tim gid tri 16n nhat cua

1 2

biéu thitc: P = - .
\/xz +y +2 -2x+2 Xy+D(E+1)

DbS: maxPzi khiy=z=1, x=2.

. Cho x, y, z 1a cac s6 thuc duong thay d6i. Hay tim gid tri nho nhét cua biéu thikc sau:

) 9 ) 16 '
\/(x+ 2z)(y +2z)xy \/xz +y +2° +1

DS: minP=-5 khi x=y=z=1.

. (B-2013) Cho a, b, ¢ 1a cac s6 thuc duong. Hay tim gia tri 16n nhét cua biéu thic sau:

bs: maxPzg khi a=b=c=2.

o 4 ) 9 .
Na* +0? +ct+4  (a+b)J(a+2c)(b+2c)

. Cho x, y, z la cac s6 thuc duong thay d6i. Hay tim gia tri nho nhét cua biéu thirc sau:

Bayz L Y DS: minP =2 khi x=y =z.

:(x+y)(y+z)(z+x) y z x

. Cho céc s6 thue khong am x, y, z thoa diéu kién: x* +y* +2z° =3. Tim gi tri nhoé nhat ctia bi€u

16 +xy+yz+zx+1

thite: P =
\/x2y2+y222+22x2+1 x+y+z

DbS: mian% khi x=y=z=1.

. Cho cac s6 thue duong x, y, z théa man diéu kién: xyz=1. Hay tim gia tri nho nhat caa biéu

72

m + (x + y)(y + Z)(Z + x).

thiee: P = DS: minP =44 khi x=y=z=1.

. Cho cac s thuc duong x, y, z thoa diéu kién: xyz=1. Hay tim gia tri nho nhat cta biéu thuc:

3 3 3
S SR - — ! : bs: rnianlZ_\/g
y(z+2) z(x+2) x(y+2) 2x+y+z+3

khi x=y=z=1.

. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thoa: x* +y* +2z° +xy + yz + zx =6. Hay tim gia tri nho nhat ctia:

oy 7 54
P=—+Z>+—+————+9In(x+y+2). DS: minP=9+9In3 khi x=y=z=1.
y. ozo x° xy+yz+zx+6

. Cho x, y, z la céc s6 thuc duong thoa man diéu kién: x* +y* +z* <2(y+1). Hay tim gid tri 16n

, x 1 21 ..
nhéat cta biéu thirtc: P = ———— +/2xy +/2yz. DS: maxP=—khi x=z=1, y=2.
x+y+z+1 Y Y 5 Y
. Cho x, y, z 1a cac s6 thuc duong thay d6i. Hay tim gia tri nho nhét cua biéu thire sau:
2 2 2 13
P:¥+y—f+¥+ 5 xyZZ - bS: minP:@ khi x=y =z
b4 x vy 3(xy” +yz" +zx7) 9

. Cho a, b, c>0 thda diéu kién: 3(a* +b* +c*)-7(a* +b* +c*)+12=0. Tim gid tri nho nhét cua

VD 55.

a’ b’ ¢
+ + :
b+2c c+2a a+2b
Cho céc s8 thuc duong x, y, z thoa diéu kién: 3(x+y+z)=x" +y +2z° +2xy. Tim gia tri nho

20 20
+

Nx+z \/y+2

biéu thiec: P = DS: minP =1 khi a=b=c.

nhét ctia biéu thitec: P =

+X+y+2z. DS: minP =26 khi x=1;, y=2; z=3.

Bién soan: Ths. Lé Vin Doan Page - 266 -



Tai ligu 6n thi THPT Qudc Gia mén Todn

VD 56. (HSG Ha Néi 2014) Cho a>0, b>0, 0<c<1 va a* +b* +c¢* =3. Tim GTLN va GTNN cua biéu

DS min P =2+/3 khia=+/3, b=c=0
" |maxP=10khia=b=c=1.

thwe: P =2ab+ 3bc + 3ca+
a+b+c

VD 57. Cho x, y, z la cac s6 thuc dwong thay doi. Tim gia tri nho nhét ctia biéu thiee:
24 3

1Bx+12xy +16,yz  Jx+y+z

VD 58. (HSG Nghé An 2013) Cho 4, b, ¢ la cac s0 thuc duwong thay d6i. Tim gia tri nho nhat ctia biéu

bs: rnian—E khi a=4b:16c:E-
2 21

16

P = DbS: rnian—E khi x =4y =16z=—-
2 21

thwe: P =

2 3
a+\/%+\3/abc Na+b+c

VD 59. Cho x, y, z la cac s6 thuc dwong thay doi. Tim gia tri nho nhét ctia biéu thiee:

1 8
2x+y+48yz  \2y° +2(x+z)* +3

VD 60. Cho x, y, z la cac s6 thuc dwong thay ddi. Tim gid tri I6n nhat cta biéu thic:

4(y N 3 8x+3
P= (VY +yyz+ xyz)2+ oy bs: rnaxPzE khix=4y=16z=g-
1+(x+y+2) 3

p

PS: minP=-> khi y=—; x=z=-
2 2 4

VD 61. Cho céc s6 thue duong x, y, z thoa: iﬁ x<1 va y; z>1, sao cho xyz=1. Hay tim gia tri nho

1 1 1

nhét cta biéu thiec: P = .
I+x 1+y 1+z

bS: miang khi le; y=z=2.
15 4

VD 62. Cho céac s thuc khong am x, y, z thoa diéu kién: x>y >z. Hay tim gia tri nho nhét ctia biéu

thie: p=YTY2TEX L >+ 2 >+ 3 = bS: minP=2k111x=y=z=1.
4 (x+1)° (Ww+1) (z+1) 4
VD 63. Cho cac s6 thue duong x, y, z thoa man diéu kién: x, y, z €|:0,'1:|. Tim gia tri lon nhat ctia biéu
thiee: P = 13+ 13+ 13+xyz. DS: minP =3 khi x=y=2z=0.
1+x° 1+y° 1+z

II. Ba bién ma c6 hai bién d6i xitng

VD 64. Cho céc s8 thue duong 4, b, ¢ thdéa man diéu kién: a* +b* +¢> =1. Hay tim gia tri nho nhét cua

1 1 243 83 . V3.1
+ + . P=——khix=y=—;z=="-
i +ab b2 +ab 1+c 3

2 2
VD 65. Cho x, y, z la cac s6 thuc dwong thay doi. Tim gia tri nho nhat ctia biéu thirc sau:

biéu thic: P = PS: min

2 2

Xy 4z’ .
(x+y)2 (erz)2 3(z+x)3

VD 66. (A - 2011) Cho céac s6 thuc x, y, z thudc doan [1;4] thoa diéu kién: x>y; x>z Tim gid tri

bS: miang khi x=y=z.

nho nhét cta biéu thie: P=—>—+—2+- 2 . ps; mianﬁ khi x=4y=2z=4.
2x+3y y+z z+x 33

VD 67. Cho cac s0 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x>z Hay tim gia tri 1on nhat cta biéu

thtec: P=—2 47 +. z . PS: maxP =+/5 khi x =2y =4z.
\/x2+y2 \/y2+22 z+x

VD 68. Cho céc s6 thuc duwong x, y, z thoa diéu kién: x >y >z>0. Tim gia tri nho nhat cua biéu thic:

y z x’

+ + .
x-y y-z 8z(Jrz-z)

P = DS: minP =4 khi x =2y =4z.
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VD 69.

Cho cac s0 thuc duong x, y, z théa man diéu kién: xy>1 va z>1. Tim gi4 tri nho nhat cta

3
bidu thire: P=——+ L+ = 2 bS: minP:E khi x=y=z=1.
y+1 x+1 3(xy+1) 2

. Cho cac s6 thuc duwong x, y, z thoa man diéu kién: xy+yz+zx=1. Tim gi4 tri l16n nhat cua

bidu thire: P=—>_4 ¥, 32 PS: maxP =10 khi | ¥~V =103,
1+ 1+y° 142 z=3
. Cho cac s0 thuc duwong x, y, z thoa man diéu kién: 3x+y+z=2. Tim gia tri nho nhat cua biéu
thiee: P= 18 + 2—3x. l—1 . bS: minP =15 khixzi;yzl;z=l-
3x+y+2z-1 \3x-1 |y 12 4 2

. Cho x, y, z 1a cac s6 thuc duong thoa diéu kién: x +y+z=1. Tim gia tri I6n nhat cta biéu thuc:

=y=2VJ3-3
p=—* 7 Wz DS:maxP=4+3\/§khi =Yy V3 .
X+yz y+zx z+xy 4 z:7—4\/§
. Cho a, b, ¢ la cac s0 thuc duong thoa man diéu kién: lz+bi2:2_12. Tim gia tri nho nhat cua
a
bidu thite: P=—2— + b + < . bS: rnmP—é+— khi a=b=2c.

b+c c+a g2 4p? 42

. (A -2013) Cho céc s6 thuc dwong a, b, ¢ thoa man: (a+c)(b+c)=4c’. Hay tim gi tri nho nhat

324° N 32p° _\/a2+b2'

5 5 bs: mianl—\/E khi a=b=c.
(b+3c)” (a+3c) c

cuia biéu thic: P =

. Cho cac s6 thyc khong am thoa man diéu kién: x + y+z>0. Hay tim gia tri nho nhat caa biéu

3 3 3
tht’rc:sz~ DS: miang khi x+y=8z>0.

(x+y+2z)°

. Cho x, y, z la cac s6 thuc duong thoa diéu kién: x >y va (x+z)(y+z)=1. Hay tim gi4 tri nho

x+z=+2

1 6 12

nhat ctia biéu thirc: P = —+ ~+ ~-  DS: minP =20 khi 1 -
(x-y) (y+z) (z+x) Yyt+tz=—
J2
. (B —2014) Cho cac s6 thuc a, b, ¢ khong am thoa diéu kién: (a+0b)c>0. Tim gia tri nho nhat
ctia biéu thikc: P =, a +. b . DS: minP:E khi (a;b;c) = (0; m;m > 0).
b+c a+c 2(a+b) 2
. Cho a, b, c khong am thoa diéu kién: ab+bc+ca>0; a<b<c. Tim gi4 tri nho nhat cua biéu
tht’rc:P:2\/ b +3.§/ € ;2. PS: minP=4 khi | * YTE7Y.
c+a a+b b+c y=0;, x=2>0

. Cho cdc s8 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x* +y* =z* +1. Hay tim gi4 tri nho nhat cua

3 3 3
biéu thite: P = |— ol R s 3+22 1 ps. minP:Zkhix:y:z:l.
X +(y+2z) Yy +(z+x) 27 9

. (A -2014) Cho x, y, z la cdc s6 khong am théa man diéu kién: x* + y* +z* =2. Tim gi4 tri I6n

2
x L y+z l+yz

nhét cua: P = bs: miang khi x=y=1, z=0.

X Hyz+x+1l x+y+z+1 9

. Cho x, y, z 1a cdc s& khong &m thoa man diéu kién: x* +y° +2z° =2. Hay tim gid tri 16n nhat cua

2
biéu thac: P = el yrz 1 PS: maxP=1khi x=0; y=z=1.

X tyz+x+1l x+y+z+1 xyz+3.
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VD 82. Cho a, b, ¢ 1a cac s6 thuc duong thoa man diéu kién: abc=1. Tim gid tri l16n nhat cua biéu
thie: P = 1 + L _b+c' bs: miangkhiazb=C=1.

a+ct+1 A2+bP+1 9a

VD 83. Cho céc s0 thuc duwong x, y, z thoa man diéu kién: x+y=z+1. Hay tim gi4 tri nho nhat cua:

2 2 2
I AN I S B S PS: minP =2 khi x=y=z=1.
9 (y+z) +5yz (z+x)” +5zx 3

VD 84. Cho x, y, z la cac s6 thuc duwong thdéa man diéu kién: x + y+z =1. Tim gia tri nho nhét ctia biéu
2 2

2
X N y 3(x+y)

thtc: P = > >
(y+z) +5yz (z+x)" +5zx 4

bsS: rninP:—1 khi x:y:zzl.
9 3
VD 85. Cho cac s6 thuc duong x, y, z. Tim gia tri nho nhat cta biéu thuc:

2
p-—* , ¥ , = +(x+"f) —21/2“2"/. DS: minP=-> khi x=y=z.
y+z z+x x+y 4z z 2

VD 86. Cho 4, b, ¢ 1a cac s0 thuc duong thoéa man diéu kién: a+b<c. Tim gia tri nho nhét cua biéu

thizc: P =(a* +b* +¢*) i4+i4+l4 . DS: minng khi 2a=2b=c.
4a° 4b° ¢ 8

4x° +3y° +22° - 3y’z .

VD 87. Cho cac s6 thuc duong x, y, z. Tim gia tri nho nhat ctia biéu thic: P =

(x+y+2z)°
DbS: rninP:i khi 2x=y =z
25
VD 88. Cho ba s6 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x, y, ze [1;2]. Hay tim gid tri nho nhét cta

(x +y)’

biéu thitc: P =— .
z° +4(xy +yz + zx)

bS: mian% khix=y=12z=2.

VD 89. Cho céac s6 thuc x, y, z phan biét va thoa man diéu kién: x, y, z € [0;2]. Tim gia tri nho nhat
cuia biéu thic: P = 1 —+ 1 ~+ 1 —- bS: minP:2 khi x=0; y=1, z=2.
(x-y)y (y-2° (z-%) 4
VD 90. Cho cac s0 thuc duong x, y, z thda diéu kién: x =y + z + xyz. Tim gia tri 16n nhat ctia biéu thiec:
+ — 2 + 1
@+ zw)’ 2z PS: minP =2 khi{" V2 .
Ty @A) (2 +IWz2 +1 y=2-1,z=1

VD 91. Cho cac s0 thuc duong x, y, z thda diéu kién: xyz + x +z =y. Tim gia tri 16n nhat ctia biéu thic:

2 2 4z 3z 2 \/Ez[

P= - - + . DS: maxP == khi x=—

Y=
e B N e 9 f
VD 92. Cho x, y, z 1a cac s6 thuc duong thoa diéu kién: x+y+z=1. Tim gia tri nhé nhét cta biéu
2 2 2 —y=+2-1
thitc: P=—>—+ Y 4z xy\/_ .
z=3-242

+ .
I+y 1+x 24 2x* +24°
1 27

VD 93. Cho ba s6 thuc x, y, z. Tim gia tri nho nhat cua biéu thiec: P= ———— ——— > =
32x7yz" (2x"+2y" +z+1)

DS: min P = 20v/2 — 28 khi {

bS: mian—— khi xzyzl; z=1.
2 2

VD 94. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thoa: x* +y* +z> =5(x+y +2z)—2xy. Tim gia tri nho nhét cua

biéu thic: P =48 L +,| 3 +X+y+z. DS: minP =58 khi x=2, y=3, z=5.
3[y+z x+10
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III. Phuong phap d6 thi

1. Bai toan c6 gia thiét téng cic bién 1a hing s6 véi P = f(a) + f(b) + £(c)

VD 95. Cho cac s0 thuc duwong 4, b, ¢ thay ddi thoa man diéu kién: a+b+c=1. Hay tim gia tri lon

1

4 b € bs: maxPzikhiazb=C=—~
10 3

+ + :
a?+1 b*+1 2 +1
VD 96. Cho cac s6 thuc duong 4, b, ¢ thay d6i théa man diéu kién: a+b+c=3. Hay tim gi4 tri nho

1 1 1
a?+1 b+1 2 +1
VD 97. Cho cac s6 khong am a, b, ¢, d thoa diéu kién: a+b+ c+d =4. Hay tim gid tri 16n nhat cua biéu

a b c d 1
+ + + <—-

3a>+5 3b*+5 3c*+5 3d*+5 2
VD 98. (France MO) Cho cac s6 khong am a, b, ¢, d thoa diéu kién: a+b+c+d =1. Chiing minh ré“mg:

nhét ctia biéu thiec: P =

nhét ctia biéu thiee: P =

bs: miang khi a=b=c=1.

thte: P =

bs: maxPz% khi a=b=c=d=1.

6(a° +b° + +d)2a> +b* + I+ d +%~
VD 99. (China MO) Cho cac s6 thuc dwong a, b, ¢ thay d6i thoa man diéu kién: a+b+c=3. Ching
a+9 b>+9 c®+9
20 +(b+c)* 20 +(c+a)P 22 +(a+b)?
VD 100. Cho cac sd thue duong x, y, z thoa man diéu kién: x+y+z=3. Hay tim gia tri nho nhat cta
4+x/;+4+\/§+4+\/;
4-x 4-y 4-z

VD 101. Cho céc s0 thuc duong 4, b, ¢, d thoa man diéu kién: a+b+c+d =1. Hay tim gia tri nho nhat

1+\/;+1+\/E+1+\/E+1+\/g'
l-a  1-b 1-c 1-d
VD 102. Cho cac s6 khong am x, y, z thoa diéu kién: x+y+z=3. Tim gid tri nho nhat va gia tri 16n

minh rang:

biéu thic: P =

DS: minP =5 khi x=y=z=1.

cuia biéu thic: P = DS: minP =8 khiazszzdzi'

minP=3khix=y=z=1
max P =2 ++/7 khi x =3; y=z=0.
VD 103. (USA MO) Cho céc s6 thuc duong a, b, ¢ thay ddi. Chting minh rang;
2a+b+c)’  (2b+c+a)’  (2c+a+b)’

2(a2 +(b+c))2 ’ 2(b2 +(c+a))2 " 2(c2 +(a+b))2 =8
VD 104. (Crux Mathematicorum — Canada) Cho céc s6 thuc dwong a, b, ¢ thay d6i. Chiing minh rang;

(b+c—a) . (c+a-b) (a+b-c) .3

(b+c)y+a> (c+a)’+b" (a+by}+c> 5

nhﬁftcﬁa:P=\/x2—x+1+\/y2—y+1+\/zz—z+1. DS:{

2. Bai toan c6 gia thiét tdng binh phwong cic bién bing hing sé v6i P = f(a) + f(b) + f(c)

VD 105. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x* +y° +2z° =1. Hay tim gid tri nho nhat

cua biéu thirc: P=1+l+l—(x+y+z). PS: minP =2+/3 khi x=y=z=§'
Xy z
VD 106. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x* +y° +2z° =3. Hay tim gid tri nho nhat
cua biéu thtc: P:3(x+y+z)+2(l+l+lj- DS: minP =15 khi x=y=z=1.
Xy z

VD 107. Cho cac s6 thue duong x, y, z thoa: x, y, z 2% va x* +y’ +z° =12. Hay tim gid tri 16n nhat

¥ +1 Y+l 22+l
+ + :

cua biéu thtee: P = bS: rnaxle?5 khi x=y=2z=2.

x y z
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VD 108. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x* +y° +2z° =1. Hay tim gi4 tri nho nhat

X y z . 32 \/5

cua biéu thiee: P = ~+ ~+ - PbS: minP=—= khi x=y=z=—
1-x* 1-y° 1-z 2 3

VD 109. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x* +y° +2z° =1. Hay tim gid tri nho nhat

cuia biéu thic: P = 2x >+ 2y >+ ZZ ~- bS: min P :i khi x=y= Zzﬁ.
y +zt x"+z" x+y 2 3

VD 110. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x* +y° +2z° =1. Hay tim gid tri nho nhat

x y . 2

cua biéu thtee: P = :
I+yz 1+zx 1+xy

DS: minP =1 khi (x;y;z) =(0;0;1).

VD 111. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x* +y° +2z° =3. Hay tim gid tri nho nhat

x y z
+ + :
(y+z)* (z+x)° (x+y)
VD 112. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x* +y° +2z° =1. Hay tim gi4 tri nho nhat

cua biéu thtee: P = bs: mian% khi x=y=z=1.

cua biéu thtee: P = 1.t bS: minP=3\/§+9 khix=y=z=i'
1-x 1-y 1-z 2 J3
VD 113. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x* +y° +2z° =3. Hay tim gid tri nho nhat
4
cua: P= d 7 4z DS: minP =3 khi x=y=z=1.

2 T T )
X -2x+5 y -2y+5 z°-2z+5
VD 114. Cho céc s8 thuc dwong x, y, z thoéa diéu kién: x* +y* +z* =1. Hay tim gia tri lén nhat cta:

5 3 5_2 3 5 3
P:x 22x 2+x+y 2y;rerz 22z 2+z. DS:maxP:Z\/g khixzy:z:i.
y +z z°+x X +y 3 J3
VD 115. Cho céc s6 thue duong x, y, z thoa man diéu kién: x* +y* +z* =3. Hay tim gi tri lon nhat
2 2 2
clia bidu thiee: P=> +xzy+y +yzz+z +sz~ bS: rnaxPzE khix=y=z=i'
5-z7  5-x* 5-y 2 J3

VD 116. Cho céc s6 thuc x, y, z thoa man diéu kién: 8" +8” +8° =3. Hay tim gid tri nho nhat cua biéu

x y z
thiee: P = 4 + 4 + L bS: minP:E khi x=y=2z=0.
3-4" 3-4Y 3-4° 2

VD 117. Cho céc s6 thue duong x, y, z thoa man diéu kién: x* +y* +z* =3. Hay tim gid tri lon nhat
1 1 1

cua biéu thtee: P = + + : PS: maxP=1khi x=y=z=1.
4-xy 4-yz 4-zx

VD 118. Cho cac s8 thue duwong x, y, z théa man diéu kién: x* + y* +z* =3. Chting minh rang;

1 1 1 30 -3
+ < .

1< + <
a*+a+1 b*+b+1 c*+c+1 13

3. Bai toan cé gia thiét tich cic bién 1a hing s6 hoic P ¢é dang P = f(a).f(b).f(c)

VD 119. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: xyz =1. Hay tim gid tri nho nhat cua biéu

32

, X Yy z . .
thte: P = + + . bS: minP=—— khi x=y=2z=1.
Vi+x \/1+y Vi+z 2 /
3

VD 120. Cho cac s6 thuce khong am x, y, z thoa man diéu kién: x+y+z= 5 Hay tim gia tri nho nhat

ctia bi€u thire: P=(1+x*)(1+y*)(1+2°). DS: mian% khi x=y=z=%
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VD 121. Cho cac s6 thuc khong am x, y, z thoa man diéu kién: x + y+z=1. Hay tim gia tri nho nhat

ctia biéu thire: P=(1+x*)(1+y*)(1+2°). DS: mian% khi x=y=z=%-

VD 122. Cho cac sd thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: 4(x+y+z)=9. Hay tim gid tri 16n nhat

cua: P=(x+\/x2 +1).(y+\/y2 +1).(z+Vz* +1). DS: maxP =8 khi xzy:z:%.
VD 123. Cho céc s thue duwong x, y, z thoa man diéu kién: 4(x +y +z)—9=0. Hay tim gia tri I6n nhat
clia: P=(x+Vx* +1)".(y ++/y° +1)"(z+Vz2> +1)". DS: max P =442 khi x=y=z=%-

VD 124. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: xyz =1. Hay tim gid tri nho nhat cua biéu
a’ b’ ¢
+ + :
1+bc 1+ac 1+ab
VD 125. Cho céc s0 thuc duong a, b, ¢. Hay tim gia tri nho nhat ctia biéu thuc:
- - O-a

+ +
a+3b b+3c c¢+3a

thte: P =

DbS: miang khi x=y=z=1.

bS: minP=0 khia=b=c.

at b* fo a® +b+¢°
+ + > .
a+4b b+4c c+4a 5

VD 126. Cho céc s6 thyc duong 4, b, c. Chiing minh:

IV. Dénh gid d6n vé mét bién f(a) hoic f(b) hoic f(c), rdi xét ham

VD 127. Cho cac s6 thuc khong am x, y, z thoa diéu kién: x+y+z=1. Tim gi4 tri nho nhét cua biéu
thtec: P=2(x* +y* +z%) — 4xyz — 9x + 2015. DS: minP =2008 khi x=1; y=z=0.

VD 128. Cho cac s6 khong am x, y, z thoa diéu kién: x+y+z=3. Hay tim gia tri nho nhat ctia biéu
thtec: P=x> +y* +2° + 2xyz. DbS: mian%kliiZzO;xzy=§~

VD 129. Cho x, y, z>0 thoa man diéu kién: x<y<z va x*+2y* +4z> =12. Tim gi4 tri 16n nhat cua

[N 7 2 2 2 2 . x:O
biéu thirc: P=xy” +4yz” +zx" —xyz—y~ +3y. PS: maxP=113/2 -2 khi :
VD 130. Cho x, y, z 1a cac s6 thuc duong thoa diéu kién: 4x+3y+4z=22. Tim gia tri nho nhét cua
biéu thuc: P=x+y+z+i+z+§- bS: miané khi x=1,y=2,z=3.
3x y z 3

VD 131. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x+y+z=1. Tim gia tri nhoé nhat cta biéu

1 1 1 1 1

thwe: P = =+ + . bs: rninP:E khix=—,y==,z=
22x+1)° 3+9y 6+36z 8

L
2’77376

S

132. Cho céc s6 thuc x, y, z thoa man diéu kién: x, y, z € [1;4] va x+y+2z=8. Tim gia trji 16n

nhét cta biéu thiee: P=x"+y° +52°. DS: maxP =137 khi x=y =1, z=3.
VD 133. (B - 2012) Cho céc s8 thuc x, y, z thoa diéu kién: x+y+z=0 va x* +y° +z° =1. Tim gia tri

5V6 Vo -1

16n nhét cua biéu thtee: P=x+y° +2°. bS: maxP=——khi z=—,x=y=
36 3 3

VD 134. (HSG Vinh Phuc 2013) Cho c4c s6 thuc x, y, z théa: x> +y* +z° =3. Tim gia tri lén nhat cua

bi€u thitc: P =/3x> +7y +/5y +5z +V7z +3x". PS: maxP =310 khi x=y=z=1.

VD 135. Cho x, y, z>0 thoa diéu kién: V1+x® +/1+2y ++1+2z=5. Tim gi tri lén nhat ctia bi€u

= :O, :4
thtec: P=2x" +y° +2°. DS: maxP=64 khi |~ 7 e
x=2z=0,y=4
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V. Xét ham [an lwot tirng bién va xét ham dai dién cho ba bién

VD 136. Cho ba sd thuc duong x, y, z thdéa man diéu kién: x, y, z e [1;3]. Hay tim gia tri nho nhat cua

36x 2y
yz xz xy

biéu thic: P=—— DS: minP=7 khi x=1; y=z=3.

VD 137. Cho cac s6 thuc duong x, y, z thoa man diéu kién: x, y, z € [1;2]. Tim gia tri nho nhat cta
biéu thac: P = t 1 .t bS: minP:E khi x=y=z=1.
x—-xy+4 y-yz+4 z-zx+4 4

VD 138. (A -2011) Cho céc s thuc x, y, ze [1;4] thoa diéu kién: x > y; x> z. Tim gid tri nho nhat cta

bicu thtee: P=—> 44, % . DS:mianﬁkhixzéL;y:l;z:Z.
2x+3y y+z z+x 33

VD 139. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thdéa man diéu kién: x+2y—z>0. Tim gia tri nho nhét cta

biéu thiec: P = —> y . x+2y }

+ bS: minP:é khi z =2x=4y.
10y+z x+y+z 2x+3y 7

VD 140. Cho céc s6 thuc duong x, y, z thdoa man diéu kién: xyz+x+z=y. Tim gid tri 16n nhat cua

2 2 3 f Yo7, 2 f

biéu thitc: P=——-——+—F—- bS: maxP——kh
x+1 y +1 z°+1

VD 141. Cho x, y, z€ l;1 . Tim gia tri lon nhét cua: P:|x—y+y—z+z—x|'
2 | z x Yy
bsS: rnaxP=3_2\/E khi x =1, yzi, z=l'
2 2
VD 142. Cho céc s6 thuc duong a, b, ¢ thdéa man diéu kién: a, b, ce[l 2] Tim gid tri lon nhét cta

|2 - ab| |2 - bc| |2 - ca|

biéu thitc: P = + +
(a+b)c (b+c)a (c+a)b

bsS: maxPzE khi a=b=c=1.

BAI TAP REN LUYEN

BT 37. Cho ba s6 thuc khong am thoa: x* +y° +2z° =3. Tim gi4 tri lon nhat va gia tri nho nhat caa biéu
thtec: P=xy+yz+zx + ———-
Ty x+y+z
BT 38. Cho cac s6 thuc x, y, z thoa man: x* +y* +z* =1. Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat cua
biéu thic: P =xy+ yz +zx —r
Xy +yz+zx+2
BT 39. Cho x,y,z>0 thoa diéu kién: 2(x* +y* +z°)=xy +yz+zx+3. Tim gia tri lén nhat cua biéu
thtec: P=x> +y* +2° .
X+y+z+3
BT 40. Cho x, y, z>0 thoa diéu kién: 3(x* +y* +2°) + xy + yz + zx =12. Tim gia tri 16n nhat va gia tri
2 2 2
nho nhat ca: P=> Y T2 XY + Yz + zX.
X+y+z

BT 41. Cho cac sd thuc x, y, z 6[0;2] thoa: x+y+z=3. Tim gid tri lon nhat va nhé nhat cta biéu
2 2 2
4yt +z
thiee: P =y——xy—yz—zx.
XY + Yz +zx
BT 42. Cho céc s6 thue duong x, y, z thdéa man diéu kién: x+y+z=3. Tim gid tri nho nhat ctia biéu
XY + Yz + 2x
thtec: P=x> +y* +2° +%-
X +y +z°+3
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BT 43. Cho cac s6 thue duwong x, y, z. Hay Tim gia tri 1on nhét cua bi€u thikc sau:
2 ~ (x+y+z+3) '
Je ey 241 3Dy +(z+D)
BT 44. Cho céc s6 thuc x, y, z thoa diéu kién: x* +2y* +5z° <2. Tim gia tri 16n nhat cta biéu thic:

P=(xy+yz+zx)-[1+\/4—(x2+2y2+522)]

P:

BT 45. Cho céc s6 thue duong x, y, z thda x+y+z=4 va xyz=2. Tim gid tri 16n nhét va gia tri nho
nhét ctia biéu thiee: P=x* +y* +z*.

BT 46. Cho x, y, z>0. Chting minh rang: (x +y +z)* + x\/yiz + y\/g + z\/g >4,/3xyz(x +y +z).

BT 47. Cho c4c s6 thuc x, y, z thoa man diéu kién: x° +y° +z° —3xyz =1. Tim gia tri nho nhat ctia bi€u
thtec: P=x" +y* +2°.

BT 48. Chting minh rang véi moi s8 thuc duong x, y, z théa man diéu kién: x(x+y+z)=3yz, ta cé:
(x+y)’ +(x+2)° +3(x+y)(x+z)(y +2) <5y +z)°.

BT 49. Cho céc sd thuc duong x, y, z phan biét thoa: xy +yz =2z va2x<z. Tim gia tri lon nhat cta
bidu thie: P=—— 444 %

X-y Y-z z-X
BT 50. Cho céc s6 thuc x, y, z€(0;1) thoa diéu kién: xyz =(1-x)(1-y)(1-z). Tim gia tri nho nhat cua

bi€u thitc: P=x" +y* +z°.

BT 51. Cho céc s6 thuc duwong x, y, z thoa diéu kién: xy+yz+zx=3. Tim gia tri nho nhat cua biéu
thiec: P =i+ (> +y* +2%)%
X+y+z
BT 52. Cho cac sd thuc duong x,y,z thoéa man diéu kién: y* >xz va z* > xy. Tim gid tri nho nhat ctia
x .y 2014z
X+y y+z z+x

biéu thiec: P =

BT 53. Cho céc s0 thye duong x, y, z. Tim gid tri nho nhét cua biéu thie sau:

1 1
Cx+6 xy +4\/y72_‘/x+y+z.

BT 54. Cho céc s0 thye dwong x, y, z. Tim gid tri nho nhét cua biéu thike sau:

~ \xyz _Nxty+z
6xyz +7 xyz3+82x\/? Nx+y+2)

BT 55. Cho céc s6 thuc khong am x, y, z thoa man diéu kién: x+y+z=1. Tim gia tri 16n nhat cua

p

, 2 1 2 2

biéuthlj’c:P:1+x2+ +y2+1+22~

1+y* 1+z° 1+x

BT 56. Cho cac s6 thuc duwong x, y, z thda man diéu kién: x, y, z € (0;1). Tim gia tri 16n nhét cta biéu

3 3 3
thire: P =~ +3+y +3+z +3

vy +2 Z2+2 2P +2
BT 57. Cho x, y, 220 thoa man diéu kién: x>y >z va 3xy+5yz+7zx<9. Tim giad tri nho nhat cua
32 N 1 N -
G -2 G
BT 58. Cho cac s6 khong am x, y, z phan biét. Tim gia tri nho nhat ctia biéu thirc sau:
(SR SR S
(x-y) (y-z° (z-x)

biéu thiec: P =

P=(x*+y*+z2%)
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BT 59.

BT 60.

BT 61.

BT 62.

BT 63.

BT 64.

BT 65.

BT 66.

BT 67.

BT 68.

BT 69.
BT 70.

BT 71.
BT 72.

BT 73.

BT 74.
BT 75.

BT 76.

Cho c4c s6 duong x, y, z thoa diéu kién: x* +y* +z° + xy —2yz—2zx=0. Tim gia tri nho nhat

2 2
z z VX
+ Y

(x+y-z) x*+y° Xty

cuia biéu thic: P =

Cho céc sd thuc phan biét x, y, z thoa diéu kién: x, y, z e [0;2]. Tim gia tri nho nhat caa biéu
1 N 1 N 1 '

(x-y) (y-2° (z-x)

Cho cac s6 thuc duwong x, y, z thoa man diéu kién: x+y+z=1. Tim gid tri nho nhat ctaa biéu

thitc: P=1fl—1. l—1 +L.
x \y X+y+2z

Cho céc s8 thuc dwong x, y, z thoa man diéu kién: x* +y* =z* +1. Tim gia tri nho nhat cta:

x’ v’ 1+22°
P= 3 2+ 3 3+ '
X +(y+2z) Yy +(z+x) 27

Cho x, y, z 1a cac s0 thuc duwong thdéa man diéu kién: x + y+z=1. Tim gid tri lon nhat ctia biéu

thwe: P = i + Y + Yz
X+yz y+zx z+xy

thwe: P =

Cho x, y, z>0 théa diéu kién: (x+y)*+(y+2z)’ +(z+x)* <18. Tim gid tri l1én nhat cta biéu

4
thiec: P=%/47+§/47+3/47_w,

108
Cho x, y, z>0 théa man diéu kién: 5(x* +y* +z°) = 6(xy + yz + zx). Tim gid tri lon nhat cua biéu
théee: P=2(x+y+z)—y* —2°.
Cho cac s6 thuc x, y, ze [0;4] thoa man diéu kién: xyz=1. Tim gia tri l6n nhat cta biéu thic:
P= 1 + 1 + 1 .
J1+ \/1+y2 Vi+z

Cho cac s6 thue khong am x, y, z thoa: x+y+z=3. Hay tim gi4 tri I6n nhat ctia biéu thic:

P=(x*-xy+y* )y’ —yz+2°)(z° —zx +x%).

Cho céc s thuc duwong x,y,z € [1; +o0) thoa diéu kién: x+y+z=6. Tim gia trj 16n nhét cua biéu
thtec: P=(x* +2)(y* +2)(z* +2).

Cho céc s6 thucx, y, z. Chtng minh: 6(x +y +z)(x* +y* +2%) < 27xyz +104/(x* + y* +2%)’.

Cho x, y, ze [0;1] thoa man diéu kién: x+y+z= % Tim gia tri 16n nhat ctia: P=x" +y* +z°.
Cho céc s6 thuc x, y, z thoa: x> +y* +z° =3. Tim gié tri nho nhét ctia: P =(x+2)(y +2)(z +2).
Cho cacsd thuc x, y, z € [1;3] thoa: x+y+2z=6. Tim gid tri 16n nhat ctia: P=x" +y° +52°.

Cho x, y, z>0 thay d6i thoa: 5(x* +y* +z%) = 6(xy + yz + zx). Tim gia tri nho nhat va gid tri 16n

nhét cua biéu thtee: P=(x+y+ z)(l + 1 + lj .

Xy oz
Cho x, y, z>0 thdéa: x+y+z=3. Tim gia tri nho nhat ctia bi€u thire: P =3(x* +y° +2°) + 4xyz.
Cho x, y, z>0 thdéa dong thoi cac diéu kién: x+y+z=4 va xy+yz+zx=>5. Tim gia tri nho
nhét cta biéu thiee: P= (x> +y° + z3)(l + 1 + lj .

Xy oz
, , eyt
Cho x, y, z>0 thoa: (x+y +z)’ =32xyz. Tim gia tri nho nh4t ctia biéu thire: P = ﬁ
x+y+z

Bién soan: Ths. Lé Vin Doan Page - 275 -



Tai ligu 6n thi THPT Qudc Gia mén Todn

BT 77.

BT 78.

BT 79.

BT 80.

BT 81.

BT 82.

BT 83.

BT 84.

BT 85.

BT 86.

BT 87.

BT 88.

BT 89.

BT 90.

BT 91.

BT 92.

BT 93.

BT 94.

BT 95.
BT 96.

BT 97.

Cho cac s8 thuc x, y, z khong dong thoi bang 0 va théa: x* +y* +z° =2(xy +yz + zx). Tim gid

Xty +z

tri 16n nhat va gia tri nho nhat cua biéu thiee: P = ——
(x+y+z)(x"+y +z°)

Cho x, y, z théa: x+y+z=0 va x* +y*> +z* =1. Tim gi4 tri nho nhat ctia P = x*y’z".

1 4 8

+ + :
(x+1)*  (y+2)° (z+3)’
Cho x, y, z>0 thoa man diéu kién: y+z=x(y* +z°). Hay tim gid tri nho nhét ctia biéu thic:
4 1 1 1
= + + + :
(x+D(y+D(z+1) (x+17 (y+1)° (z+1)

Cho céc s6 thuc x, y, z thoa man diéu kién: 0<z<y<x<1. Tim gia tri 16n nhat cta biéu thic:

Cho x, y, z20 thoa: x* +y* +z* <3y. Tim gia tri nhé nhét cua: P =

P=x*(y-z)+y*(z—y)+z°(1-z).
Cho cac s6 khong am x, y, z thoa diéu kién: x+y+z=1. Tim gia tri l6n nhat va gia tri nho
nhét cta biéu thiee: P =x(y - z)° +y(z —x)’ + z(x - y)’.
Cho x, y, z>0 thoa: 21xy + 2yz + 8zx < 12. Tim gia tri nho nhat cua biéu thiee: P = % + 5 + %
Cho cac s6 thuc khong am x, y, z thoa: x +y+z=1 va khong c6 hai s§ nao bang 0. Tim gia tri
1 N 1 '

(x+y)(y+z) (x+y)(x+2z)
Cho x, y, z>0 thoa man diéu kién: x* +y* +(x + y)z +4z> =4. Hay tim gid tri 16n nhat ctia biéu
x(y +2)° . y(x+z)° 1

x+z y+z z

nho nhét ctia biéu thiee: P=(x+y+3)(z+1) +

thwe: P =

Cho cac s6 thuc: x, y, z€ {%, 1] Tim gid tri 16n nhat cta biéu thic: P =(x +y +z)’ (l + 1 + lj
Xy z

Cho 0<x<y<z<1. Tim gid tri 16n nhat ctia bi€u thitc sau: P =z*(1-z) + (x> —y*)(y — 2).
2x 2y

2
Cho céc s6 thuc duong x < y < z. Chting minh rang; + + 2z <3+ (z=%)
y+z z+x x+y x(x +z)

Cho x, y, z>0 thda: x+y+z=3. Tim gia tri nhé nhat cta biéu thic: P=x+1y° +2°.

, x 1 3 8
Cho x, y, z>0 théa: x+y+z<8. Tim gia tri nho nhat ctia biéu thitc: P = —+ — + ——-
Jx \/? N3z +2x
2 2 3

+

Cho x, y, z>0 thoa: xyz +x+z=y. Tim gia tri nho nhat ctia: P = —5—-— —
x+1 y +1 z°+1

7 A N .7 . 2 s > «A? , X zZ
Cho cac so6 thyec dwong x, y, z. Tim gia tri nhoé nhat ctia biéu thiec: P = + Ly :
y+z \z+x x+y
N . e 1 e o 1w , x y 2z
Cho cac so6 thyc dwong x, y, z. Tim gia tri nhoé nhat ctia biéu thic: P = + +

y+z z+x x+y+z'
. s 1 M a1 15
Cho x, y, z>0 thda: x+y+z=1. Tim gia tri nhé nhat cta biéu thiee: P=x" +y° +2° +nyz.

Cho a, b, 20 man: a+b+c=1. Tim gid tri 16n nhat ctia biéu thiec: P = ab+ 3ac + 5ac.
Cho ba s8 thuc dwong x, y, z théa diéu kién: x* +y* +z> +2xy <2(x +y +z). Tim gi4 tri nho
40 40
+ .
\/ y+z+1 Jx+3

Cho x, y, z 1a cdc s6 thuc duong thoa man diéu kién: x* +y* +z° =1. Tim gi4 tri 16n nhat cua

nhét ctia biéu thire: P=x*+y* +2z+

3.3 3.3
biéu thic: P = XY y2_ Xy tyz
1+z% 1+x7 24x°%7°
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