
 

 

CHỦ ĐỀ 8: BÀI TOÁN TIẾP TUYẾN 

Dạng 1: Viết phương trình tiếp tuyến tại một điểm 

Phương pháp giải: 

Cho hàm số ( )( )=y f x C . Khi đó phương trình tiếp tuyến tại điểm ( )( ) ( )0 0; ∈A x f x C  là 

( )( ) ( )0 0 0′= − +y f x x x f x . 

Trong đó 0x  được gọi là hoành độ tiếp điểm: ( )0 0=y f x  là tung độ tiếp điểm và ( )0′=k f x  là hệ số góc 

của tiếp tuyến. Điểm ( )0 0;A x y  được gọi là tiếp điểm. 

Ví dụ 1: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số ( )3 3x= +y x C  tại: 

a) Điểm ( )1;4A . 

b) Điểm có hoành độ 0 1= −x  

c) Điểm có tung độ 0 14=y . 

d) Giao điểm của ( )C  với đường thẳng : 3 8= −d y x . 

Lời giải 

a) Ta có: ( ) ( )23x 3 1 6′ ′= + ⇒ =f x f . 

Do vậy phương trình tiếp tuyến tại ( )1;4A  là ( )6 1 4 6x 2= − + = −y x  

b) Với ( ) ( )0 0 01 4 6′= = − ⇒ = − ⇒ =x x f x f x  

Do vậy phương trình tiếp tuyến là ( )6 1 4 6 2= + − = +y x x  

c) Với ( )3
0 014 3 14 2; 2 15′= ⇒ + = ⇔ = =y x x x f  

Do vậy phương trình tiếp tuyến là: ( )15 2 14 15 16= − + = −y x x  

d) Hoành độ giao điểm của ( )C  và d  là 3 3x 3 8 2+ = − ⇔ = −x x x  

Với ( )2 14 2 15′= − ⇒ = − ⇒ − =x y f . Do đó phương trình tiếp tuyến là ( )15 2 14 15 16= + − = +y x x .  

Ví dụ 2: Cho hàm số ( )2
2 1
−

=
+

xy C
x

. 

a) Viết phương trình tiếp tuyến của ( )C  tại điểm có tung độ 0 3=y . 

b) Viết phương trình tiếp tuyến của ( )C  tại giao điểm của ( )C  với đường thẳng : 2= −d y x . 

Lời giải 

Ta có: 
( )2

5
2 1

′ =
+

y
x

 

a) Ta có: ( )0 0
23 3 5x 5 1 1 5

2 1
− ′= ⇒ = ⇔ = − ⇔ = − ⇒ − =
+

xy x y
x

. 



 

 

Do vậy phương trình tiếp tuyến là: ( )5 1 3= + +y x  hay 5 8= +y x . 

b) Phương trình hoành độ giao điểm của d và ( )C  là: 
22 2
02 1

=−
= − ⇔  =+ 

xx x
xx

 

Với ( )0 0
12 0; 2
5

′= ⇒ = =x y y  suy ra phương trình tiếp tuyến là: ( )1 2
5

= −y x . 

Với ( )0 00 2; 0 5′= ⇒ = − =x y y  suy ra phương trình tiếp tuyến là: 5 2= −y x . 

Ví dụ 3: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 3 4 2= − +y x x  tại điểm có hoành độ bằng 1 là: 

A. 2= − −y x   B. 2= −y x   C. = −y x   D. 1= − +y x  

Lời giải 

Ta có ( ) ( )2
0 01 1; 3 4 1 1′ ′= ⇒ = − = − ⇒ = −x y f x x f  

Do vậy PTTT là: ( )1 1= − − − = −y x x . Chọn C. 

Ví dụ 4: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số ( )2 1
1
+

=
−

xy C
x

 tại giao điểm của ( )C  với trục tung là: 

A. 3 1= − −y x   B. 3 3= − −y x   C. 3= −y x   D. 3 3= − +y x   

Lời giải 

( ) ( )0; 1∩ = −C Oy A . Lại có 
( )

( )2
3 0 3
1

−′ ′= ⇒ = −
−

y y
x

 

Do vậy phương trình tiếp tuyến là: 3 1= − −y x . Chọn A. 

Ví dụ 5: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 2 3= + − −y x x  tại điểm có hoành độ 2−x  là: 

A. 3 3
4 2

= +y x   B. 3 1
4 2

= −y x   C. 3 3
4 2

= −y x   D. 3 1
2 2

= +y x   

Lời giải 

Với 2 1= ⇒ =x y . Lại có ( ) ( )1 1 32
42 2 2 3

′ ′= + ⇒ =
+ −

f x f
x x

 

Do đó phương trình tiếp tuyến là: ( )3 3 12 1
4 4 2

= − + = −y x x . Chọn B. 

Ví dụ 6: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 3 24 1= − +y x x  tại điểm 0x  thỏa mãn ( )0 4′′ =f x  là: 

A. 3 1= − +y x   B. 4 1= − −y x   C. 4 1= −y x   D. 4 1= − +y x   

Lời giải 

Ta có: ( ) ( )23 8 6 8′ ′′= − ⇒ = −f x x x f x x . 

Giải ( ) ( )0 04 2 7; 2 4′′ ′= ⇔ = ⇒ = − = −f x x y f  

Do đó phương trình tiếp tuyến là: ( )4 2 7 4 1= − − − = − +y x x . Chọn D. 



 

 

Ví dụ 7: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 4 24 2= − +y x x  tại điểm 0 1= −x  là: 

A. 4 1= +y x   B. 4 1= − −y x   C. 4 2= +y x   D. 4 3= +y x   

Lời giải 

Ta có: 0 01 1= − ⇒ = −x y . Mặt khác ( )34 8 1 4′ ′= − ⇒ − =y x x y  

Khi đó phương trình tiếp tuyến là: ( )4 1 1 4 3= + − = +y x x . Chọn D. 

Ví dụ 8: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số ( )2
2 1
−

=
+

xy C
x

 tại giao điểm của ( )C  với trục hoành là: 

A. ( )1 2
5

= −y x   B. ( )1 2
25

= −y x   C. ( )2 2
5

= −y x   D. ( )3 2
25
−

= −y x   

Lời giải 

Ta có: ( ) ( )2;0∩ =C Ox A . Mặt khác ( )
( )

( )2
5 12

52 1
′ ′= ⇒ =

+
f x f

x
 

Do đó phương trình tiếp tuyến tại điểm ( )2;0A là: ( )1 2
5

= −y x . Chọn A. 

Ví dụ 9: Tiếp tuyến của đồ thị hàm số ( )32 3 1= − +y x x C  tại điểm có hoành độ 1=x  cắt đồ thị ( )C  tại 

điểm thứ 2 có hoành độ là: 

A. 0 B. 2−   C. 3 D. 1−   

Lời giải 

Ta có: ( ) ( )21 0; 6 3 1 3′ ′= ⇒ = = − ⇒ =x y f x x f . 

Phương trình tiếp tuyến là: ( )( )3 1= −y x d  

Xét ( ) ( )3 1
2 3 1 3 1

2
=

∩ ⇒ − + = − ⇔  = −

x
d C x x x

x
. Chọn B. 

Ví dụ 10: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 2 1
2
−

=
+

xy
x

 tại điểm có tung độ bằng 3−  là: 

A. 3 2= +y x   B. ( )5 1= +y x  C. 3 5= +y x   D. 5 2= +y x   

Lời giải 

Giải 
22 1 3 1

2 1 3 62
≠ −−

= − ⇔ ⇔ = − − = − −+ 

xx x
x xx

. Lại có ( )
( )

( )2
5 1 5
2

′ ′= ⇒ − =
+

f x f
x

 

Phương trình tiếp tuyến là: ( )5 1 3 5 2= + − = +y x x . Chọn D. 

Ví dụ 11: Tiếp tuyến của đồ thị hàm số 4 2= +y x  tại thời điểm có hoành độ 1= −x  cắt trục hoành tại 

điểm. 



 

 

A. ( )0; 1−A   B. 7 ;0
2

 − 
 

A   C. 7 ;0
4

 − 
 

A   D. 1 ;0
4

 − 
 

A  

Lời giải 

Ta có: ( )1; 3; 1 4′= − = − = −x y y . Do đó phương trình tiếp tuyến là: ( ) ( )4 1 3 4 1= − + + = − −y x x d . 

Do đó 1;0
4
− ∩ =  

 
d Ox A . Chọn D. 

Ví dụ 12: Cho hàm số ( )4 22 3 1= − +y x x C . Khoảng cách từ gốc tọa độ O đến tiếp tuyến của ( )C  tại điểm 

có hoành độ 1=x  là: 

A. 2
5

=d   B. 2 5
5

=d   C. 1
5

=d   D. 2=d   

Lời giải 

Ta có ( )1 0; 1 8 6 2′= ⇒ = = − =x y f . Do đó phương trình tiếp tuyến là ( )( )2 1= −y x d . 

Do đó : 2 2 0− − =d x y  suy ra ( ) 2
0;

5
−

=d d . Chọn A. 

Chú ý: Bài toán này yêu cầu các em ghi nhớ công thức khoảng cách từ một điểm đến một đường thẳng. 

Khoảng cách từ điểm ( )0 0;M x y  đến đường thẳng : 0+ + =d ax by c  là: 0 0

2 2

+ +
=

+

ax by c
d

a b
.  

Ví dụ 13: Cho hàm số ( )3= +y x mx C . Tìm giá trị của tham số m để khoảng cách từ gốc tọa độ O đến tiếp 

tuyến tại điểm có hoành độ 1=x  của ( )C  bằng 2  là: 

A. 
4
1

= −
 = −

m
m

  B. 
5
3

= −
 = −

m
m

  C. 
4
2

= −
 = −

m
m

  D. 
2

0
= −

 =

m
m

 

Lời giải 

Với ( )0 01 1 ; 1 3′= ⇒ = + = +x y m f m . Phương trình tiếp tuyến là: ( )( ) ( )3 1 1= + − + +y m x m d  

( )
( )

( )2

2

43 1
; 2 3 1 2

23 1

= −− − + + 
= = ⇔ + + = ⇔  = −+ +

mm m
d O d m

mm
. Chọn C. 

Dạng 2: Viết phương trình tiếp tuyến khi biết hệ số góc 

Phương pháp giải: 

Để viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số ( )( )=y f x C  khi biết hệ số góc là k 

Giải phương trình ( ) ( )

01

02

..........

=
 =′= ⇒ ⇒ ⇒



=

i

i

x x
x x

k f x y x

x x

 Phương trình tiếp tuyến. 



 

 

Chú ý: Cho 2 đường thẳng 1 1 1: y k= +d x b  và 2 2 2: = +d y k x b  

Khi đó 1 2,k k  lần lượt là hệ số góc của các đường thẳng 1d  và 2d . 

▪ Nếu 1 2
1 2

1 2

/ /
=

⇔  ≠

k k
d d

b b
 

▪ Nếu 1 2 1 2. 1⊥ ⇔ = −d d k k  

▪ Đường thẳng : = +d y kx b  tạo với trục hoành một góc α thì tan= ±k α . 

Ví dụ 1: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 1
2

−
=

−
xy
x

 biết: 

a) Tiếp tuyến có hệ số góc là 1= −k . 

b) Tiếp tuyến song song với đường thẳng 4 5= − +y x . 

c) Tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng 9 2= +y x .  

Lời giải 

Ta có: 
( )2

1
2

−′ =
−

y
x

 

a) Do tiếp tuyến có hệ số góc 1= −k  nên ta có: 
( )2

31 1
12

=−
= − ⇔  =− 

x
xx

. 

Với 0 03 2= ⇒ = ⇒x y  phương trình tiếp tuyến là: ( )1 3 2 5= − − + = − +y x x . 

Với 0 01 0= ⇒ = ⇒x y  phương trình tiếp tuyến là: ( )1 1= − − = − +y x x . 

b) Do tiếp tuyến song song với đường thẳng 
( )2

14 2 4 4
2uy x k

x
−

= − + ⇒ = − ⇔ = −
−

 

( )2

5
1 22

34
2

 =
⇔ − = ⇔ 

 =

x
x

x
 

Với 0 0
5 3
2

= ⇒ = ⇒x y  phương trình tiếp tuyến là: 54 3 4 13
2

 = − − + = − + 
 

y x x  

Với 0 0
3 1
2

= ⇒ = − ⇒x y  phương trình tiếp tuyến là: 34 1 4 5
2

 = − − − = − + 
 

y x x  (loại vì trùng với đường 

thẳng đã cho) 

Vậy phương trình tiếp tuyến là 4 13= − +y x . 

c) Do tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng 9 2= +y x  suy ra 
( )2

1 1 1. 1
92

− − −
= − ⇔ = =

−
u d

d

k k
kx

 



 

 

( )2 5
2 9

1
=

⇔ − = ⇔  = −

x
x

x
. 

Với 0 0
45
3

= ⇒ = ⇒x y  phương trình tiếp tuyến là: ( )1 4 1 175
9 3 9 9

−
= − − + = +y x x  

Với 0 0
21
3

= − ⇒ = ⇒x y  phương trình tiếp tuyến là ( )1 2 1 51
9 3 9 9

−
= − + + = +y x x . 

Ví dụ 2: Cho hàm số: ( )1
1

−
=

+
xy C
x

 

a) Viết phương trình tiếp tuyến của ( )C  biết tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng : 2 1 0+ + =d x y . 

b) Viết phương trình tiếp tuyến của ( )C  biết tiếp tuyến song song với đường thẳng 1 : 2 1 0− − =d x y . 

Lời giải 

Gọi ( ) ( )0 0; ∈M x y C  là tiếp điểm. 

a) Ta có: 1 1 1: y 2
2 2 2
−

= − ⇒ = − ⇒ =d ud x k k . Khi đó ( )
( )

0
0 2

00

02 2
21

x
y x

xx

=
′ = = ⇔  = −+ 

 

Với 0 00 1= ⇒ = − ⇒x y  Phương trình tiếp tuyến là: 2 1= −y x  

Với 0 02 3= − ⇒ = ⇒x y  Phương trình tiếp tuyến là: ( )2 2 3 2 7y x x= + + = +  

b) Ta có: 1
1 1:
2 2

= −d y x  

Do tiếp tuyến song song với đường thẳng ( )
( )

0
0 2

00

12 120 1
321

=
′= + ⇒ = = = ⇔  = −+ 

n

x
y x k y x

xx
. 

Với 0 01 0= ⇒ = ⇒x y  Phương trình tiếp tuyến là: ( )1 1
2

= − ≡y x d  (loại) 

Với 0 03 2= − ⇒ = ⇒x y  Phương trình tiếp tuyến là: ( )1 1 73 2
2 2 2

= + + = +y x x . 

Ví dụ 3: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 3 23 2= − +y x x  có hệ số góc 3= −k  là: 

A. 3 3= − +y x   B. 3 2= − +y x   C. 3= −y x   D. 3 3= − −y x   

Lời giải 

Ta có: 23 6′ = −y x x . Giải ( )223 6 3 3 1 0 1− = − ⇔ − = ⇔ =x x x x . 

Với 1 0= ⇒ = ⇒x y  Phương trình tiếp tuyến: ( )3 1= − −y x . Chọn A. 

Ví dụ 4: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 1
1

+
=

−
xy
x

 biết tiếp tuyến song song với đường thẳng 

: 2 7 0+ − =d x y  là: 

A. 2 3= − −y x   B. 2 3= − +y x   C. 2 1= − +y x   D. 2 1= − −y x   



 

 

Lời giải 

Ta có: 
( )2

22: 2 7; 2
01

=−′= − + = = − ⇔  =− 

x
d y x y

xx
 . 

Với 2 3= ⇒ = ⇒x y  Phương trình tiếp tuyến: ( )2 2 3 2 7= − − + = − + ≡y x x d  (loại). 

Với 0 1= ⇒ = − ⇒x y  Phương trình tiếp tuyến: 2 1= − −y x . Chọn D. 

Ví dụ 5: Tiếp tuyến của đồ thị hàm số 4 2 5= + −y x x mà vuông góc với đường thẳng 6 1999 0+ + =x y  là: 

A. 6 9= −y x   B. 6 6= −y x   C. 6 9= − +y x   D. 6 6= − +y x   

Lời giải 

Ta có: ( )1 1999
6 6
−

= −y x d . Do tiếp tuyến vuông góc với d nên 1. 1 6−
= − ⇒ = =d u u

d

k k k
k

. 

Giải 36 4 2 6 1 3′ = ⇔ + = ⇔ = ⇒ = − ⇒y x x x y  Phương trình tiếp tuyến là: ( )6 1 3 6 9= − − = −y x x . 

Chọn A. 

Ví dụ 6: Tiếp tuyến của đồ thị hàm số 2 3
2
−

=
−

xy
x

 tại điểm có hoành độ 1= −x  có hệ số góc là: 

A. 1 B. 7 C. 7
9

  D. 1
9

  

Lời giải 

Ta có: 
( )

( )2
7 71

92
′ ′= ⇒ − = =

−
y y k

x
. Chọn C. 

Ví dụ 7: Tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
1

−
=

+
x my
x

 tại điểm có hoành độ 2= −x  có hệ số góc là 3=k . Giá trị 

của tham số m là: 

A. 4=m   B. 4= −m   C. 2= −m   D. 2=m   

Lời giải 

Ta có: 
( )

( )2
1 2 1 3 2

1
+′ ′= ⇒ − = + = ⇔ =
+

my y m m
x

. Chọn D. 

Ví dụ 8: Tiếp tuyến của đồ thị hàm số 3 24 3 2= − + +y x mx x  tại điểm có hoành độ 1=x  có hệ số góc 

2= −k . Giá trị của tham số m là: 

A. 1=m   B. 1= −m   C. 2= −m   D. 2=m   

Lời giải 

Ta có: ( )1 3 8 3 2 1′ = − + = − ⇔ =y m m . Chọn A. 

Ví dụ 9: Cho hàm số 4 22 3= − −y x x . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số biết tiếp tuyến song 

song với đường thẳng 24 1= −y x . 



 

 

A. 24 48= −y x   B. 24 21= −y x   C. 24 45= −y x   D. 24 43= −y x  

Lời giải 

Do tiếp tuyến song song với đường thẳng 24 1= −y x  suy ra 24=nk  

Khi đó 34 4 24 2 5′ = − = ⇔ = ⇒ =y x x x y . 

Phương trình tiếp tuyến là: ( )24 2 5 24 43= − + = −y x x . Chọn D. 

Ví dụ 10: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 3 23 3= + −y x x  biết tiếp tuyến vuông góc với 

đường thẳng 1
9
−

= +
xy . 

A. 9 8= −y x   B. 9 24= +y x   C. 9 10= +y x    D. 
9 8
9 24

= −
 = +

y x
y x

 

Lời giải 

Do tiếp tuyến vuông góc với 1
9
−

= +
xy  nên 1 9−

= =u
d

k
k

 

Giải 2 1
3 6 9

3
=′ = + = ⇔  = −

x
y x x

x
 

Với 1 1= ⇒ = ⇒x y  Phương trình tiếp tuyến là: ( )9 1 1 9 8= − + = −y x x  

Với 3 3= − ⇒ = − ⇒x y  Phương trình tiếp tuyến là: ( )9 3 3 9 24= + − = +y x x  

Vậy có 2 phương trình tiếp tuyến là 9 8; 9 24= − = +y x y x . Chọn D. 

Ví dụ 11: Viết phương trình tiếp tuyến của ( ) 3 2:
1
+

=
−

xC y
x

 biết tiếp tuyến song song với đường thẳng 

5 2 0+ + =x y . 

A. 5 2= − −y x   B. 5 18= − +y x   C. 5 10= − +y x   D. 5 12= − +y x  

Lời giải 

Ta có: : 5 2 5= − − ⇒ = −ud y x k . Giải 
( )2

05 5
21

=−′ = = − ⇔  =− 

x
y

xx
 

Với 0 2= ⇒ = − ⇒x y  Phương trình tiếp tuyến là: 5 2= − −y x  (loại). 

Với 2 8= ⇒ = ⇒x y  Phương trình tiếp tuyến là: ( )5 2 8 5 18= − − + = − +y x x . Chọn B. 

Ví dụ 12: Cho hàm số ( )3 2 2= + +y x mx C . Tìm giá trị của tham số m biết tiếp tuyến của ( )C  tại điểm có 

hoành độ 1= −x  vuông góc với đường thẳng 1 3
2

= +y x . 

A. 5= −m   B. 5
2
−   C. 5

2
  D. 5 

Lời giải 



 

 

Ta có: ( )1 3 2′= − = +uk y m . Từ gt ( ) 1 53 2 . 1 3 2 2
2 2

−
⇒ + = − ⇔ + = − ⇔ =m m m . Chọn B. 

Ví dụ 13: Cho hàm số ( )3 22= − + +y x mx n C . Tìm tổng +m n  biết tiếp tuyến của ( )C  tại điểm ( )1;3A  có 

hệ số góc là 1=k . 

A. 2 B. 3 C. 4 D. 5 

Lời giải 

Ta có: ( )23 4 1 3 4 1 1′ ′= − + ⇒ = − + = ⇔ =y x mx y m m  

Mặt khác điểm ( ) ( )1;3 ∈A C  nên 3 1 2 1 2= − + + = + ⇔ =m n n n . Vậy 3+ =m n . Chọn B. 

Ví dụ 14: Cho hàm số ( )+
=

+
x my C
x n

. Biết tiếp tuyến của ( )C  tại điểm ( )2; 4−A  song song với đường 

thẳng 5 2017y x= − + . Vậy giá trị của 2 −m n  là: 

A. 2 B. 3 C. 5 D. 7 

Lời giải 

Giải hệ 
( )

( ) ( )2
2

2 4 104 4 102 3
5 10 2 715 212 5 2 22

m m n m nn n
n m nn m my n nn

+ = − −− =  = − − + = −  +⇔ ⇔ ⇔ ⇒ − =   − = − == − ′  = = − + ++

. 

Chọn D. 

Ví dụ 15: Cho hàm số ( )
2
+

=
−

mx ny C
x

. Biết ( )C  đi qua điểm ( )1; 3−A  và tiếp tuyến của ( )C  tại điểm có 

hoành độ 3=x  có hệ số góc 5= −k . Giá trị của biểu thức 2 2+m n  bằng: 

A. 5 B. 10 C. 13 D. 25 

Lời giải 

Giải hệ 
( )

( )

2 2

2

3
1 2 3 2

52 2 5 13 5
3 2

+− = − + = =  ⇔ ⇔ ⇒ + =  − − + = = ′ = = −
−

m n
m n m

m nm n m n ny
. 

Chọn A. 

Ví dụ 16: Cho hàm số ( )3 2= + +y x mx nx C . Tìm giá trị của 2 2+m n  để đồ thị hàm số đi qua điểm 

( )1;5−A  và tiếp tuyến tại điểm có hoành độ 1=x  vuông góc với đường thẳng 1 2
3
−

= +y x . 

A. 5 B. 10 C. 20 D. 25 

Lời giải 



 

 

Giải hệ 
( ) ( )

2 2
5 1 6 2

201 3 2 3 41 . 1
3

= − + − − = = ⇔ ⇔ ⇒ + =−  ′ + + = = −= −  

m n m n m
m n

m n ny
. Chọn C. 

Ví dụ 17: Tìm tất cả các giá trị của tham số m để có 2 tiếp tuyến của đồ thị hàm số 3 23 2= + +y x mx  có 

cùng hệ số góc 3= −k . 

A. 1 1− < <m   B. 1 1− ≤ ≤m   C. 
1

1
>

 < −

m
m

  D. 1= ±m   

Lời giải 

Để có 2 tiếp tuyến thì phải có 2 tiếp điểm phân biệt. Giả sử hoành độ tiếp điểm là =x a . 

Khi đó ta có: ( ) 2 23 6 3 2 1 0′ = + = − ⇔ + + =y a a ma a ma . 

Đk có 2 tiếp tuyến có cùng hệ số góc 3= −k  là: ( )
2

1

1
1 0

1
>

∆ = − > ⇔  < −

m
m

m
. Chọn C. 

Ví dụ 18: Gọi d là tiếp tuyến có hệ số góc nhỏ nhất của đồ thị hàm số 3 22 4 9 11
3

= − + −y x x x . Đường 

thẳng d đi qua điểm nào dưới đây? 

A. 25;
3

 − 
 

M   B. 25;
3

 − 
 

P   C. 52;
3

 − 
 

N   D. 52;
3

 − 
 

Q   

Lời giải 

Ta có 3 2 22 4 9 11 2 8 9,
3

′= − + − → = − + ∀ ∈y x x x y x x x  . 

Hệ số góc của tiếp tuyến d của đồ thị hàm số tại ( )0 0;M x y  là ( ) 2
0 0 02 8 9′= = − +k y x x x . 

Mặt khác ( ) ( )22 2
0 0 0 0 0 min2 8 9 2 4 4 1 2 2 1 1 1− + = − + + = − + ≥ ⇒ =x x x x x k . 

Dấu bằng xảy ra khi ( )2
0 0 0

112 0 2
3

− = ⇔ = ⇒ = −x x y . 

Vậy phương trình d là 11 17 22 5;
3 3 3

 + = − ⇔ = − ⇒ − ∈ 
 

y x y x P d . Chọn B. 

Ví dụ 19: Cho hàm số ( )
1

+
=

−
ax by C
cx

 có bảng biến thiên như hình vẽ. Biết tiếp tuyến của ( )C  tại giao 

điểm của ( )C  với trục tung song song với đường thẳng 2 2018= +y x . 

x −∞    1  +∞   

′y    + 
 

+  



 

 

y 

                                     +∞                                        3−    

 

 

      3−                                      −∞   

Giá trị của biể thức 2 3= + +T a b c  là: 

A. 3=T   B. 1=T   C. 3=T   D. 2=T   

Lời giải 

Do đồ thị hàm số có tiệm cận đứng 1=x  và tiệm cận ngang 3= −y  

Do đó hàm số có dạng: 
( )

( )2
3 3 0 3

1 1
− + −′ ′= ⇒ = ⇒ = −

− −

x b by y y b
x x

 

Do tiếp tuyến song song với đường thẳng 2 2018 3 2 1= + ⇒ − = ⇔ =y x b b . 

Vậy 3; 1; 1 2= − = = ⇒ =a b c T . Chọn D. 

Ví dụ 20: Cho hàm số ( )4
3

+
=

−
xy C
x

. Điểm ( )0 0;M x y  (với 0 0>y ) thuộc sao ( )C  cho tiếp tuyến tại M cắt 

các trục Ox, Oy lần lượt tại A và B sao cho 5. 2=AB OA . Giá trị của 0 02 +x y  là: 

A. 16 B. 17 C. 18 D. 19 

Lời giải 

Ta có: ∆OAB  vuông tại O ta có: 

2 2

tan 7−
= = =

OB AB OABAO
OA OA

 

Gọi k là hệ số góc của tiếp tuyến ta có: 7= ±k . 

Gọi ( )
( )

( )2 00
0 0 02

00 0

44 7; 7 3 1
23 3

=  + −′⇒ = = ± ⇔ − = ⇔   =− −  

xxM x y x x
xx x

 

Suy ra ( )4;8 16⇒ =M T . Chọn A. 

Dạng 3: Viết phương trình tiếp tuyến biết tiếp tuyến đi qua một điểm 

Phương pháp giải: 

Cách viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số biết tiếp tuyến đi qua ( );B α β  

Gọi ( )( ) ( )0 0; ∈A x f x C . 

Khi đó phương trình tiếp tuyến tại điểm A của ( )C  là ( )( ) ( )( )0 0 0′= − +y f x x x f x d . 

Mặt khác d đi qua ( );B α β  nên ( )( ) ( )0 0 0′= − +f x x f xβ α  từ đó giải phương trình tìm 0x . 

Ví dụ 1: Cho hàm số: ( )2
1

+
=

−
xy C
x

. Viết phương trình tiếp tuyến của ( )C  biết tiếp tuyến qua ( )1;7A . 

Lời giải 



 

 

Ta có: 
( )

( ) 0
02

00

23
11

+−
= − +

−−

xy x x
xx

. Tiếp tuyến qua ( )1;7A . 

Do vậy 
( )

( ) ( )0 0
0 0 0 02

0 00

2 537 1 7 1 5 2
1 11

x xx x x x
x xx
+ +−

= − + = ⇔ − = + ⇔ =
− −−

. 

Phương trình tiếp tuyến là: ( )3 2 4= − − +y x  hay 3 10= − +y x . 

Ví dụ 2: Cho hàm số ( )4 22 5= + +y x x C . Viết phương trình tiếp tuyến của ( )C  biết tiếp tuyến đi qua gốc 

tọa độ. 

A. 4=y x  hoặc 4= −y x   B. 2= −y x  hoặc 2=y x   

C. 8=y x  hoặc 8= −y x   D. 4 4= −y x  hoặc 4 4= +y x   

Lời giải 

Phương trình tiếp tuyến tại điểm ( )4 2
0 0 0; 2+M x x x  là ( )( ) ( )3 4 2

0 0 0 0 04 4 2 5= + − + + +y x x x x x x d  

Do ( )0;0 ∈O d  nên 04 2
0 0

0

1
0 3 2 5

1
=

= − − + ⇔ ⇒ = −

x
x x

x
 phương trình tiếp tuyến: 

8
8

=
 = −

y x
y x

. Chọn C. 

Ví dụ 3: Cho hàm số ( )2 1
2
+

=
−

xy C
x

. Viết phương trình các tiếp tuyến kẻ từ điểm ( )2; 8−A  đến đồ thị ( )C . 

A. 5 2= − +y x   B. 5 8= − +y x   C. 3 2= − +y x   D. 3 8= − +y x   

Lời giải 

Phương trình tiếp tuyến tại điểm 0
0

0

2 1;
2

 +
 − 

xM x
x

 là 
( ) ( ) ( )0

0
0 0

2 15
2 2

+−
= − +

− −
xy x x d

x x
 

Do ( )2; 8− ∈A d nên ta có: ( )
( )

0 0 0
02

0 00

5 2 2 1 2 68 1
2 22

− − + +
− = + = ⇔ =

− −−

x x x x
x xx

 

Do vậy phương trình tiếp tuyến là: ( )5 1 3 5 2= − − − = − +y x x . Chọn A.  

Ví dụ 4: Cho hàm số ( )3 3= −y x x C . Viết phương trình tiếp tuyến của ( )C  biết tiếp tuyến đi qua điểm 

( )2;2A . 

A. 9 16= −y x   B. 2=y   C. 2=y  hoặc 9 16= −y x   D. 9 18= −y x  

Lời giải 

Gọi ( )3
0 0 0; 3−M x x x  là tiếp điểm. Phương trình tiếp tuyến là ( )( )2 3

0 0 0 03 3 3= − − + −y x x x x x  

Do tiếp tuyến đi qua ( )2;2A  nên ( )( ) 0 02 3
0 0 0 0

0 0

1 2
2 3 3 2 3

2 2
= − ⇒ =

= − − + − ⇔  = ⇒ =

x y
x x x x

x y
 

Do vậy phương trình tiếp tuyến là: 
( )

2
9 2 2 9 16

=
 = − + = −

y
y x x

. Chọn C. 



 

 

Ví dụ 5: Cho hàm số ( )3 24 6 1= − +y x x C . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số biết tiếp tuyến 

đi qua điểm ( )1; 9− −M . 

A. 24 15= +y x   B. 15 21
4 4

= +y x    

C. 24 15= +y x  hoặc 15 21
4 4

= +y x   D. 15 21
4 4

= +y x  hoặc 24 11= +y x   

Lời giải 

Phương trình tiếp tuyến tại điểm ( )3 2
0 0 0;4 6 1− +A x x x  là: 

( )( ) ( )2 3 2
0 0 0 0 012 12 4 6 1= − − + − +y x x x x x x d  

Cho ( )1; 9− − ∈M d  ta có: ( )( ) 02 3 2
0 0 0 0 0

0

5
9 12 12 1 4 6 1 4

1

 =− = − − − + − + ⇔


= −

x
x x x x x

x
. 

Với 0 1= − ⇒x  Phương trình tiếp tuyến là: 24 15= +y x  

Với 0
5

4
−

= ⇒x  Phương trình tiếp tuyến là: 15 21
4 4

= −y x . Chọn C. 

Ví dụ 6: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số ( )3 4 1= − +y x x C  biết tiếp tuyến đi qua điểm ( )2;1−A  

là: 

A. 1= − −y x  hoặc 8 17= −y x   B. 1= − +y x  hoặc 8 17= −y x  

C. 1= − +y x  hoặc 8 17= − −y x   D. 1= − −y x  hoặc 8 17= +y x  

Lời giải 

Phương trình tiếp tuyến tại điểm ( )3
0 0 0; 4 1− +M x x x  là: ( )( )2 3

0 0 0 03 4 4 1= − − + − +y x x x x x  

Cho tiếp tuyến qua ( )2;1−A  ta có: 

( )( ) 02 3 3 2
0 0 0 0 0 0

0

1
1 3 4 2 4 1 2 6 8 0

2
=

= − − − + − + ⇔ − − + = ⇔  = −

x
x x x x x x

x
. 

Do vậy có 2 phương trình tiếp tuyến là: 1= − −y x , 8 17= +y x . Chọn D. 

Ví dụ 7: Cho hàm số ( )2 2 3= − +y x x C . Phương trình tiếp tuyến tại điểm 2=x  của ( )C  đi qua điểm 

( ); 2+A a a . Giá trị của a là: 

A. 1=a   B. 1= −a   C. 3=a   D. 3= −a   

Lời giải 

Ta có: ( )2; 3; 2 2′= = =x y f . Tiếp tuyến tại điểm ( )2;3M  là: ( ) ( )2 2 3 2 1= − + = −y x x d . 

Do ∈A d  nên 2 2 1 3+ = − ⇔ =a a a . Chọn C. 



 

 

Ví dụ 8: Cho đồ thị ( ) 3 2: 3= −C y x x . Có bao nhiêu số nguyên ( )10;10∈ −b  để có đúng một tiếp tuyến của 

( )C  đi qua điểm ( )0;B b ? 

A. 15 B. 9 C. 16 D. 17 

Lời giải 

Phương trình tiếp tuyến của ( )C  tại ( )3 2
0 0 0; 3−M x x x  có dạng: ( )( )2 3 2

0 0 0 0 03 6 3= − − + −y x x x x x x  

Do tiếp tuyến đi qua điểm ( ) ( )( )2 3 2 3 2
0 0 0 0 0 0 00; 3 6 3 2 3⇒ = − − + − = − +b b x x x x x x x  

Để có đúng một tiếp tuyến của ( )C  đi qua ( )0;B b  thì phương trình 3 2
0 02 3= − +b x x  có duy nhất một 

nghiệm. Xét hàm số 3 2 2 0 0
2 3 6 6 0

1 1
= ⇒ =′= − + ⇒ = − + = ⇔  = ⇒ =

x y
y x x y x x

x y
 

Dựa vào đồ thị hàm số suy ra PT có 1 nghiệm khi 
1
0

>
 <

b
b

 

Vậy ( )10;10∈ −b  có 17 giá trị nguyên của m thỏa mãn yêu cầu bài toán. Chọn D. 

Ví dụ 9: Cho hàm số 2
1

− +
=

−
xy
x

 có đồ thị ( )C  và điểm ( );1A a . Gọi S là tập hợp các giá trị thực của a để 

có đúng một tiếp tuyến của ( )C  kẻ qua A. Tổng giá trị các phần tử của S là: 

A. 1 B. 3
2

  C. 5
2

  D. 1
2

  

Lời giải 

Phương trình tiếp tuyến của ( )C  tại điểm 0
0

0

2;
1

 − +
 − 

xM x
x

 là: 

( )( )
( )

( )0 0
0 0 02

0 00

2 21
1 11

+ − +′= − + = − +
− −−

x xy f x x x x x
x xx

 

Do tiếp tuyến đi qua điểm ( );1A a  nên ( )( )
( )

0 0 0
2

0

2 1
1

1
− + − −

=
−

x a x x
x

 

( ) ( )2 2 2
0 0 0 0 01 4 2 2 6 3 0 *⇔ − = − + − − ⇔ − + + =x x x a x x a  

Để có đúng một tiếp tuyến đi qua A thì (*) có nghiệm kép hoặc (*) có 2 nghiệm phân biệt trong đó có một 

nghiệm 0

3 2 0 3
1 3 2 0 2

12.1 6 3 0

′∆ = − =  = ′= ⇔ ⇔∆ = − >  = − + + = 

a
a

x a
aa

. Chọn C.  

Ví dụ 10: Cho hàm số ( ) 3 26 2= = − + +y f x x x  có đồ thị ( )C  và điểm ( );2M m . Gọi S là tập hợp các giá 

trị thực của m để qua M có hai tiếp tuyến với đồ thị ( )C . Tổng các phần tử của S là 



 

 

A. 20
3

  B. 13
2

  C. 12
3

  D. 16
3

  

Lời giải 

Gọi ( ) ( )3 2; 6 2− + + ∈A a a a C  

Phương trình tiếp tuyến của ( )C  tại A là: ( )( )2 3 23 12 6 2= − + − − + +y a a x a a a  

Do tiếp tuyến đi qua ( );2M m  nên ( )( )2 3 22 3 12 6 2= − + − − + +a a x a a a  

( )( ) ( )( ) ( )
2 3 2

2

0
3 12 6

3 12 6 *
=

⇔ − + − = − ⇔  − + − = −

a
a m a a a

a m a a a
 

( ) ( ) ( )2 2 2* 3 12 12 3 6 2 3 2 12 0⇔ − − + + = − ⇔ = − + + − =ma a m a a a g a a m a m  

Để qua M có hai tiếp tuyến với đồ thị ( )C  ta có 2 trường hợp. 

TH1: ( ) 0=g a  có nghiệm kép khác 0 
( )

( )2

20 12 0
3

9 2 96 0 6

= − ≠ = ⇔ ⇔ ∆ = + − = =

g m m
m m m

 

TH2: ( ) 0=g a  có 2 nghiệm phân biệt trong đó 1 nghiệm bằng 0 (vô nghiệm) 

Vậy 2 20; 6
3 3

= = ⇒ =∑m m m . Chọn A. 

 

Ví dụ 11: Cho hàm số 1
1

+
=

−
xy
x

 có đồ thị ( )C  và điểm ( )0;A m . Gọi S là tập hơp tất cả các giá trị thực của 

m để có đúng một tiếp tuyến từ ( )C  đi qua A. Tổng tất cả giá trị của phần từ S bằng 

A. 1 B. 1−   C. 0 D. 1
2

−   

Lời giải 

Gọi ( )1;
1

+ ∈ − 
aM a C
a

, phương trình tiếp tuyến tại M là: 
( )

( )2
2 1

11
− +

= − +
−−

ay x a
aa

 

Tiếp tuyến đi qua điểm ( )
( )2

2 10;m
11

+
⇒ = +

−−

a aA m
aa

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22

1 1
*

1 2 1 1 01 2 1

≠ ≠  ⇔ ⇔  = − − + + + =− = + −  

a a
g a m a m a mm a a a

 

Để có đúng một tiếp tuyến từ ( )C  đi qua A ta xét các trường hợp sau: 

TH1: Với 11 4 2 0
2

= ⇒ − + = ⇔ =m a a  



 

 

TH2: Do ( )1 2= −g  nên để có đúng một tiếp tuyến từ ( )C  đi qua A thì ( )g a  có nghiệm kép 

( ) ( )( )2

1
1

1 1 1 0

≠⇔ ⇔ = −
′∆ = + − + − =

m
m

m m m
. Vậy 0=∑m . Chọn C. 

Ví dụ 12: Cho hàm số 3 12 12= − +y x x  có đồ thị ( )C  và điểm ( ); 4−A m . Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị 

thực của m nguyên thuộc khoảng ( )2;5  để từ A kẻ được ba tiếp tuyến với đồ thị ( )C . Tổng tất cả các phần 

tử nguyên của tập S bằng 

A. 7 B. 9 C. 3 D. 4 

Lời giải 

Gọi ( ) ( )3; 12 12− + ∈M a a a C , phương trình tiếp tuyến tại M là: 

( )( )2 33 12 12 12= − − + − +y a x a a a  

Tiếp tuyến đi qua điểm ( ); 4−A m  khi ( )( )2 34 3 12 12 12− = − − + − +a m a a a  

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 12 16 3 2 2 0 2 4 2 3 6 0⇔ − + + − + − = ⇔ − + − + + − =  a a a a m a a a a a m a  

( )( )22 2 2 3 6 8 6 0⇔ − − + + − − + =a a a ma a m  

( ) ( )2

2
2 3 4 6 8 0

=
⇔  = − + − + − =

a
g a a m a m

 

Để từ A kẻ được ba tiếp tuyến với đồ thị ( )C  khi ( ) 0=g a  có 2 nghiệm phân biệt khác 2 

( )
( ) ( )

( ); 2;5
2

4
2 8 6 8 6 8 0 3

3;4 743 4 8 6 8 0
2

∈ ∈

 >= − + − + − ≠ ⇔ ⇔ → = ⇒ =  < −∆ = − + − > 
 ≠

∑m m
mg m m

m mmm m
m

 . Chọn A. 

Ví dụ 13: Cho 3
1

+
=

−
xy
x

 có đồ thị ( )C . Gọi A là điểm trên : 2 1= +d y x  có hoành độ a mà từ A kẻ được 

hai tiếp tuyến tới ( )C . Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. ( ) { }1;2 \ 0;1∈ −a  B. ( ) { }1;2 \ 0∈ −a   C. ( ) { }2;2 \ 1∈ −a   D. ( ) { }2;2 \ 0∈ −a   

Lời giải 

Gọi ( );2 1+A a a , gọi ( )0
0

0

3;
1

 +
∈ − 

xM x C
x

 

Phương trình tiếp tuyến tại M là: 
( )

( ) 0
02

00

34
11

+−
= − +

−−

xy x x
xx

 

Do tiếp tuyến đi qua điểm ( );2 1+A a a  nên 
( )

( ) 0
02

00

342 1
11

+−
+ = − +

−−

xa a x
xx

 



 

 

( )( ) ( ) ( )
0 0

2 22
0 0 00 0 0 0

1 1
2 2 3 2 02 1 1 4 4 2 3

≠ ≠  ⇔ ⇔ 
= − + + + =+ − = − + + + −  

x x
g x ax a x aa x a x x x

 

Để từ A kẻ được hai tiếp tuyến tới ( )C  thì phương trình ( )0 0=g x  có 2 nghiệm phân biệt khác 1. 

( )
( )

( ) { }2
2 2

0
0; 1

1 4 4 0 1;2 \ 0;1
2 2 4 0

2 3 2 0

 ≠
 ≠ ≠⇔ = − + ≠ ⇔ ⇔ ∈ − 

− + + >
′∆ = + − − >

a
a a

g a a
a a

a a a

. Chọn A. 

Dạng 4: Tiếp tuyến với bài toán tương giao 

Phương pháp giải: 

Viết phương trình hoành độ giữa đồ thị hàm số ( )( )=y f x C  và đường thẳng : = +d y ax b . Gọi 

( ); +i iA x ax b  là tọa độ giao điểm khi đó ( )′=i ik f x  là hệ số góc của tiếp tuyến của ( )C  tại điểm A. 

Ví dụ 1: Cho hàm số ( )1
2 1
− +

=
−

xy C
x

. Chứng minh rằng với mọi m đường thẳng : = +d y x m  luôn cắt đồ 

thị ( )C  tại hai điểm phân biệt A, B. Gọi 1 2,k k  lần lượt là hệ số góc của tiếp tuyến với ( )C  tại A và B. Tìm 

m để tổng 1 2+k k  đạt giá trị lớn nhất. 

Lời giải 

Phương trình hoành độ giao điểm là: ( )( )1 2 1 1
2 1
− +

= + ⇔ + − = − +
−

x x m x m x x
x

 (Do 1
2

=x  không phải là 

nghiệm) ( )22 2 1 0 *⇔ + − − =x x m . 

Ta có: ( )2 2 2 0′∆ = + + > ∀ ∈ ⇒m m x d  luôn cắt ( )C  tại 2 điểm phân biệt. 

Gọi 1 2,x x  là nghiệm của phương trình (*) theo định lý Vi-ét ta có: 
1 2

1 2

1
1

2

+ = −

 − −

=

x x
mx x

 

Khi đó 
( ) ( )

( ) ( )
( )

2
1 2 1 2 1 2

1 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

4 8 4 21 1
2 1 2 1 4 2 1

+ − − + +−
+ = − = −

− − − + +  

x x x x x x
k x

x x x x x x
 

( )224 8 6 4 1 2 2= − − − = − + − ≤ −m m m . 

Do đó 1 2+k k  đạt giá trị lớn nhất 1⇔ = −m . 

Ví dụ 2: Cho hàm số ( )3 24 3= + +y x x C . Viết phương trình đường thẳng d qua ( )0;3A  và cắt ( )C  tại 3 

điểm phân biệt A, B, C sao cho các tiếp tuyến tại B, C vuông góc với nhau. 

Lời giải 

Phương trình đường thẳng d là: 3= +y kx  



 

 

Phương trình hoành độ giao điểm là: 
( )

( )
33 2

2

0 0;3
4 3 3

4 0

= ⇒
+ + = + ⇔ 

= + − =

x A
x x kx

g x x x k
 

Để d cắt ( )C  tại 3 điểm phân biệt ( ) 0⇔ =g x  có 2 nghiệm phân biệt khác 0 

4 0
0 4

0
′∆ = + >

⇔ ⇔ ≠ > − ≠

k
k

k
 

Khi đó gọi, ( )1 1; 3+B x kx , ( )2 2; 3+C x kx ( ) 2 2
1 1 1 1 2 2 23 8 , 3 8′⇒ = = + = +k y x x x k x x  

Để các tiếp tuyến tại B, C vuông góc với nhau 1 2. 1⇔ = −k k  

( )( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2. 3 8 3 8 1 . 9 24 64 1⇔ + + = − ⇔ + + + = −x x x x x x x x x x  

( ) 2 16 2479 32 1 9 32 1 0
9

− ±
⇔ − − − = − ⇔ + + = ⇔ =k k k k k  (thỏa mãn) 

Vậy 16 247 16 247: 3
9 9

− ± − ±
= ⇒ = +k d y x . 

Ví dụ 3: Gọi 1k  và 2k  lần lượt là hệ số góc của tiếp tuyến tại các giao điểm của ( ) 1:
2

−
=

−
xC y
x

 và đường 

thẳng : 2 1= +d y x . Giá trị của 1 2+k k  là: 

A. 5 B. 10 C. 20 D. 30 

Lời giải 

Phương trình hoành độ giao điểm là 2

21 2 62 1
2 22 4 1 0

≠− ±
= + ⇔ ⇔ =− − − =

xx x x
x x x

 

Mặt khác ta có: 
( ) 1 22

1 2 6 2 6 20
2 22

   − + −′ ′ ′= ⇒ + = + =      −    
y k k y y

x
. Chọn C. 

Ví dụ 4: Tìm giá trị của tham số m để đồ thị hàm số 2 2= −y x mx  cắt đường thẳng 1= −y  tại 2 điểm phân 

biệt A, B sao cho tổng hệ số góc tiếp tuyến của ( )C  tại A và B bằng 4. 

A. 2=m   B. 2= −m   C. 3= −m   D. 3=m   

Lời giải 

Phương trình hoành độ giao điểm là 2 2 1 0− + =x mx  

Đk cắt tại 2 điểm phân biệt là: 2 1 0′∆ = − >m . Khi đó 1 2;x x  là hoành độ giao điểm thì 1 2

1 2

2
1

+ =
 =

x x m
x x

 

Lại có ( ) ( )1 2 1 22 2 2 2 2 2 4 4 4 2′ ′ ′= − ⇒ + = − + − = − = ⇔ =y x y x y x x x m m . Chọn A. 

Ví dụ 5: Cho hàm số ( ) ( )3 23 1 3 2= − + + +y x m x mx C . Số các giá trị của m để ( )C  cắt trục Ox tại 3 điểm 

phân biệt ( )1;0A , B, C sao cho tiếp tuyến tại B và C của ( )C  song song với nhau. 



 

 

A. 1 B. 0 C. 2 D. 3 

Lời giải 

Phương trình hoành độ giao điểm là: ( )3 23 1 3 2 0− + + + =x m x mx  

( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2

1
1 3 2 2 0

3 2 2 0
=⇔ − − + − = ⇔  = − + − =

x
x x m x

g x x m x
 

+) Để ( )C  cắt Ox tại 3 điểm phân biệt ( ) 0⇔ =g x  có 2 nghiệm phân biệt khác 1. 

( )
( )

( )
23 2 8 0

*
1 3 3 0

∆ = + + >⇔ 
= − − ≠

m

g m
 

Khi đó gọi, ( ) ( ) ( )1 2
1 2 1 2

1 2

3 2
;0 , ;0

2
+ = +

⇒ ≠ = −

x x m
B x C x x x

x x
 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 1 1 2 2 2 23 6 1 3 , 3 6 1 3′ ′= = − + + = = − + +k y x x m x m k y x x m x m  

Do tiếp tuyến tại B và C song song nên ta có: ( ) ( )2 2
1 2 1 1 2 22 1 2 1= ⇔ − + = − +k k x m x x m x  

( )( )1 2 1 2 1 22 2 0 2 2 3 2 2 2 0⇔ − + − − = ⇔ + = + ⇔ + = + ⇔ =x x x x m x x m m m m  (t/m). Chọn A. 

Ví dụ 6 [Đề thi THPT QG năm 2018]: Cho hàm số 4 21 7
4 2

= −y x x  có đồ thị ( )C . Có bao nhiêu điểm 

( )∈A C  sao cho tiếp tuyến của ( )C  tại A cắt ( )C  tại hai điểm phân biệt ( ) ( )1 1 2 2; y , ;M x N x y  (M, N khác 

A) thỏa mãn ( )1 2 1 26− = −y y x x ?  

A. 1 B. 2 C. 0 D. 3 

Lời giải 

Từ giả thiết ta được đường thẳng MN có một vectơ chỉ phương ( )1;6


u . 

Suy ra hệ số góc của đường thẳng MN bằng 6. 

Gọi ( )0 0;A x y  ta có: ( )
0

3
0 0 0 0

0

3
6 7 6 1

2

=
′ = ⇔ − = ⇔ = −
 = −

x
f x x x x

x
. 

Ta được các phương trình tiếp tuyến tương ứng là 1176
4

= −y x , 116
4

= +y x , 6 2= +y x . 

Kiểm tra điều kiện cắt tại 3 điểm 

Ta xét phương trình ( ) ( )4 2 4 21 7 1 76 6 *
4 2 4 2

− = + ⇔ = − − =x x x m g x x x x m . 

Khi đó ( ) 3

3
0 7 6 0 1

2

=
′ = ⇔ − − = ⇔ = −
 = −

x
g x x x x

x
. Ta được bảng biến thiên sau: 



 

 

x −∞    2−    1−    3  +∞   

( )′y x    −   0 + 0 −   0 +  

( )y x   

+∞                                                     11
4

                                                  +∞    

 

 

                                2                                                  117
4

−   

Dựa vào BBT suy ra 11
4

=m , 2=m  thì phương trình (*) có ba nghiệm. 

Vậy có hai điểm A thỏa mãn yêu cầu bài toán. Chọn B. 

Ví dụ 7: Cho hàm số ( )3 23 2= + +y x mx x C . Biết tiếp tuyến của ( )C  tại các điểm có hoành độ 1x  và 2x  có 

cùng hệ số góc 5=k . Biết 2 2
1 2 10+ =x x  giá trị của m là: 

A. 1= ±m   B. 2= ±m   C. 2= ±m   D. 3= ±m  

Lời giải 

Ta có ( ) ( )
2
1 1

1 2 2
2 1

3 6 2 5
5

3 6 2 5

 + + =
′ ′= = ⇔ 

+ + =

x mx
y x y x

x mx
. Khi đó 1 2;x x  là nghiệm của phương trình 

23 6 2 5+ + =x mx  hay ( )2 22 1 0 1 0+ − = + >x mx m . Theo Vi-ét ta có: 1 2

1 2

2
1

+ = −
 = −

x x m
x x

 

Lại có ( )22 2 2
1 2 1 2 1 22 4 2 10 2+ = + − = + = ⇔ = ±x x x x x x m m . Chọn B. 

Ví dụ 8: Cho hàm số ( ) ( )3 23 3 1= − + +y x mx m x C . Số các giá trị nguyên của m để trên ( )C  tồn tại 2 điểm 

( ) ( )1 1 2 2; , ;M x y N x y  phân biệt sao cho tiếp tuyến tại M và N cùng vuông góc với đường thẳng 

: 3 2 0− + =d x y  và 1 2 2 5+ =x x . 

A. 1 B. 2 C. 0 D. 3 

Lời giải 

Viết lại 1 2:
3 3

= +d y x . ( )23 6 3 1′ = − + +y x mx m  

Ta có: ( )1
1. 1
3

′ = −y x , ( )2
1. 1
3

′ = −y x  nên 1 2;x x  là nghiệm của PT: 2 2 1 1− + + = −x mx m  

( )2 2 2 0 1⇔ − + + =x mx m  

Để tồn tại 2 điểm M, N thỏa mãn yêu cầu bài toán thì phương trình (1) có 2 nghiệm phân biệt dương 



 

 

2 2 0
2 0 2

2 0

′∆ = − − >
⇔ > ⇔ >
 + >

m m
m m

m
. 

Khi đó ta có: ( )21 2
1 2 1 2 1 2

1 2

2
2 2 2 2 20

2
+ =

⇒ + = + + = + + = = +

x x m
x x x x x x m m

x x m
 

( )2

10
7

2 10

<⇔ ⇔ =
+ = −

m
m

m m
 (tm). Chọn A. 

Dạng 5: Tiếp tuyến của hàm số hợp 

Ví dụ 1: Cho hàm số ( )( )=y f x C  xác định trên ℝ và thỏa mãn ( ) ( )3 21 1 1− + − = +f x f x x . Viết phương 

trình tiếp tuyến của ( )C  tại giao điểm của ( )C  với trục tung. 

A. 1
5

= −y x   B. 1 1
5

= − +y x   C. 1= −y x   D. 1= − +y x  

Lời giải 

Ta có: ( )∩C Oy  tại điểm có hoành độ 0=x . 

Đặt 
( )
( )
0

0

=
 ′ =

f a

f b
, thay 1=x  vào giả thiết ta có: ( ) ( )3 30 0 2 2 1+ = ⇔ + = ⇔ =f f a a a  

Đạo hàm 2 vế biểu thức ( ) ( )3 21 1 1− + − = +f x f x x  ta được: ( ) ( ) ( ) ( )2 23 1 1 2 . 1 1 *′ ′− − − − − =f x f x x f x  

Thay 1=x  vào biểu thức (*) ta có: 12 13 2 1 3 2 1
5

=− − = →− − = ⇔ = −aa b b b b b  

Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là: 1 1
5

= − +y x . Chọn B. 

Ví dụ 2: Cho hàm số ( )( )=y f x C  xác định trên ℝ và thỏa mãn ( ) ( )3 2 3 3 .− + = +f x x x f x . Viết phương 

trình tiếp tuyến của ( )C  tại điểm có hoành độ 1=x . 

A. 

2 1
3 3

1 7
3 3

 = −

 = − +

y x

y x
  B. 

2 1
3 3

1 5
3 3

 = −

 = − −

y x

y x
  C. 

2 5
3 3

1 7
3 3

 = −

 = − +

y x

y x
  D. 

2 5
3 3

1 7
3 3

 = −

 = − +

y x

y x
 

Lời giải 

Đặt 
( )
( )
1

1

=
 ′ =

f a

f b
, thay 1=x  vào giả thiết ta có: 3 3 1

1 3 3 3 2 0
2

= −
+ = + ⇔ − − = ⇔  =

a
a a a a

a
 

Đạo hàm 2 vế biểu thức ( ) ( )3 2 3 3 .− + = +f x x x f x  ta được: 

   ( ) ( ) ( ) ( )( )23 2 2 1 3 3 . *′ ′− − − + = +f x f x f x x f x  



 

 

Thay 1=x  vào biểu thức (*) ta có: 23 1 3 3− + = +a b a b  

TH1: Với 21 3 1 3 3
3

= − ⇒ − + = − + ⇔ =a b b b  

Phương trình tiếp tuyến là: ( )2 2 51 1
3 3 3

= − − = −y x x . 

TH2: Với 12 12 1 6 3
3

= ⇒ − + = + ⇔ = −a b b b  

Phương trình tiếp tuyến là: ( )1 1 71 2
3 3 3

−
= − − + = +y x x . Chọn D. 

Ví dụ 3: Cho hàm số ( )( )=y f x C  xác định trên ℝ và thỏa mãn ( ) ( ) 22 2 1 2− + + = +f x f x x x . Tiếp 

tuyến của ( )C  tại điểm có hoành độ 2=x  đi qua điểm nào trong các điểm sau: 

A. ( )2;1   B. 51;
3

 
 
 

  C. 22;
3
− 

 
 

  D. 131;
3

 
 
 

 

Lời giải 

Thay 0; 1= =x x  vào đề bài ta có: 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

2 2 1 0 2 1

2 1 2 3 1 2

+ = = −  ⇔ 
+ = =  

f f f

f f f
 

Đạo hàm 2 vế biểu thức: ( ) ( ) 22 2 1 2− + + = +f x f x x x  ta được: ( ) ( ) ( )2 2 1 2 2 *′ ′− − + + = +f x f x x  

Thay 0; 1= =x x  vào (*) ta được: 
( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

822 2 1 2 3
102 1 2 4 1
3

 ′ = −′ ′ − + = ⇔  −′ ′− + =  ′ =


ff f

f f f
 

Suy ra phương trình tiếp tuyến tại điểm có hoành độ 2=x  có phương trình là: 

( )8 8 132 1
3 3 3

−
= − − − = +y x x  

Do đó tiếp tuyến của ( )C  tại điểm có hoành độ 2−x  đi qua điểm 51;
3

 
 
 

. Chọn B.  

Ví dụ 4: Cho hàm số ( )( )=y f x C  xác định trên ℝ và thỏa mãn ( ) ( ) ( )22 1 1 3 2 1− + + = +f x f x x . Tiếp 

tuyến của ( )C  tại thời điểm có hoành độ 3=x  cắt trục tọa độ tại 2 điểm A và B. Diện tích tam giác OAB là 

OABS  thỏa mãn: 

A. 0 5< <OABS   B. 5 15< <OABS   C. 15 30< <OABS   D. 30>OABS   

Lời giải 

Thay 2; 2= − =x x  vào đề bài ta có: 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

2 3 1 27 3 9

2 1 3 27 1 9

+ − = =  ⇔ 
− + = − =  

f f f

f f f
 



 

 

Đạo hàm 2 vế biểu thức: ( ) ( ) ( )22 1 1 3 2 1− + + = +f x f x x  ta được: ( ) ( ) ( )2 1 1 12 *− − + + =f x f x x  

Thay 2; 2= − =x x  vào (*) ta được: 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

2 3 1 24 3 8

2 1 3 24 1 8

′ ′ ′− + − = − =  ⇔ ′ ′ ′− − + = − = −  

f f f

f f f
 

Suy ra phương trình tiếp tuyến tại điểm có hoành độ 3=x có phương trình là: ( )8 3 9 8 15= − + = −y x x  

Khi đó 1 15.15. 14,0625
2 8

= =OABS . Chọn B. 

Ví dụ 5: Cho các hàm số ( ) ( ) ( )2, , 4= = = +  y f x y f f x y f x  có đồ thị lần lượt là ( ) ( ) ( )1 2 3, ,C C C . 

Đường thẳng 1=x  cắt ( ) ( ) ( )1 2 3, ,C C C  lần lượt tại M, N, P. Biết phương trình tiếp tuyến của ( )1C  tại M và 

của ( )2C  tại N lần lượt là 3 2= +y x  và 12 5= −y x . Phương trình tiếp tuyến của ( )3C  tại P bằng: 

A. 8 1= −y x   B. 4 3= +y x   C. 2 5= +y x   D. 3 4= +y x   

Lời giải 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

1 3
3 2 1 1 . 1 1 1 1

1 5

′ =′ ′ ′= + ⇔ = = − ⇔ = − + ⇒ 
=

f
y x y f f x y f x f f

f
 

Tiếp tuyến của ( )2C  tại N là ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 . 1 . 1 5 3 5 . 1′ ′ ′− = − ⇔ − = −      y f f f f f x y f f x  

( ) ( ) ( )3 . 5 3. 5′ ′⇔ = + −y f x x f f  mà 
( )

( ) ( )
( )
( )

3 12 5 4
12 5

5 3. 5 5 5 7

′ ′= =  = − → ⇔ ′− = − =  

f x f
y x

f f f
 

Lại có ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 24 4 . 4 2 . 4 1 2 5′′ ′ ′ ′= + ⇒ = + + = + ⇒ =y f x y x f x x f x y f . 

Do đó, tiếp tuyến của ( )3C  tại P là ( ) ( )( ) ( )5 2 5 1 7 8 1 8 1′= = − ⇔ − = − ⇔ = −y f f x y x y x . 

Chọn A. 

Dạng 6: Tìm điều kiện để 2 đồ thị tiếp xúc với nhau 

Cho 2 hàm số ( )=y f x  và ( )=y g x . Đồ thị 2 hàm số trên tiếp xúc với nhau khi và chỉ khi 

( ) ( )
( ) ( )

=
 ′ ′=

f x g x

f x g x
 và nghiệm của hệ phương trình này chính là hoành độ của tiếp điểm. 

 

Ví dụ 1: Biết rằng hai đường cong 3 5 2
4

= + −
xy x  và 2 2= + −y x x  tiếp xúc với nhau tại một điểm duy 

nhất ( )0 0;M x y . Tính OM. 

A. 1
2

=OM   B. 29
2

=OM   C. 29
4

=OM   D. 29
3

=OM   

Lời giải 



 

 

Tọa độ tiếp điểm là nghiệm của hệ phương trình: 

3 2

2

5 2 2 14
5 23 2 1
4

 + − = + − ⇔ =
 + = +


xx x x
x

x x
 

Khi đó 1 5 29;
2 4 4

 − ⇒ = 
 

M OM . 

Ví dụ 2: Có bao nhiêu giá trị của tham số m để đồ thị hàm số 3 3 1= − + +y x mx m  tiếp xúc với trục hoành. 

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 

Lời giải 

Đồ thị hàm số đã cho tiếp xúc với trục hoành khi hệ phương trình 
3

2

3 1 0
3 3 0

 − + + =


− =

x mx m
x m

 

( )3

2

3 1 0 1 − + + =


=

x mx m

m x
 có nghiệm. 

Thế 2=m x  vào phương trình (1) ta có: 3 3 23 1 0 1 1− + + = ⇔ = ⇒ =x x x x m . Chọn A. 

Ví dụ 3: Số các giá trị của tham số m để hai đồ thị ( ) 3 3 1= − +f x x x  và đường thẳng ( ): 1 1= − −d y m x  

tiếp xúc với nhau là: 

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 

Lời giải 

Hai đồ thị tiếp xúc với nhau khi hệ phương trình: 
( )3

2

3 1 1 1

3 3

 − + = − −


− =

x x m x

x m
 có nghiệm. 

Suy ra ( )( )3 2 3 2
1 9

3 1 3 3 1 1 2 3 1 0 2 4
1 0

 = − ⇒ = −− + = − − − ⇔ − + = ⇔


= ⇒ =

x m
x x x x x x

x m
. Chọn B. 

Ví dụ 4: Gọi S là tập hợp các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số ( ) 3 2: 8= + −C y x mx x  tiếp xúc với 

đường thẳng 9= +y x m . Tổng các phần tử của tập hợp S là: 

A. 0 B. 3 C. 3−   D. 4 

Lời giải 

Hai đồ thị tiếp xúc với nhau khi hệ phương trình: 
( )

( )

3 2

2

8 9 1

3 2 8 1 2

 + − = +


+ − −

x mx x x m

x mx
 có nghiệm. 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )( )3 2 2 21 9 9 0 9 0 9 0⇔ + − − = ⇔ + − + = ⇔ − + =x mx x m x x m x m x x m  

3= ±
⇔  = −

x
x m

 

Với 3 3= ⇒ = −x m  



 

 

Với 3 3= − ⇒ =x m  

Với = −x m  ta có: 2 23 2 9 3− = ⇔ = ±m m m . 

Vậy 3= ±m  là các giá trị cần tìm. Vậy tổng các phần tử của tập S là 0. Chọn A. 

Ví dụ 5: Gọi S là tập hợp các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số ( )3 22 3 3 18 8= − + + −y x m x mx  tiếp 

xúc với trục hoành. Tổng các phần tử của tập hợp S là: 

A. 9 B. 278
27

  C. 8 D. 208
27

  

Lời giải 

Đồ thị hàm số đã cho tiếp xúc với trục hoành khi hệ phương trình: 
( )
( )

3 2

2

2 3 3 18 8 0

6 6 3 18 0

 − + + − =


− + + =

x m x mx

x m x m
 

( ) ( )
( ) ( )

3 2

2

2 3 3 18 8 0 1

3 3 0 2

 − + + − =⇔ 
− + + =

x m x mx

x m x m
 có nghiệm. 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )( )
3

2 3 0 3 0
=

⇔ − − − = ⇔ − − = ⇔  =

x
x x m x m x x m

x m
 

Với 3=x  thế vào (1) ta có: ( ) 3554 27 3 54 8 0
27

− + + − = ⇔ =m m m . 

Với =x m  thế vào (1) ta có: 

( ) ( )( )3 2 2 3 2 22 3 3 18 8 0 9 8 0 1 8 8 0− + + − = ⇔ − + − = ⇔ − − − =m m m m m m m m m  

Ta được tổng các giá trị của tập hợp S là: 35 2781 8
27 27

+ + = . Chọn B.    

Ví dụ 6: Tính tổng S tất cả các giá trị tham số m để đồ thị ( ) 3 2 2 33 3 2= − + + −f x x mx mx m m  tiếp xúc với 

trục hoành. 

A. 4
3

=S   B. 1=S   C. 0=S   D. 2
3

=S   

Lời giải 

Đồ thị đã cho tiếp xúc với trục hoành khi hệ phương trình sau có nghiệm: 

( )
( ) ( ) ( )

3 2 2 3 3 2 2 3

22

3 3 2 0 3 3 2 0
2 0 13 6 3 0

 = − + + − =  − + + − = ⇔ 
′ = − + == − + =  

f x x mx mx m m x mx mx m m
g x x mx mf x x mx m

 

Lấy ( )
( )

f x
g x

 ta được ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3. 2 2 2 2= − + − + −f x g x x m m m x m m  

Suy ra ( ) ( )( )2 2 3 2

0
2 2 2 2 0 2 2 0 1

=
− + − = ⇔ − + = ⇔ =
 = −

m
m m x m m m m x m m

x m
 



 

 

Với ( ) 2 2
0

1 2 0 1
3

=
= − ⇒ ⇔ + + = ⇔
 = −


m
x m m m m

m
 

Vậy 10, 1,
3

= = = −m m m . Chọn D. 

 

 



 

 

BÀI TẬP TỰ LUYỆN 

Câu 1: Cho đồ thị hàm số ( ) 1:
2

− +
=

−
xC y

x
. Số tiếp tuyến của đồ thị hàm số đi qua điểm ( )2; 1−A  là 

A. 1 B. 3 C. 2 D. 0 

Câu 2: Cho hàm số 2 1
1
+

=
−

xy
x

 có đồ thị là ( )C . Số tiếp tuyến của đồ thị ( )C  mà đi qua điểm ( )1;2M  là 

A. 0 B. 1 C. 2 D. 4 

Câu 3: Biết trên đồ thị ( ) 1:
2

−
=

+
xC y
x

 có hai điểm mà tiếp tuyến tại các điểm đó đều song song với đường 

thẳng : 3 15 0− + =d x y . Tìm tổng S các tung độ tiếp điểm. 

A. 3=S   B. 6=S   C. 4= −S   D. 2=S   

Câu 4: Cho hàm số 3 23 2= − + +y x x  có đồ thị ( )C . Phương trình tiếp tuyến của ( )C  mà có hệ số góc lớn 

nhất là: 

A. 3 1= +y x   B. 3 1= − −y x   C. 3 1= − +y x   D. 3 1= −y x   

Câu 5: Đường thẳng 2+ =x y m  là tiếp tuyến của đường cong 3 3 4= − + +y x x  khi m bằng 

A. 3−  hoặc 1 B. 1 hoặc 3 C. 1−  hoặc 3 D. 3−  hoặc 1−   

Câu 6: Tiếp tuyến của đồ thị hàm số ( ) 3 21 1 4 6
3 2

= − − +f x x x x  tại điểm có hoành độ là nghiệm của 

phương trình ( ) 0′′ =f x  có hệ số góc bằng 

A. 4−   B. 47
12

  C. 13
4
−   D. 17

4
−   

Câu 7: Tiếp tuyến tại điểm cực tiểu của đồ thị hàm số 3 21 2 3 5
3

= − + −y x x x . 

A. Có hệ số góc dương.  B. Song song với trục hoành. 

C. Có hệ số góc bằng 1− .  D. Song song với đường thẳng 1=x . 

Câu 8: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 1
2

+
=

−
xy
x

 tại điểm có hoành độ bằng 3 là 

A. 3 13= +y x   B. 3 5= −y x   C. 3 5= − −y x   D. 3 13= − +y x   

Câu 9: Cho hàm số 2
1

+
=

+
xy
x

 có đồ thị ( )C . Phương trình tiếp tuyến với đồ thị hàm số tại giao điểm của đồ 

thị ( )C  với trục tung là: 

A. 2= − +y x   B. 1= − +y x   C. 2= −y x   D. 2= − −y x   

Câu 10: Tiếp tuyến của đồ thị hàm số 3 3 2= − +y x x  vuông góc với đường thẳng 1
9

= −y x  là 



 

 

A. 1 118, 5
9 9

= − + = − +y x y x   B. 1 118, 14
9 9

= + = −y x y x   

C. 9 18, 9 14= + = −y x y x   D. 9 18, 9 5= + = +y x y x   

Câu 11: Cho hàm số 2
1

=
−

y
x

 có đồ thị hàm số ( )C . Viết phương trình tiếp tuyến của ( )C  tại giao điểm 

của ( )C  và trục tung. 

A. 2 2= +y x   B. 2= +y x   C. 2 2= − +y x   D. 2 2= −y x   

Câu 12: Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 3 23 1= − +y x x  tại điểm ( )3;1A  là: 

A. 9 26= − −y x   B. 9 26= −y x   C. 9 3= − −y x   D. 9 2= +y x   

Câu 13: Cho đồ thị hàm số 3 21 2 3
3

= − +y x x x . Phương trình nào dưới đây là phương trình tiếp tuyến hệ số 

góc nhỏ nhất của đồ thị trên. 

A. 8
3

= − +y x   B. 8
3

= +y x   C. 8
3

= − −y x   D. 8
3

= −y x   

Câu 14: Đường thẳng =y m  tiếp xúc với đồ thị ( ) 4 2: 2 4 1= − + −C y x x  tại hai điểm phân biệt. Tìm tung độ 

tiếp điểm. 

A. 1 B. 1−   C. 0 D. 3 

Câu 15: Cho hàm số ( )3 22 1 2= − + − +y x x m x m  có đồ thị là ( )mC . Tìm m để tiếp tuyến có hệ số góc nhỏ 

nhất của đồ thị ( )mC  vuông góc với đường thẳng : 3 2018∆ = +y x . 

A. 7
3

=m   B. 1=m   C. 2=m   D. 1
3

= −m   

Câu 16: Cho hàm số 2 3
2
−

=
−

xy
x

 có đồ thị ( )C . Một tiếp tuyến của ( )C  cắt hai tiệm cận của ( )C  tại hai 

điểm A, B và 2 2=AB . Hệ số góc của tiếp tuyến đó bằng. 

A. 2−   B. 2−   C. 1
2

−   D. 1−   

Câu 17: Cho hàm số ( )=y f x  xác định và có đạo hàm trên ℝ thỏa mãn ( ) ( )2 3
1 2 1+ = − −      f x x f x . 

Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số ( )=y f x  tại điểm có hoành độ bằng 1. 

A. 1 6
7 7

= − −y x   B. 1 8
7 7

= − −y x   C. 1 8
7 7

= − +y x   D. 6
7

= − +y x   

Câu 18: Gọi S là tập hợp các giá trị của hàm số m để đồ thị hàm số 4 22 2= − + −y x x m  có đúng một tiếp 

tuyến song song với trục Ox. Tính tổng các phần tử của S. 

A. 2−   B. 5 C. 5−   D. 3 



 

 

Câu 19: Gọi S là tập hợp các giá trị của hàm số m sao cho đường thẳng : 3= − −d y mx m  cắt đồ thị 

( ) 3 2: 2 3 2= − −C y x x  tại ba điểm phân biệt A, B, ( )1; 3−I  mà tiếp tuyến với ( )C  tại A và tại B vuông góc 

với nhau. Tính tổng các phần tử của S. 

A. 1−   B. 1 C. 2 D. 5 

Câu 20: Cho hàm số 2
1
−

=
−

xy
x

 có đồ thị ( )C  và điểm ( );1A m . Gọi S là tập các giá trị của m để có đúng một 

tiếp tuyến của ( )C  đi qua A. Tính tổng bình phương các phần tử của tập S. 

A. 13
4

  B. 5
2

  C. 9
4

  D. 25
4

  

Câu 21: Cho đồ thị ( ) 1:
2
−

=
xC y

x
 và 1 2,d d  là hai tiếp tuyến của ( )C  song song với nhau. Khoảng cách lớn 

nhất giữa 1d  và 2d  là 

A. 3 B. 2 3   C. 2 D. 2 2   

Câu 22: Cho hàm số 3 3 1= − +y x x  có đồ thị ( )C . Gọi ( ) ( ); , ;A A B BA x y B x y  với <A Bx x  là các điểm thuộc 

( )C  sao cho tiếp tuyến tại A, B song song với nhau và 4 2=AB . Tính 3 5= −A BS x x . 

A. 16= −S   B. 16=S   C. 15=S   D. 9= −S   

Câu 23: Cho hàm số ( )=y f x  xác định và liên tục trên ℝ thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau 

( ) 20, , '( ) . ( )xf x x f x e f x x> ∀ ∈ = − ∀ ∈   và ( ) 10
2

=f . Phương trình tiếp tuyến của đồ thị tại điểm có 

hoành độ 0 ln 2=x  là 

A. 2 9 2ln 2 3 0+ − − =x y   B. 2 9 2ln 2 3 0− − + =x y   C. 2 9 2ln 2 3 0− + − =x y   D. 2 9 2ln 2 3 0+ + − =x y   

Câu 24: Cho hàm số 
4

2 53
2 2

= − +
xy x , có đồ thị ( )C  và điểm ( )∈M C  có hoành độ =Mx a . Có bao nhiêu 

giá trị nguyên của a để tiếp tuyến của ( )C  tại M cắt ( )C  tại hai điểm phân biệt khác M. 

A. 0 B. 3 C. 2 D. 1 

Câu 25: Cho hàm số ( ) ( ), , , ; 0, 0+
= = ∈ ≠ ≠

+
ax by f x a b c d c d
cx d

  có đồ thị ( )C . Đồ thị của hàm số 

( )′=y f x  như hình vẽ dưới đây. 



 

 

 

Biết ( )C  cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng 2. Tiếp tuyến của ( )C  tại giao điểm của ( )C  với trục hoành 

có phương trình là: 

A. 3 2 0+ − =x y   B. 3 2 0+ + =x y   C. 3 2 0− − =x y   D. 3 2 0− + =x y   

Câu 26: Cho hàm số 4 21 7
4 2

= −y x x  có đồ thị ( )C . Có bao nhiêu điểm A thuộc ( )C  sao cho tiếp tuyến của 

( )C  tại A cắt ( )C  tại hai điểm phân biệt ( ) ( )1 1 2 2; , ;M x y N x y  (M, N khác A) thỏa mãn ( )1 2 1 26− = −y y x x ? 

A. 1 B. 2 C. 0 D. 3 

Câu 27: Cho hàm số 4 21 14
3 3

= −y x x  có đồ thị ( )C . Có bao nhiêu điểm A thuộc ( )C  sao cho tiếp tuyến của 

( )C  tại A cắt ( )C  tại hai điểm phân biệt ( ) ( )1 1 2 2; , ;M x y N x y  (M, N khác A) thỏa mãn ( )1 2 1 28− = −y y x x ? 

A. 2 B. 1 C. 3 D. 0 

Câu 28: Cho hàm số 4 21 33
2 2

= − +y x x  có đồ thị là ( )C  và điểm 27 15;
16 4

 − − 
 

A . Biết có ba điểm 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3; , ; , ;M x y M x y M x y  thuộc ( )C  sao cho tiếp tuyến của ( )C  tại mỗi điểm đó đều đi qua A. 

Tính 1 2 3= + +S x x x .  

A. 7
4

= −S   B. 3= −S   C. 5
4

= −S   D. 5
4

=S   

Câu 29: Cho hàm số ( )2
1

=
+
xy C

x
. Các điểm ( )∈M C  sao cho tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại M cắt hai 

trục tọa độ tại A, B với diện tích tam giác OAB bằng 1
4

 có dạng ( ) ( )1 2; , ;M a b M c d . Khi đó tổng 

+ + +a b c d  là 

A. 1
5

−   B. 1
4

−   C. 1
3

−   D. 1
2

−   

Câu 30: Cho hàm số 3 2 3 1= + + +y x x x  có đồ thị là ( )C . Có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m 

để từ điểm ( )0;M m  kẻ được ít nhất một tiếp tuyến đến đồ thị ( )C  mà hoành độ tiếp điểm thuộc đoạn [ ]1;3 . 

A. Vô số B. 0 C. 61 D. 60 



 

 

Câu 31: Cho hàm số 2 3
2
+

=
−

xy
x

 có đồ thị ( )C . Có bao nhiêu giá trị thực của tham số m để 

( ) : 2= +md y x m  cắt ( )C  tại hai điểm phân biệt mà tiếp tuyến của ( )C  tại hai điểm đó song song với nhau? 

A. Vô số B. 1 C. 0 D. 2 

Câu 32: Cho hàm số 1
2

−
=

+
xy
x

, gọi d là tiếp tuyến với đồ thị hàm số tại điểm có hoành độ bằng 2−m . Biết 

đường thẳng d cắt tiệm cận đứng của đồ thị hàm số tại điểm ( )1 1;A x y  và cắt tiệm cận ngang của đồ thị hàm 

số tại điểm ( )2 2;B x y . Gọi S là tập hợp các số m sao cho 2 1 5+ = −x y . Tính tổng bình phương các phần từ 

của S. 

A. 0 B. 4 C. 10 D. 9 

Câu 33: Cho hàm số 3 2009= −y x x  có đồ thị là ( )C . 1M  là điểm trên ( )C  có hoành độ 1 1=x . Tiếp tuyến 

của ( )C  tại 1M  cắt ( )C  tại điểm 2M  khác 1M , tiếp tuyến của ( )C  tại 2M  cắt ( )C  tại điểm 3M  khác 

2M … tiếp tuyến của ( )C  tại 1−nM  cắt ( )C  tại nM  khác 1−nM  (n = 4;5;…), gọi ( );n nx y  là tọa độ điểm nM . 

Tìm n để: 20132009 2 0+ + =n nx y . 

A. n = 685 B. n = 679 C. n = 672 D. n = 675 

Câu 34: Cho hàm số 3 3= +y x x  có đồ thị là ( )C . 1M  là điểm trên ( )C  có hoành độ bằng 1. Tiếp tuyến tại 

điểm 1M  cắt ( )C  tại điểm 2M  khác 1M . Tiếp tuyến tại điểm 2M  cắt ( )C  tại điểm 3M  khác 2M . Tiếp 

tuyến tại 1−nM  cắt ( )C  tại điểm nM  khác 1−nM  ( )4,≥ ∈n n  ? Tìm số tự nhiên n thỏa mãn điều kiện 

213 2 0− + =n ny x . 

A. 7=n   B. 8=n   C. 22=n   D. 21=n   

Câu 35: Cho hàm số 4 21 7
8 4

= −y x x  có đồ thị ( )C . Có bao nhiêu điểm A thuộc đồ thị ( )C  sao cho tiếp 

tuyến của ( )C  tại A cắt ( )C  tại hai điểm phân biệt ( ) ( )1 1 2 2; ; ;M x y N x y  (M, N khác A) thỏa mãn 

( )1 2 1 23− = −y y x x . 

A. 0 B. 2 C. 3 D. 1 

Câu 36: Giả sử đường thẳng = +y ax b  là tiếp tuyến chung của đồ thị hàm số 2 5 6= − +y x x  và 
2 3 10= + −y x x . Tính 2= +M a b . 

A. 16=M   B. 4= −M   C. 4=M   D. 7=M   



 

 

Câu 37: Cho hàm số ( )3 21 2 8 1 2
3

= − + − +y x mx m x , (m là tham số) có đồ thị là ( )mC  tồn tại hai điểm phân 

biệt ( ) ( ); , ;A A B BA x y B x y  sao cho mỗi tiếp tuyến của ( )mC  tại A, B vuông góc với đường thẳng 

: 4 4 0∆ − + =x y  đồng thời 2 2+ ≤A Bx x  là [ );=S u v . Tính +u v . 

A. 3
2

  B. 5 C. 3 D. 5
2

  

Câu 38: Qua điểm ( )1; 4−A  kẻ được hai tiếp tuyến với đồ thị ( ) 1:
1

=
+

C y
x

 tại hai tiếp điểm ( )1 1;M x y  và 

( )2 2;N x y . Khẳng định đúng là 

A. 1 2 1=x x   B. 1 2 1= −x x   C. 1 2 5= −x x   D. 1 2 5=x x  



 

 

LỜI GIẢI BÀI TẬP TỰ LUYỆN 

Câu 1: Ta có 
( )2

1
2

′ =
−

y
x

. Giả sử 1;
2

− + 
 − 

aM a
a

 là tọa độ tiếp điểm 

Phương trình tiếp tuyến tại M là 
( )

( )2
1 1

22
− +

= − +
−−

ay x a
aa

  

Mà tiếp tuyến qua ( )2; 1−A  nên 
( )

( )2
1 12 1 1 2

2 22
− + −

− + = − ⇔ = − ⇔ − = −
− −−

a aa a a
a aa

 

Do đó không có giá trị a thỏa mãn. Chọn D. 

Câu 2: Ta có 
( )2

3
1

−′ =
−

y
x

. Giả sử 2 1;
1
+ 

 − 
aM a
a

 là tọa độ tiếp điểm 

Phương trình tiếp tuyến tại M là 
( )

( )2
3 2 1

11
− +

= − +
−−

ay x a
aa

 

Mà tiếp tuyến qua ( )1;2M  nên 
( )

( )2
3 2 1 2 41 2 2 2 4 2 2

1 11
− + +

− + = ⇔ = ⇔ + = −
− −−

a aa a a
a aa

 

Do đó không có giá trị a thỏa mãn. Chọn A. 

Câu 3: Ta có 
( )2

3
2

′ =
+

y
x

. Giả sử 1;
2

− 
 + 

aM a
a

 là tọa độ tiếp điểm 

Hệ số góc là 
( )

( )
( )2

1 1; 23 3 2 4 2
3 3;42

= − ⇒ − −
= ⇔ ⇒ = − + =

= − ⇒ −+ 

a M
S

a Ma
. Chọn D. 

Câu 4: Ta có ( )223 6 3 1 3 3′ = − + = − − + ≤y x x x  khi 1 4= ⇒ =x y  

Do đó phương trình tiếp tuyến là ( )3 1 4 3 1= − + = +y x x . Chọn A. 

Câu 5: Ta có 23 2′ = − +y x . Giả sử ( )3; 2 4− + +M a a a  

Ta có ( )
( )
( )

2 2
1 1;5 3

3 2 1 1
1 1;3 1

= ⇒ ⇒ =
′= = − + = − ⇔ = ⇔ 

= − ⇒ − ⇒ =

a M m
k y a a a

a M m
. Chọn B. 

Câu 6: Ta có ( ) ( ) ( )2 14 2 1; 0
2

′ ′′ ′′= − − ⇒ = − = ⇔ =f x x x f x x f x x  

Hệ số góc là 1 17
2 4

 ′ = − 
 

f . Chọn D. 

Câu 7: Ta có 2
111

4 3; 0 3
3 5

 = ⇒ = −′ ′= − + = ⇔ ⇒


= ⇒ = −

x y
y x x y

x y
 cực tiểu là ( )3; 5−  

Hệ số góc của cực tiểu là ( )3 0′ = ⇒y  song song trục hoành. Chọn B. 



 

 

Câu 8: Ta có 
( )2

3
2

−′ =
−

y
x

. Tại 3 4= ⇒ =x y . Hệ số góc là ( )3 3′ = −y  

Phương trình tiếp tuyến là ( )3 3 4 3 13= − − + = − +y x x . Chọn D. 

Câu 9: Ta có 
( )2

1
1

−′ =
+

y
x

. Giao điểm với trục tung là ( )0;2 . Hệ số góc ( )0 1′ = −y  

Phương trình tiếp tuyến là 2= − +y x . Chọn A. 

Câu 10: Ta có 23 3′ = −y x . Giả sử ( )3; 3 2− +M a a a  là tọa độ tiếp điểm 

Hệ số góc là ( )
( )
( )

2 2
2 2;4 9 14

3 3 9 4
2 2;0 9 18

= ⇒ ⇒ = −
′= = − = ⇔ = ⇔ 

= − ⇒ − ⇒ = +

a M y x
k y a a a

a M y x
. Chọn C. 

Câu 11: Ta có 
( )2

2
1

′ =
−

y
x

. Giao điểm với trục tung là ( )0;2 . Hệ số góc ( )0 2′ =y  

Phương trình tiếp tuyến là 2 2= +y x . Chọn A. 

Câu 12: 23 6′ = −y x x . Hệ số góc là ( )3 9′ = ⇒y  tiếp tuyến 9 26= −y x . Chọn B. 

Câu 13: ( )22 4 3 2 1 1′ = − + = − − ≥ −y x x x  khi 22
3

= ⇒ =x y  

Phương trình tiếp tuyến là ( ) 2 82
3 3

= − − + = − +y x x . Chọn A. 

Câu 14: 3 0 1
8 8 ; 0

1 1
= ⇒ = −′ ′= − + = ⇔  = ± ⇒ =

x y
y x x y

x y
 

Do đó tung độ tiếp điểm là 1. Chọn A. 

Câu 15: Hệ số góc của tiếp tuyến tại điểm 0=x x  là ( ) 2
0 0 03 4 1′= = − + −k y x x x m  

Ta có 
2

2
0 0 0

2 1 1 43 4 1 3
3 3 3 3

 − + = − − ≥ − ⇒ ≥ − 
 

x x x k m . Do đó min
4
3

= −k m  

Theo bài ra, ta có min
4 4 13 1 3 1 1
3 3 3

 = − ⇔ − = − ⇔ − = − ⇔ = 
 

k m m m . Chọn B. 

Câu 16: Gọi ( )
( )

0
0 0 2

0 0

2 3 1;
2 2

 − ′⇒ = − − − 

xM x y x
x x

 nên phương trình tiếp tuyến của ( )C  tại M là 

( ) ( )
( )

( )0
0 0 0 02

0 0

2 3 1. .
2 2
−′− = − ⇔ − = − −
− −

xy y y x x x y x x
x x

  ( )d  

 Tiếp tuyến d cắt TCĐ: 2=x  tại 0

0 0

2 2 22; 0;
2 2

   −
⇒ =   − −   

xA IA
x x

 

 Tiếp tuyến d cắt TCN: 2=y  tại ( ) ( )0 02 2;2 2 4;0− ⇒ = −B x IB x  



 

 

Suy ra 0
0

2. . 2 4 4
2

= − =
−

IA IB x
x

 mà 2 2 2 8 2+ = = ⇒ = =IA IB AB IA IB  

Do đó ( )2
0 02 4 2 2 1 1− = ⇔ − = → = −x x k . Chọn D. 

Câu 17: Thay 0=x  vào giả thiết, ta được ( ) ( )
( )
( )

2 3
1 0

1 1
1 1

=
= − ⇔ 

= −

f
f f

f
 

Đạo hàm 2 vế giả thiết, ta có ( ) ( ) ( ) ( )24 1 2 . 1 2 1 3 1 . 1′ ′+ + = + − −f x f x f x f x   (*) 

Thay 0=x  vào (*), ta được ( ) ( ) ( ) ( )24 1 . 1 1 3 1 . 1′ ′= +f f f f   (I) 

TH1. Với ( )1 0=f  thay vào (I), ta có 0 1=  (vô lý) 

TH2. Với ( )1 1= −f  thay vào (I), ta có ( ) ( ) ( ) 14 1 1 3 1 1
7

′ ′ ′− = + ⇒ = −f f f  (vô lý) 

Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là ( )1 1 61 1
7 7 7

+ = − − ⇔ = − −y x y x . Chọn A. 

Câu 18: Tiếp tuyến song song với trục ( )0 0′⇒ = =Ox k y x  

Giải phương trình 3 0 2
4 4 0

1 3
= ⇒ = −′ = − = ⇔  = ± ⇒ = −

x y m
y x x

x y m
 

Phương trình tiếp tuyến tại điểm ( )0; 2−m  là: 2= −y m  

Phương trình tiếp tuyến tại điểm ( )1;m 3± −  là: 3= −y m  

Để có đúng một tiếp tuyến song song với trục Ox thì 
2 0 2
3 0 3

− = = 
⇔ − = = 

m m
m m

. 

Vậy { }2;3 5= ⇒ =S T . Chọn B. 

Câu 19: Phương trình hoành độ giao điểm là: 3 22 3 2 3− − = − −x x mx m  

( ) ( )( ) ( )3 2 22 3 1 1 0 1 2 1 1 0⇔ − + − − = ⇔ − − − − − =x x m x x x x m x  

( )( ) ( )
2

2

1 3
1 2 1 0

2 1 0
= ⇒ = −

⇔ − − − − = ⇔  = − − − =

x y
x x x m

g x x x m
 

Để d cắt ( )C  tại 3 điểm phân biệt thì ( ) 0=g x  có 2 nghiệm khác 1 
( )

( )
1 8 1 0

1 0

∆ = + + >⇔ 
= − ≠

m

g m
 (*) 

Gọi ( )1 1; 3− −A x mx m  và ( )2 2; 3− −B x mx m  theo Vi-ét ta có: 
1 2

1 2

1
2

1
2

 + =
 − − =


x x

mx x
 

Để tiếp tuyến tại A và B của ( )C  vuông góc với nhau thì ( ) ( )1 2. 1′ ′ = −y x y x  



 

 

( )( ) ( )( )2 2
1 1 2 2 1 2 1 2

16 6 6 6 1 1 1
36

⇔ − − = − ⇔ − − = −x x x x x x x x  

( )1 2 1 2 1 2
1 1 1 1 11 1
36 2 2 2 36

− − − − ⇔ − − + = − ⇔ − + = − 
 

m mx x x x x x  

( )( )
2

22 1 1 1 1 3 50 / *
4 4 36 9 6

+ + + − ±
⇔ − = − ⇔ + + = ⇔ =

m m m m m m t m  

Suy ra tổng các phần tử của S bằng 1− . Chọn A. 

Câu 20: Phương trình tiếp tuyến của ( )C  tại điểm 0
0

0

2;
1

 −
 − + 

xM x
x

 là: 

( )( )
( )

( )0 0
0 0 02

0 00

2 21
1 11

− −−′= − + = − +
− + − +−

x xy f x x x x x
x xx

 

Do tiếp tuyến đi qua điểm ( );1A m  nên ( )( )
( )

0 0 0
2

0

2 1
1

1
− + − −

=
−

x a x x
x

 

( ) ( )2 2 2
0 0 0 0 01 4 2 2 6 3 0 *⇔ − = − + − − ⇔ − + + =x x x m x x m  

Để có đúng một tiếp tuyến đi qua A thì (*) có nghiệm kép hoặc (*) có 2 nghiệm phân biệt trong đó có một 

nghiệm 0

3 2 0 3
1 3 2 0 2

12.1 6 3 0

′∆ = − =  = ′= ⇔ ⇔∆ = − >  = − + + = 

m
m

x m
mm

. 

Vậy 3 ;1
2

 = ⇒ 
 

S  Tổng bình phương trình tập hợp S bằng 9 131
4 4
+ = . Chọn A. 

Câu 21: ( ) 2

1 1:
2 2
− ′= ⇒ =

xC y y
x x

. Ta có: 1 1
2 2

= −y
x

. 

Gọi ( )1 1 1 1; , ; , 0
2 2 2 2

   − − ≠ ≠   
   

A a B b a b ab
a b

 là hai điểm thuộc đồ thị ( )C . 

Gọi 1 2,d d  là hai tiếp tuyến của ( )C  tại A và B song song với nhau. 

Theo giả thiết ta có: ( ) ( ) ( )( )2 2
2 2

1 1 0
2 2

≠′ ′= ⇔ = ⇔ = ⇔ − + = → = −a by a y b a b a b a b a b
a b

. 

Suy ra 1 1;
2 2

 − + 
 

B a
a

 

Phương trình tiếp tuyến tại A là: ( )1 2 2

1 1 1 1 1:
2 2 2 2 2

= − + − = + −
xd y x a

a a a a
 

Khi đó ( ) ( )
2

1 2 1
2

4 4 2

1 1 1 1
22 2 2 2 2; ;

1 1 11 1
4 4 4

a a
a a ad d d d B d

a
a a a

−
+ − − −

= = = =
+ + +

 



 

 

Mặt khác 2 2
max2 2

1 1 22 . 1 2 2
4 4 1

+ ≥ = ⇒ ≤ = ⇒ =a a d d
a a

. Chọn C.  

Câu 22: Gọi ( ) ( )3 3; 3 1 , ; 3 1− + − +A a a a B b b b  với <a b . 

Tiếp tuyến tại A, B song song với nhau ( ) ( ) 2 2 2 23 3 3 3′ ′⇒ = ⇔ − = − ⇔ =y a y b a b a b  

( )( ) 0 ≠⇔ − + = → = −a ba b a b a b . 

Khi đó: ( ) ( ) ( )223 2 2 3; 3 1 4 2 6 4 2− − + + ⇒ = + − =B a a a AB a a a  

26 4 2 3 24 24 40 32 4 24 40 32 0 4 2=⇔ − + = → − + − = ⇔ = ⇒ = ±t aa a a t t t t a . 

Do ( )2, 2 3. 2 5.2 16< ⇒ = − = ⇒ = − − = −a b a b S . Chọn A. 

Câu 23: Ta có: ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
2

1 1.
′ ′ − ′′ = − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = + 

 

x x x xf x
f x e f x e e e C

f x f x f x
 

Mặt khác ( ) ( ) ( ) ( )
( )

0
2

1 1 10 1
2 0 1 1

−′= ⇒ = + ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+ +

x

x x

ef e C C f x f x
f e e

 

Ta có: 
( )

( )

2ln 2
9

1ln 2
3

− ′ = ⇒
 =


f

f
 Phương trình tiếp tuyến của đồ thị tại điểm có hoành độ 0 ln 2=x  là: 

( )2 1ln 2 9 2 2ln 2 3 2 9 2ln 2 3 0
9 3
−

= − + ⇔ = − + + ⇔ + − − =y x y x x y . Chọn A. 

Câu 24: Gọi 
4

2 35; 3 , 2 6
2 2

 
′− + = − 

 

aM a a y x x  

Phương trình tiếp tuyến tại M là: ( )( ) ( )
4

3 2 52 6 3
2 2

= − − + − +
ay a a x a a d . 

Phương trình hoành độ giao điểm của d và ( )C  là: 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
4 4

3 2 2 3 4 4 2 25 5 12 6 3 3 2 6 3 0
2 2 2 2 2

− − + − + = − + ⇔ − − + − − − =
a xa a x a a x a a x a a x a x  

( ) ( )( ) ( )3 2 212 6 3 0
2

 ⇔ − − − + + + + = 
 

x a a a a x a x x a  

( ) 3 3 2 2 31 1 1 12 6 3 3 0
2 2 2 2

 ⇔ − − − − − − + + = 
 

x a a a a ax a x x x a  

( )( )3 2 2 33 3 3 0⇔ − − − − + − =x a a ax a x x x a  

( ) ( )( ) ( )2 22 3 3 0 ⇔ − − − − − + − = x a x a x ax a x a  



 

 

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2
2 2

;
2 3 3 0

2 3 3 0

= ⇒
⇔ − + + − = ⇔ 

= + + − =

Mx a M a y
x a x ax a

g x x ax a
 

Để d cắt ( )C  tại 2 điểm phân biệt khác M thì phương trình ( ) 0=g x  phải có 2 nghiệm phân biệt khác 

( )

2
2 2

2 2

2 33 3 0
16 3 0
2

 <′∆ = − + > ⇔ ⇔ 
= − ≠ ≠  

aa a
a

g a a a
. 

Kết hợp { }0; 1∈ ⇒ = ±a a . Vậy có 3 giá trị của a. Chọn B. 

Câu 25: ( )C  cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng 2 nên ( )0 2 2 2= ⇒ = ⇒ =
bf b d
d

 

Đồ thị của hàm số ( )′=y f x  có tiệm cận đứng là 1
2

= − = − ⇒ = ⇒ = =
d bx c d c d
c

. 

Ta có: ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
2

2 2 22

2 22
1 1

 − − + − −  ′= = ⇒ = = = =
+ ++ + +

a ac
ax b ad bc ac c c cy f x f x
cx d c xcx d cx c x

 

Lại có: ( ) ( )2 0 3 2 3′ ′− = = − ⇒ − = − ⇒ = −
af f a c
c

. 

Vậy 
( )

( ) ( )2
2 2 3, , 2;0

1 1
+ − + − + −′= = = = ∩ =
+ + + +

ax b cx c xy y C Ox A
cx d cx c x x

. 

Ta có: ( ) 12
3

′ = − ⇒y  Phương trình tiếp tuyến tại A là: ( )1 2
3

= − −y x  hay 3 2 0+ − =x y . Chọn A. 

Câu 26: Gọi ( )4 21 7;
4 2

 − ∈ 
 

A a a a C  nên phương trình tiếp tuyến d của ( )C  tại A là 

 ( )( ) ( )( )3 4 21 77
4 2

′− = − ⇔ = − − + −A A Ay y y x x x y a a x a a a  

Phương trình hoành độ giao điểm của ( )C  và d là ( )( )4 2 3 4 21 7 1 77
4 2 4 2

− = − − + −x x a a x a a a  

( )( )4 2 3 4 214 4 28 14 0⇔ − − − − − + =x x a a x a a a  

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 22 3 14 0
2 3 14 0 1

=
⇔ − + + − = ⇔  + + − =

x a
x a x ax a

x ax a
 

Ta tìm điều kiện để (1) có 2 nghiệm phân biệt khác 27 7
3

⇔ ≠ <a a  

Theo bài ra, hệ số góc của tiếp tuyến là { }36 7 6 2; 1;3= ⇒ − = ⇒ = − −k a a a  

Vậy có tất cả hai giá trị a cần tìm. Chọn B.  

Câu 27: Gọi ( )4 21 14;
3 3

 − ∈ 
 

A a a a C  nên phương trình tiếp tuyến d của ( )C  tại A là 



 

 

 ( )( ) ( )3 4 24 28 1 14
3 3 3 3

 ′− = − ⇔ = − − + − 
 

A A Ay y y x x x y a a x a a a  

Phương trình hoành độ giao điểm của ( )C  và d là 

( )4 2 3 4 21 14 4 28 1 14
3 3 3 3 3 3

 − = − − + − 
 

x x a a x a a a  

( )( )4 2 3 4 214 4 28 14 0⇔ − − − − − + =x x a a x a a a  

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 22 3 14 0
2 3 14 0 1

=
⇔ − + + − = ⇔  + + − =

x a
x a x ax a

x ax a
 

Ta tìm điều kiện để (1) có 2 nghiệm phân biệt khác 27 7
3

⇔ ≠ <a a  

Theo bài ra, hệ số góc của tiếp tuyến là { }34 288 8 2; 1;3
3 3

= ⇒ − = ⇒ = − −k a a a  

Vậy có tất cả hai giá trị a cần tìm. Chọn A. 

Câu 28: Gọi tiếp tuyến d đi qua A có phương trình là 15 27 27 15
4 16 16 4

 + = + ⇔ = + − 
 

y k x y kx k  

Vì ( )C  và d tiếp xúc nhau 

3

4 2

2 6
1 3 27 153
2 2 16 4

 − =
⇒ 

− + = + −

x x k

x x kx k
  

Suy ra ( )4 2 3
2; 1

1 3 27 153 2 6 72 2 16 4
4

= − = −
  − + = + − − ⇔   = 



x x
x x x x x

x
. Vậy 5

4
= −S . Chọn C. 

Câu 29: Gọi ( )
( )

0
0 0 2

0 0

2 2;
1 1

 
′⇒ = + + 

xM x y x
x x

 nên phương trình tiếp tuyến của ( )C  tại M là 

 ( ) ( )
( )

( )0 0
0 0 02

0 0 0

2 2 2. .
1 1 1

′− = − ⇔ − = −
+ + +

x xy y x x x y x x
x x x

  (d) 

 Tiếp tuyến d cắt Ox tại ( )2 2
0 0;0− ⇒ =A x OA x  

 Tiếp tuyến d cắt Oy tại 
( ) ( )

2 2
0 0

2 2
0 0

2 20;
1 1

 
⇒ = 

 + + 

x xB OB
x x

. 

Do đó 
( )

4
0 00

2
0

0 0

1 21 1.OB 2
2 41 1 1

∆

 = − ⇒ = −= = = ⇔
+ = ⇒ =

OAB

x yxS OA
x x y

 

Vậy 1
2

+ + + = −a b c d . Chọn D.  

Câu 30: Phương trình tiếp tuyến d của ( )C  đi qua M là ( ). 0− = − ⇔ = +y m k x y kx m  



 

 

Vì ( )C  tiếp xúc với d nên suy ra 
2

3 2
3 2

3 2 3
2 1

3 1

 + + = ⇔ = − − +
+ + + = +

x x k
m x x

x x x kx m
 

Yêu cầu bài toán ( ) 3 22 1⇔ = = − − +m g x x x  có ít nhất 1 nghiệm thuộc [ ]1;3  

Xét hàm số ( ) 3 22 1= − − +g x x x  trên [ ]1;3 , có ( ) [ ]26 2 0; 1;3′ = − − < ∀ ∈g x x x x  

Suy ra ( )g x  là hàm số nghịch biến trên ( ) ( ) ( )1;3 3 1 62 2⇒ ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤ −g m g m . 

Vậy có tất cả ( )2 62 1 61− − − + =  giá trị nguyên m cần tìm. Chọn C. 

Câu 31: Phương trình hoành độ giao điểm của ( )C  và d là 2 3 2
2
+

= +
−

x x m
x

 

( )( ) ( )
( )

2

22 0
2 6 2 3 02 3 2 2

≠− ≠ ⇔ ⇔  + − − − =+ = − +  f x

xx
x m x mx x x m 

 

Để ( )C  cắt d tại 2 điểm phân biệt khi ( ) 0⇔ =f x  có 2 nghiệm phân biệt khác 2 

( ) ( ) ( )2 22 0
6 8 2 3 0 4 60 0;

0
≠⇔ ⇔ − + + > ⇔ + + > ∀

∆ >

f
m m m m m  

Khi đó, gọi 1 2,x x  là hoành độ các giao điểm 
1 2

1 2

6
2

2 3
2

− + =⇒  + = −


mx x

mx x
  (1) 

Theo bài ra, ta có ( ) ( )
( ) ( )

1 2
1 2 2 2

1 21 2

7 7
42 2

=
′ ′− ⇔ − = − ⇔  + =− − 

x x
y x y x

x xx x
  (2) 

Từ (1), (2) suy ra 6 4 2
2
−

= ⇔ = −
m m . Chọn B. 

Câu 32: Gọi ( )
( )

0
0 0 2

0 0

1 3;
2 2

 − ′⇒ = + + 

xM x y x
x x

 nên phương trình tiếp tuyến của ( )C  tại M là 

 ( ) ( )
( )

( )0 0
0 0 02

0 0 0

1 1 3. .
2 2 2

− −′− = − ⇔ − = −
+ + +

x xy y x x x y x x
x x x

  (d) 

 Tiếp tuyến d cắt TCĐ: 2=x  tại 0 0
1

0 0

4 42;
2 2

 − −
− ⇒ = + + 

x xA y
x x

 

 Tiếp tuyến d cắt TCN: 1=y  tại ( )0 2 02 2;2 2 2+ ⇒ = +B x x x  

Theo bài ra, ta có 00
2 1 0

00

5 345 2 2 5
1 12

= − = − −
+ = − ⇔ + + = − ⇔ ⇒ = − =+ 

x mxx y x
x mx

. Chọn C. 

Câu 33: Phương trình tiếp tuyến của ( )C  tại ( );k k kM x y  là ( )( )′− = −k k ky y y x x x  



 

 

( ) ( ) ( )( )2 3. 3 2009 2009′⇔ = − + = − − + −k k k k k k ky y x x x y x x x x x   (d) 

Phương trình hoành độ giao điểm của ( )C  và d là 

( )( ) ( ) ( )23 2 32009 3 2009 2009 2 0
2

=
− = − − + − ⇔ − + = ⇔  = −

k
k k k k k k

k

x x
x x x x x x x x x x

x x
 

Do đó 1 2+ = −k kx x  suy ra ( )nx  là cấp số nhân với ( ) 1
1 1; 2 2 −= = − ⇒ = − n

nx q x  

Vậy ( )3 32013 3 2013 20132009 2 0 2 0 2 2 0 672−+ + = ⇔ + = ⇔ − + = ⇔ =n
n n nx y x n . Chọn C. 

Câu 34: Phương trình tiếp tuyến của ( )C  tại ( );k k kM x y  là ( )( )′− = −k k ky y y x x x  

( ) ( ) ( )( )2 3. 3 3 3′⇔ = − + = + − + +k k k k k k ky y x x x y x x x x x   (d) 

Phương trình hoành độ giao điểm của ( )C  và d là 

 ( )( ) ( ) ( )23 2 33 3 3 3 2 0
2

=
+ = + − + + ⇔ − + = ⇔  = −

k
k k k k k k

k

x x
x x x x x x x x x x x

x x
 

Do đó 1 2+ = −k kx x  suy ra ( )nx  là cấp số nhân với ( ) 1
1 1; 2 2 −= = − ⇒ = − n

nx q x  

Vậy ( )3 321 3 21 213 2 0 2 0 2 2 0 8−− + = ⇔ + = ⇔ − + = ⇔ =n
n n ny x x n . Chọn B. 

Câu 35: Từ giả thiết ta suy ra được đường thẳng MN có một vectơ chỉ phương ( )1;3u


. 

Gọi ( )0 0;A x y  ta có: ( )

0 0

3
0 0 0 0 0

0 0

453
8

1 7 133 3 1
2 2 8

2 5

− = ⇒ =


−′ = ⇔ − = ⇔ = − ⇒ =
 = − ⇒ = −


x y

f x x x x y

x y

 

Ta được các phương trình tiếp tuyến tương ứng là 117 113 , 3 , 3 1
8 8

= − = + = +y x y x y x  

Kiểm tra điều kiện cắt tại 3 điểm. 

Ta xét phương trình ( ) ( )4 2 4 21 7 1 73 3 *
8 4 8 4

− = + ⇔ = − − =x x x m g x x x x m . 

Khi đó ( ) 3

3
1 70 3 0 1
2 2

2

=
′ = ⇔ − − = ⇔ = −
 = −

x
g x x x x

x
. Ta được bảng biến thiên sau: 

x −∞    2−    1−    3  +∞   

( )′g x    + 0 −   0 + 0 −    



 

 

( )g x   

+∞                                                     14
8

                                                   +∞   

 

 

 

                               1                                                    117
8

−   

Dựa vào BBT suy ra 11 , 1
8

= =m m  thì phương trình (*) có ba nghiệm. 

Vậy có hai điểm A thỏa mãn yêu cầu bài toán. Chọn B. 

Câu 36: Đường thẳng = +y ax b  là tiếp tuyến của đồ thị hàm số 2 5 6= − +y x x  khi phương trình 

( )2 25 6 5 6− + = + ⇔ − + + −x x ax b x a x b  có nghiệm kép ( ) ( )25 4 6 0⇔ ∆ = + − − =a b  (1). 

Tương tự đường thẳng = +y ax b  là tiếp tuyến của đồ thị hàm số 2 3 10= + −y x x  khi phương trình 

( )2 23 10 3 10 0+ − = + ⇔ + − − − =x x ax b x a x b  có nghiệm kép ( ) ( )23 4 10 0⇔ − + + =a b  (2). 

Từ (1) và (2) 
2

22

16 48 010 4 1 0 3
106 4 49 06 4 49 0

− = + + + = = ⇒ ⇒ ⇔   = −− + + =− + + = 

aa a b a
ba a ba a b

 

Vậy 2 4= + = −M a b . Chọn B. 

Câu 37: Viết lại: ( )21: 1, 4 8 1
4

′= + = − + −d y x y x mx m . 

Ta có: ( ) ( )1 2
1 1. 1, . 1
4 4

′ ′= − = −y x y x  nên 1 2;x x  là nghiệm của phương trình: ( ) 4′ = −y x  

( ) ( ) ( )( )2 2 2
4 8 4 0 4 4 2 0 2 2 4 0

4 2
=

⇔ − + − = ⇔ − − − = ⇔ − + − = ⇔  = −

x
x mx m x m x x x m

x m
  (1) 

Để tồn tại 2 điểm A, B thỏa mãn yêu cầu bài toán thì phương trình (1) có 2 nghiệm phân biệt không âm  

14 2 0
2

4 2 2 1

− ≥ ≥ ⇔ ⇔ − ≠  ≠

m m
m m

. 

Khi đó ta có: 2 2 4 2 2 2 2 4 2 2 1+ ≤ ⇔ − + ≤ ⇔ − ≤ ⇔ ≤A Bx x m m m  

Kết hợp điều kiện suy ra 1 3;1
2 2
 = ⇒ + = 

S u v . Chọn A. 

Câu 38: Gọi ( )1; 1
1

  ≠ + 
K a a

a
 thuộc ( )C . 

Phương trình tiếp tuyến tại K là: 
( )

( )2
1 1

11
−

= − +
++

y x a
aa

 



 

 

Tiếp tuyến đi qua điểm ( )
( )

( )
( )2 2

1 1 1 11; 4 4 1 4
11 1

− − + +
− ⇔ − = − + ⇔ − =

++ +

a aA a
aa a

 

( )2 2
1 2 1 2

1
2 1 2 5 2 0 12

1

 = −⇔ − + = ⇔ + + = ⇔ ⇒ = =


= −

a
a a a a x x a a

a
. Chọn A. 
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