
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

TOAÙN 12 

 

ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM 
ĐỂ KHẢO SÁT VÀ VẼ 

ĐỒ THỊ HÀM SỐ 
  

 

 

 

 

Giáo Viên Trường THPT Tuy Phong 

 



 

 

 

 

 

 

 

 



 

Quý đọc giả, quý thầy cô và các em học sinh thân mến! 

 
Nhằm giúp các em học sinh có tài liệu tự học môn Toán, tôi biên 

soạn cuốn bài tập Giải Tích 12. 

 

Nội dung của cuốn tài liệu bám sát chương trình chuẩn và 

chương trình nâng cao về môn Toán đã được Bộ Giáo dục và 

Đào tạo quy định. 
 
Bài tập Giải tích 12 gồm 2 phần: 

 
Phần 1. Phần tự luận 
Ở phần này tôi trình bày đầy đủ lí thuyết và bài tập có hướng dẫn 

giải ở từng bài. Với mong muốn mong các em nắm được phương 

pháp giải bài tập trước khi chuyển sang giải Toán trắc nghiệm. 

 

Phần 2. Phần trắc nghiệm 
Ở phần này tôi trình bày tóm tắt các lý thuyết cần nắm, kĩ năng 

làm bài trắc nghiệm, hướng dẫn sử dụng máy tính cầm tay cần 

thiết trong quá trình làm bài trắc nghiệm. 

   

Cuốn tài liệu được xây dựng sẽ còn có những khiếm khuyết. Rất 
mong nhận được sự góp ý, đóng góp của quý đồng nghiệp và các 

em học sinh để lần sau cuốn bài tập hoàn chỉnh hơn. 

 

Mọi góp ý xin gọi về số 0939989966 – 0916 620 899 

Email: lsp02071980@gmail.com  

Chân thành cảm ơn. 

 

Lư Sĩ Pháp 
GV_ Trường THPT Tuy Phong 
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CHƯƠNG I 
- - - 0o0 - - - 

ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM 
ĐỂ KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 

---o0o--- 
 

§1. SỰ ĐỒNG BIẾN, NGHỊCH BIẾN CỦA HÀM SỐ 
 

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
 

I. TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 
1. Nhắc lại định nghĩa 
� Kí hiệu K là khoảng hoặc đoạn hoặc nửa khoảng. Giả sử hàm số ( )y f x=  xác định trên K. Ta nói: 

� Hàm số ( )y f x=  đồng biến (tăng) trên K nếu với mọi cặp 1 2,x x  thuộc K mà 1x nhỏ hơn 2x  thí 1( )f x  

nhỏ hơn 2( )f x , tức là: 1 2 1 2( ) ( )x x f x f x< ⇒ < . 

� Hàm số ( )y f x=  nghịch biến (giảm) trên K nếu với mọi cặp 1 2,x x  thuộc K mà 1x nhỏ hơn 2x  thí 

1( )f x  lớn hơn 2( )f x , tức là: 1 2 1 2( ) ( )x x f x f x< ⇒ > . 
� Hàm số đồng biến hoặc nghịch biến trên K được gọi chung là hàm số đơn điệu trên K. 
Nhận xét. Từ định nghĩa trên ta thấy 

a) ( )f x  đồng biến trên K 2 2
1 2 1 2

2 1

( ) ( )
0,   , ;   ( )

f x f x
x x K x x

x x

−
⇔ > ∀ ∈ ≠

−
 

    ( )f x  nghịch biến trên K 2 2
1 2 1 2

2 1

( ) ( )
0,   , ;   ( )

f x f x
x x K x x

x x

−
⇔ < ∀ ∈ ≠

−
 

b) Nếu hàm số đồng biến trên K thì đồ thị đi lên từ trái sang phải 
    Nếu hàm số nghịch biến trên K thì đồ thị đi xuống từ trái sang phải 
2. Tính đơn điệu và dấu của đạo hàm 
Định lí: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm trên K 

Nếu / ( ) 0f x > với mọi x thuộc K thì hàm số ( )f x  đồng biến trên K. 

Nếu / ( ) 0f x < với mọi x thuộc K thì hàm số ( )f x  nghịch biến trên K. 

Nếu / ( ) 0f x = với mọi x thuộc K thì hàm số ( )f x  không đổi trên K. 
Tóm lại, trên K 

   
/

/

( ) 0 ( )  

( ) 0 ( )  

f x f x ñoàng bieán

f x f x nghòch bieán

 > ⇒


< ⇒
 

Chú ý: Ta có định lí mở rộng sau đây. 

Giả sử hàm số ( )y f x= có đạo hàm trên K. Nếu / ( ) 0f x ≥ ( )/ ( ) 0 ,f x x K≤ ∀ ∈  và / ( ) 0f x =  chỉ tại một 

số hữu hạn điểm thì hàm số đồng biến (nghịch biến) trên K. 
II. QUY TẮC XÉT TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 
Quy tắc 
Để tìm các khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số, ta tiến hành theo các bước sau: 
� Tìm tập xác định. 
� Tính đạo hàm '( )f x . Tìm các điểm 

i
x ( 1,2,..., )i n=  mà tại đó đạo hàm bằng 0 hoặc không xác định. 

� Tính các giới hạn tại vô cực và giới hạn một bên (nếu có) của hàm số. 
� Sắp xếp các điểm 

i
x theo thứ tự tăng dần và lập bảng biến thiên. 

� Nêu kết luận về các khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số. 
B. BÀI TẬP 
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ấn đề 1. Tìm các khoảng đơn điệu của hàm số 
Phương pháp 

� Tìm tập xác định của hàm số 
� Tính đạo hàm 
	 Xét dấu đạo hàm 
Kết luận 

- Nếu / ( ) 0, ( ; )f x x a b> ∀ ∈  thì hàm số f(x) đồng biến trên khoảng (a;b). 

- Nếu / ( ) 0, ( ; )f x x a b< ∀ ∈  thì hàm số f(x) nghịch biến trên khoảng (a;b). 

Chú ý: Giả sử hàm số ( )y f x= có đạo hàm trên (a; b). Nếu / ( ) 0f x ≥ ( )/ ( ) 0 , ( ; )f x x a b≤ ∀ ∈  và 

/ ( ) 0f x =  chỉ tại một số hữu hạn điểm thì hàm số đồng biến (nghịch biến) trên (a;b). 
 

Bài 1.1. Xét sự đồng biến, nghịch biến của các hàm số sau: 

a) 3 21 1
2 2

3 2
y x x x= − − +   b) 4 38 5y x x= + +   c) 

1
1

x
y

x

−=
+

  d) 
3 1
1
x

y
x

+=
−

 

HD
Giải 

a) 3 21 1
2 2

3 2
y x x x= − − +  

� Tập xác định: D = ℝ  

� / 2 2y x x= − −  

   Cho / 2

19
1

60 2 0
4

2
3

x y
y x x

x y


= − ⇒ =

= ⇔ − − = ⇔ 
 = ⇒ = −

 

� lim
→+∞

= +∞
x

y , lim
→−∞

= −∞
x

y  

� Bảng biến thiên 

+ +
1 +∞∞

y

y'

x

+∞

∞

4

3

19

6

_ 00
2

 
Vậy hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  và 
(2; )+∞ , nghịch biến trên khoảng ( 1;2)− . 

b) 4 38 5y x x= + +  
� Tập xác định: D = ℝ  

� / 3 2 24 24 4 ( 6)y x x x x= + = +  
   Cho 

x y
y x x

x y
/ 2 0 5

0 4 ( 6) 0
6 427

 = ⇒ =
= ⇔ + = ⇔  = − ⇒ = −

 

� lim
→+∞

= +∞
x

y , lim
→−∞

= +∞
x

y  

� Bảng biến thiên 

y

y'

x ∞ +∞

+∞

6 0

0 +_ +

427
5

+∞

 
Vậy hàm số nghịch biến trên khoảng ( ; 6)−∞ − , 
đồng biến trên khoảng ( 6; )− +∞ . 

c) 
1
1

x
y

x

−=
+

 

� Tập xác định: { }\ 1D = −ℝ  

� /
2

2
0,

( 1)
y x D

x
= > ∀ ∈

+
 

   Ta có /y  không xác định tại 1x = −  

� lim 1
x

y
→+∞

= , lim 1
x

y
→−∞

= , 

( 1) ( 1)
lim , lim

x x
y y

+ −→ − → −
= −∞ = +∞  

� Bảng biến thiên 

∞x

1

∞

+∞

1

++

+∞1

y'

y

 
Vậy hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  và 
( 1; )− +∞ . 

d) 
3 1
1
x

y
x

+=
−

 

V
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� Tập xác định: { }\ 1D = ℝ  

� /
2

4
0,

(1 )
y x D

x
= > ∀ ∈

−
 

 Ta có /y  không xác định tại 1x =  

� lim 3
x

y
→+∞

= − , lim 3
x

y
→−∞

= − , 

1 1
lim , lim
x x

y y
+ −→ →

= −∞ = +∞  

� Bảng biến thiên 

3

3

∞x

∞

+∞
++

+∞1

y'

y

 
Vậy hàm số đồng biến trên các khoảng ( ;1)−∞  và 
(1; )+∞ . 

Bài 1.2. Xét sự đồng biến, nghịch biến của các hàm số sau: 

a) 24 3y x x= + −  b) 3 21
3 7 2

3
y x x x= + − −  c) 4 22 3y x x= − +   d) 3 2 5y x x= − + −  

HD
Giải 
a) 24 3y x x= + −  
� Tập xác định: D = ℝ  

� / 3 2y x= −  

    Cho / 3 25
0 3 2 0

2 4
y x x y= ⇔ − = ⇔ = ⇒ =  

� lim
→+∞

= −∞
x

y , lim
→−∞

= −∞
x

y  

� Bảng biến thiên ∞∞

+ _

25

4

3

2x

y

y'

∞ +∞

0

 

Vậy hàm số đồng biến trên khoảng 
3;
2

 
−∞ 
 

, nghịch biến trên khoảng 
3 ;
2
 

+∞ 
 

.

b) Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 7)−∞ −  và (1; )+∞ , nghịch biến trên khoảng ( 7;1)− . 

c) 4 22 3y x x= − +  
� Tập xác định: D = ℝ  

� / 3 24 4 4 ( 1)y x x x x= − = −  

    Cho / 2

1 2
0 4 ( 1) 0 0 3

1 2

x y

y x x x y

x y

 = − ⇒ =
= ⇔ − = ⇔ = ⇒ =
 = ⇒ =

 

� lim
→+∞

= +∞
x

y , lim
→−∞

= +∞
x

y  

� Bảng biến thiên 

2

3

2

_ _+ +000

101

+∞+∞

+∞∞

y

y'

x

 
Vậy hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  
và (0;1) , đồng biến trên các khoảng ( 1;0)−  và 
(1; )+∞ . 

d) Hàm số đồng biến trên khoảng 
2

0;
3

 
 
 

, nghịch biến trên các khoảng ( ;0)−∞  và 
2

;
3
 

+∞ 
 

 

Bài 1.3. Tìm các khoảng đơn điệu của các hàm số sau: 

a) 22y x x= −  b) 2 20y x x= − −   c) 225y x= −  d) 2 2 3y x x= − +  

HD
Giải 
 

a) 22y x x= −  
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� Tập xác định: 0;2D  =    

� /

2

1

2

x
y

x x

−=
−

 

   Cho 
/ 0 1 0 1 1y x x y= ⇔ − = ⇔ = ⇒ =  

� lim
→+∞

= −∞
x

y , lim
→−∞

= −∞
x

y  

 � Bảng biến thiên 

+ + _ _0

1

1

y

y'

x

00

+∞∞ 20

 
Vậy hàm số đồng biến trên khoảng ( )0;1 , nghịch biến trên 

khoảng ( )1;2  

b) 2 20y x x= − −  

� Tập xác định: ( ); 4 5;D  = −∞ − ∪ +∞   

� /

2

2 1

2 20

x
y

x x

−=
− −

 

   Cho / 1
0 2 1 0

2
y x x D= ⇔ − = ⇔ = ∉  

� lim
→+∞

= +∞
x

y , lim
→−∞

= +∞
x

y  

� Bảng biến thiên 

x ∞

1

2_

+∞+∞

4 5 +∞

0 0

y'

y

0__ ++

 

Vậy hàm số nghịch biến trên khoảng ( ); 4−∞ − , đồng biến trên khoảng ( )5;+∞ .

c) 225y x= −  

� Tập xác định: 5;5D  = −   

� /

225

x
y

x

−=
−

.  

 Cho / 0 0 5y x y= ⇔ = ⇒ =  

� lim
→+∞

= −∞
x

y , lim
→−∞

= −∞
x

y  

�  Bảng biến thiên 

5 5∞ +∞

0 0

x

y'

y

0

5

0 __++

 

Vậy hàm số đồng biến trên khoảng ( )5;0− ,nghịch biến trên khoảng ( )0;5 .

d) 2 2 3y x x= − +  
� Tập xác định: D = ℝ  

� /

2

1

2 3

x
y

x x

−=
− +

. Cho 

/ 0 1 0 1 2y x x y= ⇔ − = ⇔ = ⇒ =  

� lim
→+∞

= +∞
x

y , lim
→−∞

= +∞
x

y  

�  Bảng biến thiên 

0

+∞∞

y'

y

x 1

2

_ +

+∞ +∞

 

Vậy hàm số nghịch biến trên khoảng ( );1−∞ ; đồng biến trên khoảng ( )1;+∞ .

Bài 1.4. Chứng minh rằng hàm số 
2 1
x

y
x

=
+

 đồng biến trên khoảng ( )1;1− ; nghịch biến trên các khoảng 

( ); 1−∞ −  và ( )1;+∞ . 

HD
Giải 

Hàm số 
2 1
x

y
x

=
+

 

� Tập xác định: D = ℝ  
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� 
( )

2
/

22

1

1

x
y

x

−=
+

. Cho / 2

1
1

20 1 0
1

1
2

x y
y x

x y


= − ⇒ = −

= ⇔ − = ⇔ 
 = ⇒ =

 

� lim 0
→+∞

=
x

y , lim 0
→−∞

=
x

y  

 
� Bảng biến thiên 

1

21

2

+

1

0 0

0

0

x

y'

y

∞ +∞-1

 
Vậy hàm số biến trên khoảng ( )1;1− , nghịch biến trên các khoảng ( ); 1−∞ −  và ( )1;− +∞ .

Bài 1.5. Chứng minh rằng hàm số 
2 2 3

1
x x

y
x

− − +=
+

 nghịch biến trên mỗi khoảng xác định của nó. 

HD
Giải 

Hàm số 
2 2 3

1
x x

y
x

− − +=
+

 

� Tập xác định: { }\ 1D = −ℝ  

� 
2

/
2

2 5
0, 1

( 1)
x x

y x
x

− − −= < ∀ ≠ −
+

 

    Ta có /y  không xác định tại 1= −x  

� lim
→+∞

= −∞
x

y , lim
→−∞

= +∞
x

y ,
( 1) ( 1)

lim , lim
x x

y y
+ −→ − → −

= +∞ = −∞  

� Bảng biến thiên 

∞

+∞
y

y'

∞ 1 +∞

∞

+∞

x

 
Vậy hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  và ( 1; )− +∞  
 

ấn đề 2. Tìm điều kiện để hàm số đơn điệu trên tập xác định D của nó (khoảng cho trước). 
Phương pháp 

1. Tìm điều kiện để hàm số y f x( )=  đơn điệu trên tập xác định (hoặc trên từng khoảng xác định). 

Các hàm số: 3 2  ( 0)y ax bx cx d a= + + + ≠  và 
2

 ( 0)
ax bx c

y a
Ax B

+ += ≠
+

 luôn luôn tăng (hoặc luôn luôn 

giảm) trên từng khoảng xác định của nó khi và chỉ khi / 0y ≥ (hoặc / 0y ≤ ), x D∀ ∈ . 

Hàm số: 
ax b

y
cx d

+=
+

luôn luôn tăng(hoặc luôn luôn giảm) trên từng khoảng xác định của nó khi và chỉ khi 

/ 0y > (hoặc / 0y < ), x D∀ ∈ . 
Lưu ý: Cho hàm số ( )f t at b= +  

V
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a) ( ) ( ) 0
( ) 0, ;

( ) 0
f

f t t
f

αα β
β

 ≥
≥ ∀ ∈ ⇔  ≥

                            

b) ( ) ( ) 0
( ) 0, ;

( ) 0
f

f t t
f

αα β
β

 ≤
≤ ∀ ∈ ⇔ 

≤
 

c) Nếu y ax bx c a2' ( 0)= + + ≠  thì: 

  �
0' 0,
0

a
y x ∆

 >≥ ∀ ∈ ⇔  ≤
ℝ  � 0' 0,

0
a

y x ∆
 <≤ ∀ ∈ ⇔  ≤

ℝ  

2. Tìm điều kiện để hàm số y f x ax bx cx d3 2( )= = + + +  đơn điệu trên khoảng ( ; )a b . 

 Ta có: y f x ax bx c/ / 2( ) 3 2= = + + . 

 a) Hàm số f đồng biến trên ( ; )a b  ⇔  y x/ 0, ( ; )≥ ∀ ∈ α β  và y/ 0=  chỉ xảy ra tại một số hữu hạn điểm 
thuộc ( ; )a b . 

  • Nếu bất phương trình f x h m g x/ ( ) 0 ( ) ( )≥ ⇔ ≥  

          thì f  đồng biến trên ( ; )a b  ⇔ h m g x
( ; )

( ) max ( )≥
a b

 

  • Nếu bất phương trình f x h m g x/ ( ) 0 ( ) ( )≥ ⇔ ≤  

                    thì f  đồng biến trên ( ; )a b  ⇔ h m g x
( ; )

( ) min ( )≤
a b

 

b) Hàm số f nghịch biến trên ( ; )a b  ⇔  y x/ 0, ( ; )≤ ∀ ∈ α β  và y 0′ =  chỉ xảy ra tại một số hữu hạn điểm 
thuộc ( ; )a b . 

  • Nếu bất phương trình f x h m g x/ ( ) 0 ( ) ( )≤ ⇔ ≥  

          thì f  nghịch biến trên ( ; )a b  ⇔ h m g x
( ; )

( ) max ( )≥
a b

 

  • Nếu bất phương trình f x h m g x/ ( ) 0 ( ) ( )≤ ⇔ ≤  

          thì f  nghịch biến trên ( ; )a b  ⇔ h m g x
( ; )

( ) min ( )≤
a b

 

3. Tìm điều kiện để hàm số y f x ax bx cx d3 2( )= = + + +  đơn điệu trên khoảng có độ dài bằng d cho trước. 

• f đơn điệu trên khoảng x x1 2( ; )  ⇔ y 0′ =  có 2 nghiệm phân biệt x x1 2,  ⇔ a 0
0∆

 ≠
 >

   (1) 

• Biến đổi x x d1 2− =  thành x x x x d2 2
1 2 1 2( ) 4+ − =   (2) 

• Sử dụng định lí Viet: 1 2 1 2;
b c

x x x x
a a

+ = − =  đưa (2) thành phương trình theo m. 

• Giải phương trình, so với điều kiện (1) để chọn nghiệm. 
 

Bài 1.6. Với giá trị nào của a hàm số 3y ax x= −  nghịch biến trên ℝ  

HD
Giải 

Hàm số 3y ax x= −  
� Tập xác định: D = ℝ  

� / 23y a x= −  


 Nếu 0a <  thì / 0y <  với mọi x ∈ℝ . Vậy hàm số nghịch biến trên ℝ  


 Nếu a = 0 thì / 23 0y x= − ≤ với mọi x ∈ℝ , đẳng thức xảy ra khi x = 0.  
Vậy hàm số nghịch biến trên ℝ  
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 Nếu 0a >  thì / 0
3
a

y x= ⇔ = ±  

    Bảng biến thiên 

∞

+∞

a

3

a

3 +∞∞

y

y'

x

00 +

 

Hàm số đồng biến trong khoảng ;
3 3
a a 

− 
 
 

. Vậy a > 0 không thỏa mãn ycbt 

Do đó, hàm số nghịch biến trên ℝ  khi và chỉ khi 0a ≤ .

Bài 1.7. Tìm m để hàm số 3 23(2 1) (12 5) 2y x m x m x= − + + + +  luôn luôn tăng. 

HD
Giải 

Hàm số 3 23(2 1) (12 5) 2y x m x m x= − + + + +  
� Tập xác định: D = ℝ  

� Ta có: / 23 6(2 1) 12 5y x m x m= − + + +  

� Hàm số luôn luôn tăng / 20, 3 6(2 1) 12 5 0,y x x m x m x⇔ ≥ ∀ ∈ ⇔ − + + + ≥ ∀ ∈ℝ ℝ                       

2 2
/

3 0
9(2 1) 3(12 5) 0 36 6 0

0
m m m

 >⇔ ⇔ + − + ≤ ⇔ − ≤
∆ ≤

 2 1 1 1
6 6 6

m m⇔ ≤ ⇔ − ≤ ≤  

Vậy: 
1 1

;
6 6

m
 

∈ − 
 

 thì hàm số đã cho luôn luôn tăng. 

Bài 1.8. Tìm m để hàm số 3 2(3 ) 2 2y x m x mx= − + − − +  luôn luôn giảm. 

HD
Giải 
Hàm số 3 2(3 ) 2 2y x m x mx= − + − − +  
� Tập xác định: D = ℝ  

� Ta có: / 23 2(3 ) 2y x m x m= − + − −  

� Hàm số luôn luôn giảm / 20, 3 2(3 ) 2 0,y x x m x m x⇔ ≤ ∀ ∈ ⇔ − + − − ≤ ∀ ∈ℝ ℝ                     

2 2
/

3 0
(3 ) 6 0 12 9 0

0
m m m m

− <⇔ ⇔ − − ≤ ⇔ − + ≤
∆ ≤

 

6 3 3 6 3 3m⇔ − ≤ ≤ +  

Vậy: 6 3 3;6 3 3m  ∈ − +
 

 thì hàm số đã cho luôn luôn giảm. 

Bài 1.9. Tìm các giá trị của tham số m để hàm số 3 21
( 6) (2 1)

3
y x mx m x m= + + + − +  đồng biến trên ℝ  

HD
Giải 

Hàm số 3 21
( 6) (2 1)

3
y x mx m x m= + + + − +  

� Tập xác định: D = ℝ  

� Ta có: / 2 2 6y x mx m= + + +  

� Hàm số đồng biến trên ℝ / 20 2 6 0,y x mx m x⇔ ≥ ⇔ + + + ≥ ∀ ∈ℝ  
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                                         2
/

1 0
6 0 2 3

0
m m m

 >⇔ ⇔ − − ≤ ⇔ − ≤ ≤
∆ ≤

 

Vậy: 2;3m  ∈ −   thì hàm số đã cho đồng biến trên ℝ . 

Bài 1.10. Cho hàm số 3 23 2 4y x x mx= + − − .Tìm m để hàm số đồng biến trên khoảng ( );0−∞ . 

HD
Giải 

Hàm số 3 23 2 4y x x mx= + − −  
� Tập xác định: D = ℝ  

� Ta có: / 23 6 2y x x m= + −  

� Hàm số đồng biến trên khoảng ( );0−∞ ( ) ( )/ 20, ;0 3 6 2 0, ;0y x x x m x⇔ ≥ ∀ ∈ −∞ ⇔ + − ≥ ∀ ∈ −∞  

                                                  ( )22 3 6 , ;0m x x x⇔ ≤ + ∀ ∈ −∞  

Đặt 2( ) 3 6g x x x= +  

Ta có: / /( ) 6 6;   ( ) 0 1 3g x x g x x y= + = ⇔ = − ⇒ = −  

Bảng biến thiên của g(x) trên khoảng ( );0−∞  

0+∞

+

3

0

1 0∞

g(x)

g'(x)

x

 

Căn cứ vào bảng biến thiên, ta có: Ycbt 
3

2 3
2

m m⇔ ≤ − ⇔ ≤ −  

Vậy 
3
2

m ≤ − thì hàm số đã cho đồng biến trên khoảng ( );0−∞  

Bài 1.11. Cho hàm số y x m x m x m3 2(1 2 ) (2 ) 2= + − + − + + .Tìm m để hàm đồng biến trên khoảng (0; )+∞ . 

HD
Giải 

Hàm số y x m x m x m3 2(1 2 ) (2 ) 2= + − + − + +  
� Tập xác định: D = ℝ  

� / 23 ( 2 ( )2 1 ) 2y x m x m= − + −+  

Hàm đồng biến trên (0; )+∞  / 0y⇔ ≥  với 0; )(x∀ ∈ +∞  

23 (1 02 2 ) (2 )x m x m⇔ − + − ≥+
2 2 23
4 1

xx
m

x
⇔ ≤ + +

+
 với 0; )(x∀ ∈ +∞  

Đặt 
2 2

(
23

)
4 1

x
g

x
x

x

+ +=
+

. Ta có: 
x

g x
x

x2
/

2
6(2

( )
)

1)

(4 1

+
+

−= .  

Cho / 2 1
( ) 0 2 1 0 1;

2
g x x x x x+ − = ⇔ = − == ⇔  

Lập BBT của hàm ( )g x  trên (0; )+∞ , từ đó ta đi đến kết luận: 
5
4

m ≤ . 

Bài 1.12. Cho hàm số 3 23y x x mx m= + + +   (1),  (m là tham số). 
Tìm m để hàm số (1) nghịch biến trên đoạn có độ dài bằng 1. 

HD
Giải 

Hàm số y x x mx m3 23= + + +  
� Tập xác định: D = ℝ  
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� Ta có / 23 6y x x m= + +  có m9 3∆′ = − .  

+ Nếu 3≥m thì / 0,y x≥ ∀ ∈ℝ  ⇒ hàm số đồng biến trên ℝ⇒ 3≥m  không thoả mãn. 

+ Nếu 3<m  thì / 0y =  có 2 nghiệm phân biệt x x x x1 2 1 2, ( )< .  

Hàm số nghịch biến trên đoạn x x1 2;    với độ dài l x x1 2= − .  

Ta có: 
m

x x x x1 2 1 22;
3

+ = − = . 

YCBT ⇔ l 1=  ⇔ x x1 2 1− =  ⇔ x x x x2
1 2 1 2( ) 4 1+ − =  ⇔ m

9
4

= . 

Bài 1.13. Cho hàm số ( )3 2 4 9 5y x mx m x= − − + + +   (1),  (m là tham số). 

Tìm giá trị nguyên của m để hàm số nghịch biến trên khoảng ( ); .−∞ +∞  

HD
Giải 

( )3 2 4 9 5y x mx m x= − − + + + . TXĐ: = ℝD   
23 2 4 9′ = − − + +y x mx m . Hàm số nghịch biến trên khoảng ( );−∞ +∞  

20, 0 12 27 0 9 3′⇔ ≤ ∀ ∈ ⇔ ∆ ≤ ⇔ + + ≤ ⇔ − ≤ ≤ −ℝy x m m m   

Vì { }9; 8; 7; 6; 5; 4; 3∈ ⇒ = − − − − − − −ℤm m  

ấn đề 3. Ứng dụng tính đơn điệu để chứng minh bất đẳng thức 
Phương pháp 

Để chứng minh ( ) ( ), ( ; )g x h x x a b> ∀ ∈ , ta thực hiện các bước: 
Bước 1. Biến đổi: ( ) ( ), ( ; ) ( ) ( ) 0, ( ; )g x h x x a b g x h x x a b> ∀ ∈ ⇔ − > ∀ ∈  
Bước 2. Đặt ( ) ( ) ( )f x g x h x= −  

Bước 3. Tính / ( )f x  và lập bảng biến thiên của ( )f x . Từ đó suy ra kết quả.

Bài 1.14. Chứng minh các bất đẳng thức sau: 

a) tan sin , 0;
2

x x x x
π 

> > ∀ ∈ 
 

  b) sin tan 2 , 0;
2

x x x x
π 

+ > ∀ ∈ 
 

 

HD
Giải 

a) i. Chứng minh sinx x> , 0;
2

x
π 

∀ ∈ 
 

 

� Ta có: sin sin 0x x x x> ⇔ − > .  

� Đặt: ( ) sinf x x x= − , ta có / ( ) 1 cos 0, 0;
2

f x x x
π 

= − > ∀ ∈ 
 

 

� Bảng biến thiên 

π

2
  1

f(0) = 0

π

20

+

f(x)

f'(x)

x

 

Vậy: 0;
2

x
π 

∀ ∈ 
 

 ta có: ( ) (0) sin 0, 0;
2

f x f x x x
π 

> ⇒ − > ∀ ∈ 
 

 hay sinx x> , 0;
2

x
π 

∀ ∈ 
 

(1) 

ii. Chứng minh tan x x> , 0;
2

x
π 

∀ ∈ 
 

 

� Ta có: tan tan 0x x x x> ⇔ − >   

V
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� Đặt: ( ) tanf x x x= − , ta có f x x x x/ 2 2( ) 1 tan 1 tan 0, 0;
2
π 

= + − = > ∀ ∈ 
 

 

/ ( ) 0=f x  chỉ tại một điểm 0=x . Do đó, ( )f x  đồng biến trên nửa khoảng 0;
2
π 


 
 

Tức là f x f x( ) (0), 0;
2
π 

> ∀ ∈ 
 

. Vì ( )f 0 0= nên tan 0x x− >  hay tan x x> , 0;
2

x
π 

∀ ∈ 
 

(2) 

Từ (1) và (2), ta có tan sin , 0;
2

x x x x
π 

> > ∀ ∈ 
 

 

b) sin tan 2 , 0;
2

x x x x
π 

+ > ∀ ∈ 
 

 

� Ta có sin tan 2 sin tan 2 0, 0;
2

x x x x x x x
π 

+ > ⇔ + − > ∀ ∈ 
 

 

� Đặt ( ) sin tan 2f x x x x= + − . Hàm số ( ) sin tan 2f x x x x= + −  liên tục trên nửa khoảng 0;
2
π 


 
 và có 

đạo hàm / 2
2 2

1 1
( ) cos 2 cos 2 0

cos cos
f x x x

x x
= + − > + − > , 0;

2
x

π 
∀ ∈ 

 
.  

Vì 2
2

1
cos 2

cos
x

x
+ > , 0;

2
x

π 
∀ ∈ 

 
.  

� Do đó hàm số f(x) đồng biến trên 0;
2
π 


 
và ta có ( ) (0)f x f> , 0;

2
x

π 
∀ ∈ 

 
 hay 

sin tan 2 , 0;
2

x x x x
π 

+ > ∀ ∈ 
 

 

Bài 1.15. Chứng minh rằng với mọi x > 0, ta có 
1

2x
x

+ ≥  

HD
Giải 

� Xét hàm số 
1

( )f x x
x

= +  trên khoảng (0; )+∞  

� Ta có 
2

/
2 2

1 1
( ) 1

x
f x

x x

−= − =  và / ( ) 0 1(  0)f x x vì x= ⇔ = >  

Bảng biến thiên 

x

f'(x)

f(x)

+∞+∞

2

0

+∞

+

0 1

 
Ta có f(1) = 2 và f(x) > 2 với mọi 0 1x< ≠  

Vậy 
1

( ) 2f x x
x

= + ≥  với mọi x > 0 

Bài 1.16. Chứng minh rằng với mọi 0;
2

x
π 

∈ 
 

, ta có 
3

tan
3
x

x x> +  

HD
Giải 

� Đặt 
3

( ) tan ; 0;
3 2
x

f x x x x
π 

= − − ∈ 
 

.  
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� Ta có: / 2 2 2
2

1
( ) 1 tan (tan )(tan ) 0, 0;

2cos
f x x x x x x x x x

x

π 
= − − = − = − + > ∀ ∈ 

 
 

� / ( ) 0f x = chỉ tại điểm 0=x . Do đó, f(x) đồng biến trên nửa khoảng 0;
2
π 


 
 

� Vì f(0) = 0 nên 
3

( ) tan 0; 0;
3 2
x

f x x x x
π 

= − − > ∀ ∈ 
 

 hay 
3

tan
3
x

x x> +  trên khoảng 0;
2
π 

 
 

. 

C. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 
 

Bài 1.17. Xét tính đồng biến, nghịch biến của các hàm số sau: 

a) 3 29 15 3y x x x= + + −   b) 3 22 7 5y x x x= − + − +  

 c) 4 26 3y x x= − + −    d) 4 22 4 2y x x= + −  
Bài 1.18. Tìm các khoảng đồng biến, nghịch biến của các hàm số sau: 

a) 
1
2

x
y

x

−=
−

   b) 
3 2

7
x

y
x

−=
+

  c) 
2 2 3

1
x x

y
x

− +=
+

 

d) 
2 5 3

2
x x

y
x

− +=
−

  e) 
1 1

2
y

x x
= −

−
 f) 2 2 3y x x= + +  

Bài 1.19. Xét chiều biến thiên của các hàm số sau: 

 a) 2 1 3 5y x x= − − −   b) 21 4y x x= + − −  

 c) 21 2 10 8y x x= + − + −   d) 2 8y x x= − + +  
Kết quả 
Bài 1.17.  
a) Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 5)−∞ −  và ( 1; )− +∞ ; nghịch biến trên khoảng ( 5; 1)− − . 
b) Hàm số luôn nghịch biến trên ℝ . 

c) Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ); 3−∞ −  và ( )0; 3 ; nghịch biến trên các khoảng ( )3;0−  và 

( )3;+∞ . 

d) Hàm số đồng biến trên khoảng ( )0;+∞ ; nghịch biến trên khoảng ( );0−∞ . 

Bài 1.18. 
a) Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ;2)−∞  và (2; )+∞ . 
b) Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ; 7)−∞ −  và ( 7; )− +∞ . 

c) Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ); 1 6−∞ − − và ( )1 6;− + +∞ ; nghịch biến trên các khoảng 

( )1 6; 1− − − và ( )1; 1 6− − + . 

d) Hàm số đồng biến trên các khoàng ( ;2)−∞  và (2; )+∞ . 
e) Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ;0)−∞  và (0;1) ; đồng biến trên các khoảng (1; 2) và (2; )+∞ . 
f) Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ; 1)−∞ − ; đồng biến trên khoảng ( 1; )− +∞ . 
Bài 1.19. 

a) Hàm số nghịch biến trên khoảng 
5 89

;
3 48
 
 
 

; đồng biến trên khoảng 
89

;
48

 
+∞ 

 
. 

b) Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )2; 2− ; đồng biến trên khoảng ( )2;2− . 

c) Hàm số đồng biến trên khoảng 
5

1;
2

 
 
 

; nghịch biến trên khoảng 
5

;4
2
 
 
 

. 

d) Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ; )−∞ +∞ . 
 



Chương I. Ứng dụng đạo hàm                                                                                                      GV. Lư Sĩ Pháp 

  12 
 

BT. GT12                                                     PHẦN TỰ LUẬN 

§2. CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 
 

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
 

I. KHÁI NIỆM CỰC ĐẠI, CỰC TIỂU 
1. Định nghĩa: 
Cho hàm số ( )y f x= xác định và liên tục trên khoảng ( ; )a b ,(có thể a  là −∞ , b là +∞ ) và điểm 

0 ( ; )x a b∈  

a) Nếu tồn tại số 0>h  sao cho 0( ) ( )f x f x<  với mọi ( )0 0;x x h x h∈ − +  và 0x x≠  thì ta nói ( )f x đạt 

cực đại tại 0x . 

b) Nếu tồn tại số 0>h  sao cho 0( ) ( )f x f x>  với mọi ( )0 0;x x h x h∈ − +  và 0x x≠  thì ta nói ( )f x đạt 

cực tiểu tại 0x . 

2. Chú ý: 
i) Nếu hàm số ( )f x đạt cực đại (cực tiểu) tại 0x  thì 0x  được gọi là điểm cực đại (điểm cực tiểu) của hàm 

số; 0( )f x được gọi là giá trị cực đại (giá trị cực tiểu) của hàm số, kí hiệu là ( )
CÑ CT

f f , còn điểm 

( )0 0( )M x f x được gọi là điểm cực đại ( điểm cực tiểu) của đồ thị hàm số. 

ii) Các điểm cực đại và cực tiểu được gọi chung là điểm cực trị. Giá trị cực đại (giá trị cực tiểu) còn gọi là 
cực đại (cực tiểu) và được gọi chung là cực trị của hàm số. 

iii) Nếu hàm số ( )y f x= có đạo hàm trên khoảng ( ; )a b và đạt cực đại hoặc cực tiểu tại 0x  thì /
0( ) 0f x =  

II. ĐIỀU KIỆN ĐỦ ĐỂ HÀM SỐ CÓ CỰC TRỊ 
Giả sử hàm số ( )y f x= xác định và liên tục trên khoảng ( ; )a b và điểm 0 ( ; )x a b∈ . 

1. Định lí 1.  

a) 
/

0 0
/

0 0

( ) 0, ( ; )

( ) 0, ( ; )

f x x x h x

f x x x x h

 > ∀ ∈ −
⇒

< ∀ ∈ +
0x  là điểm cực đại của ( )f x  

x0  h x0 x0 + h

fCĐ

f(x)

f'(x) + _

x

 

b) 
/

0 0
/

0 0

( ) 0, ( ; )

( ) 0, ( ; )

f x x x h x

f x x x x h

 < ∀ ∈ −
⇒

> ∀ ∈ +
0x  là điểm cực tiểu của ( )f x  

x0  h x0 x0 + h

fCT

f'(x)

f(x)

x

_ +

 
2. Định lí 2. 

a) 
/

0
/ /

0

( ) 0

( ) 0

f x

f x

 =
⇒

>
0x  là điểm cực tiểu của ( )f x  

b) 
/

0
/ /

0

( ) 0

( ) 0

f x

f x

 =
⇒

<
0x  là điểm cực đại của ( )f x  

III. QUY TẮC TÌM CỰC TRỊ 
1. Quy tắc 1. 
Bước 1. Tìm tập xác định. 

Bước 2. Tính / ( )f x . Tìm các điểm tại đó / ( )f x bằng 0 hoặc / ( )f x không xác định. 
Bước 3. Sắp xếp các điểm đó theo thứ tự tăng dần và lập bảng biến thiên. 
Bước 4. Từ bảng biến thiên suy ra các điểm cực trị. 
2. Quy tắc 2. 
Bước 1. Tìm tập xác định. 

Bước 2. Tính / ( )f x . Giải phương trình / ( ) 0f x = và kí hiệu ( 1,2,...)
i

x i = là các nghiệm của nó. 
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Bước 3. Tính / / ( )f x  và / / ( )
i

f x . 

Bước 4. Dựa vào dấu của / / ( )
i

f x , suy ra tính chất cực trị của điểm 
i

x . 

B. BÀI TẬP 
ấn đề 1. Áp dụng quy tắc 1 để tìm cực trị của hàm số 
Quy tắc 1. 

Bước 1. Tìm tập xác định. 

Bước 2. Tính / ( )f x . Tìm các điểm tại đó / ( )f x bằng 0 hoặc / ( )f x không xác định. 
Bước 3. Sắp xếp các điểm đó theo thứ tự tăng dần và lập bảng biến thiên. 
Bước 4. Từ bảng biến thiên suy ra các điểm cực trị. 
 
Bài 2.1. Áp dụng quy tắc 1, hãy tìm các điểm cực trị của các hàm số sau: 

a) 3 22 3 36 10y x x x= + − −   b) 4 22 3y x x= + −    c) 
1

y x
x

= +  

d) 3 2(1 )y x x= −    e) 2 1y x x= − +    f) ( 2)y x x= +  

HD
Giải 

a) 3 22 3 36 10y x x x= + − −  

� Tập xác định: D = ℝ         � Ta có: / 26 6 36y x x= + −  

Cho / 2 2 54
0 6 6 36 0

3 71
x y

y x x
x y

 = ⇒ = −
= ⇔ + − = ⇔  = − ⇒ =

 

� Bảng biến thiên: 

  

2

0 0_

71

54
∞

+∞

+ +

x

y'

y

∞ +∞3

 
� Hàm số đạt cực đại tại 3x = − và ( 3) 71

CÑ
y y= − =  

   Hàm số đạt cực tiểu tại 2x = và (2) 54
CT

y y= = − . 

b) 4 22 3y x x= + −  
� Tập xác định: D = ℝ  

� Ta có: / 34 4y x x= + . Cho / 20 4 ( 1) 0 0 3y x x x y= ⇔ + = ⇔ = ⇒ = −  
� Bảng biến thiên: 

  
3

+∞+∞

+_

0x

y

y'

∞ +∞

0

 
� Hàm số đạt cực tiểu tại 0x =  và (0) 3

CT
y y= = − . 

c) 
1

y x
x

= +  

� Tập xác định: { }\ 0D = ℝ  

� Ta có: 
2

/
2 2

1 1
1

x
y

x x

−= − =  

V
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Cho 
2

/ 2
2

1 21
0 0 1 0

1 2
x yx

y x
x yx

 = ⇒ =−= ⇔ = ⇔ − = ⇔  = − ⇒ = −
 

� Bảng biến thiên:  

  

0

00

11
_ _+ +

2

2 +∞+∞

∞∞

+∞

y'

y

x ∞

 
� Hàm số đạt cực đại tại 1x = −  và ( 1) 2

CÑ
y y= − = −  

   Hàm số đạt cực tiểu tại 1x =  và (1) 2
CT

y y= = . 

d) 3 2(1 )y x x= −  
� Tập xác định: D = ℝ  

� / 2 2(1 ) (3 5 )y x x x= − −  

Cho / 2 2

0 0
3 108

0 (1 ) (3 5 ) 0
5 3125
1 0

x y

y x x x x y

x y

 = ⇒ =

= ⇔ − − = ⇔ = ⇒ =

 = ⇒ =

 

� Bảng biến thiên: 

  

+ 0

0
3

5 +∞∞

y

y'

x

++

+∞

∞ 0

108

3125

_ 00

1

 

� Hàm số đạt cực đại tại 
3
5

x =  và 
3 108
5 3125CÑ

y y
 

= = 
 

 

   Hàm số đạt cực tiểu tại 1x =  và (1) 0
CT

y y= = . 

e) 2 1y x x= − +  

� Ta có: 2 1 0,x x x− + > ∀ ∈ℝ . Do đo tập xác định: D = ℝ  

� /

2

2 1

1

x
y

x x

−=
− +

. Cho / 1 3
0 2 1 0

2 2
y x x y= ⇔ − = ⇔ = ⇒ =  

� Bảng biến thiên: 

  

+∞+∞

+_

3

2

1

2x

y

y'

∞ +∞

0

 

Hàm số đạt cực tiểu tại 
1
2

x =  và 
1 3
2 2CT

y y
 

= = 
 

. 

f) ( 2)y x x= +  
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� Tập xác định: D = ℝ  

� Ta có: 
( 2)  0

( 2)
( 2)  0

x x vôùi x
y x x

x x vôùi x

 + ≥
= + = − + <

 

� Với /0, 2 2 0x y x> = + >  

� Với / /0, 2 2; 0 2 2 0 1 1x y x y x x y< = − − = ⇔ − − = ⇔ = − ⇒ =  
� Bảng biến thiên: 

  

1 +∞∞

y

y'

x

++

+∞

∞
0

1

_
0

0

 
� Hàm số đạt cực đại tại 1x = −  và ( 1) 1

CÑ
y y= − =  

   Hàm số đạt cực tiểu tại 0x =  và (0) 0
CT

y y= = . 

 
ấn đề 2. Áp dụng quy tắc 2 để tìm cực trị của hàm số 
Quy tắc 2. 

Bước 1. Tìm tập xác định. 

Bước 2. Tính / ( )f x . Giải phương trình / ( ) 0f x = và kí hiệu ( 1,2,...)
i

x i = là các nghiệm của nó. 

Bước 3. Tính / / ( )f x  và / / ( )
i

f x . 

Bước 4. Dựa vào dấu của / / ( )
i

f x , suy ra tính chất cực trị của điểm 
i

x theo định lí 2: 

Giả sử hàm số ( )=y f x có đạo hàm cấp hai trên khoảng ( );a b  chứa điểm 0x  và /
0( ) 0=f x . Khi đó: 

a) Nếu / /
0( ) 0>f x thì 0x  là điểm cực tiểu. 

b) Nếu / /
0( ) 0<f x thì 0x  là điểm cực đại. 

Lưu ý:  
- Đối với nhiều hàm thông dụng( như hàm đa thức, hàm lượng giác, ...), sử dụng quy tắc II thuận tiện hơn 
quy tắc I. 
- Đối với hàm không có đạo hàm cấp một( và do đó không có đạo hàm cấp hai), không thể sử dụng quy 
tắc II để tìm cực trị được. 
Bài 2.2. Áp dụng quy tắc 2, hãy tìm các điểm cực trị của các hàm số sau: 

a) 4 21
2 6

4
y x x= − +    b) 4 22 1y x x= − +   c) 5 3 2 1y x x x= − − +   

 d) sin 2y x=     e) sin 2y x x= −   f) sin cosy x x= +  

HD
Giải 

a) 4 21
2 6

4
y x x= − +  

� Tập xác định: D = ℝ  

� / 3 24 ( 2)y x x x x= − = − . Cho / 2

0
0 ( 2) 0 2

2

x

y x x x

x

 =
= ⇔ − = ⇔ = −
 =

 

� / / 23 4y x= −  

� / / ( 2) 8 0 2y x± = > ⇒ = −  và 2x =  là hai điểm cực tiểu 

   / / (0) 4 0 0y x= − < ⇒ =  là điểm cực đại. 
� Vậy:  
Hàm số đạt cực tiểu tại 2x = −  và 2x = ; ( 2) 2

CT
y y= ± =  

V
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Hàm số đạt cực đại tại 0x =  và (0) 6
CÑ

y y= = . 

b) 4 22 1y x x= − +  
� Tập xác định: D = ℝ  

� / 3 24 4 4 ( 1)y x x x x= − = − . Cho / 2

0
0 4 ( 1) 0 1

1

x

y x x x

x

 =
= ⇔ − = ⇔ = −
 =

 

� / / 212 4y x= −  

� / / ( 1) 8 0 1y x± = > ⇒ = −  và 1x =  là hai điểm cực tiểu. 

   / / (0) 4 0 0y x= − < ⇒ =  là điểm cực đại. 
� Vậy:  
Hàm số đạt cực tiểu tại 1x = −  và 1x = ; ( 1) 0

CT
y y= ± =  

Hàm số đạt cực đại tại 0x =  và (0) 1
CÑ

y y= = . 

c) 5 3 2 1y x x x= − − +  
� Tập xác định: D = ℝ  

� / 4 25 3 2y x x= − − . Cho / 4 2 2 1
0 5 3 2 0 1

1
x

y x x x
x

 = −
= ⇔ − − = ⇔ = ⇔  =

 

� / / 320 6y x x= −  

� / / (1) 14 0 1y x= > ⇒ = là hai điểm cực tiểu. 

   / / ( 1) 14 0 1y x− = − < ⇒ = −  là điểm cực đại. 
� Vậy:  
Hàm số đạt cực tiểu tại 1x =  và (1) 1

CT
y y= = −  

Hàm số đạt cực đại tại 1x = −  và ( 1) 3
CÑ

y y= − = . 

d) sin 2y x=  
� Tập xác định: D = ℝ  

� / 2 cos2y x= .  

Cho / 0 2 cos2 0 2 ( )
2 4 2

y x x l x l l
π π ππ= ⇔ = ⇔ = + ⇔ = + ∈ℤ  

� / / 4sin 2y x= −  

� / / 4  2
4sin ( )

4 2 4 2 4  2 1
neáu l k

y l l k
neáu l k

π π π π − =   
+ = − + = ∈    = +    

ℤ  

� Vậy:  

Hàm số đạt cực đại tại ( )
4

x k k
π π= + ∈ℤ và sin 2 1

2CÑ
y k

π π 
= + = 

 
. 

Hàm số đạt cực tiểu tại 
3

( )
4

x k k
π π= + ∈ℤ và 

3sin 2 1
2CT

y k
π π 

= + = − 
 

. 

e) sin 2y x x= −  
� Tập xác định: D = ℝ  

� / 2 cos2y x= . Cho / 1
0 2 cos2 1 0 cos2

2
y x x= ⇔ − = ⇔ =  

                                            2 2 ( )
3 6

x k x k k
π ππ π⇔ = ± + ⇔ = ± + ∈ℤ  

� / / 4sin 2y x= −  



Chương I. Ứng dụng đạo hàm                                                                                                      GV. Lư Sĩ Pháp 

  17 
 

BT. GT12                                                     PHẦN TỰ LUẬN 

� / / 4sin 2 2 3 0( )
6 6

y k k k
π ππ π   

+ = − + = − < ∈   
   

ℤ  

   / / 4sin 2 2 3 0( )
6 6

y k k k
π ππ π   

− + = − − + = > ∈   
   

ℤ  

� Vậy:  

,( )
6

x k k
π π= + ∈ℤ  là điểm cực đại của hàm số. 

,( )
6

x k k
π π= − + ∈ℤ  là điểm cực tiểu của hàm số. 

f) sin cos 2 sin
4

y x x y x
π 

= + ⇒ = + 
 

 

� Tập xác định: D = ℝ  

� / 2 cos
4

y x
π 

= + 
 

. Cho / 0 ( )
4

y x k k
π π= ⇔ = + ∈ℤ  

� / / 2 sin
4

y x
π 

= − + 
 

 

� / / 2    
2 sin

4 4 2    

neáu k chaün
y k k

neáu k leû

π ππ π
−    + = − + =    

    

 

� Vậy:  

2 ,( )
4

x k k
π π= + ∈ℤ  là điểm cực đại của hàm số. 

(2 1) ,( )
4

x k k
π π= + + ∈ℤ  là điểm cực tiểu của hàm số. 

ấn đề 3. Tìm điều kiện để hàm số có cực đại và cực tiểu 
Phương pháp 

Hàm số 3 2y ax bx cx d= + + +  và 
2ax bx c

y
Ax B

+ +=
+

 có một cực đại và một cực tiểu khi và chỉ khi phương 

trình / 0=y  có hai nghiệm phân biệt ( khi đó hiển nhiên /y đổi dấu khi qua các nghiệm).  

Bài 2.3. Chứng minh rằng với mọi giá trị của tham số m, hàm số 3 2 2 1y x mx x= − − +  luôn luôn có một 
điểm cực đại và một điểm cực tiểu. 

HD
Giải 

Hàm số: 3 2 2 1y x mx x= − − +  

 Tập xác định: D = ℝ  


 / 23 2 2y x mx= − −  


 Hàm số luôn luôn có một cực đại và một cực tiểu ⇔ phương trình / 0y =  có hai nghiệm phân biệt  

Ta có: / 20 3 2 2 0(*)y x mx= ⇔ − − =  
/ 2 6 0,m m∆ = + > ∀ ∈ℝ  

Điều này chứng tỏ (*) luôn có hai nghiệm phân biệt 
Vậy hàm số luôn luôn có một cực đại và một cực tiểu. 

Bài 2.4. Chứng minh rằng với mọi giá trị của tham số m, hàm số 
2

2

2
2

x x m
y

x

+ +=
+

 luôn luôn có một điểm 

cực đại và một điểm cực tiểu. 
HD
Giải 

V
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Hàm số: 
2

2

2
2

x x m
y

x

+ +=
+

 


 Tập xác định: D = ℝ  


 
( )

2

/
22

2 (2 ) 2

2

x m x
y

x

 − + − + =
+

 

Cho / 20 (2 ) 2 0(*)y x m x= ⇔ − + − + =  
/ 2(2 ) 8 0,m m∆ = − + > ∀ ∈ℝ  

Điều này chứng tỏ (*) luôn có hai nghiệm phân biệt 
Vậy hàm số luôn luôn có một cực đại và một cực tiểu. 

Bài 2.5. Cho hàm số 
3

2 2(5 8) 1
3
x

y mx m x= + + − + . Tìm m để hàm số có một cực đại và một cực tiểu.  

HD
Giải 

Hàm số 
3

2 2(5 8) 1
3
x

y mx m x= + + − + , m là tham số 


 Tập xác định: D = ℝ  


 / 2 2 2(5 8) ( )y x mx m g x= + + − =  

 Hàm số có một cực đại và một cực tiểu ⇔ phương trình phương trình ( ) 0g x =  có hai nghiệm phân 

biệt / 20 10 16 0 2
g

m m m⇔ ∆ > ⇔ − + > ⇔ <  hoặc 8m > . 

Vậy: ( ;2) (8; )m ∈ −∞ ∪ +∞  thì thỏa YCBT. 

Bài 2.6. Xác định giá trị của tham số m, để hàm số 
2 ( 2

1
x m x m

y
x

+ + −=
+

 có cực đại và cực tiểu. 

HD
Giải 

Hàm số 
2 ( 2

1
x m x m

y
x

+ + −=
+

 


 Tập xác định: { }\ 1D = −ℝ  


 
x x m

y x
x

2
/

2

2 2 2
, 1

( 1)
+ + += ∀ ≠ −

+
 


 Hàm số có cực đại và cực tiểu khi và chỉ khi / 0=y có hai nghiệm phân biệt.  

Đặt 2( ) 2 2 2g x x x m= + + +  


 / 0=y  có hai nghiệm phân biệt ( ) 0g x⇔ =  có hai nghiệm phân biệt khác – 1  

                                                       /

( 1) 0 1
1 (2 2) 0 2

g

g
m

m

 − ≠⇔ ⇔ < −∆ = − + >
 

Vậy: 
1
2

m < −  thì thỏa YCBT. 

ấn đề 4. Tìm điều kiện để hàm số đạt cực trị tại một điểm cho trước 
Phương pháp 

Áp dụng điều kiện cần để hàm số đạt cực trị 
Giả sử hàm số ( )y f x=  có đạo hàm tại điểm 0x .  

� Tìm tập xác định D của hàm số 

� Tính f x/ ( )  

� Do ( )y f x= đạt cực trị tại điểm 0x nên /
0( ) 0f x = hoặc f x/ ( )  không xác định tại điểm 0x . Từ đó suy ra 

tham số m. 

� Thế giá trị m tìm được vào f x/ ( )  để kiểm tra. Nếu f x/ ( )đổi dấu khi x  qua 0x thì hàm số có cực trị tại 

V
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0=x x  , suy ra m cần tìm. 

Chú ý: Nếu /
0( ) 0f x =  thì chưa chắc ( )y f x= đạt cực trị tại điểm 0x   

Bài 2.7. Tìm a và b để các cực trị của hàm số 2 3 25
2 9

3
y a x ax x b= + − +  đều là những số dương và 

0

5
9

x = −  là điểm cực đại. 

HD
Giải 

Hàm số 2 3 25
2 9

3
y a x ax x b= + − +  


 Tập xác định: D = ℝ  

 Nếu 0=a thì hàm số trở thành 9y x b= − + . Hàm số này không có cực trị. Do đó, ta chỉ xét trường hợp 

0a ≠ .  


 Khi đó, ta có: / 2 25 4 9y a x ax= + −  

Cho / 2 2

9
50 5 4 9 0

1

x
ay a x ax

x
a


= −

= ⇔ + − = ⇔ 
 =

 

Xét hai trường hợp 
a) Với 0<a , ta có bảng biến thiên: 

_

CT
CĐ

1

a +∞∞

y

y'

x

++

+∞

∞

_ 00

9

5a

 

Theo giả thiết 0

5
9

x = −  là điểm cực đại nên 
1 5 9

9 5
a

a
= − ⇔ = −  

Mặt khác, giá trị cực tiểu là số dương nên 
9

(1) 0
5CT

y y y
a

 
= − = > 

 
 

Ta có:  
25 5 81 9

(1) 2 9 . 2 9 0
3 3 25 5
a

y a b b
 

= + − + = + − − + > 
 

 

36 36
0

5 5
b b⇔ − + > ⇔ >  

b) Với 0>a , ta có bảng biến thiên: 

_ 9

5a

0 0_

∞

+∞

+ +

x

y'

y

∞ +∞

1

a

CĐ
CT

 

Theo giả thiết, ta có: 

9 5 81
5 9 25

1 4000
243CT

a
a

y y b
a

 − = − =  ⇔ 
  = > >   
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Vậy: 

9
5

36
5

a

b


= −


 >


 hoặc 

81
25
400
243

a

b


=


 >


 thì thảo YCBT. 

Bài 2.8. Xác định giá trị của tham số m, để hàm số 
2 1x mx

y
x m

+ +=
+

 đạt cực đại tại 2x = . 

HD
Giải 

Cách 1. Hàm số 
2 1x mx

y
x m

+ +=
+

 


 Tập xác định: { }\D m= −ℝ  


 
2 2

/
2

2 1
( )

x mx m
y

x m

+ + −=
+

 


 Hàm số đạt cực đại tại 2x = / 2(2) 0 4 3 0 1y m m m⇒ = ⇔ + + = ⇔ = −  hoặc 3m = −  

 Thử lại 

� Với 1m = − , ta có: 
x yx xx x

y y
x yx x

22
/ /

2

0 12 02
; 0

2 3( 1) 1 0

  = ⇒ = −− =− = = ⇔ ⇔  = ⇒ =− − ≠ 
 

Bảng biến thiên: 

3

1

00

0 2

+ +

x

+∞

∞

+∞1∞

y'

y

∞

+∞

 
Bảng biến thiên chứng tỏ hàm số không đạt cực đại tại 2x = . 

� Với 3m = − , ta có: 
x yx xx x

y y
x yx x

22
/ /

2

2 16 8 06 8
; 0

4 5( 3) 3 0

  = ⇒ =− + =− + = = ⇔ ⇔  = ⇒ =− − ≠ 
 

Bảng biến thiên: 

+∞

∞

y

y'

∞ 3 +∞

∞

+∞

x

++

42

0 0

1

5
 

Từ bảng biến thiên trên, ta thấy hàm số đạt cực đại tại 2x = . 
Vậy: Với 3m = −  hàm số đạt cực đại tại 2x = . 

Cách 2. Ta có: 
2 2

/
2

2 1
( )

x mx m
y

x m

+ + −=
+

; /
4

2 2
( )

x m
y

x m

+=
+

 

Hàm số  đạt cực đại tại 2x =
(2) 0

3.
(2) 0

′ =
⇔ ⇒ = − ′′ <

y
m

y
  

Bài 2.9. Xác định giá trị của tham số m, để hàm số 4y x mx= +  đạt cực tiểu tại 0x = . 

HD
Giải 

Hàm số 4y x mx= +  

 Tập xác định: D = ℝ  


 / 34y x m= +  
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 Hàm số đạt cực tiểu tại 0x = / 2(0) 0 4.0 0 0y m m⇒ = ⇔ + = ⇔ =  

 Thử lại 

Với m = 0, ta có: / 3 /4 ; 0 0( 0)y x y x y= = ⇔ = =  
Bảng biến thiên:  

+∞+∞

+_

0

0x

y

y'

∞ +∞

0

 
Từ bảnh biến thiên trên, ta thấy hàm số đạt cực tiểu tại 0x = . 
Vậy: Với 0m =  hàm số đạt cực tiểu tại 0x = . 

Bài 2.10. Cho hàm số 
4

2

2
x

y ax b= − + . Tìm a và b để hàm số đạt cực trị bằng – 2 tại điểm 1x = .  

HD
Giải 

Hàm số 
4

2

2
x

y ax b= − +  


 Tập xác định: D = ℝ  


 / 32 2y x ax= −  


 Hàm số đạt cực trị bằng – 2 tại điểm 1x =  
/

1 1(1) 2 2
2 3

(1) 0 2 2 0 2

a
y a b

y b
a

  =
 = − − + = −  

⇒ ⇔ ⇔  
= = −  − = 

 


 Thử lại: Với 
1

3
2

a

b

 =



= −


. Ta có / 3 / 3
3

0 
2 2 ; 0 2 2 0 2

1 2

x y
y x x y x x

x y


= ⇒ = −= − = ⇔ − = ⇔


= ± ⇒ = −

 

Bảng biến thiên: 

 

_

x

y'

y

∞ +∞

+∞ +∞

1 0 1

0 0 0 ++ __

2

3

2
2

 
Từ bảnh biến thiên trên, ta thấy hàm số đạt cực trị bằng – 2 tại điểm 1x = . 

Vậy: 
1

3
2

a

b

 =



= −


 thì thỏa YCBT. 

C. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 
 

Bài 2.11. Tìm cực trị các hàm số sau: 

a) 3 21
2 3 1

3
y x x x= + + −   b) 3 21

2 10
3

y x x x= − + −   

c) 5 31 1
2

5 3
y x x= − +    d) 

2 3 3
1

x x
y

x

− +=
−

   

e) 24y x x= −    f) 28y x= −  
Bài 2.12. Tìm cực trị các hàm số sau: 

a) 4 25 4y x x= − +    b) 3( 1) (5 )y x x= + −   
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c) 2 3( 2) ( 3)y x x= + −    d) 
2

1
8

x
y

x

+=
+

 

e) 3 26y x x= −    f) 
3

2 6

x
y

x
=

−
 

Bài 2.13. Tìm cực trị các hàm số sau: 
a) sin 2 2y x x= − +   b) 3 2 cos cos2y x x= − −  

Bài 2.14. Tìm cực trị các hàm số sau: 

a) 2sin 3 cos , 0;y x x x π = − ∈    b) 2sin cos2 , 0;y x x x π = + ∈    

Bài 2.15. Xác định tham số m để hàm số 3 2 2 5
3

y x mx m x
 

= − + − + 
 

 có cực trị tại x = 1. Khi đó, hàm số 

đạt cực đại hay cực tiểu? Tính cực trị tương ứng. 

Bài 2.16. Tìm các hệ số a, b, c, d của hàm số 3 2( )f x ax bx cx d= + + +  sao cho  hàm số f đạt cực tiểu tại 
điểm x = 0,f(0) = 0 và đạt cực đại tại điểm x = 1, f(1) = 1. 

Bài 2.17. Xác định các hệ số a, b, c sao cho hàm số 3 2( )f x x ax bx c= + + +  đạt cực trị bằng 0 tại 2x = −  
và đồ thị đi qua điểm A(1; 0). 

Bài 2.18. Cho hàm số ( )4 2 29 10y mx m x= + − + . Tìm tham số m để hàm số có 3 điểm cực trị. 

Kết quả 
Bài 2.11. 
a) Hàm số đạt cực đại tại 3x = −  và ( 3) 1

CÑ
y y= − = − ; 

    Hàm số đạt cực tiểu tại 1x =  và (1) 2
CT

y y= = . 

b) Hàm số đồng biến trên ℝ , không có cực trị. 

c) Hàm số đạt cực đại tại 1x = −  và 
32

( 1)
15CÑ

y y= − = ; 

    Hàm số đạt cực tiểu tại 1x =  và 
28

(1)
15CT

y y= = . 

d) Hàm số đạt cực đại tại 0x =  và (0) 3
CÑ

y y= = − ; 

    Hàm số đạt cực tiểu tại 2x =  và (2) 1
CT

y y= = . 

e) Hàm số đạt cực đại tại 2x =  và ( )2 2
CÑ

y y= =  

    Hàm số đạt cực tiểu tại 2x = −  và ( )2 2
CT

y y= − = −  

f) Hàm số đạt cực đại tại 0x =  và (0) 2 2
CÑ

y y= =  

Bài 2.12.  
a) Hàm số đạt cực đại tại 0x =  và (0) 4

CÑ
y y= = ; 

    Hàm số đạt cực tiểu tại 
5
2

x = ±  và 
5 9
2 4CT

y y
 

= ± = − 
 
 

. 

b) Hàm số đạt cực đại tại 
7
2

x =  và 
7 2187
2 16CÑ

y y
 

= = 
 

. 

c) Hàm số đạt cực đại tại 2x = −  và ( 2) 0
CÑ

y y= − = ; 

    Hàm số đạt cực tiểu tại 0x =  và (0) 108
CT

y y= = . 

d) Hàm số đạt cực đại tại 2x =  và 
1

(2)
4CÑ

y y= = ; 

    Hàm số đạt cực tiểu tại 4x = −  và 
1

( 4)
8CT

y y= − = − . 
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e) Hàm số đạt cực đại tại 0x =  và (0) 0
CÑ

y y= = ; 

    Hàm số đạt cực tiểu tại 64x =  và (64) 32
CT

y y= = − . 

f) Hàm số đạt cực đại tại 3x = −  và ( 3) 9 3
CÑ

y y= − = − ; 

    Hàm số đạt cực tiểu tại 3x =  và (3) 9 3
CT

y y= = . 

Bài 2.13.  

a) ,( )
6

x k k
π π= − + ∈ℤ  là điểm cực đại của hàm số; 

    ,( )
6

x k k
π π= + ∈ℤ  là điểm cực tiểu của hàm số. 

b) 
2

2 ,( )
3

x k k
π π= ± + ∈ℤ  là điểm cực đại của hàm số. 

    ,( )x k kπ= ∈ℤ  là điểm cực tiểu của hàm số. 
Bài 2.14.  

a) Hàm số đạt cực đại tại 
5
6

x
π=  và 

5 7
6 4CÑ

y y
π 

= = 
 

. 

b) Hàm số đạt cực đại tại 
6

x
π=  và 

5
6

x
π= ; 

5 3
6 6 2CÑ

y y y
π π   

= = =   
   

; 

    Hàm số đạt cực tiểu tại 
2

x
π=  và 1

2CT
y y

π 
= = 

 
. 

Bài 2.15.  
7
3

m =  

HD: Tập xác định : D = ℝ , Ta có: 2 2
' 3 2 ( )

3
y x mx m g x= − + − =  

Ta biết hàm số ( )y f x=  có cực trị khi phương trình / 0y = có nghiệm và /y  đổi dấu qua các nghiệm đó. 

Khi đó: / 2 3 2 0 1
g

m m m∆ = − + > ⇔ <  hoặc 2m >  

Để hàm số có cực trị tại x = 1 thì / 2 7
(1) 3 2 0

3 3
y m m m= − + − = ⇔ =  

Với 
7
3

m = , hàm số trở thành: 3 27 5
5

3 3
y x x x= − + +  

Ta có: / / 2 / /14 5 14
3 , 6

3 3 3
y x x y x= − + = − .  

Vì / / 14
(1) 6 0

3
y = − >  nên hàm số đạt cực tiểu tại x = 1 và 

16
(1)

3CT
y y= =  

Bài 2.16. 2, 3, 0, 0a b c d= − = = =  
Bài 2.17.  3, 0, 4a b c= = = −  
Bài 2.18.  ( ; 3) (0;3)m ∈ −∞ − ∪  

HD: Tập xác định : D = ℝ , Ta có: / 3 2 /
2 2

0
4 2( 9) ; 0

( ) 4 2( 9) 0

x
y x m x y

g x mx m

 =
= − − = ⇔  = + − =

 

YCBT ⇔  phương trình / 0=y  có ba nghiệm phân biệt ⇔  phương trình g(x) = 0 có hai nghiệm phân 

biệt khác 0 / 2 2

0
3

0 8 ( 9) 0
0 3

(0) 0

m
m

m m
m

g

 ≠
 < −

⇔ ∆ = − − > ⇔  < < ≠
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§3. GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT 
 CỦA HÀM SỐ 

 

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
I. Định nghĩa:  
Cho hàm số ( )y f x= có tập xác định D. 

Số M là giá trị lớn nhất của ( )f x trên D nếu: ( )f x M≤ , x D∀ ∈  và 0x D∃ ∈ sao cho 0( )f x M= . Kí hiệu: 

max ( )
D

M f x=  

Số m là giá trị lớn nhất của ( )f x trên D nếu: ( )f x m≥ , x D∀ ∈  và 0x D∃ ∈ sao cho 0( )f x m= . Kí hiệu: 

min ( )
D

m f x=  

II. Cách tìm giá trị lớn nhất (GTLN), giá trị nhỏ nhất(GTNN) trên một đoạn 
1. Định lí: Mọi hàm số liên tục trên một đoạn đều có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên đoạn đó. 

Như vậy: ( )y f x=  liên tục trên đoạn ;a b  ⇒   tồn tại 
[ ; ][ ; ]

max ( ),min ( )
a ba b

f x f x  

2. Quy tắc 
� Tìm tập xác định hàm số 

� Tìm ; ( 1,2,..., )
i

x a b i n ∈ =   tại đó đạo hàm bằng 0 hoặc không xác định. 

� Tính ( ), ( ), ( )
i

f a f x f b . 

� Tìm số lớn nhất M và số nhỏ nhất m trong các số trên. Khi đó: 
[ ; ][ ; ]

max ( ), min ( )
a ba b

M f x m f x= = . 

III. Cách tìm giá trị lớn nhất (GTLN), giá trị nhỏ nhất(GTNN) trên một khoảng 
( )y f x=  liên tục trên khoảng ( ; )a b , ta xét hai trường hợp 

     

x

y'

y

a x0 b

+

GTLN

               
GTNN

+

bx0a

y

y'

x

  
(trong đó /

0( )f x bằng 0 hoặc không xác định tại 0x ) 
 

B. BÀI TẬP 
 

ấn đề 1. Tìm GTLN & GTNN của hàm số liên tục trên một đoạn [a; b] 
Phương pháp:  

� Tìm tập xác định hàm số hay ghi rõ hàm số liên tục và xác định trên đoạn [ ],a b   

� Tìm ; ( 1,2,..., )
i

x a b i n ∈ =   tại đó đạo hàm bằng 0 hoặc không xác định. 

� Tính ( ), ( ), ( )
i

f a f x f b . 

� Tìm số lớn nhất M và số nhỏ nhất m trong các số trên. Khi đó: 
[ ; ][ ; ]

max ( ), min ( )
a ba b

M f x m f x= = . 

Bài 3.1. Tính GTLN & GTNN của các hàm số: 

a) 3 23 9 35y x x x= − − +  trên các đoạn 4;4 −   và 0;5    

b) 4 23 2y x x= − +  trên các đoạn 0;3    và 2;5    

c) 
2
1

x
y

x

−=
−

 trên các đoạn 2;4    và 3; 2 − −   

d) 5 4y x= −  trên đoạn 1;1 −   

HD
Giải 

V
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a) Hàm số 3 23 9 35y x x x= − − +  
� Tập xác định: D = ℝ  

� / 23 6 9y x x= − − . Cho / 2 1
0 3 6 9 0

3
x

y x x
x

 = −
= ⇔ − − = ⇔  =

 

� Trên đoạn 4;4 −  , ta có: ( 4) 41; ( 1) 40; (4) 15y y y− = − − = =  

Do đó: 
[ 4;4] [ 4;4]
min ( 4) 41,max ( 1) 40y y y y
− −

= − = − = − =  

� Trên đoạn 0;5   , ta có: (0) 35; (3) 8; (5) 40y y y= = =  

Do đó: 
[0;5] [0;5]
min 8,max 40y y= =  

b) 4 23 2y x x= − +  trên các đoạn 0;3    và 2;5    

� Tập xác định: D = ℝ  

� / 34 6y x x= − . Cho / 3

0
0 4 6 0 3

2

x

y x x
x

 =
= ⇔ − = ⇔  = ±

 

� Trên đoạn 0;3   , ta có: 
3 1

(0) 2; ; (3) 56
2 4

y y y
 

= = − = 
 
 

. Do đó: 
[03] [0;3]

1
min ,max 56

4
y y= − =  

� Trên đoạn 0;5   , ta có: (2) 6; (5) 552y y= = . Do đó: 
[2;5] [2;5]
min 6,max 552y y= =  

c) 
[2;4] [2;4]

2
min 0,max

3
y y= = ; 

[ 3; 2] [ 3; 2]

5 4
min ,max

4 3
y y

− − − −
= =  

d) 
[ 1;1] [ 1;1]
min 1,max 3y y

− −
= =  

ấn đề 2. Tìm GTLN &GTNN của hàm số trên một khoảng (đoạn) 
Phương pháp 

- Để tìm GTLN & GTNN của hàm số ( )y f x= trên khoảng (a;b) (đoạn [a; b]), ta lập bảng biến thiên của 
hàm số trên khoảng (a;b) (đoạn [a; b]) rồi dựa vào đó đưa ra kết luận. 
- Khi không nói tập xác định D, ta hiểu tìm GTLN – GTNN trên tập xác định của hàm số. 
Bài 3.2. Tìm giá trị lơn nhất và giá trị nhỏ nhất của các hàm số sau: 

a) 2 2 5y x x= + −  trên đoạn 2;3 −     b) 
3

22 3 4
3
x

y x x= + + − trên đoạn 4;0 −    

c) 
1

y x
x

= +  trên khoảng (0; )+∞   d) 2 2 4y x x= − + + trên đoạn 2;4    

e) 
2 5 4

2
x x

y
x

+ +=
+

trên đoạn 0;1      f) 
1

y x
x

= −  trên nửa khoảng (0;2]  

HD
Giải 

a) 2 2 5y x x= + −  trên đoạn 2;3 −    

� Tập xác định: D = ℝ  

� / 2 2y x= + . Cho / 0 1 6y x y= ⇔ = − ⇒ = −  
� Bảng biến thiên:  

6

++__ 0

1

y

y'

x

105

+∞∞ 32

 

V
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� Từ bảng biến thiên, ta có: 
[ 2;3] [ 2;3]
min ( 1) 6,max (3) 10y y y y
− −

= − = − = =  

b) 
[ 4;0] [0;4]

16
min ( 4) ( 1) ,max ( 3) (0) 4

3
y y y y y y

−
= − = − = − = − = = −  

c) 
1

y x
x

= +  trên khoảng (0; )+∞  

� Tập xác định: { }\ 0D = ℝ  

� 
2

/
2 2

1 1
1 , 0

x
y x

x x

−= − = ∀ ≠ . Cho / 1 2
0

1 (0; )
x y

y
x

 = ⇒ =
= ⇔  = − ∉ +∞

 

� Bảng biến thiên:  

  

+∞ +∞
0+ +

2

10

0

+∞1∞x

y'

y

 
� Từ bảng biến thiên, ta có: 

(0; )
min (1) 2y y

+∞
= = . Hàm số không có giá trị lớn nhất trên khoảng (0; )+∞  

d) 
[2;4] [2;4]
min (4) 4,max (2) 4y y y y= = − = =  

e) 
[0;1] [0;1]

11
min (0) 2,max (1)

3
y y y y= = = =  

f) 
(0;2]

3
max (2)

2
y y= = . Hàm số không có giá trị nhỏ nhất trên nửa khoảng (0;2] . 

Bài 3.3. Tìm GTLN & GTNN của các hàm số sau: 

a) 
2

4
1

y
x

=
+

  b) 3 44 3y x x= −   c) 
24

x
y

x
=

+
  d) 

4

1
1

y
x

=
+

 

HD
Giải 

a) 
2

4
1

y
x

=
+

 

� Tập xác định: D = ℝ  

� 
( )

/
22

8

1

x
y

x

−=
+

. Cho / 0 0 4y x y= ⇔ = ⇒ =  

� Bảng biến thiên:  

  
0

0

+∞∞

y'

y

x 0

4

_+

0
 

� Từ bảng biến thiên, ta suy ra: max (0) 4y y= =
ℝ

. Hàm số không có giá trị nhỏ nhất trên khoảng 

( ; )−∞ +∞ . 

b) 3 44 3y x x= −  
� Tập xác định: D = ℝ  

� / 2 312 12y x x= − . Cho / 2 0 0
0 12 (1 ) 0

1 1
x y

y x x
x y

 = ⇒ =
= ⇔ − = ⇔  = ⇒ =

 



Chương I. Ứng dụng đạo hàm                                                                                                      GV. Lư Sĩ Pháp 

  27 
 

BT. GT12                                                     PHẦN TỰ LUẬN 

� Bảng biến thiên:  

0

0 +∞∞

y

y'

x

++

+∞∞

1

_00

1

 
� Từ bảng biến thiên, ta suy ra được max (1) 1y y= =

ℝ

. Hàm số không có giá trị nhỏ nhất trên khoảng 

( ; )−∞ +∞ . 

c) 
24

x
y

x
=

+
 

� Tập xác định: D = ℝ  

� 
2

/ / 2
2 2

1
24 4; 0 4 0

1(4 ) 2
4

x y
x

y y x
x

x y


= − ⇒ = −−= = ⇔ − = ⇔ 

+  = ⇒ =

 

� Bảng biến thiên:  

  

1

4

1

4

_ _+ 00

22

0

0

+∞∞

y

y'

x

 

� Từ bảng biến thiên, ta suy ra được: 
1

max (2)
4

y y= =
ℝ

, 
1

min ( 2)
4

y y= − = −
ℝ

.  

d) 
4

1
1

y
x

=
+

 

� Tập xác định: D = ℝ  

� 
3

/
4 2

4
(1 )

x
y

x

−=
+

. Cho / 30 4 0 0 1y x x y= ⇔ − = ⇔ = ⇒ =  

� Bảng biến thiên:  

0

+ _

1

0x

y

y'

∞ +∞

0

0
 

� Từ bảng biến thiên, ta suy ra được max (0) 1y y= =
ℝ

. Hàm số không có giá trị nhỏ nhất trên khoảng 

( ; )−∞ +∞ . 

Bài 3.4. Tìm GTLN & GTNN của các hàm số sau: 

a) 
1

cos
y

x
=  trên khoảng 

3
;

2 2
π π 
 
 

   b) 
1

sin
y

x
=  trên khoảng ( )0;π  

c) 2sin sin 2y x x= +  trên khoảng 
3

0;
2
π 

 
 

  d) (cos 1)siny x x= +  trên khoảng 0;2π    

HD
Giải 
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a) 
1

cos
y

x
=  trên khoảng 

3
;

2 2
π π 
 
 

 

� Tập xác định: \ ,( )
2

D k k
π π 

= + ∈ 
 

ℝ ℤ  

� /
2

sin
cos

x
y

x
= . Cho / 3

0  ; 1
2 2

y x do x y
π ππ

  
= ⇔ = ∈ ⇒ = −  

  
 

� Bảng biến thiên: 

∞∞

3π

2

0

π

2

y'

y

x π

1

_+

 
� Từ bảng biến thiên, ta suy ra được ( )

3;
2 2

max 1y y
π π

π
 
 
 

= = − . Hàm số không có giá trị nhỏ nhất. 

b) 
1

sin
y

x
=  trên khoảng ( )0;π   

� Tập xác định: { }\ ,( )D k kπ= ∈ℝ ℤ  

� /
2

cos
sin

x
y

x

−= . Cho ( )( )/ 0  0; 1
2

y x do x y
π π= ⇔ = ∈ ⇒ =  

� Bảng biến thiên: 

π

2
+_

1

πx

y

y'

0

0

+∞ +∞

 

� Từ bảng biến thiên, ta suy ra được 
( )0;
min 1

2
y y

π

π 
= = 

 
. Hàm số không có giá trị lớn nhất. 

c) 2sin sin 2y x x= +  trên khoảng 
3

0;
2
π 

 
 

 

� Tập xác định: D = ℝ  

� / 2 cos 2 cos2y x x= +  

Cho /
cos 03 20 2 cos 2 cos2 0 4 cos cos 0

2 2 3
cos 0

2

x
x x

y x x
x


=

= ⇔ + = ⇔ = ⇔ 
 =

 

Do 
3

0; ,
2 3

x x x
π ππ 

∈ ⇒ = = 
 

 

� Ta có: 
3 3 3

(0) 0; ; ( ) 0, 2
3 2 2

y y y y
π ππ   

= = = = −   
   

 

� Từ đó, ta có: 
3 30; 0;
2 2

3 3
min 2;max

2
y y

π π   
   
   

= − =  
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d) (cos 1)siny x x= +  trên khoảng 0;2π    

� Tập xác định: D = ℝ  

� / cos2 cosy x x= +  

Cho / 2
cos 1

3
0 2 cos cos 1 0 4 cos cos 0 12 2 cos

2

x
x x

y x x
x

 = −
= ⇔ + − = ⇔ = ⇔
 =


 

Do 
5

0;2 2 , ,
3 3

x x x x
π ππ π ∈ ⇒ = = =   

� Ta có: ( ) 3 3 5 3 3
(0) 0; 2 0; ( ) 0, ;

3 4 3 4
y y y y y

π ππ π    
= = = = = −   

   
 

� Từ đó, ta có: 
0;2 0;2

3 3 3 3
min ;max

4 4
y y

π π      

= − =  

Bài 3.5. Tìm GTLN & GTNN của các hàm số sau: 

a) 22sin 2sin 1y x x= + −    b) 2cos 2 sin cos 4y x x x= − +  

c) 3 2cos 6 cos 9 cos 5y x x x= − + +   d) 3sin cos2 sin 2y x x x= − + +  

HD
Giải 

a) 22sin 2sin 1y x x= + −  
� Tập xác định: D = ℝ  

� Đặt sin , 1 1t x t= − ≤ ≤ . Hàm số viết lại: 2( ) 2 2 1y f t t t= = + −  

Ta tìm GTLN & GTNN của hàm số ( )y f t=  trên đoạn 1;1 −  . Đó cũng là GTLN & GTNN của hàm số 

đã cho trên ℝ . 

� Ta có: / / 1 3
( ) 4 2; ( ) 0 ( )

2 2
f t t f t t f t= + = ⇔ = − ⇒ = −  

� Bảng biến thiên: 

31

0

1

f'(t)

f(t)

t 1

3

2

_ +

1

2

 

� Từ bảng biến thiên, ta suy ra được: 
1;1 1;1

1 3
min ( ) ;max ( ) (1) 3

2 2
f t f f t f

   − −   

 
= − = − = = 

 
 

� Do đó: 
3

min ;max 3
2

y y= − =
ℝ ℝ

 

b) 2cos 2 sin cos 4y x x x= − +  

Ta có: 2cos 2 sin cos 4y x x x= − +  

              2 21 1
1 sin 2 sin 2 4 sin 2 sin 2 5

2 2
x x x x= − − + = − − +  

� Tập xác định: D = ℝ  

� Đặt sin 2 , 1 1t x t= − ≤ ≤ . Hàm số viết lại: 2 1
( ) 5

2
y f t t t= = − − +  

Ta tìm GTLN & GTNN của hàm số ( )y f t=  trên đoạn 1;1 −  . Đó cũng là GTLN & GTNN của hàm số 

đã cho trên ℝ . 
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� Ta có: / /1 1 81
( ) 2 ; ( ) 0 ( )

2 4 16
f t t f t t f t= − − = ⇔ = − ⇒ =  

� Bảng biến thiên: 

1

4

+ _

81

16

1t

f(t)

f'(t)

1

0

9

2

7

2
 

� Từ bảng biến thiên, ta suy ra được: ( )
1;1 1;1

7 1 81
min ( ) 1 ;max ( )

2 4 16
f t f f t f

   − −   

 
= = = − = 

 
 

� Do đó: 
7 81

min ;max
2 16

y y= =
ℝ ℝ

 

c) 3 2cos 6 cos 9 cos 5y x x x= − + + .  

Giải tương tự, ta có:  min 11;max 9y y= − =
ℝ ℝ

 

d) 3sin cos2 sin 2y x x x= − + + .  

Giải tương tự, ta có: 
23

min ;max 5
27

y y= =
ℝ ℝ

 

 
C. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 

 
Bài 3.6. Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của các hàm số sau: 

a) 3 23 9 1y x x x= + − +  trên đoạn 4;4 −   b) 3 5 4y x x= + −  trên đoạn 3;1 −   

c) 4 28 16y x x= − +  trên đoạn 1;3 −   d) 
2

x
y

x
=

+
 trên nửa khoảng ( 2;4]−  

e) 
1

2
1

y x
x

= + +
−

 trên khoảng (1; )+∞  f) 21y x x= −  

Bài 3.7. Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của các hàm số sau: 

a) 
2

cos 1
cos cos 1

x
y

x x

+=
+ +

        b) 
1

2(1 sin 2 sin 4 ) (cos4 cos8 )
2

y x x x x= + − −  

Kết quả 
Bài 3.6. 

a) ( ) ( )
4;4 4;4

min 1 4;max 4 77y y y y
   − −   

= = − = =  b) ( ) ( )
3;1 3;1

min 3 46;max 1 2y y y y
   − −   

= − = − = =  

c) ( ) ( )
1;3 1;3

min 2 0;max 3 25y y y y
   − −   

= = = =  d) ( )
( 2;4]

2
max 4

3
y y

−
= = , không có GTNN. 

e) ( )
(1; )
min 2 5y y

+∞
= = , không có GTLN. f) 

1;1 1;1

2 1 2 1
min ;max

2 2 2 2
y y y y

   − −   

   
= − = − = =   

   
   

 

Bài 3.7. 

a) ( ) ( )
1;1 1;1

min ( ) 1 0;max ( ) 0 1f t f f t f
   − −   

= − = = = . Do đó: min 0;max 1y y= =
ℝ ℝ

. 

b) ( )
1;1 1;1

1
min ( ) 1;max ( ) 1 5

2
f t f f t f

   − −   

 
= − = = − = 

 
. Do đó: min 1;max 5y y= =

ℝ ℝ

. 
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§4. ĐƯỜNG TIỆM CẬN 
 

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
 

Kí hiệu (C) là đồ thị của hàm số ( )y f x=  
1. Đường tiệm cận đứng 
Nếu một trong các điều kiện 

0 0

lim ( ) , lim ( ) ,
x x x x

f x f x
+ +→ →

= +∞ = −∞
0 0

lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x f x
− −→ →

= +∞ = −∞  thì đường 

thẳng 0x x=  là tiệm cận đứng của (C). 

2. Đường tiệm cận ngang 
Nếu 0lim ( )

x
f x y

→+∞
=  hoặc 0lim ( )

x
f x y

→−∞
=  thì đường thẳng 0y y= là tiệm cận ngang của (C). 

Lưu ý:  

- Hàm số bậc ba: 3 2 ,( 0)y ax bx cx d a= + + + ≠ và hàm số trùng phương 4 2 ,( 0)y ax bx c a= + + ≠  không 
có đường tiệm cận. 

- Cách tìm tiệm cận của hàm số phân thức hữh tỉ 
( )
( )

P x
y

Q x
=  

a) Tiệm cận đứng: 
Giải phương trình Q(x) = 0 
Nếu phương trình Q(x) = 0 vô nghiệm thì kết luận hàm số đã cho không có tiệm cận đứng 

Nếu phương trình Q(x) = 0 có nghiệm là 
i

x x=  thì tính 
( )

lim
( )ix x

P x

Q x→
 

Nếu 
( )

lim
( )ix x

P x

Q x→
= +∞  hoặc 

( )
lim

( )ix x

P x

Q x→
= −∞  thì 

i
x x=  là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 

Nếu 
( )

lim
( )ix x

P x

Q x→
≠ ±∞ thì 

i
x x=  không là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số. 

b) Tiệm cận ngang 
Nếu bậc P(x) < bậc của Q(x) thì trục hoành Ox là đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số. 

Nếu bậc P(x) = bậc của Q(x) thì 0

0

a
y

b
=  là tiện cận ngang của đồ thị hàm số, trong đó 0 0,a b  tương ứng là 

hệ số của hạng tử có bậc cao nhất của P(x) và Q(x). 

Quy tắc tìm giới hạn của thương 
( )
( )

f x

g x
 

0

lim ( )
x x

f x
→

 
0

lim ( )
x x

g x
→

 Dấu của g(x) 

0

( )
lim

( )x x

f x

g x→
 

L ±∞  Tùy ý 0 
 

L > 0 
 

0 
+ +∞  
−  −∞  

 
L < 0 

+ −∞  
−  +∞  

 

B. BÀI TẬP 
 

Bài 4.1. Tìm các tiệm cận của đồ thị mỗi hàm số sau: 

a) 
1
2

x
y

x

−=
+

  b) 
2

x
y

x
=

−
  c) 

7
1

x
y

x

− +=
+

  d) 
2 5
5 2

x
y

x

−=
−

 

HD
Giải 

a) 
1
2

x
y

x

−=
+
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� Tập xác định: { }\ 2D = −ℝ  

� 
( 2)

1
lim

2x

x

x+→ −

− = −∞
+

 và 
( 2)

1
lim

2x

x

x−→ −

− = +∞
+

 nên đường thẳng 2x = −  là tiệm cận đứng 

� 
1

lim 1
2x

x

x→−∞

− =
+

 và 
1

lim 1
2x

x

x→+∞

− =
+

 nên đường thẳng 1y =  là tiệm cận ngang 

b) 
2

x
y

x
=

−
 

� Tập xác định: { }\ 2D = ℝ  

� 
2

lim
2x

x

x+→
= −∞

−
 và 

2
lim

2x

x

x−→
= +∞

−
 nên đường thẳng 2x =  là tiệm cận đứng 

� lim 1
2x

x

x→−∞
= −

−
 và lim 1

2x

x

x→+∞
= −

−
 nên đường thẳng 1y = −  là tiệm cận ngang 

c) Tiệm cận đứng: 1x = − ; tiệm cận ngang: 1y = −  

d) Tiệm cận đứng: 
2
5

x = ; tiệm cận ngang: 
2
5

y =  

Bài 4.2. Tìm tiệm cận đứng và ngang của đồ thị mỗi hàm số sau: 

a) 
2

2
9

x
y

x

−=
−

  b)
2

2

1
3 2 5

x x
y

x x

+ +=
− −

  c) 
2 3 2

1
x x

y
x

− +=
+

  d) 
1

1

x
y

x

+=
−

 

HD
Giải 
a) Tiệm cận đứng: 3, 3x x= − = ; tiệm cận ngang: 0y =  

b) Tiệm cận đứng: 
3

1,
5

x x= − = ; tiệm cận ngang: 
1
5

y = −  

c) Tiệm cận đứng: 1x = −  
d) Tiệm cận đứng: 1x = ; tiệm cận ngang (phía phải): 1y =  

Bài 4.3. Tìm các đường tiệm cận của đồ thị mỗi hàm số sau:  

a) 
2

2
1

x
y

x

+=
−

  b) 
2 2

3
x

y
x

− −=
+

 c) 
1

2
3

y x
x

= + −
−

  d) 
2 3 4
2 1

x x
y

x

− +=
+

 

HD
Giải 
a) Tiệm cận đứng: 1, 1x x= = − ; tiệm cận ngang: 0y =  
b) Tiệm cận đứng: 3x = − ; tiệm cận ngang : 2y = −  

c) Tiệm cận đứng: 3x = , ta có 
1

lim ( 2) lim 0
3x x

y x
x→+∞ →+∞

 
 − + = − =   − 

 hoặc 

1
lim ( 2) lim 0

3x x
y x

x→−∞ →−∞

 
 − + = − =   − 

 nên đường thẳng 2y x= +  là tiệm cận xiên. 

d) Tiệm cận đứng: 
1
2

x = − , tiệm cận xiên có dạng: y ax b= +  

2 23 4 1 3 4 7 8 7
lim lim ; lim lim lim

(2 1) 2 2 2 1 2 2(2 1) 4x x x x x

y x x x x x x x
a b y

x x x x x→±∞ →±∞ →±∞ →±∞ →±∞

  − + − + − += = = = − = − = = −  + + +   
 

Đường thẳng 
7

2 4
x

y = −  là tiệm cận xiên của đồ thị (khi x → +∞  và x → −∞ ) 
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C. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 
 

Bài 4.4. Tìm các tiệm cận đứng và ngang của đồ thị mỗi hàm số sau: 

a) 
2 1

2
x

y
x

−=
+

   b) 
3 2
3 1

x
y

x

−=
+

 

c) 
5

2 3
y

x
=

−
   d) 

4
1

y
x

−=
+

 

Bài 4.5. Tìm các tiệm cận đứng và ngang của đồ thị mỗi hàm số sau: 

a) 
2

2

12 27
4 5

x x
y

x x

− +=
− +

  b) 
2

2

2
( 1)

x x
y

x

− −=
−

 

c) 
2

2

3
4

x x
y

x

+=
−

   d) 
2

2
4 3

x
y

x x

−=
− +

 

Kết quả 
Bài 4.4. 
a) Tiệm cận đứng: 2x = − , tiệm cận ngang: 2y =  

b) Tiệm cận đứng: 
1
3

x = − , tiệm cận ngang: 
2
3

y = −  

c) Tiệm cận đứng: 
2
3

x = , tiệm cận ngang: 0y =  

d) Tiệm cận đứng: 1x = − , tiệm cận ngang: 0y =  
Bài 4.5. 
a) Tiệm cận ngang: 1y =  
b) Tiệm cận đứng: 1x = , tiệm cận ngang: 1y =  
c) Tiệm cận đứng: 2, 2x x= − = , tiệm cận ngang: 1y =  
d) Tiệm cận đứng: 1, 3x x= = , tiệm cận ngang: 0y =  
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§5. KHẢO SÁT SỰ BIẾN THIÊN VÀ VẼ ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ 
 

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
 

I. Sơ đồ khảo sát hàm số ( )y f x=  
1. Tìm tập xác định của hàm số 
2. Sự biến thiên 
a) Chiều biến thiên 
� Tính  /y  

� Tìm các nghiệm của phương trình / 0=y  và các điểm tại đó /y  không xác định 

� Xét dấu /y và suy ra chiều biến thiên của hàm số 
b) Tìm cực trị  
c) Tìm các giới hạn vô cực; các giới hạn ,+∞ −∞  và tại các điểm mà hàm số không xác định. Tìm các 
tiêm cận đứng và ngang(nếu có) 
d) Lập bảng biến thiên 
3. Đồ thị 
Dựa vào bảng biến thiên và các yếu tố xác định ở trên để vẽ đồ thị 
Chú ý: 
Để vẽ đồ thị hàm số chính xác: 
- Tính thêm tọa độ của một số điểm, đặt biệt nên tính các giao điểm của đồ thị với các trục tọa độ. 
- Lưu ý tính chất đối xứng(qua trục, qua tâm...) của đồ thị. 
II. Khảo sát một số hàm số đa thức và phân thức 

1. Hàm số bậc ba: 3 2 ( 0)y ax bx cx d a= + + + ≠  
� Tập xác định: D = ℝ  
� /y là một tam thức bậc hai: 

+ Nếu /y  có hai nghiệm phân biệt thì sẽ đổi dấu hai lần khi qua các nghiệm của nó, khi đó đồ thị có hai 
điểm cực trị. 
+ Nếu /y có nghiệm kép hoặc vô nghiệm thì không đổi dấu, do đó đồ thị không có điểm cực trị. 

+ / /y là một nhị thức bậc nhất luôn đổi dấu qua nghiệm của nó nên có một điểm uốn. Đồ thị nhận điểm 
uốn làm tâm đối xứng. 
Đồ thị hàm số bậc ba thường có một trong các dạng như hình dưới đây 

3 2 ( 0)y ax bx cx d a= + + + ≠  a > 0 a < 0 

 

Phương trình / 0y =  
có hai nghiệm phân biệt 

 

  
 
 

Phương trình / 0y = có nghiêm kép 
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Phương trình / 0y = vô nghiệm 

  

2. Hàm số trùng phương: 4 2 ( 0)y ax bx c a= + + ≠  
� Tập xác định: D = ℝ  

� ( )/ 3 24 2 2 2y ax bx x ax b= + = +  

+ Nếu a, b cùng dấu thì /
y có một nghiệm và đổi dấu một lần qua nghiệm của nó nên chỉ có một điểm 

cực trị. 
+ Nếu a, b trái dấu thì /y có ba nghiệm phân biệt và đổi dấu ba lần khi qua các nghiệm của nó nên đồ thị 
có ba điểm cực trị. 

� / / 212 2y ax b= +  

+ Nếu a, b cùng dấu thì / /
y không đổi dấu nên đồ thị không có điểm uốn 

+ Nếu a, b trái dấu thì / /y có hai nghiệm phân biệt và đổi dấu hai lần khi qua các nghiệm của nó nên đồ 
thị có hai điểm uốn. 
� Đồ thị nhận Oy làm trục đối xứng 
� Đồ thị hàm số bậc trùng phương thường có một trong bốn dạng như hình dưới đây 

y ax bx c a4 2 ( 0)= + + ≠  a > 0 a < 0 

 
 
 

Phương trình / 0y =  
có ba nghiệm phân biệt 
Lưu ý: . 0.a b <   

O

y

x

 

O

y

x

 
 
 
 

Phương trình / 0y =  
có một nghiệm 
Lưu ý: . 0.a b >  

O

y

x

 

O

y

x

 

3. Hàm số phân thức: ( ) ( 0, 0)
ax b

y f x c ad cb
cx d

+= = ≠ − ≠
+

 

� Tập xác định: 1 \
d

D
c

 
= − 

 
ℝ  

� /
2 2( ) ( )

ad cb D
y

cx d cx d

−= =
+ +
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+ Nếu /
10 0,D y x D> ⇒ > ∀ ∈  

+ Nếu /
10 0,D y x D< ⇒ < ∀ ∈  

� Tiệm cận: 

+ 
a

y
c

=  là tiệm cận ngang; 

+ 
d

x
c

= −  là tiệm cận đứng 

� Bảng biến thiên 

TH: / 0y >                                              TH: / 0y <  

+

d

c

a

c

+

y

y'

∞ +∞

+∞

∞

x

a

c
   

a

c

x

∞

+∞

+∞∞

y'

y
a

c

d

c

 
� Đồ thị có dạng: 

    

y

xO

 
 

B. BÀI TẬP 

ấn đề 1. Khảo sát hàm số bậc ba: 3 2 ( 0)y ax bx cx d a= + + + ≠  

� /
y là một tam thức bậc hai 

+ Nếu /y có hai nghiệm phân biệt thì sẽ đổi dấu hai lần khi qua nghiệm của nó, khi đó đồ thị có hai 
điểm cực trị. 
+ Nếu /

y có nghiệm kép hoặc vô nghiệm thì không đổi dấu, khi đó đồ thị không có điểm cực trị 

� / /y  là một nhị thức bậc nhất luôn đổi dấu qua nghiệm của nó nên có một điểm uốn. Đồ thị nhận điểm 
uốn làm tâm đối xứng. Hình dạng của đồ thị 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

V

x 

y 

O

• 

I 

x 

y 

O

• 

I 

a < 0 a > 0 

Dạng 2: Hàm số không có cực trị  
⇔

x 

y 

O

• 
I 

x 

y 

O

• I 

a < 0 a > 0 

Dạng 1: Hàm số có 2 cực trị  
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Bài 5.1. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị các hàm số sau: 

a) 3 23 4y x x= + −   b) ( )3 21
3 9 5

8
y x x x= − − −   c) 3 23 4 2y x x x= − + − +   

d) 3 3 2y x x= − + +   e) 3 2 3y x x x= + + −    f) 32 5y x= − +  

HD
Giải 

a) 3 23 4y x x= + −  
� Tập xác định: D = ℝ  
� Sự biến thiên 
� Chiều biến thiên 

/ 23 6 3 ( 2)y x x x x= + = +  

Cho / 0 4
0 3 ( 2) 0

2 0
x y

y x x
x y

 = ⇒ = −
= ⇔ + = ⇔  = − ⇒ =

 

Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 2)−∞ −  và (0; )+∞ , hàm số nghịch biến trên khoảng ( 2;0)− . 

� Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 2x = − và ( 2) 0
CÑ

y y= − =  

                Hàm số đạt cực tiểu tại 0x =  và (0) 4
CT

y y= = −  

� Các giới hạn tại vô cực: ( )3 2 3
3

3 4
lim 3 4 lim 1
x x

x x x
x x→+∞ →+∞

 
+ − = + − = +∞ 

 
; 

( )3 2 3
3

3 4
lim 3 4 lim 1
x x

x x x
x x→−∞ →−∞

 
+ − = + − = −∞ 

 
.  

� Đồ thị không có tiệm cận 
� Bảng biến thiên 

4

0

0 +∞∞

y

y'

x

++

+∞

∞

_ 00

2

 
� Đồ thị:  
Bảng giá trị(hay Điểm đặc biệt) 

                
0

2

0

1

4

0

2

1

y

x

 

1

2
I

 4

1
2

y

xO

 
Đồ thị nhận điểm ( 1; 2)I − −  làm tâm đối xứng. Trong đó hoành độ của điểm I là nghiệm của phương trình 

/ / 0y = . 
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b) ( )3 21
3 9 5

8
y x x x= − − −  

� Tập xác định: D = ℝ  
� Sự biến thiên 
� Chiều biến thiên 

( )/ 21
3 6 9

8
y x x= − −  

Cho / 2 1 0
0 3 6 9 0

3 4
x y

y x x
x y

 = − ⇒ =
= ⇔ − − = ⇔  = ⇒ = −

 

Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  và (3; )+∞ ; hàm số nghịch biến trên khoảng ( 1;3)−  

� Cực trị:  Hàm số đạt cực đại tại 1x = − và ( 1) 0
CÑ

y y= − =  

   Hàm số đạt cực tiểu tại 3x = và (3) 4
CT

y y= = −  

� Các giới hạn tại vô cực 

( )3 21
lim 3 9 5

8x
x x x

→+∞
− − − = +∞ ; ( )3 21

lim 3 9 5
8x

x x x
→−∞

− − − = −∞  

� Đồ thị không có tiệm cận 
� Bảng biến thiên 

1

0 0_

∞

+∞

+ +

x

y'

y

∞ +∞3

0

4
 

� Đồ thị: 

Giao điểm của đồ thị với trục tung là điểm 
5

0;
8

 
− 

 
 

Ta có: ( )3 2 11
0 3 9 5 0

8 5
x

y x x x
x

 = −
= ⇔ − − − = ⇔  =

.  

Vậy đồ thị và trục hoành có hai điểm chung ( 1;0),(5;0)− . Đồ thị nhận điểm (1; 2)I − làm tâm đối xứng. 

55

8

1

2
I

 4

1 3

y

x
O

 
c) 3 23 4 2y x x x= − + − +  
� Tập xác định: D = ℝ  
� Sự biến thiên 
� Chiều biến thiên 

( )/ 2 23 6 4 3( 1) 1 0,y x x x x= − + − = − − + < ∀ ∈ℝ  

Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ; )−∞ +∞  
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� Cực trị: Hàm số không có cực trị 
� Các giới hạn tại vô cực 

( )3 2lim 3 4 2
x

x x x
→+∞

− + − + = −∞ ; ( )3 2lim 3 4 2
x

x x x
→−∞

− + − + = +∞  

� Đồ thị không có tiệm cận. 
� Bảng biến thiên 

∞

y

y'

∞ +∞

+∞

x

 
� Đồ thị: 

Giao điểm của đồ thị với trục tung là điểm ( )0;2  

Giao điểm của đồ thị và trục hoành điểm (1;0) .  
Đồ thị nhận điểm (1;0)I  làm tâm đối xứng. 

1

2

2

1

2

I

1

y

xO

 
d) 3 3 2y x x= − + +  
� Tập xác định: D = ℝ  
� Sự biến thiên 
� Chiều biến thiên 

y x x/ 2 23 3 3( 1)= − + = − − . Cho 
x y

y x
x y

/ 2 1 0
0 1 0

1 4
 = − ⇒ =

= ⇔ − = ⇔  = ⇒ =
 

Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  và (1; )+∞ , hàm số đồng biến trên khoảng ( 1;1)− . 

� Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 1x =  và (1) 4
CÑ

y y= =  

 Hàm số đạt cực tiểu tại 1x = − và ( 1) 0
CT

y y= − =  

� Các giới hạn tại vô cực ( )3lim 3 2
x

x x
→+∞

− + + = −∞ , ( )3lim 3 2
x

x x
→−∞

− + + = +∞  

� Đồ thị không có tiệm cận 
� Bảng biến thiên 

+∞

 ∞

x

y'

y

 ∞ +∞1 1

0 0+ __

4

0
 

� Đồ thị: 
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Giao điểm của đồ thị với trục tung là điểm ( )0;2  

Giao điểm của đồ thị và trục hoành là ( 1;0),(2;0)− . Đồ thị nhận điểm uốn điểm (0;2)I  làm tâm đối xứng. 

1

2

21

4

I

1

y

xO

 
e) 3 2 3y x x x= + + −  
� Tập xác định: D = ℝ  
� Sự biến thiên 
� Chiều biến thiên 

2 2 2' 3 2 1 2 ( 1) 0,y x x x x x= + + = + + > ∀ ∈ℝ  
Hàm số đồng biến trên khoảng ( ; )−∞ +∞  
� Cực trị: Hàm số không có cực trị 

� Các giới hạn tại vô cực ( )3 2lim 3
x

x x x
→+∞

+ + − = +∞ , ( )3 2lim 3
x

x x x
→−∞

+ + − = −∞  

� Đồ thị không có tiệm cận. 
� Bảng biến thiên 

x

 ∞

+ ∞ ∞

y'

y

+

+ ∞

 
� Đồ thị: Giao điểm của đồ thị với trục tung là điểm ( )0; 3− . Giao điểm của đồ thị và trục hoành điểm 

(1;0) . Đồ thị nhận điểm uốn 
1 88

;
3 27

I
 

− − 
 

 làm tâm đối xứng. 

 3

1

3

88

27
I

1

y

xO

 
f) 32 5y x= − +  
� Tập xác định: D = ℝ  
� Sự biến thiên 
� Chiều biến thiên 

2' 6 0,y x x= − < ∀ ∈ℝ  
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Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ; )−∞ +∞  
� Cực trị: Hàm số không có cực trị 

� Các giới hạn tại vô cực ( )3lim 2 5
x

x
→+∞

− + = −∞ , ( )3lim 2 5
x

x
→−∞

− + = +∞  

� Đồ thị không có tiệm cận. 
� Bảng biến thiên 

∞

y

y'

∞ +∞

+∞

x

 
� Đồ thị: 

Giao điểm của đồ thị với trục tung là điểm ( )0;5  

Giao điểm của đồ thị và trục hoành điểm 3
5

;0
2

 
 
 
 

.  

Đồ thị nhận điểm uốn (0;5)I  làm tâm đối xứng. 

I

5

y

xO

 
ấn đề 2. Khảo sát hàm số trùng phương: 4 2  ( 0)y ax bx c a= + + ≠  

 
Bài 5.2. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của mỗi hàm số sau: 

a) 4 22 3y x x= − −   b) 4 22 3y x x= − + +   c) 
4

2 3
2 2
x

y x= − − +  d) 
4

2 3
2 2
x

y x= + −  

HD
Giải 

a) 4 22 3y x x= − −  
� Tập xác định: D = ℝ  
� Sự biến thiên 

� Chiều biến thiên: / 3 /

0 3
4 4 ; 0 1 4

1 4

x y

y x x y x y

x y

 = ⇒ = −
= − = ⇔ = ⇒ = −
 = − ⇒ = −

 

Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ; 1)  (0;1)vaø−∞ − , đồng biến trên các khoảng ( 1;0)  (1; )vaø− +∞  

� Cực trị: Hàm số đạt cực tiểu tại 1, ( 1) 4
CT

x y y= ± = ± = − , đạt cực đại tại 0, (0) 3
CÑ

x y y= = = −  

� Giới hạn: lim lim
x x

y y
→−∞ →+∞

= = +∞  

� Đồ thị không có tiệm cận 
� Bảng biến thiên:  

4

3

4

_ _
+ +000

101

+∞+∞

+∞∞

y

y'

x

 

V
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� Đồ thị: 
Hàm số đã cho là hàm số chẵn, do đó đồ thị nhận trục Oy làm trục đối xứng. Giao điểm của đồ thị với 

trục hoành là các điểm ( ) ( )3;0 , 3;0−  

Giao điểm của đồ thị với trục tung là điểm ( )0; 3−  

y

xO

 3

 4

1 1

33

 
b) 4 22 3y x x= − + +  
� Tập xác định: D = ℝ  
� Sự biến thiên 

� Chiều biến thiên: / 3 /

0 3
4 4 ; 0 1 4

1 4

x y

y x x y x y

x y

 = ⇒ =
= − + = ⇔ = ⇒ =
 = − ⇒ =

 

Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 1)  (0;1)vaø−∞ − , nghịch biến trên các khoảng ( 1;0)  (1; )vaø− +∞  

� Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 1, ( 1) 4
CÑ

x y y= ± = ± = , đạt cực tiểu tại 0, (0) 3
CT

x y y= = =  

� Giới hạn: lim lim
x x

y y
→−∞ →+∞

= = +∞  

� Đồ thị không có tiệm cận 
� Bảng biến thiên:  

x

y'

y

∞ +∞

+∞ +∞

1 0 1

0 0 0++ __

4

3

4

 
� Đồ thị: 
Hàm số đã cho là hàm số chẵn, do đó đồ thị nhận trục Oy làm trục đối xứng. 

Giao điểm của đồ thị với trục hoành là các điểm ( ) ( )3;0 , 3;0−  

Giao điểm của đồ thị với trục tung là điểm ( )0;3  

y

xO

3

4

1 1 33
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c) 
4

2 3
2 2
x

y x= − − +  

� Tập xác định: D = ℝ  
� Sự biến thiên 

� Chiều biến thiên: / 3 2 / 3
2 2 2 ( 1); 0 0

2
y x x x x y x y= − − = − + = ⇔ = ⇒ =  

Hàm số đồng biến trên khoảng ( ;0)−∞ , nghịch biến trên khoảng (0; )+∞  

� Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại tại 
3

0, (0)
2CÑ

x y y= = = , hàm số không có cực tiểu. 

� Giới hạn: lim lim
x x

y y
→−∞ →+∞

= = −∞  

� Đồ thị không có tiệm cận 
� Bảng biến thiên:  

∞∞

+ _

3

2

0x

y

y'

∞ +∞

0

 
� Đồ thị: 
Hàm số đã cho là hàm số chẵn, do đó đồ thị nhận trục Oy làm trục đối xứng. 

Giao điểm của đồ thị với trục hoành là các điểm ( ) ( )1;0 , 1;0−  

Giao điểm của đồ thị với trục tung là điểm 
3

0;
2

 
 
 

 

y

xO

3

2

1 1

 

d) 
4

2 3
2 2
x

y x= + −  

� Tập xác định: D = ℝ  
� Sự biến thiên 

� Chiều biến thiên: 3 2 3
' 2 2 2 ( 1); ' 0 0

2
y x x x x y x y= + = + = ⇔ = ⇒ = −  

Hàm số đồng biến trên khoảng (0; )+∞ , nghịch biến trên khoảng ( ;0)−∞  

� Cực trị: Hàm số đạt cực tiểu tại tại 
3

0, (0)
2CT

x y y= = = − , hàm số không có cực tiểu. 

� Giới hạn: lim lim
x x

y y
→−∞ →+∞

= = +∞  

� Đồ thị không có tiệm cận 
� Bảng biến thiên:  

+∞+∞

_

0

+∞∞

y'

y

x 0

3

2

_ +

 
� Đồ thị: 
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Hàm số đã cho là hàm số chẵn, do đó đồ thị nhận trục Oy làm trục đối xứng. 

Giao điểm của đồ thị với trục hoành là các điểm ( ) ( )1;0 , 1;0−  

Giao điểm của đồ thị với trục tung là điểm 
3

0;
2

 
− 

 
 

_

y

xO

3

2

1 1

 
 

ấn đề 3. Khảo sát hàm số nhất biến:  ( 0; 0)
ax b

y c ad bc
cx d

+= ≠ − ≠
+

 

 
Bài 5.3. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của mỗi hàm số sau: 

a) 
2

2 1
x

y
x

−=
+

  b) 
2 1

1
x

y
x

−=
−

  c) 
2

2 1
x

y
x

− +=
+

  d) 
1 2
2 4

x
y

x

−=
−

 

HD
Giải 

a) 
2

2 1
x

y
x

−=
+

 

� Tập xác định: 
1

\
2

D
 

= − 
 

ℝ  

� Sự biến thiên: 

� Đạo hàm: /
2

5 1
0,

2(2 1)
y x

x
= > ∀ ≠ −

+
 

� Hàm số đồng biến trên các khoảng 
1 1

;   ;
2 2

vaø
   

−∞ − − +∞   
   

 

� Hàm số không có cực trị 
� Giới hạn và tiệm cận:  

1
lim lim

2x x
y y

→−∞ →+∞
= = 1

2
y⇒ =  là tiệm cận ngang 

   
1
2

lim
x

y
−

 → − 
 

= +∞  và 
1
2

lim
x

y
+

 → − 
 

= −∞ 1
2

x⇒ = − tiệm cận đứng 

� Bảng biến thiên:  

1

2

+

1

2

+

y

y'

∞ +∞

+∞

∞

x

1

2
 

� Đồ thị: Đồ thị cắt trục tung tại điểm ( )0; 2− và trục hoành tại điểm ( )2;0  

V
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Đồ thị gồm hai nhánh và đồ thị nhận điểm 
1 1

;
2 2

 − 
 

I  là giao điểm của hai đường tiệm cận làm tâm đối 

xứng. 

I

 

b) 
2 1

1
x

y
x

−=
−

 

� Tập xác định: { }\ 1D = ℝ  

� Sự biến thiên: 

� Đạo hàm: /
2

1
0, 1

( 1)
y x

x

−= < ∀ ≠
−

 

� Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ) ( );1   1;vaø−∞ +∞  

� Hàm số không có cực trị 
� Giới hạn và tiệm cận: 

lim lim 2
x x

y y
→−∞ →+∞

= = 2y⇒ = là tiệm cận ngang 

   
1

lim
x

y
−→

= −∞  và 
1

lim
x

y
+→

= +∞ 1x⇒ =  là tiệm cận đứng  

� Bảng biến thiên:  

2

x

+∞

∞

+∞1∞

y'

y

2
 

� Đồ thị: Đồ thị cắt trục tung tại điểm ( )0;1 và trục hoành tại điểm
1

;0
2
 
 
 

. Đồ thị gồm hai nhánh và đồ 

thị nhận điểm ( )1;2I làm tâm đối xứng. 
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c) 
2

2 1
x

y
x

− +=
+

 

� Tập xác định: 
1

\
2

D
 

= − 
 

ℝ  

� Sự biến thiên: 

� Đạo hàm: /
2

5 1
0,

2(2 1)
y x

x

−= < ∀ ≠ −
+

 

� Hàm số nghịch biến trên các khoảng 
1 1

;   ;
2 2

vaø
   

−∞ − − +∞   
   

 

� Hàm số không có cực trị 
� Giới hạn và tiệm cận:  

1
lim lim

2x x
y y

→−∞ →+∞
= = − 1

2
y⇒ = −  là tiệm cận ngang  

1
2

lim
x

y
−

 → − 
 

= −∞  và 
1
2

lim
x

y
+

 → − 
 

= +∞ 1
2

x⇒ = − là tiệm cận đứng 

� Bảng biến thiên:  

1

2

1

2 1

2

x

+∞

∞

+∞∞

y'

y

 
� Đồ thị: Đồ thị cắt trục tung tại điểm ( )0;2 và trục hoành tại điểm ( )2;0 . 

Đồ thị gồm hai nhánh và đồ thị nhận điểm 
1 1

;
2 2

 − − 
 

I  làm tâm đối xứng. 

 
 

d) 
1 2
2 4

x
y

x

−=
−

 

� Tập xác định: { }\ 2D = ℝ  

� Sự biến thiên: 

� Đạo hàm: /
2

3
0, 2

2( 2)
y x

x
= > ∀ ≠

−
 

� Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ) ( );2   2;vaø−∞ +∞  

� Hàm số không có cực trị 
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� Giới hạn và tiệm cận:  
lim lim 1
x x

y y
→−∞ →+∞

= = − 1y⇒ = − là tiệm cận ngang 

2
lim
x

y
−→

= +∞  và 
2

lim
x

y
+→

= −∞ 2x⇒ = là tiệm cận đứng 

� Bảng biến thiên:  

2

1

1

x

∞

+∞

+∞∞

y'

y

 

� Đồ thị: Đồ thị cắt trục tung tại điểm 
1

0;
4

 
− 

 
và trục hoành tại điểm

1
;0

2
 
 
 

 

Đồ thị gồm hai nhánh và đồ thị nhận điểm ( )2; 1−I làm tâm đối xứng. 

 
 

C. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 
 

Bài 5.4. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của mỗi hàm số sau: 

a) 3 21 5
3

3 3
y x x x= − − −   b) 3 3 1y x x= − +  

c) 3 21 2
2

3 3
y x x x= − + − −   d) 3 23 3 1y x x x= − + +  

e) 4 22 2y x x= − + −    f) 4 23 2y x x= − +  
Bài 5.5. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của mỗi hàm số sau: 

a) 4 22 1y x x= − − +   b) 
4

2 1
2
x

y x= − +  c) 4 22 2y x x= − + +  

d) 
1
1

x
y

x

+=
−

   e) 
2 1
1 3

x
y

x

+=
−

  f) 
3
1

x
y

x

+=
+
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§6. MỘT SỐ BÀI TOÁN THƯỜNG GẶP VỀ ĐỒ THỊ 
 

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
 

1. Biện luận số giao điểm của hai đồ thị 
Giao điểm của hai đường cong 1( ) : ( )C y f x= và 2( ) : ( )C y g x=  

- Lập phương trình tìm hoành độ giao điểm ( ) ( )f x g x=  (*) 
- Giải và biện luận (*) 
- Kết luận: (*) có bao nhiêu nghiệm thì 1( )C và 2( )C có bấy nhiêu giao điểm. 

2. Biện luận số nghiệm của phương trình bằng đồ thị 
Dùng đồ thị ( ) : ( )C y f x= , biện luận theo m số nghiệm của phương trình ( , ) 0 (1)h x m =  
Bước 1. Khảo sát và vẽ đồ thị ( ) : ( )C y f x= (nếu chưa có sẵn đồ thị (C)). 
Bước 2. Biến đổi ( , ) 0 ( ) ( )h x m f x g m= ⇔ = . Suy ra số nghiệm của phương trình (1) là giao điểm của hai 
đường thẳng ( )y f x=  và ( )y g m= . Sau đó căn cứ vào đồ thị để suy ra kết quả. 
Lưu ý: ( )y g m= là đường thẳng cùng phương với trục Ox, cắt trục Oy tại điểm có tung độ bằng g(m). 
3. Viết phương trình tiếp tuyến 

Phương trình tiếp tuyến tại tiếp điểm ( )0 0;M x y của đường cong (C): ( )y f x=  có dạng là: 

/
0 0 0( )( )y y f x x x− = − (1) 

� ( )0 0;M x y  gọi là tiếp điểm 

� /
0( )k f x= là hệ số góc của tiếp tuyến 

� ( )0 0=y f x  

Lưu ý: Trong phương trình tiếp tuyến (1), có ba tham số /
0 0 0, , ( )x y f x . Để viết được phương trình (1), ta 

phải tính hai tham số còn lại khi cho biết một tham số. 
4. Sự tiếp xúc của các đường cong 

a. Định nghĩa: Nếu tại điểm chung ( )0 0;M x y , hai đường cong 1( )C và 

 2( )C  có chung tiếp tuyến thì ta nói 1( )C và 2( )C tiếp xúc với nhau tại M.  

Điểm M được gọi là tiếp điểm của hai đường cong đã cho. 
b. Điều kiện tiếp xúc 
Hai đường cong 1( ) : ( )C y f x= và 2( ) : ( )C y g x=  tiếp xúc với nhau khi và chi khi hệ phương trình: 

/ /

( ) ( )

( ) ( )

f x g x

f x g x

 =


=
 có nghiệm và nghiệm của hệ phương trình trên là hoành độ tiếp điểm của hai đường cong 

đó. 
c. Các trường hợp đặc biệt 

� ( ) : y ax b∆ = +  tiếp xúc với ( ) : ( )C y f x= khi và chỉ khi hệ 
( )
'( )

f x ax b

f x a

 = +
 =

 có nghiệm. 

� ( ) : y ax b∆ = +  tiếp xúc với ( ) : ( )C y f x=  tại ( )0 0 0;M x y  khi và chỉ khi hệ 0 0
/

0

( )

( )

f x ax b

f x a

 = +


=
có nghiệm. 

 � (C) tiếp xúc với trục Ox khi và chỉ khi hệ 
/

( ) 0

( ) 0

f x

f x

 =


=
 có nghiệm. 

Chú ý: 

� Nếu ( ) : y ax b∆ = + thì ( )∆ có hệ số góc k = a. 

� Phương trình đường thẳng ( )∆ qua ( )0 0;M x y và có hệ số góc k là: 0 0( )y y k x x− = −  

� Cho ( ) : y ax b∆ = + ( 0)a ≠  
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� / /( ) / /( ) ( )∆ ∆ ⇒ ∆ có phương trình  ( )y ax m m b= + ≠  

� / /( ) ( ) ( )∆ ⊥ ∆ ⇒ ∆ có phương trình 
1

y x m
a

= − +  

� ( )∆ có hệ số góc là k, /( )∆ có hệ số góc là /k . / /( ) ( ) . 1k k∆ ⊥ ∆ ⇔ = −  

� ( )∆  hợp với trục hoành một góc α  thì hệ số góc của ( )∆  là tanα=k  

Lưu ý: Dùng MTCT 
Khi viết phương trình tiếp tuyến ta cần tìm hoành độ tiếp điểm 0x . Thực hiện 1 trong 2 cách sau 

Cách 1. Phương trình tiếp tuyến có dạng y ax b= +   

Bước 1. Tìm 
0

( ) ( )
x x

d
a f x f x

dx =
′= =   

Bước 2. Tìm 0 0( )b y x ax= −   

Cách 2.  
Bước 1. MTCT bấm Mode 2 (CMPLX) 
Bước 2. Tính ( )y f x′ ′=   

Bước 3. Nhập ( )( )f x i x y′ − +   và Calc: 0x x= . Kết quả có dạng b ai+  như vậy pttt: y ax b= + . 

B. BÀI TẬP 
 

Bài 6.1. Cho đường cong (C): 3 23 3= − − +y x x và đường thẳng ( ) : ( 1) 1= + +d y m x . Tìm m để (d) cắt (C) 
tại ba điểm phân biệt.  

HD
Giải 
Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và (d): 

( )3 23 3 1 1    (1)− − + = + +x x m x  

( ) ( )( )3 2 23 2 1 0 1 2 2 0⇔ + − + + = ⇔ − + − + =x x m x x x x m  

2

1

( ) 2 2 0  (2)

= −
⇔  = + − + =

x

g x x x m
 

(d) cắt (C) tại ba điểm phân biệt ⇔ phương trình (1) có ba nghiệm phân biệt ⇔ phương trình (1) có hai 
nghiệm phân biệt khác 1−  

/

2

3 0 30
3

3( 1) 0 ( 1) 2 2 0

− > < ∆ > 
⇔ ⇔ ⇔ ⇔ <   ≠− ≠ − − − + ≠  

m m
m

mg m
. Vậy 3<m thì thỏa YCBT. 

Bài 6.2. Chứng minh rằng đồ thị (C) của hàm số 
1

1

−=
+

x
y

x
 luôn luôn cắt đường thẳng ( ) : = −d y m x với 

mọi giá trị của m. 
HD
Giải 

Hàm số 
1

1

−=
+

x
y

x
(C) 

Tập xác định: { }\ 1D = −ℝ  

Phương trình hoành độ giao điểm của đường thẳng (d) và đường cong (C):
1

1

− = −
+

x
m x

x
(1) 

(C) luôn luôn cắt đường thẳng ( )d với mọi giá trị của m khi và chỉ khi phương trình (1) có nghiệm với 
mọi m. Ta có: 

 
( )( ) ( )21 1 2 1 0  (2)1

1 1 1

− = − + + − − − =−  = − ⇔ ⇔ + ≠ − ≠ −  

x m x x x m x mx
m x

x x x
 

Xét phương trình (2), ta có: 2 8 0∆ = + >m với mọi giá trị của m và 1= −x  không thỏa mãn (2) nên 
phương trình luôn có hai nghiệm khác 1− . Vậy (C) và (d) luôn cắt nhau tại hai điểm. 

Bài 6.3. Với các giá trị nào của m, đường thẳng y m=  cắt đường cong 4 22 3y x x= − −  tại bốn điểm 
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phân biệt. 
HD
Giải 

Cách 1.  
Hoành độ giao điểm của đường thẳng và đường cong đã cho là nghiệm của phương trình: 

4 2 4 22 3 2 3 0x x m x x m− − = ⇔ − − − = (1).  

Đặt 2 , 0t x t= > , ta được: 2 2 3 0t t m− − − = (2) 
Đường thẳng cắt đường cong đã cho tại bốn điểm phân biệt khi và chỉ khi phương trình (1) có bốn 
nghiệm phân biệt. Điều này xảy ra khi và chỉ khi phương trình (2) có hai nghiệm dương 1 2,t t  phân biệt. 

 1 2

1 2

' 0 4 0
. 0 3 0 4 3

2 00

m

t t m m

t t

 ∆ > + >
 ⇔ > ⇔ − − > ⇔ − < < − 
  >+ > 

. Vậy: ( 4; 3)m ∈ − − thì thỏa YCBT 

Cách 2. Giải bài toán bằng đồ thị 

Vẽ đồ thị hàm số: 4 22 3y x x= − −  
� Tập xác định: D = ℝ  

� / 34 4y x x= − . Cho / 0 0( 3) hoaëc 1( 4)y x y x y= ⇔ = = − = − = −  
hoaëc 1( 4)x y= = −  

Đồ thị có điểm cực đại là ( )0; 3−  và điểm cực tiểu ( )1; 4± −  

Đồ thị:  

 4

3 3

y = m
 3

y

xO

1 1

 
Dựa vào đồ thị, ta có ( 4; 3)m ∈ − − thì thỏa YCBT 

Bài 6.4. Cho hàm số ( ) ( ) ( )3 2 2 21 3 3     = − + + + − − +
m

y x m x m m x m C  

Định m để:  
a) ( )mC  cắt trục hoành tại ba điểm phân biệt 

b) ( )mC  cắt trục hoành tại ba điểm phân biệt có hoành độ dương 

c) ( )mC  cắt trục hoành tại ba điểm phân biệt trong đó có đúng hai điểm có hoành độ âm. 

HD
Giải 

Phương trình hoanh độ giao điểm ( )mC  và trục hoành 

( ) ( )
( )( )

3 2 2 2

2 2

2 2

1 3 3 0

1 3 0      (1)

1 0

( ) 3 0                  (2)

− + + + − − + =

⇔ − − + − =

− =
⇔  = − + − =

x m x m m x m

x x mx m

x

g x x mx m

 

a) YCBT ⇔ phương trình (1) có ba nghiệm phân biệt 
                ⇔ phương trình (2) có hai nghiệm phân biệt khác 1 

                
( )2 2

2

4 3 00 2 2

1(1) 0 1 3 0

 − − >∆ > − < < ⇔ ⇔ ⇔   ≠ −≠ − + − ≠ 

g
m m m

mg m m
 

b) YCBT ⇔ phương trình (1) có ba nghiệm dương phân biệt 
                ⇔ phương trình (2) có hai nghiệm dương phân biệt khác 1 
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( )2 2

2

2

4 3 00

0 3 0
0 0

(1) 0 1 3 0

g
m m

P m

S m

g m m

 − − >∆ >

 > − >⇔ ⇔ 

> > 
 ≠ − + − ≠ 

2 2

3 hoaëc 3 3 2
0

1  2

m

m m
m

m

m vaø m

− < <

 < − >⇔ ⇔ < <

>
 ≠ − ≠

 

c) YCBT ⇔ phương trình (1) có ba nghiệm trong đó có đúng hai nghiệm  
          âm ⇔ phương trình (2) có hai nghiệm âm phân biệt khác 1 

                

( )2 2

2

2

4 3 00

0 3 0
0 0

(1) 0 1 3 0

g
m m

P m

S m

g m m

 − − >∆ >

 > − >⇔ ⇔ 

< < 
 ≠ − + − ≠ 

2 2

3 hoaëc 3 2 3
0 1

1  2

m

m m m

m m

m vaø m

− < <


 < − > − < < −⇔ ⇔ 
< ≠ − 

 ≠ − ≠

 

Bài 6.5.  
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số 3 3 1y x x= − + +  

b) Dựa vào đồ thị (C), biện luận về số nghiệm của phương trình 3 3 0x x m− + =  theo tham số m. 
HD
Giải 

a) 3 3 1y x x= − + +  
� Tập xác định: D = ℝ  
� Sự biến thiên 
� Chiều biến thiên 

/ 23 3y x= − + . Cho / 2 1 3
0 3 3 0

1 1
x y

y x
x y

 = ⇒ =
= ⇔ − + = ⇔  = − ⇒ = −

 

Hàm số đồng biến trên khoảng ( 1;1)− , hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ − và (1; )+∞  

� Cực trị:  Hàm số đạt cực đại tại 1x = và (1) 3
CÑ

y y= =  

   Hàm số đạt cực tiểu tại 1x = − và ( 1) 1
CT

y y= − = −  

� Các giới hạn tại vô cực: ( )3 3
3

3 1lim 3 1 lim 1
x x

x x x
x x→+∞ →+∞

 
− + + = − + + = −∞ 

 
, 

 ( )3 3
3

3 1
lim 3 1 lim 1
x x

x x x
x x→−∞ →−∞

 
− + + = − + + = +∞ 

 
. 

� Đồ thị không có tiệm cận 
� Bảng biến thiên 

1

+∞

 ∞

x

y'

y

 ∞ +∞1 1

0 0+ __

3

 
� Đồ thị: 

Đồ thị cắt trục tung tại điểm ( )0;1  

1

y = m + 1

1

1
1

3

y

xO
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b) Ta có 3 3 0x x m− + =  (1) 
3 3 1 1x x m⇔ − + + = + . Vậy số nghiệm của phương trình (1) là số giao điểm của đường cong (C): 
3 3 1y x x= − + +  và đường thẳng 1y m= + . 

Dựa vào đồ thị, ta có: 
m + 1 m Số nghiệm của phương trình (1) 

m + 1 > 3 
1 1 3m− < + <  

1 1m + < −  
1 3m + =  
1 1m + = −  

m > 2 
2 2m− < <  

2m < −  
2m =  
2m = −  

Có 1 nghiệm 
Có 3 nghiệm 
Có 1 nghiệm 
Có 2 nghiệm 
Có 2 nghiệm 

Bài 6.6. Cho hàm số: 4 24 1y x x= − +  (C) 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C). 

b) Dựa vào đồ thị (C), biện luận về số nghiệm của phương trình 4 24 0x x m− − =  theo tham số m. 
HD
Giải 

a) Khảo sát: Bạn đọc tự giải 

y = m + 1

1

 3

y

xO

2 2

 
b) Ta có: 4 24 0x x m− − =  (1) 

4 24 1 1x x m⇔ − + = + . Vậy số nghiệm của phương trình (1) là số giao điểm của đường cong (C): 
4 24 1y x x= − +  và đường thẳng 1y m= + . 

Dựa vào đồ thị, ta có: 
m + 1 m Số nghiệm của phương trình (1) 

1 3m + < −  
1 3m + =  

3 1 1m− < + <  
1 1m + =  
1 1m + >  

4m < −  
4m = −  

4 0m− < <  
0m =  
0m >  

Vô nghiệm 
Có 2 nghiệm 
Có 4 nghiệm 
Có 3 nghiệm 
Có 2 nghiệm 

Bài 6.7. Cho hàm số 3 2( 3) 1y x m x m= + + + − (m là tham số) có đồ thị là ( )
m

C  

a) Xác định m để hàm số có điểm cực đại là 1x = −  
b) Xác định m để đồ thị ( )

m
C  cắt trục hoành tại 2x = −  

HD
Giải 

a) Ta có: 3 2( 3) 1y x m x m= + + + −  
Tập xác định: D = ℝ  

/ 2 /
0

3 2( 3) (3 2 6); 0 2 6
3

x
y x m x x x m y m

x

 =
= + + = + + = ⇔ + = −


 

Bảng biến thiên: 

CT

CĐ

2m + 6

3 0 +∞∞

y

y'

x

++

+∞

∞

_ 00

 



Chương I. Ứng dụng đạo hàm                                                                                                      GV. Lư Sĩ Pháp 

  
53 

 
BT. GT12                                                     PHẦN TỰ LUẬN 

Hàm số có điểm cực đại là 
2 6 3

1 1
3 2

m
x m

+= − ⇔ − = − ⇔ = −  

b) ( )
m

C  cắt trục hoành tại 
5

2 8 4( 3) 1 0
3

x m m m= − ⇔ − + + + − = ⇔ = −  

Bài 6.8. Cho hàm số 4 21 1
4 2

y x x m= + + (m là tham số) 

a) Với giá trị nào của m, đồ thị hàm số đi qua điểm ( )1;1− ? 

b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số khi 1m =  

c) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm có tung độ bằng 
7
4

 

HD
Giải 

a) 4 21 1
4 2

y x x m= + + , tập xác định D = ℝ  

Đồ thị hàm số đi qua điểm ( )1;1− . Ta có: 
1 1 1

1
4 2 4

m m= + + ⇒ =  

b) Với 1m = , ta có 4 21 1
1

4 2
y x x= + + . Tự khảo sát 

c) Gọi ( )0 0; ( )M x y C∈ là tiếp điểm, khi đó phương trình tiếp tuyến tại điểm M có dạng là: 

/
0 0 0( )( )y y f x x x− = − ( )∆  

(C): 4 21 1
1

4 2
y x x= + + , / 3y x x= +  

Theo giả thiết, ta có: 4 2 4 2
0 0 0 0 0

1 1 7
1 2 3 0 1

4 2 4
x x x x x+ + = ⇔ + − = ⇒ = ±  

Với /
0 1 (1) 2x y= ⇒ = .Vậy phương trình tiếp tuyến ( )∆ : 

7
2( 1)

4
y x− = −  hay 

1
2

4
y x= −  

Với /
0 1 ( 1) 2x y= − ⇒ − = − .Vậy phương trình tiếp tuyến ( )∆ : 

7
2( 1)

4
y x− = − +  hay 

1
2

4
y x= − −  

Bài 6.9. Cho hàm số 
( 1) 2 1

1
m x m

y
x

+ − +=
−

(m là tham số), có đồ thị (C) 

a) Xác định m để đồ thị (C) đi qua điểm ( )0; 1− . 

b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) hàm số với m tìm được. 
c) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị trên tại giao điểm của nó với trục tung. 

HD
Giải 

a) Đồ thị (C) qua điểm ( )0; 1− , ta có: 
2 1

1 0
1

m
m

− +− = ⇔ =
−

 

b) Hàm số cần tìm: 
1
1

x
y

x

+=
−

. Bạn đọc tự giải  

c) Gọi ( )0 0; ( )M x y C∈ là tiếp điểm, khi đó phương trình tiếp tuyến tại điểm M có dạng là: 

/
0 0 0( )( )y y f x x x− = − ( )∆ .Ta có (C): 

1
1

x
y

x

+=
−

, tập xác định { }\ 1D = ℝ , /
2

2
( 1)

y
x

−=
−

 

Theo giả thiết, ta có đồ thị (C) cắt trục tung tại ( )0; 1M −  

Với /
0 0 (0) 2x y= ⇒ = − . Vậy phương trình tiếp tuyến ( )∆ : 1 2( 0)y x+ = − +  hay 2 1y x= − −  
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Bài 6.10. Cho 3 2( ) : 3 1C y x x= − + . Viết phương trình tiếp tuyến ( )∆ của (C) biết ( )∆ song song với 
/( ) : 9y x∆ = . 

HD
Giải 

Ta có /( ) / /( ) : 9 ( ) : 9  ( 0)y x y x m m∆ ∆ = ⇒ ∆ = + ≠  

( )∆ tiếp xúc với (C) khi và chỉ khi hệ phương trình :
3 2

2

3 1 9      (1)

3 6 9                  (2)

x x x m

x x

 − + = +


− =
có nghiệm 

2 1
(2) 2 3 0

3
x

x x
x

 = −
⇔ − − = ⇔  =

 

Với 1 6x m= − ⇒ = . Vậy phương trình tiếp tuyến ( )∆ : 9 6y x= +  
Với 3 26x m= ⇒ = − . Vậy phương trình tiếp tuyến ( )∆ : 9 26y x= −  

Bài 6.11. Cho
2 1

( ) :
1

x
C y

x

+=
−

.Viết phương trình tiếp tuyến ( )∆ của (C) biết ( )∆ vuông góc với /( )∆ có 

phương trình 3 5 0x y− + = . 

HD
Giải 
2 1

( ) :
1

x
C y

x

+=
−

. Tập xác định { }\ 1D = ℝ  

Ta có: /( ) : 3 5 0 3 5x y y x∆ − + = ⇒ = + . Do ( )∆ vuông góc với /( )∆ nên phương trình 
1

( ) :
3

y x m∆ = − +  

( )∆ tiếp xúc với (C) khi và chỉ khi hệ phương trình :

2

2 1 1
(1)

1 3
3 1

(2)
3( 1)

x
x+m     

x

          
x

 + = − −
 − = −
 −

có nghiệm 

2 1 3
4( 1) 9

(2) 1 3
21

1

x
xx

x
xx

x

 − =
  =− =  ⇔ ⇔ ⇔− = −   = −≠   ≠

 

Với 
13

4
3

x m= ⇒ = . Vậy phương trình tiếp tuyến ( )∆ : 
1 13
3 3

y x= − +  

Với 
1

2
3

x m= − ⇒ = . Vậy phương trình tiếp tuyến ( )∆ : 
1 1
3 3

y x= − +  

Bài 6.12. Cho 3 2( ) : 2 3 1C y x x= + − . Viết phương trình tiếp tuyến ( )∆ của (C) qua điểm (0; 1)M −  

HD
Giải 
3 2( ) : 2 3 1C y x x= + − , Tập xác định: D = ℝ  

Gọi k là hệ số góc của tiếp tuyến ( )∆ với đồ thị (C) qua điểm (0; 1)M − . Khi đó ( ) : 1y kx∆ = −  

( )∆ tiếp xúc với (C) khi và chỉ khi hệ phương trình :
3 2

2

2 3 1 1     (1)

6 6                   (2)

x x kx

x x k

 + − = −


+ =
có nghiệm 

Thay k từ (2) vào (1), ta được: ( )3 2 2 3 2
0

2 3 1 6 6 1 4 3 0 3
4

x
x x x x x x

x

 =
+ − = + − ⇔ + = ⇔
 = −


 

Với 0 0x k= ⇒ = . Vậy phương trình tiếp tuyến ( )∆ : 1y = −  

Với 
3 9
4 8

x k= − ⇒ = − . Vậy phương trình tiếp tuyến ( )∆ : 
9

1
8

y x= − −  

Bài 6.13. Cho hàm số 3 23 2 ( )y x x C= − +  
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a) Viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị (C) qua điểm (2; 3)M − . 
b) Tìm trên đường thẳng 2y = −  các điểm mà từ đó có thể kẻ được đến đồ thị hai tiếp tuyến vuông góc 
với nhau. 

HD
Giải 

a) 3 23 2 ( )y x x C= − + , Tập xác định: D = ℝ  
Gọi k là hệ số góc của tiếp tuyến ( )∆ với đồ thị (C) qua điểm (2; 3)M − . Khi đó ( ) : ( 2) 3y k x∆ = − −  
( )∆ tiếp xúc với (C) khi và chỉ khi hệ phương trình 

 :
3 2

2

3 2 ( 2) 3  (1)

3 6                        (2)

x x k x

x x k

 − + = − −


− =
có nghiệm 

Thay k từ (2) vào (1), ta được: ( )3 2 2 3 2
1

3 2 3 6 ( 2) 3 2 9 12 5 0 5
2

x
x x x x x x x x

x

 =
− + = − − − ⇔ − + − = ⇔
 =


 

Với 1 3x k= ⇒ = − . Vậy phương trình tiếp tuyến ( )∆ : 3 3y x= − +  

Với 
5 15
2 4

x k= ⇒ = . Vậy phương trình tiếp tuyến ( )∆ : 
15 21
4 2

y x= −  

b) 3 23 2 ( )y x x C= − + . Tập xác định: D = ℝ , / 23 6y x x= −  
Gọi ( ; 2)N a −  là điểm nằm trên đường thẳng 2y = −  
Đường thẳng qua N có hệ số góc k có phương trình: ( ) 2y k x a= − − ( ')∆  

( ')∆ tiếp xúc với (C) khi và chỉ khi hệ phương trình :
3 2

2

3 2 ( ) 2  (1)

3 6                        (2)

x x k x a

x x k

 − + = − −


− =
có nghiệm 

Thay k từ (2) vào (1), ta được: ( )3 2 2 3 23 2 3 6 ( ) 2 2 3( 1) 6 4 0x x x x x a x a x ax− + = − − + ⇔ − + + − =  

2
2

2
( 2) 2 (3 1) 2 0

( ) 2 (3 1) 2 0 (3)

x
x x a x

g x x a x

 =
 ⇔ − − − + = ⇔   = − − + =

 

Vì 2 0x k= ⇒ =  và tiếp tuyến 2y = −  là đường thẳng nằm ngang nên không có tiếp tuyến nào vuông 
góc với nó. 
Vậy để từ N có hai tiếp tuyến với đồ thị (C) vuông góc với nhau thì phương trình ( ) 0g x =  có hai nghiệm 

phân biệt 1 2,x x  khác 2. 

Ta có: 
2 50 1  (3 1) 16 0

 (*)3
2(2) 0 2

g a hoaëc aa

ag a

∆ >  < − >− − >  ⇔ ⇔  
≠≠    ≠

 

Mặt khác: Ta có ( ) ( )2 2
1 1 1 1 2 2( ). ( ) 1 3 6 . 3 6 1k x k x x x x x= − ⇔ − − = −  

2 2
1 2 1 2 1 2 1 29 2 ( ) 4 1x x x x x x x x ⇔ − + + = −   

Áp dụng định lí Vi –ét cho phương trình (3), có 1 2 1 2

3 1
, . 1

2
a

x x x x
−+ = =  

Do đó: 
3 1 559 1 2 4 1

2 27
a

a
  −− + = − ⇔ =  

  
( thỏa (*)) 

Vậy điểm cần tìm là: 
55

; 2
27

N
 

− 
 
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C. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 

Bài 6.14. Cho hàm số 3 2 ( 1) 1y x m x= − + +  
a) Với các giá trị nào của m, đồ thị hàm số đã cho cắt  trục hoành tại ba điểm phân biệt? 
b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số với 2m =  

Đáp số: a) 
3
8

m >  và 
3
2

m ≠ . 

Bài 6.15. Với các giá trị nào của m, phương trình 34 3 2 3 0x x m− − + =  có một nghiệm duy nhất? 
Đáp số: 1m <  hoặc 2m >  

Hướng dẫn:   3 34 3 2 3 0 4 3 3 2x x m x x m− − + = ⇔ − + = . Do đó nghiệm của phương trình đã cho là giao 

điểm của đồ thị (C): 34 3 3y x x= − +  và đường thẳng 2y m=  

Lập bảng biến thiên của hàm số 34 3 3y x x= − + .Từ đó dễ dàng tìm được các giá trị của m sao cho đường 
thẳng 2y m=  cắt (C) tại đúng một điểm. 

Bài 6.16. Viết phương trình của đường thẳng đi qua điểm ( )1; 2A −  và tiếp xúc với parabol 2 2y x x= −  

Đáp số: 2 4y x= −  và 2y x= −  

Bài 6.17. Cho hàm số 
4

22 2 ( )
4
x

y x C= − + . Viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị (C) qua điểm 

(0;2)M . 

Đáp số: 
8 6 8 6

2, 2, 2
9 9

y y x y x= = + = − +   
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ÔN TẬP CHƯƠNG I 
 

Bài 1. Tìm các điểm điểm cực trị các hàm số: 

a) 3 26 15 1y x x x= − − + +   b) 2 2 2y x x= +   c) 
11

1
y x

x
= − +

+
   

HD�Giải 

a) 3 26 15 1y x x x= − − + + . Tập xác định: D = ℝ  

Ta có: / 23 12 15y x x= − − +  và / / 6 12y x= − −   

Cho / 2 1
0 3 12 15 0

5
x

y x x
x

 =
= ⇔ − − + = ⇔  = −

 

Ta có: / / (1) 18 0y = − < và / / ( 5) 18 0y − = >  

Vậy:  Hàm số đạt cực đại tại 1  (1) 9
CÑ

x vaø y y= = =  

 Hàm số đạt cực tiểu tại 5  ( 5) 99
CT

x vaø y y= − = − = −  

b) 2 2 2y x x= + . Tập xác định: D = ℝ  

Ta có: 
( )23 3

/ 2

2 2 2

3 43 42 2
2 2 2

x xx x x
y x x

x x x

++= + + = =
+ + +

 

Cho / 0 0y x= ⇔ =  
Bảng biến thiên: 

0

0

+∞∞

y'

y

x 0

_ +

+∞ +∞

 
Từ đó, ta có: Hàm số đạt cực tiểu tại 0  (0) 0

CT
x vaø y y= = =  

c) 
11

1
y x

x
= − +

+
.  

Tập xác định: { }\ 1D = −ℝ . Ta có: /
2

11
( 1)

y
x

= −
+

.  

Cho / 0
0

2
x

y
x

 =
= ⇔  = −

 

Mặt khác: / /
3

2
( 1)

y
x

=
+

. Xét / / (0) 2 0y = > và / / ( 2) 2 0y − = − <  

Vậy:  Hàm số đạt cực đại tại 2  ( 2) 4
CÑ

x vaø y y= − = − = −  

 Hàm số đạt cực tiểu tại 0  (0) 0
CT

x vaø y y= = =  

Bài 2. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của các hàm số sau: 

a) 3 22 3 12 1y x x x= − − +  trên đoạn 
52;
2

 
− 
 

  b) 2sin sin 2y x x= +  trên đoạn 
30;
2
π 

 
 

 

c) 22sin 2sin 1y x x= − + −     d) 24y x x= + −  

HD�Giải 

a) 3 22 3 12 1y x x x= − − +  liên tục và có đạo hàm trên ℝ chứa 
52;
2

 
− 
 
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Ta có: / 26 6 12y x x= − −  

Cho / 2

51 2;
2

0 2 0
52 2;
2

x

y x x

x

  
= − ∈ −  

 = ⇔ − − = ⇔
  

= ∈ −  
  

 

Ta lại có: 
5 33( 1) 8, (2) 19, ( 2) 3,
2 2

y y y y
 

− = = − − = − = − 
 

 

Vậy: 
5 52; 2;
2 2

( 1) 8; (2) 19
x x

Maxy y Miny y
   ∈ − ∈ −   
   

= − = = = −  

b) 2sin sin 2y x x= +  liên tục và có đạo hàm trên ℝ chứa 
30;
2
π 

 
 

 

Ta có: / 22 cos 2 cos2 4 cos 2 cos 2y x x x x= + = + −  

 / 2
2cos 1

0 4 cos 2 cos 2 0 ( )1 2cos
32

x kx

y x x k
x kx

π
π π

 == −
= ⇔ + − = ⇔ ⇔ ∈
 = ± +=

  

ℤ Vì 

30; ;
2 3

x x x
π ππ 

∈ ⇒ = = 
 

. Khi đó: 
3 3 3(0) ( ) 0, ; 2

3 2 2
y y y y

π ππ    
= = = = −   

   
 

Vậy. 
3 30; 0;
2 2

3 3 3; 2
3 2 2

x x

Maxy y Miny y
π π

π π
   ∈ ∈   
   

   
= = = = −   

   
 

c) 22sin 2sin 1y x x= − + −  liên tục và có đạo hàm trên ℝ  
Tập xác định: D = ℝ  

Đặt sin , 1 1t x t= − ≤ ≤ . Hàm số viết lại: 2( ) 2 2 1y f t t t= = − + −  

Ta tìm GTLN & GTNN của hàm số ( )y f t=  trên đoạn 1;1 −  . Đó cũng là GTLN & GTNN của hàm số 

đã cho trên ℝ . 

Ta có: / / 1( ) 4 2; ( ) 0 1;1
2

f t t f t t  = − + = ⇔ = ∈ −   

1 1( 1) 5, , (1) 1
2 2

f f f
 

− = − = − = − 
 

 

Vậy: 
1;1 1;1

1 1( ) ; ( ) ( 1) 5
2 2

Max f t f Min f t f
   − −   

 
= = − = − = − 

 
.  

Do đó: 
1 , 5
2

Max y Min y= − = −
ℝ ℝ

 

d) 24y x x= + − . Tập xác định: 2;2D  = −   

Ta có: 
2

/

2 2

41
4 4

x x x
y

x x

− −= − =
− −

 

Cho / 2 20 4 0 4y x x x x= ⇔ − − = ⇔ − =  

                  
2 2

00
2 ( 2;2)

4 2

xx
x

x x x

 ≥ ≥ ⇔ ⇔ ⇔ = ∈ − 
− = = ±  

 

( )( 2) 2, (2) 2, 2 2 2y y y− = = =  
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Vậy: ( )
2;2 2;2

2 2 2; ( 2) 2Maxy y Miny y
   − −   

= = = − = −  

Bài 3. Cho hàm số 3 2( 1) ( 2) 1y x m x m x= + − − + −  (1) 
a) Khảo sát và vẽ đồ thị (C) của hàm số (1) khi 1m =  

b) Viết phương trình đường thẳng (d) vuông góc với đường thẳng 
3
x

y =  và tiếp xúc với đồ thị (C). 

c) Chứng minh rằng hàm số (1) luôn có một cực đại, một cực tiểu. 
d) Viết phương trình đường thẳng đi qua hai cực trị của (C). 

e) Biện luận theo k số nghiệm của phương trình 3 3x x k− = . 
HD�Giải 

a) Với 1m = , ta có: 3 3 1y x x= − −  
� Tập xác định: D = ℝ  
� Sự biến thiên 
� Chiều biến thiên 

Ta có: / 23 3y x= − . Cho / 1 1
0

1 3
x y

y
x y

 = − ⇒ =
= ⇔  = ⇒ = −

 

Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  và (1; )+∞ ; hàm số nghịch biến trên khoảng ( 1;1)−  

� Cực trị:  Hàm số đạt cực đại tại 1x = − và ( 1) 1
CÑ
y y= − =  

   Hàm số đạt cực tiểu tại 1x = và (1) 3
CT
y y= = −  

� Các giới hạn tại vô cực 

( )3lim 3 1
x

x x
→+∞

− − = +∞ ; ( )3lim 3 1
x

x x
→−∞

− − = −∞  

� Đồ thị không có tiệm cận 
� Bảng biến thiên 

1

3

1 +∞∞

y

y'

x

++

+∞

∞

_ 00

1

 
� Đồ thị: 

y = k  1

1

1

1

 3

1

y

xO

b) Đường thẳng (d) vuông góc với đường thẳng 
3
x

y =  nên (d) có dạng: y x b3= − +  
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( )d tiếp xúc với (C) khi và chỉ khi hệ phương trình :
x x x b

x

3

2

3 1 3      (1)
3 3 3                  (2)

 − − = − +


− = −
có nghiệm 

Từ (2) suy ra: 0x =  thay vào (1), ta có được b 1= − .  Vậy phương trình tiếp tuyến ( )d : 3 1y x= − −  

c) Hàm số: 3 2( 1) ( 2) 1y x m x m x= + − − + − . Tập xác định: D = ℝ  

Ta có: / 23 2( 1) ( 2)y x m x m= + − − +  

Mặt khác, ta có: / 2 2( 1) 3( 2) 7 0,m m m m m∆ = − + + = + + > ∀ ∈ℝ  

Nên phương trình / 0=y  luôn luôn có hai nghiệm phân biệt. Do đó hàm số (1) luôn có một cực đại và 
một cực tiểu với mọi giá trị của m. 
d) Đồ thị (C) có điểm cực đại là ( 1;1)A −  và điểm cực tiểu là (1; 3)B − . 

Đường thẳng đi qua A, B có phương trình là: 
1 1 2 1

1 1 3 1
x y

y x
+ −= ⇔ = − −
+ − −

 

e) Ta có: 3 3x x k− =  (*) 
3 3 1 1x x k⇔ − − = − . Vậy số nghiệm của phương trình (*) là số giao điểm của đường cong (C): 
3 3 1y x x= − −  và đường thẳng 1y k= − . 

Dựa vào đồ thị, ta có: 
1k −  k Số nghiệm của phương trình (*) 

1 1k − >  
1 1k − =  

3 1 1k− < − <  
1 3k − = −  
1 3k − < −  

2k >  
2k =  

2 2k− < <  
2k = −  
2k < −  

Có 1 nghiệm 
Có 2 nghiệm 
Có 3 nghiệm 
Có 2 nghiệm 
Có 1 nghiệm 

 

Bài 4. Cho hàm số 3 2( ) 3 9 2y f x x x x= = − + + +  
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số trên. 

b) Giải bất phương trình / ( 1) 0f x − >  

c) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có hoành độ 0x , biết rằng / /
0( ) 6f x = − . 

HD�Giải 
a) Bạn đọc tự giải 

b) Hàm số 3 2( ) 3 9 2y f x x x x= = − + + + . Tập xác định: D = ℝ  

Ta có: / 2( ) 3 6 9f x x x= − + + . / 2 2( 1) 3( 1) 6( 1) 9 3 12f x x x x x− = − − + − + = − +  
/ 2( 1) 0 3 12 0 0 4f x x x x− > ⇔ − + > ⇔ < <  

c) Phương trình tiếp tuyến (d) của đồ thị (C) có dạng: /
0 0 0( )( )y y f x x x− = − , 0x là hoành độ tiếp điểm.  

Ta có: / 2( ) 3 6 9f x x x= − + + và / / ( ) 6 6f x x= − +  

Theo giả thiết, ta có: / /
0 0 0( ) 6 6 6 6 2f x x x= − ⇔ − + = − ⇔ =  

Với /
0 02 (2) 24, (2) 9x y f f= ⇒ = = = .  

Vậy phương trình tiếp tuyến (d) là: 9 6y x= +  

Bài 5. Cho hàm số 3 23 1y x x= + +  
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số trên. 

b) Dựa vào đồ thị (C), biện luận số nghiệm của phương trình sau theo m: 3 23 1
2
m

x x+ + =  

c) Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm cực đại và cực tiểu của đồ thị (C). 
HD�Giải 

a) 3 23 1y x x= + +  
� Tập xác định: D = ℝ  
� Sự biến thiên 
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� Chiều biến thiên 

Ta có: / 23 6y x x= + . Cho / 0 1
0

2 5
x y

y
x y

 = ⇒ =
= ⇔  = − ⇒ =

 

Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 2)−∞ −  và (0; )+∞ ; hàm số nghịch biến trên khoảng ( 2;0)−  

� Cực trị:  Hàm số đạt cực đại tại 2x = − và ( 2) 5
CÑ
y y= − =  

   Hàm số đạt cực tiểu tại 0x = và (0) 1
CT
y y= =  

� Các giới hạn tại vô cực 

( )3 2lim 3 1
x

x x
→+∞

+ + = +∞ ; ( )3 2lim 3 1
x

x x
→−∞

+ + = −∞ , đồ thị không có tiệm cận 

� Bảng biến thiên 

5

1

0 +∞∞

y

y'

x

++

+∞

∞

_ 00

2

 
� Đồ thị: 

y = 
m

2
1

5

2

y

xO

b) Ta có: 3 23 1
2
m

x x+ + =  (*) 

 Vậy số nghiệm của phương trình (*) là số giao điểm của đường cong (C): 3 23 1y x x= + +  và đường 

thẳng 
2
m

y = . 

Dựa vào đồ thị, ta có: 

2
m

 
m Số nghiệm của phương trình (*) 

1
2
m <  

1
2
m =  

1 5
2
m< <  

5
2
m =  

5
2
m >  

2m <  
 
 

2m =  
 
 

2 10m< <  
 

10m =  
 

10m >  

Có 1 nghiệm 
 
 

Có 2 nghiệm 
 
 

Có 3 nghiệm 
 

Có 2 nghiệm 
 

Có 1 nghiệm 

c) Đồ thị (C) có điểm cực đại là ( 2;5)A −  và điểm cực tiểu là (0;1)B . 
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Đường thẳng đi qua A, B có phương trình là: 
1 2 1

2 4
x y

y x
−= ⇔ = − +

−
 

Bài 6. Cho hàm số 3 23 3(2 1) 1y x mx m x= − + − +  (m là tham số) 
a) Xác định m để hàm số đồng biến trên tập xác định 
b) Với giá trị nào của tham số m hàm số có một cực đại và một cực tiểu. 

c) Xác định m để / / ( ) 6f x x>  

HD�Giải 

Hàm số 3 2( ) 3 3(2 1) 1y f x x mx m x= = − + − + , Tập xác định: D = ℝ  

a) Ta có: ( )/ 2 23 6 3(2 1) 3 2 2 1y x mx m x mx m= − + − = − + −  

Hàm số đồng biến trên tập xác định khi và chỉ khi / 2
/

0
0, 2 1 0 1

0
a

y x m m m
 >≥ ∀ ∈ ⇔ ⇔ − + ≤ ⇔ =

∆ ≤
ℝ  

Vậy: 1m =  thì thỏa YCBT 

b) Hàm số có một cực đại và một cực tiểu khi và chỉ khi phương trình / 0y =  có hai nghiệm phân biệt 

Ta có: / 2 22 1 ( 1) 0 1m m m m∆ = − + = − > ⇔ ≠  
Vậy: 1m ≠  thì thỏa YCBT 

c) ( )/ / 2 2( ) 3 6 3(2 1) 3 2 2 1y f x x mx m x mx m= = − + − = − + −  

    / / / / ( ) 6 6y f x x m= = −  

Ta có: / / ( ) 6 6 6 6 0f x x x m x m> ⇔ − > ⇔ < . Vậy: 0m <  thì thỏa YCBT 

Bài 7. Cho hàm số 4 21 3( ) 3
2 2

y f x x x= = − +  có đồ thị (C) 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C). 
b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có hoành độ là nghiệm của phương trình 

/ / ( ) 0f x = . 

c) Biện luận theo tham số m số nghiệm của phương trình 4 26 3x x m− + = . 
HD�Giải 

a) Hàm số 4 21 3( ) 3
2 2

y f x x x= = − +  

� Tập xác định: D = ℝ  
� Sự biến thiên 

� Chiều biến thiên: / 32 6y x x= − . Cho /

30
2

0 3 3

3 3

x y

y x y

x y


= ⇒ =


= ⇔ = ⇒ = −


= − ⇒ = −


 

Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ) ( ); 3   0; 3vaø−∞ − ;  

đồng biến trên các khoảng ( ) ( )3;0   3;vaø− +∞  

� Cực trị: Hàm số đạt cực tiểu tại ( )3, 3 3
CT

x y y= ± = ± = − , đạt cực đại tại 
30, (0)
2CÑ

x y y= = =  

� Giới hạn: lim lim
x x

y y
→−∞ →+∞

= = +∞ , đồ thị không có tiệm cận 

� Bảng biến thiên:  
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3

3

3

2
3

_ _+ +000

03

+∞+∞

+∞∞

y

y'

x

 
� Đồ thị: 

y = 
m

2

 3

3

y

xO

3

2

 3

 

b) Hàm số 4 21 3( ) 3
2 2

y f x x x= = − + . Tập xác định: D = ℝ  

Ta có: / 3( ) 2 6f x x x= −  và / / 2( ) 6 6f x x= −  

Theo giả thiết, ta có: / / 2( ) 0 6 6 0 1f x x x= ⇔ − = ⇔ = ±  

Với /1 ( 1) 1, ( 1) 4x f f= − ⇒ − = − − = .  
Vậy phương trình tiếp tuyến có dạng: 4 3y x= +  

Với /1 (1) 1, (1) 4x f f= ⇒ = − = −  
 Vậy phương trình tiếp tuyến có dạng: 4 3y x= − +  

c) Ta có: 4 26 3x x m− + =  (1) 

4 2 4 21 36 3 3
2 2 2

m
x x m x x− + = ⇔ − + = .  

Vậy số nghiệm của phương trình (1) là số giao điểm của đường cong (C): 4 21 3( ) 3
2 2

y f x x x= = − +  và 

đường thẳng 
2
m

y = . 

Dựa vào đồ thị, ta có: 

2
m

 
m Số nghiệm của phương trình (1) 

3
2
m < −  

3
2
m = −  

33
2 2
m− < <  

3
2 2
m =  

3
2 2
m >  

6m < −  
 
 

6m = −  
 

6 3m− < <  
 
 

3m =  
 

3m >  

Vô nghiệm 
 
 

Có 2 nghiệm 
 

Có 4 nghiệm 
 
 

Có 3 nghiệm 
 

Có 2 nghiệm 
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Bài 8. Cho hàm số 4 2 3 22y x mx m m= − + −  
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hà số khi 1m =  
b) Xác định m để đồ thị ( )

m
C của hàm số đã cho tiếp xúc với trục hoành tại hai điểm phân biệt. 

HD�Giải 

a) Với 1m = , hàm số 4 22y x x= −  
�Tập xác định: D = ℝ  
�Sự biến thiên 
� Chiều biến thiên:  

Ta có / 3 24 4 4 ( 1)y x x x x= − = − . Cho /

0 0
0 1 1

1 1

x y

y x y

x y

 = ⇒ =
= ⇔ = − ⇒ = −
 = ⇒ = −

 

Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ) ( ); 1   0;1vaø−∞ − ; đồng biến trên các khoảng ( ) ( )1;0   1;vaø− +∞  

� Cực trị: Hàm số đạt cực tiểu tại ( )1, 1 1
CT

x y y= ± = ± = − , đạt cực đại tại 0, (0) 0
CÑ

x y y= = =  

� Giới hạn: lim lim
x x

y y
→−∞ →+∞

= = +∞ , đồ thị không có tiệm cận 

� Bảng biến thiên:  

1

0

1

_ _+ +000

101

+∞+∞

+∞∞

y

y'

x

 
� Đồ thị: 

 1

y

xO

1 1

 
b) Hàm số 4 2 3 22y x mx m m= − + − . Tập xác định: D = ℝ  

Ta có: / 3 24 4 4 ( )y x mx x x m= − = −  

Đồ thị ( )
m
C của hàm số đã cho tiếp xúc với trục hoành tại hai điểm phân biệt khi và chỉ khi phương trình 

/ 0y =  có hai nghiệm phân biệt khác 0. 

� Nếu 0m ≤  thì 2 0x m− ≥  với mọi x nên đồ thị không tiếp xúc với trục Ox tại hai điểm phân biệt. 

� Nếu 0m >  thì / 0y = khi 0,x x m= = ±  

( ) 2 2 3 2 20 2 0 ( 2) 0 2y m m m m m m m m= ⇔ − + − = ⇔ − = ⇔ = (do 0m > ) 

Vậy: 2m = là giá trị cần tìm. 

Bài 9. Cho hàm số 3 2 3y x mx= + −   (1) 
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a) Xác định m để hàm số (1) luôn luôn có cực đại, cực tiểu. 

b) Chứng minh rằng phương trình 3 2 3 0x mx+ − = (2) luôn luôn có một nghiệm dương với mọi x∈ℝ .  
c) Xác m để phương trình (2) có một nghiệm duy nhất. 

HD�Giải 

a) Hàm số 3 2 3y x mx= + − . Tập xác định: D = ℝ  

Ta có: ( )/ 23 2 3 2y x mx x x m= + = +  

Để hàm số có cực đại, cực tiểu thì phương trình / 0y = phải có hai nghiệm phân biệt 

Khi đó: ( )/
0

0 3 2 0 02 0
3

x

y x x m mm
x

 =
= ⇔ + = ⇔ ⇒ ≠
 = − ≠


 

Vậy: 0m ≠ là giá trị cần tìm 

b) Xét hàm số 3 2( ) 3f x x mx= + − , liên tục và có đạo hàm trên ℝ . 

Ta có: ( )3 2lim lim 3
x x

y x mx
→+∞ →+∞

= + − = +∞  và (0) 3 0f = − <  

Do đó, với mọi m, phương trình 3 2 3 0x mx+ − =  luôn luôn có nghiệm dương. 

c) Phương trình 3 2( ) 3 0f x x mx= + − =  có duy nhất một nghiệm khi và chỉ khi cực đại và cực tiểu của 
hàm số ( )y f x= cùng dấu và 0m ≠ , nghĩa là: 

3 32 8 4(0). 0 3 3 0
3 27 9
m m m

f f
  

− > ⇔ − − + − >  
   

 

                               3 3 3 3
38 12 81 0 4 81 0 3
4

m m m m⇔ − + > ⇔ − + > ⇔ <  

Vậy: 3
33
4

m <  và 0m ≠  là giá trị cần tìm. 

Bài 10. Cho hàm số ( )2 3 25 6 6 5y m m x mx x= − + + + −  (m là tham số) 

a) Xác định m để hàm số đơn điệu trên ℝ . Khi đó, hàm số đồng biến hay nghịch biến? Tại sao? 
b) Với giá trị nào của m thì hàm số đạt cực đại tại 1x = . 

HD�Giải 

Hàm số ( )2 3 25 6 6 5y m m x mx x= − + + + − . Tập xác định: D = ℝ  

a) ( )/ 2 23 5 12 6y m m x mx= − + + +  

Hàm số đơn điệu trên ℝ  khi và chỉ khi /y  không đổi dấu. 
Ta xét các trường hợp: 

TH1: có 2 0
5 0

5
m

m m
m

 =
+ = ⇔  = −

 

� Với 0m =  thì / 6y =  nên hàm số luôn đồng biến. 

� Với 5m = −  thì / 60 6y x= − +  đổi dấu khi x đi qua 
1

10
 

TH2: có  2 5 0m m+ ≠ . Khi đó, /y  không đổi dấu nếu: 

( )/ 2 2 2 536 18 5 0 3 5 0 0
3

m m m m m m∆ = + + ≤ ⇔ + ≤ ⇔ − ≤ ≤  

Với điều kiện đó, ta có ( )2 5 0m m− + >  nên / 0y > . Do đó hàm số đồng biến trên ℝ  

Vậy: 
5 0
3

m− ≤ ≤  thì hàm số đồng biến trên ℝ  
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b) Nếu hàm số đạt cực đại tại 1x = thì / (1) 0y = .  

Khi đó: / 2 1
(1) 3 3 6 0

2
m

y m m
m

 =
= − − + = ⇔  = −

 

Mặt khác: ( )/ / 26 5 12y m m x m= − + +  

Với 1m =  thì / / 36 12y x= − + . Khi đó: / / (1) 24 0y = − < , hàm số đạt cực đại tại 1x = . 

Với 2m = −  thì / / 36 24y x= − . Khi đó: / / (1) 12 0y = > , hàm số đạt cực tiểu tại 1x = . 
Vậy: 1m = thì hàm số đạt cực đại tại 1x = . 

Bài 11. Cho hàm số 
3( 1)

2
x

y
x

+=
−

 

a) Khảo sát và vẽ đồ thị (C) của hàm số 
b) Viết phương trình các đường thẳng đi qua O(0;0) và tiếp xúc với (C). 
c) Tìm tất cả các điểm trên (C) có tọa độ là các điểm nguyên. 

HD�Giải 

a) Hàm số 
3( 1)

2
x

y
x

+=
−

 

� Tập xác định: { }\ 2D = ℝ  

� Sự biến thiên: 

� Đạo hàm: /
2

9 0, 2
( 2)

y x
x

−= < ∀ ≠
−

 

Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ) ( );2   2;vaø−∞ +∞  

� Giới hạn và tiệm cận: lim lim 3
x x

y y
→−∞ →+∞

= = ⇒ tiệm cận ngang: 3y =  

    
2

lim
x

y
−→

= −∞  và 
2

lim
x

y
+→

= +∞ ⇒  tiệm cận đứng: 2x =  

� Hàm số không có cực trị 
� Bảng biến thiên:  

3

3
y

y'

∞ 2 +∞

∞

+∞

x

 
� Đồ thị: 
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b) Gọi k là hệ số góc của đường thẳng ( )∆ tiếp xúc với đồ thị (C) và đi qua O(0;0). Khi đó ( ) : y kx∆ =  

( )∆ tiếp xúc với (C) khi và chỉ khi hệ phương trình :

2

3( 1)   (1)
2

9    (2)
( 2)

x
kx

x

k
x

 + = −
 − =
 −

có nghiệm 

Thay k từ (2) vào (1), ta được: 2
2

1 33( 1) 9 0 3 6 6 0
2 ( 2) 1 3

xx x
x x

x x x

 = − ++ + = ⇔ + − = ⇔ 
− −  = − −

 

Với ( )31 3 2 3
2

x k= − + ⇒ = − + . Vậy phương trình tiếp tuyến ( )∆ : ( )3 2 3
2

y x= − +  

Với ( )31 3 2 3
2

x k= − + ⇒ = − − . Vậy phương trình tiếp tuyến ( )∆ : ( )3 2 3
2

y x= − −  

c) Gọi ( ; ) ( ),M x y C x∈ ∈ℤ  

Ta có: 
3( 1) 93

2 2
x

y
x x

+= = +
− −

. ( ; ) ( )M x y C∈  có tọa độ nguyên khi và chỉ khi 
9 9 ( 2)

2
x

x
∈ ⇔ −

−
ℤ ⋮ .  

Khi đó: 2x −  nhận các giá trị 1, 3, 9± ± ±  hay x nhận các giá trị 1;3; 1;5; 7;11− −  

Vậy, các điểm trên (C) có tọa độ nguyên là: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1; 6 , 3;12 , 1;0 , 5;6 , 7;2 , 11;4− − − . 

 
BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 

Bài 11. Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của các hàm số sau: 

a) 2 4y x x= + + −   b) 1 1y x x= − + +   c) 1 3y x x= − + −  

d) f x x x x x2 21( ) 4
4

= − − −   e) f x x x( ) 2 5= + −   

Kết quả 

Bài 11 

a) ( ) ( )
2;4 2;4

1 2 3; 2 (4) 6
x x

Maxy y Miny y y
   ∈ − ∈ −   

= = = − = =  

b) ( ) ( )
1;1 1;1

0 2; 1 2
x x

Maxy y Miny y
   ∈ − ∈ −   

= = = ± =  

c) ( ) ( )
1;3 1;3

2 2; 1 (3) 2
x x

Maxy y Miny y y
   ∈ ∈   

= = = = =  

d) ( ) ( ) ( )
x x

Maxy f f Miny f
0;4 0;4

0 4 0; 2 3
   ∈ ∈   

= = = = = −  

e) ( ) ( )
x x

Maxy f Miny f
0;5 0;5

4 5; 0 5
   ∈ ∈   

= = = =  

Bài 12. Cho hàm số 3 23 4y x x= − +  có đồ thị (C) 
a) Khảo sát và vẽ đồ thị (C). 
b) Dùng đồ thị (C), biện luận theo m số nghiệm các phương trình: 

 i) 3 23 4 0x x m− + − =    ii) 3 23 2 0x x m− + =  

Bài 13. Cho hàm số 4 24 1y x x= − +  có đồ thị (C) 
a) Khảo sát và vẽ đồ thị (C). 

b) Dùng đồ thị (C), biện luận theo m số nghiệm phương trình: 4 24 0x x m− − = . 

Bài 14. Cho đường cong (C): 3 2( ) 3 2y f x x x= = − + . Viết phương trình tiếp tuyến ( )∆ của (C): 
a) Tại điểm có hoành độ là nghiệm của phương trình ''( ) 0f x =    

b) Biết ( )∆ có hệ số góc 3k = −  c) Biết 1( ) / /( ) : 9 1 0x y∆ ∆ − + =   

d) Biết 2( ) ( ) : 24 48 0x y∆ ⊥ ∆ + − =  e) Biết ( )∆ đi qua điểm ( 1; 2)M − −  
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MỘT SỐ BÀI TẬP TRONG CÁC KÌ THI 
 

Bài 1(TNTHPT-2014). Cho hàm số 
2 3

1

− +=
−
x

y
x

 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho. 
b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại các giao điểm của (C) và đường thẳng y x 3= − . 

HD�Giải 
a) Khảo sát … 

Hàm số 
2 3

1

− +=
−
x

y
x

 

� Tập xác định: { }\ 1= ℝD  

� Sự biến thiên: 

	 Đạo hàm: /
2

1
0, 1

( 1)

−= < ∀ ≠
−

y x
x

 

Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ) ( )vaø;1  1;−∞ +∞  

	 Giới hạn và tiệm cận:  
lim 2;  lim 2
→−∞ →+∞

= − = −
x x

y y ; tiệm cận ngang: 2= −y ;  
( )1

lim
−→

= −∞
x

y  và
( )1

lim
+→

= +∞
x

y ; tiệm cận đứng: 1=x  

	 Hàm số không có cực trị 
	 Bảng biến thiên:  
 

2

2
y

y'

∞ 1 +∞

∞

+∞

x

 
� Đồ thị: 

 
b) Kí hiệu d là tiếp tuyến cần tìm và ( )0 0;M x y là tọa độ của tiếp điểm.  

Hoành độ giao điểm của (C) và đường thẳng y x 3= −  là nghiệm của phương trình: 
x

x
x

2 3 3
1

− + = −
−

 

( )x x x x2 2 0 1 0⇔ − = ≠ ⇔ =  hoặc x 2=  

 � Phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm ( )M 0; 3−  là y x 3= − −  

� Phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm ( )M 2; 1−  là y x 1= − +   

Bài 2(TNTHPT-2013). Cho hàm số 3 3 1= − −y x x  
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho. 
b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết hệ số góc của tiếp tuyến đó bằng 9. 

HD�Giải 
a) Hàm số 3 3 1= − −y x x  
� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 

	 Chiều biến thiên: y x y x hoaëc x/ 2 /3 3; 0 1  1= − = ⇔ = = −  
	 Hàm số đồng biến trên các khoảng vaø( ; 1)  (1; )−∞ − +∞ ; nghịch biến trên  khoảng ( 1;1)− . 
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	 Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 
CÑ

x y y1, ( 1) 1= − = − = , đạt cực tiểu tại 1, (1) 3= = = −CTx y y  

	 Giới hạn: lim
→−∞

= −∞
x

y  và lim
→+∞

= +∞
x

y  

	 Bảng biến thiên: 

1

+

x

y'

y

+∞1

0 0 +

∞

+∞

1

3

∞

 
� Đồ thị: 

1

3

1

1

y

xO

b) Kí hiệu d là tiếp tuyến cần tìm và ( )0 0;x y là tọa độ của tiếp điểm. Hệ số góc của tiếp tuyến đó bằng 9. 

Ta có: ( ) 0/ 2
0 0

0

2
9 3 3 9

2

=
= ⇔ − = ⇔  = −

x
y x x

x
 

� Với 0 02 1= ⇒ =x y . Phương trình của d là: 9 17= −y x   

� Với 0 02 3= − ⇒ = −x y . Phương trình của d là: 9 15= +y x  

Bài 3(TNTHPT-2012). Cho hàm số 4 21
2

4
= −y x x  

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho. 
b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có hoành độ 0x , biết 0''( ) 1= −f x  

HD�Giải 

a) Hàm số 4 21
2

4
= −y x x  

� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 
	 Chiều biến thiên: / 3 /4 ; 0 0= − = ⇔ =y x x y x  hoặc 2= ±x  
Hàm số nghịch biến trên các khoảng vaø( ; 2)  (0;2)−∞ − ; đồng biến trên các khoảng vaø( 2;0)  (2; )− +∞  

	 Cực trị: Hàm số đạt cực tiểu tại 2, 4= ± = −CTx y , đạt cực đại tại 
CÑ

x y0, 0= =  

	 Giới hạn: lim lim
→−∞ →+∞

= = +∞
x x

y y  

	 Bảng biến thiên: 

4

0

4

_ _+ +000

202

+∞+∞

+∞∞

y

y'

x

  
� Đồ thị: 

 4

 2 2 2 2

y

xO

2 2
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b) Phương trình tiếp tuyến d có dạng: /
0 0 0( )( )− = −y y y x x x , với 0x là hoành độ tiếp điểm 

Ta có / 3 / / 2( ) 4 ; ( ) 3 4= − = −f x x x f x x . Theo giả thiết, ta có: / / 2
0 0 0( ) 1 3 4 1 1= − ⇔ − = − ⇔ = ±f x x x  

Với /
0 0

7
1 , (1) 3

4
= ⇒ = − = −x y f : Phương trình tiếp tuyến d là: 

5
3

4
= − +y x  

Với /
0 0

7
1 , ( 1) 3

4
= − ⇒ = − − =x y f : Phương trình tiếp tuyến d là: 

5
3

4
= +y x  

Bài 4(TNTHPT-2011). Cho hàm số 
2 1

2 1

+=
−

x
y

x
 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho. 
b) Xác định tọa độ giao điểm của đồ thị (C) với đường thẳng 2= +y x  

HD�Giải 
a) Khảo sát . . .  

� Tập xác định: 
1

\
2
 =  
 

ℝD  

� Sự biến thiên: 

	 Đạo hàm: / /
2

4 1
,   0,

(2 1) 2

−= < ∀ ≠
−

y y x
x

 

	 Hàm số nghịch biến trên các khoảng vaø
1 1;  ;
2 2

   
−∞ +∞   
   

 

	 Giới hạn và tiệm cận:  

lim lim 1
→−∞ →+∞

= =
x x

y y ; tiệm cận ngang: 1=y ;  
1

2

lim
−

 → 
 

= −∞
x

y  và
1

2

lim
+

 → 
 

= +∞
x

y ; tiệm cận đứng: 
1

2
=x  

	 Hàm số không có cực trị 
	 Bảng biến thiên:  

1

1
y

y'

∞

1

2 +∞

∞

+∞

x

 
 

� Đồ thị: 

 
 

 

b) Hoành độ giao điểm của (C) với đường thẳng 2= +y x là nghiệm của phương trình 

( )2 1 32 3 02 1 ( 2)(2 1)2 1
2 3 112 1 02 1

2 22

= = + − =+ = + −+  = + ⇔ ⇔ ⇔   − ≠− = − =≠     

x yx x
x x xx

x
xx x yx

 

Vậy tọa độ giao điểm cần tìm là ( ) 3 1
1;3 , ;

2 2
 − 
 

. 

Bài 5(TNTHPT-2010). Cho hàm số 3 21 3
5

4 2
= − +y x x  

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho. 
b) Tìm các giá trị tham số m để phương trình 3 26 0− + =x x m  có ba nghiệm thực phân biệt. 
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HD�Giải 

a) 3 21 3
5

4 2
= − +y x x  

� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 

	 Chiều biến thiên: / 2 /3
3 ;   0 0

4
= − = ⇔ =y x x y x hoặc 4=x  

	 Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ;0)−∞  và (4; )+∞ ; nghịch biến trên  khoảng (0;4) . 

	 Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 
CÑ

x y y0, (0) 5= = = , đạt cực tiểu tại 4, (4) 3= = = −CTx y y  

	 Giới hạn: lim
→−∞

= −∞
x

y  và lim
→+∞

= +∞
x

y . Đồ thị không có tiệm cận 

	 Bảng biến thiên:  

3

5

4 +∞∞

y

y'

x

++

+∞

∞

_ 00

0

 
� Đồ thị: 

4

 3

 2

6

5

y

xO

b) Xét phương trình 3 26 0− + =x x m (*). Ta có: 3 21 3
(*) 5 5

4 4
⇔ − + = − m

x x
x

 

Do đó: (*) có ba nghiệm thực phân biệt 5
4

⇔ = − m
y  cắt (C) tại 3 điểm phân biệt 

Dựa vào đồ thị, ta có: 3 5 5 0 32
4

− < − < ⇔ < <m
m  

Vậy, giá trị cần tìm là: ( )0;32∈m . 

Bài 6(TNTHPT-2009). Cho hàm số 
2 1

2

+=
−

x
y

x
 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho. 
b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết hệ số góc của tiếp tuyến bằng 5− . 

HD�Giải 
a) Bạn đọc tự giải 

b) Hàm số 
2 1

2

+=
−

x
y

x
. Tập xác định: { }\ 2= ℝD . Ta có: 

( )
/

2

5

2

−=
−

y
x

 

Phương trình tiếp tuyến d có dạng: /
0 0 0( )( )− = −y y y x x x , với 0x là hoành độ tiếp điểm. 

Hệ số gốc của d bằng 5−
( )

0

2
00

15
5

32

=−⇔ = − ⇔  =− 

x

xx
 

Với 0 01 3= ⇒ = −x y : Phương trình tiếp tuyến d là: 5 2= − +y x  

Với 0 03 7= ⇒ =x y : Phương trình tiếp tuyến d là: 5 22= − +y x  

Bài 7(KA và A1- 2014). Cho hàm số 
2

   (1)
1

+=
−

x
y

x
 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số (1) 

b) Tìm tọa độ điểm M  thuộc (C) sao cho khoảng cách từ M  đến đường thẳng y x= −  bằng 2    

HD�Giải 
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a) Khảo sát … 

Hàm số 
2

1

+=
−

x
y

x
 

� Tập xác định: { }\ 1= ℝD  

� Sự biến thiên: 

	 Đạo hàm: / /
2

3
; 0,

( 1)

−= < ∀ ∈
−

y y x D
x

 

Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ) ( )vaø;1  1;−∞ +∞  

	 Giới hạn và tiệm cận: lim 1;  lim 1
→−∞ →+∞

= =
x x

y y ; tiệm cận ngang: 1=y ;  

      
( )1

lim
−→

= −∞
x

y  và
( )1

lim
+→

= +∞
x

y ; tiệm cận đứng: 1=x  

	 Hàm số không có cực trị 
	 Bảng biến thiên:  
 

1

1

y

y'

∞ 1 +∞

∞

+∞

x

 
� Đồ thị: 

 

b) Ta có: 
a

M C M a a
a

2( ) ; , 1
1

 +∈ ⇒ ≠ − 
  

Khoảng cách từ M  đến đường thẳng y x= −  là 

a
a

a
d

2
1

2

++
−

=   

Mặt khác: 

a
a

a aa
d a a

a a

2
2

2

2
2 4 01

2 2 2 2 1
2 02

++
 − + =−

= ⇔ = ⇔ + = − ⇔ 
+ =

 

� a a2 2 4 0− + = : Phương trình vô nghiệm 

� 
a

a a
a

2 0
2 0

2
 =

+ = ⇔  = −
. Vậy tọa độ cần tìm: ( )M 0; 2−  hoặc ( )M 2;0−  

Bài 8(KA và A1- 2013). Cho hàm số 3 23 3 1   (1)= − + + −y x x mx  với m là tham số thực. 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m = 0. 

b) Tìm m để đồ thị của hàm số (1) nghịch biến trên khoảng ( )0;+∞  

HD�Giải 
a) Khi 0=m , ta có: 3 23 1= − + −y x x  
� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 
	 Chiều biến thiên: / 2 /3 6 ; 0 0= − + = ⇔ =y x x y x  hoặc 2=x  

	 Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ;0)−∞  và (2; )+∞ ; đồng biến trên  khoảng ( )0;2 . 

	 Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 
CÑ

x y y2, (2) 3= = = , đạt cực tiểu tại 0, (0) 1= = = −CTx y y  
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	 Giới hạn: lim
→−∞

= +∞
x

y  và lim
→+∞

= −∞
x

y  

	 Bảng biến thiên: 

∞

3

1

+∞

∞

+00

1 +∞

y

y'

x

+

0

 
� Đồ thị: 

21

3

1

y

x

O

b) Ta có: / 23 6 3= − + +y x x m .  

Hàm số (1) nghịch biến trên khoảng ( )0;+∞  khi và chỉ khi / 0, 0≤ ∀ >y x  

( ) ( )2 2 2

0;
3 6 3 0 2 , 0 min 2

+∞
⇔ − + + ≤ ⇔ ≤ − ∀ > ⇔ ≤ −x x m m x x x m x x  

Xét 2( ) 2= −g x x x  với 0>x . Ta có: / /( ) 2 2; ( ) 0 1= − = ⇔ =g x x g x x  
Bảng biến thiên:  

1

0 +∞

+0

1 +∞0x

y'

y

 
Dựa vào bảng biến thiên ta được giá trị của m thỏa yêu cầu của bài toán là 1≤ −m  

Bài 9(KA và A1- 2012). Cho hàm số 4 2 22( 1)= − + +y x m x m  (1), với m là tham số thực. 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m = 0. 

b) Tìm m để đồ thị của hàm số (1) có ba điểm cực trị tạo thành ba đỉnh của một tam giác vuông. 
HD�Giải 

a) Khi  m = 0, ta có: 4 22= −y x x  
� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 
	 Chiều biến thiên: / 3 /4 4 ;   0 0= − = ⇔ =y x x y x  hoặc 1= ±x  
	 Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ − và (0;1) ; đồng biến trên các khoảng ( 1;0)−  và (1; )+∞  

	 Cực trị: Hàm số đạt cực tiểu tại 1, 1= ± = −CTx y , đạt cực đại tại 0, 0= =
CС

x y  

	 Giới hạn: lim lim
→−∞ →+∞

= = +∞
x x

y y  

	 Bảng biến thiên: 

0

-1 -1

+∞+∞

++ 000

10-1 +∞-∞

y

y'

x

 
� Đồ thị: 1

1

y

x

8

1

22

b) Ta có: 3 2' 4 4( 1) 4 ( 1)= − + = − −y x m x x x m  
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Đồ thị hàm số có ba cực trị khi và chỉ khi 1 0 1(*)+ > ⇔ > −m m . 

Các điểm cực trị của đồ thị là ( ) ( ) ( )20; , 1; 2 1 , 1; 2 1− + − − + − −A m B m m C m m  

Suy ra: ( )21; ( 1)= − + − +
����
AB m m  và ( )21; ( 1)= + − +

����
AC m m  

Ta có =AB AC  nên tam giác ABC vuông khi và chỉ khi 4. 0 ( 1) ( 1) 0= ⇔ + − + =
���� ����
AB AC m m . Kết hợp với 

(*), ta được giá trị m cần tìm là m = 0. 

Bài 10(KA-2011). Cho hàm số 
1

2 1

− +=
−

x
y

x
 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho. 
b) Chứng minh rằng với mọi m đường thẳng = +y x m  luôm cắt đồ thị (C) tại hai điểm phân biệt A và B. 

Gọi 1 2,k k lần lượt là hệ số góc của các tiếp tuyến với (C) tại A và B. Tìm m để tổng 1 2+k k  đạt giá trị nhỏ 

nhất. 
HD�Giải 

a) Khảo sát . . .  

� Tập xác định: 
1

\
2
 =  
 

ℝD  

� Sự biến thiên: 

	 Đạo hàm: / /
2

1 1
,   0,

(2 1) 2

−= < ∀ ≠
−

y y x
x

 

	 Hàm số nghịch biến trên các khoảng 
1

;
2

 −∞ 
 

 và 
1

;
2

 +∞ 
 

 

	 Giới hạn và tiệm cận: 
1

lim lim
2→−∞ →+∞

= = −
x x

y y ; 

tiệm cận ngang: 
1

2
= −y  

1

2

lim
−

 → 
 

= −∞
x

y  và
1

2

lim
+

 → 
 

= +∞
x

y ; tiệm cận 

đứng: 
1

2
=x  

	 Hàm số không có cực trị 
	 Bảng biến thiên:  

1

2
1

2

y

y'

∞

1

2 +∞

∞

+∞

x

 
 

� Đồ thị: 

 

b) Hoành độ giao điểm của : = +d y x m và (C) là nghiệm của phươn trình: 
1

2 1

− ++ =
−

x
x m

x
 

( )(2 1) 1⇔ + − = − +x m x x (do 
1

2
=x không là nghiệm) 22 2 1 0(*)⇔ + − − =x mx m  

Ta có: ( )22' 2 2 1 1 0,∆ = + + = + + > ∀m m m m . Suy ra d luôn cắt (C) tại hai điểm phân biệt với mọi m. 

Gọi 1 2,x x  là nghiệm của (*), ta có: 

( ) ( )
[ ]

2

1 2 1 2 1 2
1 2 22 2

1 2 1 2 1 2

4 8 4 21 1

(2 1) (2 1) 4 2( ) 1

+ − − + +
+ = − − = −

− − − + +

x x x x x x
k k

x x x x x x
 

Theo định lí Vi-ét, ta có: 1 2 1 2

1
, .

2

++ = − = − m
x x m x x . 

Suy ra: 2 2
1 2 4 8 6 4( 1) 2 2+ = − − − = − + − ≤ −k k m m m  

Vậy: 1 2+k k  lớn nhất bằng 2−  khi và chỉ khi 1= −m  

Bài 11(KA-2010). Cho hàm số 3 22 (1 )= − + − +y x x m x m (1), m là tham số 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi 1=m . 
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b) Tìm m đề đồ thị của hàm số (1) cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt có hoành độ 1 2 3, ,x x x  thỏa mãn 

điều kiện 2 2 2
1 2 3 4+ + <x x x . 

HD�Giải 
a) Khi 1=m , ta có 3 22 1= − +y x x  
� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 

	 Chiều biến thiên: y x x y x hoaëc x/ 2 / 43 4 ;   0 0  
3

= − = ⇔ = =  

	 Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ) vaø 4;0   ;
3
 

−∞ +∞ 
 

; nghịch biến trên  khoảng 
4

0;
3

 
 
 

. 

	 Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 
CÑ

x y y0, (0) 1= = = , đạt cực tiểu tại 
4 4 5

,
3 3 27

 = = = − 
 

CTx y y  

	 Giới hạn: lim
→−∞

= −∞
x

y  và lim
→+∞

= +∞
x

y . Đồ thị không có tiệm cận 

	 Bảng biến thiên:  

_5

27

1

4

3 +∞∞

y

y'

x

++

+∞

∞

_ 00

0

 
� Đồ thị: 

5

27

1 4

3

y

x

O

b) Phương trình hoành độ giao điểm: 3 2 22 (1 ) 0 ( 1)( 0− + − + = ⇔ − − − =x x m x m x x x m  

2

1

0(*)

=
⇔  − − =

x

x x m
 

Đồ thị của hàm số (1) cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt khi và chỉ khi phương trình (*) có hai nghiệm 
phân biệt, khác 1. 
Kí hiệu 2( ) 0= − − =g x x x m , 1 2 31; ,=x x x  là các nghiệm của (*) 

Yêu cầu bài toán thỏa mãn khi và chỉ khi: 

m

g m m m

mx x2 2
2 3

0 1 4 0
1(1) 0 0 1 vaø 0
4

1 2 33

 ∆ > + >
 ≠ ⇔ − ≠ ⇔ − < < ≠ 
  + <+ < 

 

Vậy, giá trị cần tìm là  { }1
;0 \ 0

4
 ∈ − 
 

m  

Bài 12(KA-2009). Cho hàm số 
2

2 3

+=
+

x
y

x
   (1) 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1). 
b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số (1), biết tiếp tuyến đó cắt trục hoành, trục tung lần lượt 
tại hai điểm phân biệt A,B và tam giác OAB cân tại gốc tọa độ O. 

HD�Giải 
a) Bạn đọc khảo sát... 

b) Hàm số 
2

2 3

+=
+

x
y

x
. Tập xác định: 

3
\

2
 = − 
 

ℝD . Ta có: 
( )

/
2

1

2 3

−=
+

y
x

 

Phương trình tiếp tuyến d có dạng: /
0 0 0( )( )− = −y y y x x x , với 0x là hoành độ tiếp điểm. 
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Tam giác OAB vuông cân tại O (Nghĩa là tiếp tuyến song song với các đường thẳng = −y x  hoặc =y x ) 

nên hệ số gốc của d bằng 1±
( )

0

2
00

21
1

12 3

= −−⇔ = ± ⇔  = −+ 

x

xx
 

� Với 0 01 1= − ⇒ =x y : Phương trình tiếp tuyến d là: = −y x (loại vì không cắt trục tọa độ tai 2 điểm) 

� Với 0 02 0= − ⇒ =x y : Phương trình tiếp tuyến d là: 2= − −y x (thỏa mãn) 

Vậy, tiếp tuyến cần tìm: 2= − −y x  

Bài 13(KB –  2014). Cho hàm số 3 3 1= − +y x mx  (1), với m là tham số thực. 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi 1=m . 

b) Cho điểm ( )A 2;3  Tìm m để đồ thị của hàm số (1) có hai điểm cực trị B và C sao cho tam giác ABC 

cân tại A. 
HD�Giải 

a) Khi 1=m , ta có: 3 3 1= − +y x x  
� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 

	 Chiều biến thiên: / 2 / 1 1
3 3; 0

1 3

= ⇒ = −
= − = ⇔  = − ⇒ =

x y
y x y

x y
  

	 Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  và (1; )+∞ ; nghịch biến trên  khoảng ( )1;1− . 

	 Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 
CÑ

x y y1, ( 1) 3= − = − = , đạt cực tiểu tại 1, (1) 1= = = −CTx y y  

	 Giới hạn: lim
→−∞

= −∞
x

y  và lim
→+∞

= +∞
x

y  

	 Bảng biến thiên 

 1

 1

3

+∞∞

y

y'

x

++

+∞

∞

_
00

1

 
� Đồ thị 

O
x

y

3

1

1

1

 
b) Ta có: y x m/ 23 3= −   

Đồ thị hàm số (1) có hai cực trị ⇔ phương trình y / 0=  có hai nghiệm phân biệt m 0(*)⇔ >   

Tọa độ các điểm cực trị ( ) ( ) ( )B m m m m BC m m3 3 3;2 1 ,C ; 2 1 2 ; 4− + − + ⇒ = −
����

  

Gọi I là trung điểm của BC, suy ra ( )I 0;1   

Tam giác ABC cân tại A 

m
m

m
AI BC m m

m
m

3

0
0

0. 0 4 8 0 1
1

2
2

 ≥
 =

 = ⇔ = ⇔ − + = ⇔ ⇔  = = ± 

��� ����
  

So với (*), vậy giá trị m cần tìm là m
1
2

=  

Bài 14(KB –  2013). Cho hàm số ( )3 22 3 1 6= − + +y x m x mx  (1), với m là tham số thực. 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi 1= −m . 

b) Tìm m để đồ thị của hàm số (1) có hai điểm cực trị A và B sao cho đường thẳng AB vuông góc với 
đường thẳng 2= +y x . 
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HD�Giải 
a) Khi 1= −m , ta có: 32 6= −y x x  
� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 
	 Chiều biến thiên: / 2 /6 6; 0 1= − = ⇔ =y x y x  hoặc 1= −x  

	 Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  và (1; )+∞ ; nghịch biến trên  khoảng ( )1;1− . 

	 Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 
CÑ

x y y1, ( 1) 4= − = − = , đạt cực tiểu tại 1, (1) 4= = = −CTx y y  

	 Giới hạn: lim
→−∞

= −∞
x

y  và lim
→+∞

= +∞
x

y  

	 Bảng biến thiên: 

x

y'

y

4

+

+∞1

0 0 +

∞

+∞

1

4

∞

 
� Đồ thị: 

1
1

4

4

y

x

O

b) Ta có: ( )/ 26 6 1 6= − + +y x m x m . 

Hàm số (1) có hai điểm cực trị A và B khi và chỉ khi / 0=y  có hai nghiệm phân biệt 

( ) ( )2 2/ 1 4 1 0 1⇔ ∆ = + − = − > ⇔ ≠m m m m (*) 

Mặt khác: ( )/ 20 6 6 1 6 0 1= ⇔ − + + = ⇔ =y x m x m x  hoặc =x m . 

Hai cực trị: ( ) ( )3 21;3 1 ; ; 3− − +A m B m m m . Ta có: ( )31;(1 )= − − ⇒
����
AB m m Hệ số góc của đường thẳng 

AB là ( )2
1= − −ABk m . 

Đường thẳng AB vuông góc với đường thẳng : 2= +d y x  nên có: ( )2
. 1 1 1 0= − ⇔ − = ⇔ =AB dk k m m  

hoăc 2=m . 
So với (*), vậy m cần tìm là 0=m và 2=m . 

Bài 15(KB –  2012). Cho hàm số 3 2 33 3= − +y x mx m  (1), với m là tham số thực. 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m = 1. 

b) Tìm m để đồ thị của hàm số (1) có hai điểm cực trị A và B sao cho tam giác OAB có diện tích bằng 48. 
HD�Giải 

a) Khi  m = 1, ta có: 3 23 3= − +y x x  
� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 
	 Chiều biến thiên: / 2 /3 6 ; 0 0= − = ⇔ =y x x y x  hoặc 2=x  
	 Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ;0)−∞  và (2; )+∞ ; nghịch biến trên  khoảng (0;2) . 

	 Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 
CÑ

x y0, 3= = , đạt cực tiểu tại 2, 1= = −CTx y  

	 Giới hạn: lim
→−∞

= −∞
x

y  và lim
→+∞

= +∞
x

y  

	 Bảng biến thiên:  

3

+

x

y'

y

-∞ +∞0 2

0 0 +

∞

+∞

1
 

� Đồ thị: 
 

1

2

3

O

y

x
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b) Ta có: / 2 /3 6 ; 0 0= − = ⇔ =y x mx y x  hoặc 2=x m  
Đồ thị hàm số có hai cực trị khi và chỉ khi 0  (*)≠m  

Các điểm cực trị của đồ thị là ( ) ( )3 30;3 , 2 ;−A m B m m .  

Suy ra: 33=OA m  và ( , ( )) 2=d B OA m  

Mặt khác, ta có: 448 3 48 2∆ = ⇔ = ⇔ = ±OABS m m , thỏa mãn(*) 

Bài 16(KB-2011). Cho hàm số 4 22( 1) 1= − + +y x m x  (1), m là tham số 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi 1=m . 
b) Tìm m để đồ thị của hàm số (1) có ba điểm cực trị A, B, C sao cho OA = BC, trong đó O là gốc tọa độ, 
A là điểm cực trị thuộc trục tung, B và C là hai điểm cực trị còn lại. 

HD�Giải 
a) Khi 1=m , ta có: 4 24 1= − +y x x  
� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 
	 Chiều biến thiên: 

/ 3 /4 8 ;  0 0= − = ⇔ =y x x y x  hoặc 2= ±x  
	 Hàm số nghịch biến trên các khoảng 

( ); 2−∞ −  và ( )0; 2 ; đồng biến trên các 

khoảng ( )2;0−  và ( )2;+∞  

	 Cực trị: Hàm số đạt cực tiểu tại 

2, 3= ± = −CTx y , đạt cực đại tại 

CÑ
x y0, 1= =  

	 Giới hạn: lim lim
→−∞ →+∞

= = +∞
x x

y y  

	 Bảng biến thiên:  

3

1

3

_ _+ +000

202

+∞+∞

+∞∞

y

y'

x

 
� Đồ thị: 

1

 3

y

xO

2 2

b) Hàm số 4 22( 1) 1= − + +y x m x  

Ta có: / 3 2 /4 4( 1) 4 ( 1); 0 0= − + = − − = ⇔ =y x m x x x m y x  hoặc 2 1= +x m (2) 
Đồ thị hàm số có ba cực trị khi và chỉ khi phương trình (2) có hai nghiệm khác 0 1(*)⇔ > −m  

Khi đó: ( ) ( ) ( )2 20; , 1; 1 , 1; 1− + − − − + − − −A m B m m m C m m m  

Ta có: ( ) ( )0; , 2 1;0= = +
���� ����
OA m BC m . 2 24( 1) 4 4 0 2 2 2= ⇔ = + ⇔ − − = ⇔ = ±OA BC m m m m m  

(thỏa (*)) 

Vậy, giá trị cần tìm: 2 2= +m  hoặc 2 2= −m  

Bài 17(KB-2010). Cho hàm số 
2 1

1

+=
+

x
y

x
 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho. 
b) Tìm m để phương trình đường thẳng 2= − +y x m cắt đồ thị (C) tại hai điểm phân biệt A, B sao cho tam 

giác OAB có diện tích bằng 3 (O là gốc tọa độ). 
HD�Giải 

a) Hàm số 
2 1

1

+=
+

x
y

x
 

� Tập xác định: { }\ 1= −ℝD  
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� Sự biến thiên: 

	 Đạo hàm: / /
2

1
,   0, 1

( 1)
= > ∀ ≠ −

+
y y x

x
 

	 Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ); 1−∞ −  và ( )1;− +∞  

	 Giới hạn và tiệm cận: lim lim 2
→−∞ →+∞

= =
x x

y y ; tiệm cận ngang: 2=y  

  
( )1

lim
−→ −

= +∞
x

y  và
( )1

lim
+→ −

= −∞
x

y ; tiệm cận đứng: 1= −x  

	 Hàm số không có cực trị 
	 Bảng biến thiên:  

2

 1

2

x

∞

+∞

+∞∞

y'

y

++

 
� Đồ thị: 

b) Phương trình hoành độ giao điểm: 
2 1

2
1

+ = − +
+

x
x m

x
 

2 1 ( 1)( 2 )⇔ + = + − +x x x m (do 1=x  không là nghiệm của phương trình) 
22 (4 ) 1 0⇔ + − + − =x m x m (1) 

Ta có: 2 8 0∆ = + >m  với mọi m. Suy ra đường thẳng 2= − +y x m cắt đồ thị (C) tại hai điểm phân biệt A, 

B với mọi m. 
Gọi ( ) ( )1 1 2 2; , ;A x y B x y , với 1 2,x x là các nghiệm của (1); 1 1 2 22 , 2= − + = − +y x m y x m  

Ta có: ( ; )
5

=
m

d O AB  và ( ) ( ) ( )
2

2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

5( 8)
5 20

2

+
= − + − = + − =

m
AB x x y y x x x x  

Theo giả thiết: 
2 81

( ; ). 3 2
2 4∆

+
= = = ⇔ = ±OAB

m m
S d O AB AB m  

Vậy, giá trị cần tìm là: 2=m  hoặc 2= −m . 

Bài 18(KB-2009). Cho hàm số 4 22 4= −y x x    (1) 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) 

b) Với các giá trị nào của m, phương trình 2 2 2− =x x m  có đúng 6 nghiệm thực phân biệt. 

HD�Giải 
a) Hàm số 4 22 4= −y x x  
� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 
	 Chiều biến thiên: / 3 /8 8 ;    0 0= − = ⇔ =y x x y x  hoặc 1= ±x  

	 Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ); 1−∞ −  và ( )0;1 ; đồng biến trên các khoảng ( )1;0−  và ( )1;+∞  

	 Cực trị: Hàm số đạt cực tiểu tại ( )1, 1 2= ± = ± = −CTx y y , đạt cực đại tại ( )CÑ
x y y0, 0 0= = =  

	 Giới hạn: lim lim
→−∞ →+∞

= = +∞
x x

y y  
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	 Bảng biến thiên:  

2

0

2

_ _+ +000

101

+∞+∞

+∞∞

y

y'

x

 
� Đồ thị: 

1 1

y

xO
2 2

 
b) Ta có: 2 2 2− =x x m  (*) 

4 22 2 2⇔ − =x x m . Đây là phương trình hoành độ giao điểm của đường cong (C): 4 22 2= −y x x  và 

đường thẳng : 2=d y m . 
Phương trình (*) có đúng 6 nghiệm thực phân biệt khi và chỉ khi đường thẳng : 2=d y m cắt đồ thị hàm 

số 4 22 2= −y x x  tại 6 điểm phân biệt. 

Đồ thị hàm số 4 22 2= −y x x  và đường thẳng : 2=d y m  

y = 2m

2

1 1

y

xO
2 2

 
Dựa vào đồ thị, yêu cầu bài toán thỏa mãn khi và chỉ khi: 0 2 2 0 1< < ⇔ < <m m  

Bài 19(KD – 2014). Cho hàm số 3 3 2  (1)= − −y x x  
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số (1) 
b) Tìm tọa độ điểm M thuộc (C) sao cho tiếp tuyến của (C) tại M có hệ số góc bằng 9. 

HD�Giải 
a) Hàm số 3 3 2= − −y x x  
� Tập xác định: = ℝD  

� Sự biến thiên    	 Chiều biến thiên: / 2 / 1 0
3 3; 0

1 4

= ⇒ =
= − = ⇔  = − ⇒ = −

x y
y x y

x y
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	 Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  và (1; )+∞ ; nghịch biến trên  khoảng ( )1;1− . 

	 Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 
CÑ

x y y1, ( 1) 0= − = − = , đạt cực tiểu tại 1, (1) 4= = = −CTx y y  

	 Giới hạn: lim
→−∞

= −∞
x

y  và lim
→+∞

= +∞
x

y  

	 Bảng biến thiên 

 1

 4

0

+∞∞

y

y'

x

++

+∞

∞

_
00

1

 
� Đồ thị 

2

4

O x

y

11

 

b) Ta có: ( )M C M a a a3( ) ; 3 2∈ ⇒ − −   

Hệ số góc của tiếp tuyến tại M bằng 9 y a a a/ 2( ) 9 3 3 9 2⇔ = ⇔ − = ⇔ = ±   

Vậy tạo độ điểm M thỏa YCBT là ( )M 2;0  hoặc ( )M 2; 4− −  

Bài 20(KD – 2013). Cho hàm số ( )3 22 3 1 1= − + − +y x mx m x  (1), với m là tham số thực. 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m = 1. 

b) Tìm m để đường thẳng 1= − +y x cắt đồ thị hàm số (1) tại ba điểm phân biệt 

HD�Giải 
a) Khi 1=m , ta có: 3 22 3 1= − +y x x  
� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 
	 Chiều biến thiên: / 2 /6 6 ; 0 0= − = ⇔ =y x x y x  hoặc 1=x  

	 Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ;0)−∞  và (1; )+∞ ; nghịch biến trên  khoảng ( )0;1 . 

	 Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 
CÑ

x y y0, (0) 1= = = , đạt cực tiểu tại 1, (1) 0= = =CTx y y  

	 Giới hạn: lim
→−∞

= −∞
x

y  và lim
→+∞

= +∞
x

y  

	 Bảng biến thiên: 

0x

y'

y

1
+

+∞1

0 0 +

∞

+∞

0

∞

 
� Đồ thị: 

1

1

y

x

O

 
b) Phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số (1) với đường thẳng 1= − +y x  là: 
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( )3 2

2

0
2 3 1 1 1

( ) 2 3 0 (*)

=
− − + = − + ⇔  = − + =

x
x mx m x x

g x x mx m
 

Yêu cầu bài toán ⇔ phương trình (*) có hai nghiệm phân biệt khác 0 ( ) 0

(0) 0

∆ >
⇔ 

≠

g x

g
 

29 8 0
0

0

 − >
⇔ ⇔ < ≠

m m
m

m
 hoặc 

9

8
>m  

Bài 21(KD – 2012). Cho hàm số ( )3 2 22 2
2 3 1

3 3
= − − − +y x mx m x  (1), với m là tham số thực. 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m = 1. 

b) Tìm m để đồ thị của hàm số (1) có hai điểm cực trị 1x và 2x  sao cho ( )1 2 1 22 1+ + =x x x x . 

HD�Giải 

a) Khi  m = 1, ta có: 3 22 2
4

3 3
= − − +y x x x  

� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 
	 Chiều biến thiên: / 2 /2 2 4;   0 1= − − = ⇔ = −y x x y x  hoặc 2=x  
	 Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  và (2; )+∞ ; nghịch biến trên  khoảng ( 1;2)− . 

	 Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 
CÑ

x y1, 3= − = , đạt cực tiểu tại 2, 6= = −CTx y  

	 Giới hạn: lim
→−∞

= −∞
x

y  và lim
→+∞

= +∞
x

y  

	 Bảng biến thiên:  

6

1

+∞

∞

+00

2 +∞-∞

y

y'

x

+

3

 
� Đồ thị: 
 

1

6

2

3

O

y

x

 
b) Ta có: ( )2 2' 2 2 2 3 1= − − −y x mx m .  

Đồ thị hàm số có hai cực trị khi và chỉ khi phương trình ' 0=y  có hai nghiệm phân biệt 

2 2 13
13 4 0

13
⇔ − > ⇔ >m m  hoặc 

2 13
(*)

13
<m  

Ta lại có: 1 2+ =x x m  và 2
1 2 1 3= −x x m , do đó 

( )1 2 1 22 1+ + =x x x x m m m hoaëc m2 21 3 2 1 0  
3

⇔ − + = ⇔ = =  

So với (*), ta được 
2

3
=m . 

Bài 22(KD-2011). Cho hàm số 
2 1

1

+=
+

x
y

x
 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho. 
b) Tìm k để đường thẳng 2 1= + +y kx k cắt đồ thị (C) tại hai điểm phân biệt A, B sao cho khoảng cách từ 
A và B đến trục hoành bằng nhau. 
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HD�Giải 
a) Bạn đọc khảo sát 
b) Gọi : 2 1= + +d y kx k . Hoành độ giao điểm của d và (C) là nghiệm của phương trình: 

( )2 1
2 1 2 1 ( 1) 2 1

1

++ + = ⇔ + + + = +
+

x
kx k kx k x x

x
(do 1= −x  không là nghiệm) 

2 (3 1) 2 0  (1)⇔ + − + =kx k x k  
Đường thẳng d cắt (C) tại hai điểm phân biệt A và B khi và chỉ khi phương trình (1) có hai nghiệm phân 

biệt 
kkk

k k k k
2

000
0 6 1 0 3 2 2 hoaëc 3 2 2

 ≠ ≠ ≠  ⇔ ⇔ ⇔  
∆ > − + > < − > +   

  (*) 

Khi đó: ( ) ( )1 1 2 2; 2 1 , ; 2 1+ + + +A x kx k B x kx k , 1 2,x x  là nghiệm của (1) 

Ta có: 1 2( , ) 2 1 ; ( , ) 2 1= = + + = = + +A Bd A Ox y kx k d B Ox y kx k  

( , ) ( , )=d A Ox d B Ox ( )
1 2

1 2
1 2

2 1 2 1
2 1 2 1

2 1 2 1

+ + = + +
⇔ + + = + + ⇔  + + = − + +

kx k kx k
kx k kx k

kx k kx k

1 2
1 2

1 2

( ) 0
( ) 4 2 0

( ) 4 2 0

− =
⇔ ⇔ + + + = + + + =

k x x
k x x k

k x x k
(do 1 2≠x x ) 

Áp dụng định lí Vi-ét đối với (1), ta có: 1 2

(3 1)− −+ = k
x x

k
. 

Suy ra: (1 3 ) 4 2 0 3− + + = ⇔ = −k k k (thỏa (*)) 
Vậy, giá trị cần tìm là 3= −k  

Bài 23(KD-2010). Cho hàm số 4 2 6= − − +y x x   
a)  Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho. 

b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng 
1

1
6

= −y x .  

HD�Giải 
� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 
	 Chiều biến thiên: / 3 24 2 2 (2 1)= − − = − +y x x x x . Cho / 0 0= ⇔ =y x  

	 Hàm số đồng biến trên khoảng ( );0−∞ ; nghịc biến trên các khoảng ( )0;+∞  

	 Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 
CÑ

x y y0, (0) 6= = =  

	 Giới hạn: lim lim
→−∞ →+∞

= = −∞
x x

y y  

	 Bảng biến thiên:  

∞∞

6

0

+∞∞

y'

y

x 0
_+

 
� Đồ thị: 

6

y

xO

2 2

 
b) Phương trình tiếp tuyến d có dạng: /

0 0 0( )( )− = −y y y x x x , với 0x là hoành độ tiếp điểm 
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Ta có: d vuông góc với đường thẳng 
1

1
6

= −y x  nên hệ số góc của d là bằng 6− . 

Do đó: / 3 2
0 0 0 0( ) 6 4 2 6 1= − ⇔ − − = − ⇔ =y x x x x  

Với 0 01 4= ⇒ =x y : Phương trình tiếp tuyến là: 6( 1) 4 hay 6 10= − − + = − +y x y x  

Bài 24(KD-2009). Cho hàm số 4 2(3 2) 3= − + +y x m x m , có đồ thị ( )mC , m là tham số 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi 0=m  
b) Tìm m để đường thẳng 1= −y cắt đồ thị ( )mC tại bốn điểm phân biệt có hoành độ nhỏ hơn 2. 

HD�Giải 
a) Bạn đọc khảo sát (Xem bài 15 KB _ 2009) 
b) Phương trình hoành độ giao điểm của ( )mC  và đường thẳng 1= −y : 4 2(3 2) 3 1− + + = −x m x m  

Đặt 2 , 0= ≥t x t : Phương trình trở thành: t m t m t t m2 (3 2) 3 1 0 1 hoaëc 3 1− + + + = ⇔ = = +  

Yêu cầu của bài toán tương đương: 
1

0 3 1 4 1
3

3 1 1
0

< + < − < < ⇔ + ≠  ≠

m m

m
m

 

Vậy, giá trị cần tìm là: { }1
;1 \ 0

3
 ∈ − 
 

m  

Bài 25(CĐ – năm 2014). Cho hàm số 3 23 1= − + −y x x  (1) 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số (1) 
b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm thuộc (C) có hoành độ bằng 1. 

HD�Giải 
a) Hàm số 3 23 1= − + −y x x  
� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 

	 Chiều biến thiên: / 2 / 0 1
3 6; 0

2 3

= ⇒ = −
= − + = ⇔  = ⇒ =

x y
y x y

x y
  

	 Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ;0)−∞  và (0; )+∞ ; đồng biến trên  khoảng ( )0;2 . 

	 Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 
CÑ

x y y2, (2) 3= = = , đạt cực tiểu tại 0, (0) 1= = = −CTx y y  

	 Giới hạn: lim
→−∞

= +∞
x

y  và lim
→+∞

= −∞
x

y  

	 Bảng biến thiên 

+∞

 ∞

x

y'

y

 ∞ +∞

1

2

0 0+ __

3

0

 
� Đồ thị 

O x

y

3

1

2

 
b) Hệ số góc của tiếp tuyến là y / (1) 3=   

Khi x y1 1= ⇒ = . Tọa độ tiếp điểm ( )M 1;1   

Phương trình tiếp tuyến d y x: 3 2= −   

Bài 26(CĐ – năm 2013). Cho hàm số 
2 1

1

+=
−

x
y

x
 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho 
b) Gọi M là một điểm thuộc (C) có tung độ bằng 5. Tiếp tuyến của (C) tại M cắt các trục tọa độ Ox và Oy 
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lần lượt tại A và B. Tính diện tích của tam giác OAB 
HD�Giải 

a) Hàm số 
2 1

1

+=
−

x
y

x
 

� Tập xác định: { }\ 1= ℝD  

� Sự biến thiên: 

	 Đạo hàm: / /
2

3
,   0, 1

( 1)
= − < ∀ ≠

−
y y x

x
 

	 Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( );1−∞  và 

( )1;+∞  

	 Giới hạn và tiệm cận: lim lim 2
→−∞ →+∞

= =
x x

y y ; tiệm 

cận ngang: 2=y  

1
lim

−→
= −∞

x
y  và

1
lim

+→
= +∞

x
y ; tiệm cận đứng: 

1=x  
	 Hàm số không có cực trị 
	 Bảng biến thiên:  

1

+∞

∞ 2

2

+∞∞

y

y'

x

 

� Đồ thị: 

 

b) Gọi ( );5M m . Ta có: ( ) ( )2 1
5 2 2;5

1

+∈ ⇔ = ⇔ = ⇒
−

m
M C m M

m
 

Phương trình tiếp tuyến d của (C) tại M là: ( )/ (2) 2 5= − +y y x  hay d: 3 11= − +y x  

Đường thẳng d cắt Ox tại 
11

;0
3

 
 
 

A  và cắt Oy tại ( )0;11B  

Ta có: 
11

, 11
3

= =OA OB . Diện tích tam giác OAB là: 
1 1 11 121

. . .11
2 2 3 6

= = =S OAOB  

Bài 27(CĐ – năm 2012). Cho hàm số 
2 3

(1)
1

+=
+

x
y

x
 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) 
b) Viết phương trình tiếp tuyến d của đồ thị hàm số (1), biết rằng d vuông góc với đường thẳng 2= +y x . 

HD�Giải 
a) Khảo sát . . .  
� Tập xác định: { }\ 1= −ℝD  

� Sự biến thiên: 

	 Đạo hàm: 
2

1
' , ' 0, 1

( 1)

−= < ∀ ≠ −
+

y y x
x

 

	 Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  và ( 1; )− +∞  

	 Giới hạn và tiệm cận: lim lim 2
→−∞ →+∞

= =
x x

y y ; tiệm cận ngang: 2=y  
( 1) ( 1)

lim ; lim
− +→ − → −

= −∞ = +∞
x x

y y .Tiệm cận 

đứng: 1= −x  
	 Hàm số không có cực trị 
	 Bảng biến thiên:  
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1

+∞

∞ 2

2

+∞∞

y

y'

x

 
� Đồ thị: 

 
b) Phương trình tiếp tuyến d có dạng: 0 0 0'( )( )− = −y y y x x x , với 0x là hoành độ tiếp điểm 

Ta có: d vuông góc với đường thẳng 2= +y x  nên hệ số góc của d là bằng 1− . 

Do đó: 0
0 2

00

01
'( ) 1 1

2( 1)

=−= − ⇔ = − ⇔  = −+ 

x
y x

xx
 

� Với 0 0=x : Phương trình tiếp tuyến là: 3= − +y x  

� Với 0 2= −x : Phương trình tiếp tuyến là: 1= − −y x  

Bài 28(CĐ-2011). Cho hàm số 3 21
2 3 1

3
= − + − +y x x x  

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho. 
b)Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại giao điểm của (C) với trục tung.  

HD�Giải 
a) Bạn đọc khảo sát 

b) 3 2 21
2 3 1; ' 4 3

3
= − + − + = − + −y x x x y x x   

Phương trình tiếp tuyến d có dạng: 0 0 0'( )( )− = −y y y x x x , với 0x là hoành độ tiếp điểm 

Tọa độ giao điểm của (C) với trục tung là (0;1)  

Hệ số góc của tiếp tuyến là / (0) 3= −y  
Vậy, phương trình tiếp tuyến là: 3 1= − +y x  

Bài 29(CĐ-2010). Cho hàm số 3 23 6= + −y x x   
a)  Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho. 
b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có hoành độ bằng 1− .  

HD�Giải 
a) Hàm số 3 23 6= + −y x x   
� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 
	 Chiều biến thiên: / 2 /3 4 ;    0 0= + = ⇔ =y x x y x  hoặc 2= −x  

	 Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ); 2−∞ −  và ( )0;+∞ ; nghịch biến trên  khoảng ( )2;0− . 

	 Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 
CÑ

x y y2, ( 2) 3= − = − = , đạt cực tiểu tại ( )0, 0 1= = = −CTx y y  
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	 Giới hạn: lim
→−∞

= −∞
x

y  và lim
→+∞

= +∞
x

y . Đồ thị không có tiệm cận 

	 Bảng biến thiên:  

 1

3

0 +∞∞

y

y'

x

++

+∞

∞

_ 00

2

 
� Đồ thị: 

 2

 1

3

y

x

O

 
b) Phương trình tiếp tuyến d có dạng: /

0 0 0( )( )− = −y y y x x x , với 0 1= −x là hoành độ tiếp điểm 

Ta có: 0 ( 1) 1= − =y y , hệ số góc của tiếp tuyến là: / ( 1) 3= − = −k y  

Vậy, phương trình tiếp tuyến d: 3( 1) 1 hay 3 2= − + + = − −y x y x  

Bài 30(CĐ-2009). Cho hàm số 3 2(2 1) (2 ) 2= − − + − +y x m x m x  (1), m là tham số 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số (1) khi 2=m . 
b) Tìm các giá trị của m để hàm số (1) có cực đại, cực tiểu và các điểm cực trị của đồ thị hàm số (1) có 
hoành độ dương. 

HD�Giải 
a) Khi 2=m , hàm số (1) trở thành: 3 23 2= − +y x x  
� Tập xác định: = ℝD  
� Sự biến thiên 
	 Chiều biến thiên: / 2 /3 6 ;   0 0= − = ⇔ =y x x y x  hoặc 2=x  

	 Hàm số đồng biến trên các khoảng ( );0−∞  và ( )2;+∞ ; nghịch biến trên  khoảng ( )0;2 . 

	 Cực trị: Hàm số đạt cực đại tại 
CÑ

x y y0, (0) 2= = = , đạt cực tiểu tại ( )2, 2 2= = = −CTx y y  

	 Giới hạn: lim
→−∞

= −∞
x

y  và lim
→+∞

= +∞
x

y . Đồ thị không có tiệm cận 

	 Bảng biến thiên:  

 2

2

0 +∞∞

y

y'

x

++

+∞

∞

_ 00

2

 
� Đồ thị: 
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 2

2

 1

2

y

xO

 
b) Hàm số 3 2(2 1) (2 ) 2= − − + − +y x m x m x  (1). Tập xác định: = ℝD  

Ta có: / 23 2(2 1) 2= − − + −y x m m  
Hàm số (1) có cực đại, cực tiểu và các điểm cực trị của đồ thị hàm số (1) có hoành độ dương khi và chỉ 
khi phương trình / 0=y có hai nghiệm dương phân biệt: 

Yêu cầu bài toán 

/ 2(2 1) 3(2 ) 0

2(2 1) 5
0 2

3 4
2

0
3


∆ = − − − >
 −⇔ = > ⇔ < <


− = >

m m

m
S m

m
P

 

Bài 31(KB-2008). Cho hàm số 3 24 6 1= − +y x x  (1) 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) 
b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số (1), biết rằng tiếp tuyến đó đi qua điểm ( )1; 9− −M . 

HD�Giải 
a) Bạn đọc khảo sát 
b) Đường thẳng ( )∆ với hệ số góa k và đi qua điểm ( )1; 9− −M  có phương trình: 9= + −y kx k  

( )∆ là tiếp tuyến của đồ thị hàm số (1) khi và chỉ khi hệ phương trình sau phải có nghiệm:  
3 2

2

4 6 1 9  (2)

12 12                   (3)

 − + = + −


− =

x x kx k

x x k
 Thay k từ (3) và (2), ta được: 

( )3 2 2 2 24 6 1 12 12 12 12 9 ( 1) (4 5) 0 1− + = − + − − ⇔ + − = ⇔ = −x x x x x x x x x x  hoặc 
4

5
=x  

� Với 0 1 24= − ⇒ =x k : Phương trình tiếp tuyến ( )∆  là: 24 15= +y . 

� Với 0

15
2

4
= − ⇒ =x k : Phương trình tiếp tuyến ( )∆  là: 

15 21

4 4
= −y x . 

Bài 32(KD-2008). Cho hàm số 3 23 4= − +y x x  (1) 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) 
b) Chứng minh rằng mọi đường thẳng đi qua điểm ( )1;2I  với hệ số góc k ( 3)> −k đều cắt đồ thị của 

hàm số (1) tại ba điểm phân biệt I, A, B đồng thời I là trung điểm của đoạn AB.  
HD�Giải 

a) Bạn đọc khảo sát 
b) Gọi (C) là đồ thị của hàm số (1). Ta nhận thấy: Điểm ( )1;2I  thuộc (C) 

Đường thẳng ( )∆ với hệ số góa k và đi qua điểm ( )1;2I  có phương trình: 2= − +y kx k  

Hoành độ giao điểm (C) và đường thẳng ( )∆ là nghiệm của phương trình: 
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( ) x
x x kx k x x x k

x x k

3 2 2
2

1 (öùng vôùi giao ñieåm I)
3 4 2 ( 1) 2 ( 2) 0

2 ( 2) 0  (*)
 =

− + = − + ⇔ − − − + = ⇔ 
− − + =

 

Phương trình (*), có / 3 0∆ = + >k (do 3> −k ) và 1=x  không là nghiệm của (*). 
Suy ra ( )∆  luôn cắt (C) tại ba điểm phân biệt ( ) ( ) ( ); , ; , ;I I A A B BI x y A x y B x y , với ,A Bx x là nghiệm của 

(*). Ta lại có: 2 2+ = =A B Ix x x  và I, A, B cùng thuộc ( )∆ nên I là trung điểm của đoạn AB.  

Bài 33(CĐ-2008). Cho hàm số 
1

=
−
x

y
x

 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho. 
b) Tìm m để đường thẳng : = − +d y x m  cắt đồ thị (C) tại hai điểm phân biệt. 

HD�Giải 
a) Tự khảo sát 

b) Phương trình hoành độ giao điểm của d và (C) là nghiệm của phương trình: 
1

= − +
−
x

x m
x

 

2 0⇔ − + =x mx m  (1) (do 1=x  không là nghiệm) 
đường thẳng : = − +d y x m  cắt đồ thị (C) tại hai điểm phân biệt khi và chỉ khi phương trình (1) có hai 

nghiệm phân biệt m m m m2 4 0 4 hoaëc 0⇔ ∆ = − > ⇔ > <  

Bài 34(ĐH-CĐKA-2002). Cho hàm số 3 2 2 3 23 3(1 )= − + + − + −y x mx m x m m  (1) (m là tham số) 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) hàm số (1) khi 1=m . 
b) Tìm k để phương trình 3 2 3 23 3 0− + + − =x x k k có ba nghiệm phân biệt 
c) Viết phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số (1). 

HD�Giải 
a) Bạn đọc khảo sát 
b) Ta có: 3 2 3 2 3 2 3 23 3 0 3 3− + + − = ⇔ − + = − +x x k k x x k k  
Đây là phương trình hoành độ của đồ thị (C): 3 23= − +y x x  và đường thẳng d: 3 23= − +y k k  
Dựa vào đồ thị, ta nhận thấy đường thẳng d cắt đồ thị (C) tại ba điểm phân biệt khi và chỉ khi 

3 2

2 2

0 3 0 3 1 3
0 3 4

0; 2( 1)( 4 2) 0 ( 1)( 2) 0

≠ < ≠ < − < <  
< − + < ⇔ ⇔ ⇔   ≠ ≠+ − + > + − >  

k k k
k k

k kk k k k k
 

c) 2 23 6 3(1 )= − + + −y x mx m . Ta có: / 2 2 /9 9 9 9 0 0∆ = + − = > ⇒ =m m y  luôn có hai nghiệm phân biệt 

1

2

1

1

= −
 = +

x m

x m
 và /

y  đổi dấu khi qua các nghiệm đó nên hàm số đạt cực trị tại 1 2,x x . 

Hai điểm cực trị ( ) ( )2 21; 3 2 , 1; 3 2− − + − + − + +A m m m B m m m  

Vậy, đường thẳng đi qua A và B: 
2

21 3 2
2

2 4

− + + − += ⇔ = − +x m y m m
y x m m  

Bài 35(ĐH-CĐKB-2002). Cho hàm số ( )4 2 29 10= + − +y mx m x  (1), (m là tham số) 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số (1) khi 1=m  
b) Tìm m để hàm số (1) có ba cực trị. 

HD�Giải 
a) Bạn đọc khảo sát 

b) ( )4 2 29 10= + − +y mx m x . Tập xác định: = ℝD  

( ) ( )/ 3 2 2 2 /

2 2

0
4 2 9 2 2 9 , 0

2 9 0

=
= + − = + − = ⇔  + − =

x
y mx m x x mx m y

mx m
 

Đặt 2 2( ) 2 9= + −g x mx m  

Hàm số có ba cực trị khi và chi khi phương trình / 0=y có ba nghiệm phân biệt khi và chỉ khi ( ) 0=g x  
có hai nghiệm phân biệt khác 0. 
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YCBT ( )2

2

0
0

3 3
2 9 0

0 3 0 3
(0) 0

9 0

 ≠≠ 
< − < −  ⇔ ∆ = − − > ⇔ ⇔  < < < <  ≠  − ≠

m
m

m m
m m

m m
g

m

 

Bài 36(ĐH-CĐKD-2002). Cho hàm số 
2(2 1)

1

− −=
−

m x m
y

x
 (1), (m là tham số) 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) hàm số (1) khi 1= −m  
b) Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đường cong (C) và hai trục tọa độ 
c) Tìm m để đồ thị hàm số (1) tiếp xúc với đường thẳng =y x  

HD�Giải 
a) Bạn đọc khảo sát 

b) Diện tích cần tính: 
00 0 0

1
1 1 1

3
3 3 3

3 1 1 4
3 4 3. 4 ln 1 1 4 ln

1 1 3 3−− − −

− − = = − − = − − − = − + − − 
∫ ∫ ∫

x dx
S dx dx x

x x
 

c) 
2(2 1)

( )
1

− −= =
−

m x m
y f x

x
. Tập xác định { }\ 1= ℝD . ( )= =y g x x  

YCB

2 2

2 2/ /

2 2

(2 1) ( )
0(1)

( ) ( ) 1 1

2( )( 1) ( ) 2( )( 1) ( )( ) ( )
0 0(2)

( 1) ( 1)

 − − − −= = = − − ⇔ ⇔ ⇔  − − − + − − − − + −=  = =
 − − 

m x m x m
x

f x g x x x

x m x x m x m x x mf x g x

x x

 

Từ (1), ta có 
1

=
 ≠

x m

x
. Thay vào (2), nhận thấy thỏa mãn. Vậy: 1≠m  thì thảo ycbt. 

Bài 37(ĐH-CĐKB-2003). Cho hàm số 3 23= − +y x x m  (1) (m là tham số) 
a) Tìm m để đồ thị hàm số (1) có hai điểm phân biệt đối xứng với nhau qua gốc tọa độ 
b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) hàm số (1) khi 2=m  

HD�Giải 
a) Hàm số 3 23= − +y x x m . Tập xác định: = ℝD  
Đồ thị hàm số (1) có hai điểm phân biệt đối xứng nhau qua gốc tọa độ 

0 00

3 2 3 2 2
0 0 0 0 0 0 0

0 00
0

( ) ( ) 3 ( ) 3( ) 3

≠ ≠≠   ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ >  
 = − − − + = − − − − + =   

x xx
m

y x y x x x m x x m x m
 

b) Bạn đọc khảo sát 

Bài 38(ĐH-CĐKB-2004). Cho hàm số 3 21
2 3

3
= − +y x x x  (1) có đồ thị (C) 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số (1) 
b) Viết phương trình tiếp tuyến ( )∆ của (C) tại điểm uốn (tại điểm mà đạo hàm cấp hai bằng không) và 
chứng minh rằng ( )∆ là tiếp tuyến của (C) có hệ số góc nhỏ nhất. 

HD�Giải 
a) Bạn đọc khảo sát 

b) Hàm số 3 21
2 3

3
= − +y x x x  .Tập xác định: = ℝD  

/ 2 / / / /4 3, 2 4; 0 2= − + = − = ⇔ =y x x y x y x . Điểm uốn 
2

2;
3

 
 
 

I  

Hệ số góc của tiếp tuyến là: / (2) 1= −y  

Vậy trình tiếp tuyến ( )∆ của (C) tại điểm uốn của đồ thị (C) là: 
2 8

1( 2)  hay 
3 3

= − − + = − +y x y x  

Hệ số góc tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có hoành độ x  là: 
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/ 2 2 / /4 3 ( 2) 1 1 ( ) (2),= − + = − − ≥ − ⇒ > ∀y x x x y x y x  
Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 2=x (là hoành độ của điểm uốn) 
Do đó tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm uốn có hệ số góc nhỏ nhất. 

Bài 39(ĐH-CĐKD-2005). Gọi ( )mC là đồ thị của hàm số 3 21 1

3 2 3
= − +m

y x x  (*), (m là tham số) 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị 2( )C  hàm số (*) khi 2=m  

b) Gọi M là điểm thuộc ( )mC có hoành độ bằng 1− . Tìm m để tiếp tuyến của ( )mC tại điểm M song song 

với đường thẳng 5 0− =x y . 

HD�Giải 
a) Bạn đọc khảo sát 

b) Hàm số 3 21 1

3 2 3
= − +m

y x x  . Tập xác định: = ℝD  

Ta có: 2= −y x mx . Điểm M thuộc ( )mC  có hoành độ 1−  là 1;
2

 − − 
 

m
M  

Tiếp tuyến tại điểm M của ( )mC là: / 2
( ) : ( 1)( 1) ( 1)

2 2

+∆ + = − + ⇔ = + +m m
y y x y m x  

( )∆ song song với 
1 5

: 5 0(hay 5 ) 4
2 0

+ =
− = = ⇔ ⇔ = + ≠

m
d x y y x m

m
 

Bài 40.  
a) Khảo sát và vẽ đồ thị (C) của hàm số 3 26 9= − +y x x x  
b) Viết phương trình tiếp tuyến tại điểm uốn của đồ thị (C) 
c) Với giá trị nào của tham số m, đường thẳng 2= + −y x m m  đi qua trung điểm của đoạn nối hai điểm 
cực đại và cực tiểu của đồ thị (C). 

HD�Giải 
a) Bạn đọc khảo sát 
b) Điểm uốn (2;2)I , / (2) 3= −y  
Phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm uốn: 2 3( 2) hay 3 8− = − − = − +y x y x  

c) Điểm cựa đại ( )1;4A , điểm cực tiểu ( )3;0B . Trung điểm đoạn nối hai điểm cực đại, cực tiểu là điểm 

uốn (2;2)I . 

Đường thẳng 2= + −y x m m  đi qua (2;2)I m m m m22 2 0 hoaëc 1⇔ = + − ⇔ = =  

Bài 41. Cho hàm số 4 21 7

4 2
y x x= −  có đồ thị ( ).C  Có bao nhiêu điểm A  thuộc ( )C  sao cho tiếp tuyến 

của ( )C  tại A  cắt ( )C  tại hai điểm phân biệt 1 1 2 2( ; ), ( ; )M x y N x y (M,N khác A) thỏa mãn 

1 2 1 26( )?y y x x− = −  

HD�Giải 

Gọi ∆  là tiếp tuyến của (C) tại điểm A.  Ta có: ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2; ;6( )NM x x y y x x x x= − − = − −
�����

 là một vtcp 

của ∆ .  

Hệ số góc của ∆  là  6k = , suy ra: 3 3
1 2 37 6 7 6 0 3; 1; 2x x x x x x x− = ⇔ − − = ⇔ = = − = −  

∆  cắt ( )C  tại hai điểm phân biệt 1 1 2 2( ; ), ( ; )M x y N x y (M,N khác A) do đó ( )C∆ ∩  có ba nghiệm phân 

biệt. 


  Với 1

117
3 : 6

4
x y x= ⇒ ∆ = − . Ta có: 4 21 7

4 2
x x− = 117

6
4

x −  

4 2 2 214 24 117 0 ( 3) ( 6x 13) 0x x x x x⇔ − − + = ⇔ − + + = có duy nhất một nghiệm không thỏa ycbt. 
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  Với 2

11
1 : 6

4
x y x= − ⇒ ∆ = + . Ta có: 4 21 7

4 2
x x− = 11

6
4

x +  

4 2 2 214 24 11 0 ( 1) ( 2 11) 0x x x x x x⇔ − − − = ⇔ + − − = có ba nghiệm phân biệt thỏa ycbt. 


  Với 3 2 : 6 2x y x= − ⇒ ∆ = + . Ta có: 4 21 7

4 2
x x− = 6 2x + 4 214 24 8 0x x x⇔ − − − =  

2 2( 2) ( 4 2) 0x x x⇔ + − − = có ba nghiệm phân biệt thỏa ycbt .  
Vậy trên (C) có hai điểm để tiếp tuyến tại đó thỏa mãn ycbt. 
Cách khác: 


 Nhận xét đây là hàm số trùng phương có hệ số 0a > . 


 Ta có 3 7y x x′ = − . 

0

0 7

7

x

y x

x

=
′ = ⇔ = −
 =

 suy ra hàm số có ba cực trị. 


 Phương trình tiếp tuyến của (C) tại ( )0 0;A x y  (là đường thẳng qua hai điểm ,M N ) có hệ số góc: 

1 2

1 2

6
y y

k
x x

−= =
−

. Do đó để tiếp tuyến tại ( )0 0;A x y  có hệ số góc 6 0k = >  và cắt ( )C  tại hai điểm phân 

biệt ( ) ( )1 1 2 2; , ;M x y N x y thì 07 0x− < <  và 0

21

3
x ≠ −  (hoành độ điểm uốn) . 


 Ta có phương trình: ( )0 6y x′ = 3
0 07 6 0x x⇔ − − =

0

0

0

2

1

3 ( )

x

x

x l

= −
⇔ = −
 =

. 

Vậy có 2 điểm A  thỏa yêu cầu. 

Bài 42. Ông A  dự định sử dụng hết 26,5m  kính để làm một bể cá bằng kính có dạng hình hộp chữ nhật 
không nắp, chiều dài gấp đôi chiều rộng (các mối ghép có kích thước không đáng kể) . Bể cá có dung tích 
lớn nhất bằng bao nhiêu (kết quả làm tròn đến hàng phần trăm) ? 

HD�Giải 
Gọi chiều rộng của bể là ( 0)x x > . Suy ra chiều dài của bể là 2x . 

Ta có: = = + =22 , 2( 2 ) 6
ñaùy xq
S x S xh xh xh  và = 22V x h   

Theo giả thiết, ta có:  
2

2 213 13 4
2 6 4 12 13

2 12

x
x xh x xh h

x

−+ = ⇔ + = ⇒ =  

2
2 (13 4 )

2 .
12

x
V x

x

−
⇒ =  ( )21

13 4
6

x x= − .  

Do 0h > , 0x >  nên 213
2 0

2
x− > 13

0
2

x⇔ < < (*). 

Xét: 2 21 2 1 39
' (13 4 ) ( 8 ) (13 12 ) 0

6 6 6 6
V x x x x x= − + − = − = ⇔ =  (do 

(*)). 
 

 
Bảng biến thiên 

 

3
max

39 13 39
1,50

6 54
V V m

 
= = ≈  

 
 

Bài 43. Cho hàm số 
1

2

x
y

x

−=
+

 có đồ thị ( ).C  Gọi I là giao điểm của hai tiệm cận của ( ).C  Xét tam giác 

đều ABI có hai đỉnh A, B thuộc ( ),C  đoạn thẳng AB có độ dài bằng bao nhiêu ? 

HD�Giải 
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Ta có: 
1 2 3 3 3

1 1
2 2 2 2

x x
y y

x x x x

− + −= = = − ⇔ − = −
+ + + +

  

đặt 
3

1, 2Y y X x Y
X

= − = + ⇒ = −  tức ta đã chuyển gốc 

tọa độ về  

giao của hai tiệm cận gọi ,A B   là hai điểm thuộc (C) thỏa 

đk đầu bài và J là  

trung điểm AB thì IA, IB đối xứng nhau qua IJ . Nếu A, B 

lần lượt nằm vào hai nhánh của (C) thì góc AIB luôn là góc 

tù nên yêu cầu bai toán thỏa mãn khi khi và chỉ khi A, B 

thuộc cùng một nhánh như hình vẽ  nên tam giác AIB đều 

thì hai góc ′AIA  và góc ′BIB  bằng nhau và đều bằng 015  

( ′ ′,A B   lần luọt là hình chiếu của A, B trên trục hoành trục 

OX ; và trên trục tung OY của hệ tọa độ mới ). Trong hệ tọa 

độ OXY  gọi 
3

;A a
a

 − 
 

. Xét tam giác vuông ′IAA  

Ta có 
2 2'

tan A '
3' 3 3

aIA a a
AI

A A

a

= = = =
−

 

 

Suy ra:  
2

0 0tan15 3 tan15
3

a
a= ⇒ = ±  và 

0

0

3
3 tan15 ;

3 tan15
A
 

± − 
± 

  

Ta có: 

2 0
0

9
3 tan15 12 2 3

3 tan15
IA IA= + = ⇒ = . 

Vậy = 2 3.AB  

 

Bài 44. Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để hàm số 
2

5

x
y

x m

+=
+

 đồng biến trên khoảng 

( ); 10−∞ − ? 

HD�Giải 

Tập xác định { }\ 5D m= −ℝ . Ta có: 
( )2

5 2

5

m
y

x m

−′ =
+

. 

Hàm số đồng biến trên ( ); 10−∞ −
5 2 0

5 10

m

m

− >
⇔ − ≥ −

2

5
2

m

m

 >⇔ 
 ≤

2
2

5
m⇔ < ≤ . Do m∈ℤ  nên { }1;2m∈ . 
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CHUYÊN ĐỀ 1 
 

ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ 
---0O0--- 

§1. SỰ ĐỒNG BIẾN, NGHỊCH BIẾN CỦA HÀM SỐ 
 

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
1. Bảng đạo hàm 

HÀM SỐ SƠ CẤP HÀM SỐ HỢP QUY TẮC 
( ) 0C ′ =   ( )u u x=  ( ), ( )u u x v v x= =  

( ) 1x ′ = ,  ( )kx kx k′ ′= =   ( )ku ku′ ′=  ( )u v u v′ ′ ′+ = +  
1( ) , , 1n nx nx n n−′ = ∈ >ℕ   ( ) 1. .u u uα αα −′ ′=   ( )u v u v′ ′ ′− = −  

( ) 1
, 0

2
x x

x

′ = >   ( )
2

u
u

u

′′ =   ( )uv u v uv′ ′ ′= +  

2

1 1
, 0x

x x

′  = − ≠ 
 

  
2

1 u

u u

′ ′  = − 
 

  
2

u u v uv

v v

′ ′ ′−  = 
 

 

( )sin cosx x′ =   ( )sin cosu u u′ ′=   
2

1 v

v v

′ ′  = − 
 

  

( )cos sinx x′ = −   ( )cos sinu u u′ ′= −   
′+ =ax b a( )   

( ) 2
2

1
tan 1 tan

cos
x x

x
′ = = +   ( ) ( )2

2
tan 1 tan

cos

u
u u u

u

′′ ′= = +  

( )2

ax b ad bc

cx d cx d

′+ −  = +  +
 

( ) ( )2
2

1
cot 1 cot

sin
x x

x

−′ = = − +  ( ) ( )2
2

cot 1 cot
sin

u
u u u

u

′−′ ′= = − +  
 

( ) ln ,0 1x xa a a a
′ = < ≠   ( ) lnu ua u a a

′ ′=   
 

( )x xe e
′ =   ( )u ue u e

′ ′=  
 

( ) 1
log ,0 1, 0

lna x a x
x a

= < ≠ >   ( )log ,0 1
lna

u
u a

u a

′
= < ≠  

 

( ) 1
ln , 0x x

x

′ = >   ( )ln
u

u
u

′′ =  
 

2. Có các dạng toán cơ bản: 
Dạng 1. Tìm các khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số đã cho 
Phương pháp: Áp dụng qui tắc.  Xét hàm số ( )y f x=  

Qui tắc: 
1 Tìm tập xác định 

2 Tính /y , tìm các nghiệm ( 1, 2,3...)ix i = mà tại đó / 0y =  hoặc /y không xác định 

3 Tìm các giới hạn vô cực; các giới hạn ,+∞ −∞  và tại các điểm mà hàm số không xác định (nếu có) 

4 Lập bảng biến thiên 
5 Dựa vào bảng biến thiên, kết luận. 
Dạng 2. Tìm tham số m ∈ℝ  để hàm số luôn luôn đồng biến hay nghịch biến trên tập xác định của nó 
Phương pháp: Thường cho hàm số bậc ba: ( , )y f x m=  chứa biến x và tham số m. Khi tính đạo hàm ta 



Tài Liệu Ôn Thi THPTQG                                                                     GV. Lư Sĩ Pháp 

 
                                         

 
95 

 
Chuyên đề 1. Ứng dụng đạo hàm                                          PHẦN TRẮC NGHIỆM 

được hàm số bậc hai. Giả sử hàm bậc hai / 2y ax bx c= + +   

Phương pháp: Áp dụng qui tắc:  
Qui tắc: 
1 Tìm tập xác định 

2 Tính đạo hàm /y  

3 Lập luận: Nếu cơ số a  có chứa tham số 

Hàm số đồng biến trên ℝ  khi và chỉ khi / 0y ≥  ; Hàm số nghịch biến trên ℝ  khi và chỉ khi / 0y ≤  

� Xét 0a m= ⇒  thay vào đạo hàm. Nhận xét /y đưa ra kết luận (1) 

� Xét 0a ≠ , / 0
0,

0

a
y x

>
≥ ∀ ∈ ⇔ ∆ ≤

ℝ  (2)  � Xét 0a ≠ , / 0
0,

0

a
y x

<
≤ ∀ ∈ ⇔ ∆ ≤

ℝ  (2’) 

4 So với (1) và (2) hoặc (1) và (2’) đưa ra kết luận yêu cầu bài toán. 
Dạng 3. Tìm tham số m ∈ℝ  để hàm số luôn luôn đồng biến hay nghịch biến trên khoảng ( ; )α β  

Phương pháp:  

a) Hàm số f đồng biến trên ( ; )α β  ⇔ 0, ( ; )α β′ ≥ ∀ ∈y x  và 0′ =y  chỉ xảy ra tại một số hữu hạn điểm 

thuộc ( ; )α β . 

• Nếu bất phương trình ( , ) 0 ( ) ( )f x m h m g x′ ≥ ⇔ ≥ (*) thì f  đồng biến trên ( ; )α β  ⇔ 
( ; )

( ) max ( )
α β

≥h m g x  

• Nếu bất phương trình ( , ) 0 ( ) ( )f x m h m g x′ ≥ ⇔ ≤ (**) thì f  đồng biến trên ( ; )α β  ⇔ 
( ; )

( ) min ( )
α β

≤h m g x  

b) Hàm số f nghịch biến trên ( ; )α β  ⇔ 0, ( ; )α β′ ≥ ∀ ∈y x  và 0′ =y  chỉ xảy ra tại một số hữu hạn điểm 

thuộc ( ; )α β . 

• Nếu bất phương trình ( , ) 0 ( ) ( )f x m h m g x′ ≤ ⇔ ≥ (*) thì f  nghịch biến trên ( ; )α β  ⇔ 
( ; )

( ) max ( )
α β

≥h m g x  

• Nếu bất phương trình ( , ) 0 ( ) ( )f x m h m g x′ ≥ ⇔ ≤ (**) thì f  nghịch biến trên ( ; )α β  ⇔ 

( ; )
( ) min ( )

α β
≤h m g x . 

Lưu ý: Sử dụng máy tính kiểm tra sự đồng biến, nghịch biến của hàm số. 

Cách 1. Áp dụng định nghĩa: Xét hàm số ( )y f x=  trên khoảng K 

� Trên khoảng K, khi x tăng và y tăng suy ra hàm số đồng biến. 

� Trên khoảng K, khi x tăng và y giảm suy ra hàm số nghịch biến. 

Sử dụng máy tính cầm tay với chức năng TABLE. BẤM MODE 7, nhập dữ liệu ( )f X , chọn Start, end và 
step. 

Cách 2. Áp dụng đạo hàm.  Xét hàm số ( )y f x=  trên khoảng K 

� Trên khoảng K, nếu 0,( 0)y y′ ′> ≥  suy ra hàm số đồng biến. 

� Trên khoảng K, nếu 0,( 0)y y′ ′< ≤  suy ra hàm số nghịch biến. 

Sử dụng máy tính cầm tay với chức năng đạo hàm: Bấm shift  ∫
□

□

□  . Màn hình: ( )
x

d
(x)

d x

f
x =

  

Cần hiểu: ( )( )
x X

d
y f X

dx =

′ = . Nhập hàm số đã cho. Calc giá trị của X thuộc khoảng K theo yêu cầu bài 

toán tương ứng. Nhận xét và đưa ra kết luận. 

 

B. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 

Câu 1: Cho hàm số 
2

.
3

−=
+

x
y

x
 Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số nghịch biến trên từng khoảng xác định. 
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B. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ); .−∞ +∞  

C. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ); .−∞ +∞  

D. Hàm số đồng biến trên từng khoảng xác định. 

Câu 2: Với giá trị nào của tham  số a thì hàm số 3y ax x= −  nghịch biến trên tập xác định của nó. 
A. 0.≥a  B. 0.>a  C. 0.<a  D. 0.≤a  

Câu 3: Cho hàm số 3 23 3 1y x x x= − + + . Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ;1).−∞  B. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ); .−∞ +∞  

C. Hàm số đồng biến trên khoảng (1; ).+∞  D. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ); .−∞ +∞  

Câu 4: Cho hàm số 4 21
2 1.

4
y x x= − +  Mệnh đề nào dưới đây sai ? 

A. Hàm số đồng biến trên khoảng (0; ).+∞   B. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ; 2).−∞ −   

C. Hàm số đổng biến trên khoảng ( 2; 1).− −   D. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )0;2 .  

Câu 5: Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên như sau. 

2

3

2

_ _+ +000

101

+∞+∞

+∞∞

y

y'

x

 
Bảng biến thiên đó của hàm số nào ? 

A. 3 21 1
2 2.

3 2
y x x x= − − +  B. 4 22 3.y x x= + +  

C. 4 22 3.y x x= − + +  D. 4 22 3.y x x= − +  

Câu 6: Cho hàm số ( ) ( )31 2 1 1y m x m x m= − + − − +  với m  là tham số. Tìm tất cả các giá trị của m để 

hàm số luôn đồng biến trên tập xác định của nó. 

A. 
1

;1 .
2
 ∈  

m  B. 
1

;1 .
2
 ∈   

m  C. 
1

;1 .
2

 ∈  
m  D. 

1
;1 .

2
 ∈ 
 

m  

Câu 7: Cho hàm số 
2 2 3

.
1

x x
y

x

− − +=
+

 Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ;1)−∞  và (1; ).+∞  
B. Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  và ( 1; ).− +∞  
C. Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  và ( 1; ).− +∞  
D. Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ;1)−∞  và (1; ).+∞  

Câu 8: Cho hàm số 3 23 3 1y x x mx= − + + −  với m  là tham số. Tìm tất cả các giá trị của m để hàm số 

nghịch biến trên khoảng ( )0; .+∞  

A. 1.< −m  B. 1.≤ −m  C. 1.≥ −m  D. 1.<m  

Câu 9: Cho hàm số 4 22 3.y x x= − −  Mệnh đề nào dưới đây sai ? 
A. Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  và (0;1).  
B. Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ − và (0;1).  

C. Hàm số nghịch biến trên  các khoảng −∞ −( ; 4)  và 
 
 
 

1
0;
2

 

D. Hàm số đồng biến trên các khoảng ( 1;0)−  và ( )1; .+∞  
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Câu 10: Cho hàm số ( ) ( )3 21 2 2 2y x m x m x m= + − + − + +  với m  là tham số. Tìm tất cả các giá trị của 

m để hàm số đồng biến trên khoảng ( )0; .+∞  

A. 
5

.
4

≤m  B. 
5

.
4

=m  C. 
5

.
4

<m  D. 
5

.
4

≥m  

Câu 11: Cho hàm số ( )y f x=  xác định, liên tục trên ℝ , có bảng biến thiên và có các khẳng định : 

∞ ∞

x

y'

y

∞ +∞1

3

1

0 0 0++ __

4

0

4

 
1 Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ); 1−∞ − , ( )0;1 và nghịch biến trên các khoảng ( )1;0− , ( )1;+∞  

2 Hàm số đạt cực đại tại 1x = ±  và 4
CÑ
y = ; hàm số đạt cực tiểu tại 0x =  và 3

CT
y =  

3 Đồ thị hàm số đối xứng qua trục tung 

4 Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ); 1−∞ − , ( )0;1 và đồng biến trên các khoảng ( )1;0− , ( )1;+∞  

Trong bốn khẳng định đó, có bao nhiêu khẳng định đúng ? 
A. 3. B. 4. C. 1. D. 2. 

Câu 12: Tìm tất các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số 3 23 4y x x mx= − − + +  nghịch biến trên 

khoảng ( )0; .+∞  

A. 0.>m  B. 0.≤m  C. 1.≤ −m  D. 1.≥m  

Câu 13: Tìm tất cả giá trị thực tham số m để hàm số 3 23 12 2y mx x x= + + +  đồng biến trên tập xác định 
của nó. 

A. .∈∅m  B. 0.≥m  C. 3.≤ −m  D. 
1

.
4

≥m  

Câu 14: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm 2( ) 1. .f x x x′ = + ∀ ∈ℝ  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ); .−∞ +∞  B. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( );0 .−∞  

C. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1; .+∞  D. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1;1 .−  

Câu 15: Tìm tất các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số 
tan 2

tan

x
y

x m

−=
−

 đồng biến trên khoảng 

0; .
4

π 
 
 

 

A. 2.≥m  B. 0m ≤  hoặc 1 2.≤ <m  
C. 1 2.≤ <m  D. 0.≤m  

Câu 16: Cho hàm số 22 .= −y x x  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số nghịch biến trên ( )2; .+∞  

B. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )0;1 và đồng biến trên ( )1;2 .  

C. Hàm số đồng biến trên khoảng ( );1 .−∞  

D. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )0;1 và nghịch biến trên ( )1;2 .  

Câu 17: Cho hàm số ( ) 3 21
3 2

3
y m x x mx m= − − + +  với m  là tham số. Tìm tất cả các giá trị của m để 

hàm số luôn nghịch biến trên tập xác định của nó. 
A. ( ); 4 .∈ −∞ −m  B. [ )4; .∈ − +∞m  C. ( )4; .∈ − +∞m  D. ( ]; 4 .∈ −∞ −m  
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Câu 18: Cho hàm số 
2 ( 1) 1

2

x m x
y

x

+ + −=
−

với m là tham số. Tìm tất cả các giá trị của m  để hàm số 

nghịch biến trên mỗi khoảng xác định của nó. 

A. 1.>m  B. 
5

.
2

−≤m  C. 1.= −m  D. ( )1;1 .∈ −m  

Câu 19: Cho hàm số 5 4 36 15 10 22.= − + −y x x x  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )0;1 .  

B. Hàm số nghịch biến trên .ℝ  
C. Hàm số đồng biến trên khoảng ( );0−∞  và nghịch biến trên khoảng ( )0; .+∞  

D. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ); .−∞ +∞  

Câu 20: Cho hàm số 
3

5 44
1.

5 3
= − + −x

y x x  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( );1−∞  và đồng biến trên khoảng ( )1; .+∞  

B. Hàm số nghịch biến trên .ℝ  
C. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ); .−∞ +∞  

D. Hàm số đồng biến trên khoảng ( );1−∞  và nghịch biến trên khoảng ( )1; .+∞  

Câu 21: Cho hàm số ( )y f x=  có bảng xét dấu đạo hàm như sau 

+ _ _ +0 0

-2 20 +∞-∞

y'

x

 
Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 
A. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )0;2 .  B. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ); 2 .−∞ −  

C. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )2;0 .−  D. Hàm số đồng biến trên khoảng ( );0 .−∞  

Câu 22: Cho hàm số 3 23 2 4y x x mx= + − −  với m  là tham số. Tìm tất cả các giá trị của m để hàm số  

đồng biến trên khoảng ( );0 .−∞  

A. 
3

.
2

≥ −m  B. 
3

.
2

= −m  C. 
3

.
2

≤ −m  D. 
3

.
2

< −m  

Câu 23: Cho hàm số = − +2 2 3.y x x  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1; .+∞  B. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )3;5 .−  

C. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( );1 .−∞  D. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )1; .− +∞  

Câu 24: Cho hàm số 
2 3mx m

y
x m

− −=
−

 với m  là tham số. Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị nguyên của 

m  để hàm số đồng biến trên các khoảng xác định. Tìm số phần tử của .S  
A. 4.  B. 5.  C. Vô số. D. 3.  

Câu 25: Cho hàm số 
3 2 3

6 .
3 2 4

= − − +x x
y x  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )2;3 .−  B. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )2; .− +∞  

C. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ); 2 .−∞ −  D. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )2;3 .−  

Câu 26: Tìm tất các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số 
2

2

+=
+

mx
y

x m  
đồng biến trên từng khoảng 
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xác định của nó. 

A. 
2

.
2

< −
 >

m

m
 B. 2 2.− < <m  C. 2.= −m  D. 2.=m  

Câu 27: Cho hàm số = − −2 20.y x x  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ); 4 .−∞ −  B. Hàm số đồng biến trên khoảng 
1

;5 .
2

 
 
 

 

C. Hàm số nghịch biến trên khoảng 
1

4; .
2

 − 
 

 D. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )5; .+∞  

Câu 28: Hàm số 
2 5

3

x
y

x

−=
+

 đồng biến trên khoảng nào dưới đây ? 

A. ( )3; .− +∞  B. { }\ 3 .−ℝ  C. ( );3 .−∞  D. .ℝ  

Câu 29: Cho hàm số = −3 23 .y x x  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )0;2 .  B. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )−∞;0 .  

C. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )0;2 .  D. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )+∞2; .  

Câu 30: Cho hàm số 2 1 3 5.= − − −y x x  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số đồng biến trên khoảng 
5

; .
3
 +∞ 
 

 B. Hàm số nghịch biến trên khoảng 
89

; .
48

 +∞ 
 

 

C. Hàm số nghịch biến trên khoảng 
5 89

;
3 48
 
 
 

 D. Hàm số đồng biến trên khoảng 
5 89

;
3 48
 
 
 

 

Câu 31: Tìm tất các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số 
2

3

mx
y

x m

−=
+ −

 nghịch biến trên tập xác 

định của nó. 
A. ( )1;2 .∈m  B. 1m =  hoặc 2.=m  

C. 1 2.< <m  D. ( ) ( );1 2; .∈ −∞ ∪ +∞m  

Câu 32: Cho hàm số ( ) ( )3 21
6 2 1

3
y x mx m x m= + + + − +  với m  là tham số. Tìm tất cả các giá trị của 

m để hàm số luôn đồng biến trên tập xác định của nó. 
A. 3.=m  B. [ ]2;3 .∈ −m  C. 2.= −m  D. ( )2;3 .∈ −m  

Câu 33: Cho hàm số 
4mx m

y
x m

+=
+

 với m  là tham số. Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị nguyên của m  để 

hàm số nghịch biến trên các khoảng xác định. Tìm số phần tử của .S  
A. 3.  B. Vô số. C. 4.  D. 5.  

Câu 34: Cho hàm số 24 .y x x= −  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 
A. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ;0)−∞ và nghịch biến trên khoảng (4; ).+∞  
B. Hàm số đồng biến trên khoảng (0;2)và nghịch biến trên khoảng (2;4).  
C. Hàm số nghịch biến trên khoảng (0;2) và đồng biến trên khoảng (2;4).  
D. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ;2)−∞ và nghịch biến trên khoảng (2; ).+∞  

Câu 35: Cho hàm số 
2 1

.
1

x
y

x

−=
+

 Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ − và ( 1; ).− +∞  
B. Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ − và ( 1; ).− +∞  

C. Hàm số đồng biến trên { }\ 1 .−ℝ  
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D. Hàm số nghịch biến trên { }\ 1 .−ℝ  

Câu 36: Cho hàm số ( ) ( )3 21
1 3 2

3
y m x mx m x= − + + −  với m  là tham số. Tìm tất cả các giá trị của m để 

hàm số luôn đồng biến trên tập xác định của nó. 
A. ( ];2 .∈ −∞m  B. ( )2; .∈ +∞m  C. [ )2; .∈ +∞m  D. ( );2 .∈ −∞m  

Câu 37: Cho hàm số 3 22 6 6 7y x x x= + + − . Mệnh đề nào dưới đây sai ? 

A. Hàm số đồng biến trên ℝ.  B. Hàm số đồng biến trên khoảng ( );1 .−∞  

C. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )1; .+∞  D. Hàm số đồng biến trên ( )−∞ +∞; .  

Câu 38: Cho hàm số 4 22 .y x x= −  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1;1 .−  B. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ); 2 .−∞ −  

C. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ); 2 .−∞ −  D. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )1;1 .−  

Câu 39: Tìm tất cả giá trị thực tham số m  để hàm số 3 2 (2 1) 2
3

m
y x mx m x= − + − −  nghịch biến trên tập 

xác định của nó. 
A. 1.≥m  B. 2.≤ −m  C. 0.>m  D. 0.≤m  

Câu 40: Cho hàm số ( )= − − + + +3 2 4 9 5y x mx m x  với m  là tham số. Có bao nhiêu giá trị nguyên m để 

hàm số nghịch biến trên khoảng ( )−∞ +∞; .  

A. 5.  B. 6.  C. 7.  D. 4.  

Câu 41: Cho hàm số 42 1.y x= +  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số đồng biến trên khoảng ( );0 .−∞  B. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )0; .+∞  

C. Hàm số nghịch biến trên khoảng 
1

; .
2

 − +∞ 
 

 D. Hàm số nghịch biến trên khoảng 
1

; .
2

 −∞ − 
 

 

Câu 42: Cho hàm số 22 1.y x= +  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )0; .+∞  B. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1;1 .−  

C. Hàm số đồng biến trên khoảng ( );0 .−∞  D. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )0; .+∞  

Câu 43: Tìm giá trị của tham số m để hàm số 
22 3 1

1
x x m

y
x

+ + +=
+

 đồng biến trên tập xác định của nó. 

A. 0.m >  B. 1.m = −  C. 0.m =  D. 0.m ≤  

Câu 44: Tìm tất các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số 3 21
( 1) 3 1

3

m
y x m x x

+ = − + − + 
 

 nghịch 

biến trên từng tập xác định của nó. 
A. [ )4; 1 .∈ − −m  B. [ ]4; 1 .∈ − −m  C. ( )4; 1 .∈ − −m  D. .∈ℝm  

Câu 45: Hàm số =
+2
2
1

y
x

 nghịch biến trên khoảng nào dưới đây ? 

A. ( )−∞ +∞; .  B. ( )−1;1 .  C. ( )+∞0; .  D. ( )−∞;0 .  

Câu 46: Cho hàm số 3 3 2.y x x= + +  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( );0−∞  và đồng biến trên khoảng ( )0; .+∞  

B. Hàm số đồng biến trên khoảng ( );0−∞  và nghịch biến trên khoảng ( )0; .+∞  

C. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ); .−∞ +∞  
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D. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ); .−∞ +∞  

Câu 47: Cho hàm số ( ) ( )3 23 2 1 12 5 2y x m x m x= − + + + +  với m  là tham số. Tìm tất cả các giá trị của 

m để hàm số luôn đồng biến trên tập xác định của nó. 

A. 
1 1

; .
6 6

 ∈ − 
 

m  B. 
6

.
6

= −m  C. 
1 1

; .
6 6

 ∈ − 
 

m  D. 
6

.
6

=m  

Câu 48: Cho hàm số 2 20.= − −y x x  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ); 4−∞ −  và nghịch biến trên khoảng ( )5; .+∞  

B. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ); 4−∞ −  và đồng biến trên khoảng ( )5; .+∞  

C. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )4;5 .−  

D. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )4;5 .−  

Câu 49: Cho hàm số ( )3 23 2 2y x m x mx= − + − − +  với m  là tham số. Tìm tất cả các giá trị của m để 

hàm số luôn nghịch biến trên tập xác định của nó. 

A. ( )6 3 3;6 3 3 .∈ − +m  B. 6 3 3.= +m  

C. 6 3 3.= −m  D. 6 3 3;6 3 3 . ∈ − + m  

Câu 50: Hàm số nào dưới đây đồng biến trên khoảng ( ); ?−∞ +∞  

A. 3 3 .y x x= − −  B. 3 .y x x= +  C. 
1

.
3

x
y

x

+=
+

 D. 
1

.
2

x
y

x

−=
−

 

Câu 51: Cho hàm số 4 21
( ) 2 1.

4
f x x x= − +  Khẳng định nào dưới đây sai ? 

A. Hàm số đồng biến trên khoảng (2; ).+∞   B. Hàm số đồng biến trên khoảng (0; ).+∞  
C. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ; 2).−∞ −  D. Hàm số đồng biến trên khoảng ( 2; 1).− −  
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§2. CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 
 

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
Các dạng toán cơ bản 
Dạng 1. Tìm các điểm cực trị của hàm số ( )y f x=  

Phương pháp: Áp dụng hai qui tắc 
a) Qui tắc 1.  
1 Tìm tập xác định. 

2 Tính / ( )f x . Tìm các điểm tại đó / ( )f x bằng 0 hoặc / ( )f x không xác định. 
3 Tìm các giới hạn vô cực; các giới hạn ,+∞ −∞  và tại các điểm mà hàm số không xác định (nếu có) 
4 Sắp xếp các điểm đó theo thứ tự tăng dần và lập bảng biến thiên. 
5 Từ bảng biến thiên suy ra các điểm cực trị. 
b) Qui tắc 2.  
1 Tìm tập xác định. 

2 Tính / ( )f x . Giải phương trình / ( ) 0f x = và kí hiệu ( 1,2,...)
i
x i = là các nghiệm của nó. 

3 Tính / / ( )f x  và / / ( )
i

f x . 

4 Dựa vào dấu của / / ( )
i

f x , suy ra tính chất cực trị của điểm 
i
x . 

Dạng 2. Tìm tham số m để hàm số đạt cực đại hay cực tiểu tại điểm 0x   

Phương pháp: Vận dụng nội dung định lí 2. 

a) 
/
0

/ /
0

( ) 0

( ) 0

f x

f x

 =
⇒

>
0x  là điểm cực tiểu của ( )f x  b) 

/
0

/ /
0

( ) 0

( ) 0

f x

f x

 =
⇒

<
0x  là điểm cực đại của ( )f x  

1 Tìm tập xác định. 
2 Tính /y và / /y  
3 Lập luận theo yêu cầu bài toán a) hay b). 
4 Kết luận. 
Dạng 3. Tìm tham số m để hàm số không có hoặc có cực trị và thỏa mãn điều kiện bài toán. 
Phương pháp: Chủ yếu cho hàm bậc ba và hàm bậc bốn (trùng phương) 
☺ Hàm số bậc 3: 3 2 , ( 0)= + + + ≠y ax bx cx d a  → không có cực trị hoặc có 2 cực trị. 

1 Tập xác định: D = ℝ  

2 Tính / 23 2y ax bx c= + +  

3 Lập luận: � Hàm số không có cực trị / 0y⇔ =  có nghiệm kép hoặc vô nghiệm 

  � Hàm số có 2 cực trị / 0y⇔ =  có hai nghiệm phận biệt 
/

0

0
y

a ≠⇔ ∆ >
  

4 Kết luận 

Lưu ý: Viết phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị: Tính ,y y′ ′′ . Xác định hệ số a. Phương 

trình cần viết: 
.

0
18
y y

y
a

′ ′′
− =   

☺ Hàm số bậc 4 (Trùng phương): 4 2 , ( 0)= + + ≠y ax bx c a   → có 1 cực trị hoặc 3 cực trị. 

Cực trị đối với hàm số trùng phương 4 2y ax bx c= + +   

� TXĐ: D = ℝ   � 34 2y ax bx′ = +   � 0y′ =  có 1 nghiệm hoặc có 3 nghiệm 
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I. Xét hàm số 4 2y ax bx c= + +  
� 
� Hàm số không có cực trị 0a b⇔ = =  
� Hàm số có một điểm cực trị 0, 0a b⇔ = ≠  hoặc 0, 0a ab≠ ≥   
� Hàm số có 3 cực trị 0ab⇔ <  

Hàm số có 1 cực trị 0ab⇔ ≥  Hàm số có 3 cực trị 0ab⇔ <  
0 :a >  có 1 cực tiểu 0:a <  có 1 cực đại 0 :a >  có 1 CĐ và 2 CT 0:a <  có 2 CĐ và 1 CT 

� Giả sử hàm số có ba cực trị , ,A B C . Ta có: ( )0; , ; , ;
2 4 2 4

b b
A c B C

a a a a

   ∆ ∆− − − − −      
   

 với 

2 4b ac∆ = − . 

� 
4

2
, 2

16 2 2

b b b
AB AC BC

a a a
= = − = −   

� Gọi �BACα = . Ta có: ( ) ( )
3

3
3

8
8 1 cos 1 cos 0 cos

8

b a
a b

b a
α α α ++ + − = ⇒ =

−
 và 

21
.

4 2ABC

b b
S

a a
∆ = − . 

� Phương trình đường tròn đi qua ba điểm , ,A B C : ( )2 2 0x y c k x ck+ − + + =  với 
2

.
4

k
b a

∆= −  

� Các bài toán liên quan hàm số 4 2y ax bx c= + +  có ba cực trị , ,A Oy B C∈ … 
Dữ kiện bài toán Công thức vận dụng 

Tam giác vuông cân 38 0a b+ =   
Tam giác đều 324 0a b+ =  

Tam giác có góc �BAC α=  3 28 . tan 0
2

a b
α+ =   

Tam giác ABC  có 0ABCS S∆ =  ( )23 5
032 0a S b+ =   

Tam giác ABC  có 0ABCS S∆ = lớn nhất 5

0 332

b
S

a
= −   

Tam giác ABC  có bán kính đường tròn nội tiếp 0r r=  2

0
3

1

b
r

b
a a

a

=
 

+ − 
 
 

  

Tam giác ABC  có bán kính đường tròn ngoại tiếp 

0R R=  

3

0

8

8

b a
R

a b

−=   

Độ dài 0BC m=   2
0 2 0am b+ =   

Độ dài 0AB AC n= =  2 2 4
016 8 0a n b b− + =   

Với ,B C Ox∈   2 4 0b ac− =   
Tam giác cân tại A Phương trình đường thẳng đi qua cc1 

điểm cực trị 

: ;
4

BC y
a

∆= −  

3

, :
2

b
AB AC y x c

a

 
= ± − +  

 
 

Tam giác có ba góc nhọn 38 0a b+ >   
Tam giác có trọng tâm là O,với O là gốc tọa độ 2 6 0b ac− =   
Tam giác có trực tâm là O,với O là gốc tọa độ 3 8 4 0b a ac+ − =   
ABCO là hình thoi 2 2 0b ac− =   
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Tam giác ABC có tâm nội tiếp là gốc tọa độ O 3 8 4 0b a abc− − =   
Tam giác ABC có tâm ngoại tiếp là gốc tọa độ O 3 8 8 0b a abc− − =   

II. Xét hàm số ( )4 2 22 ,( 0, 0)y k x a x b k a= − + ≠ >  

� Có ba cực trị là ( ) ( ) ( )4 40; , ; , ;A b B a ka b C a ka b− − + − +  

� Gọi H là trung điểm BC. Ta có: 4 2 2 8; 2 ;AH k a BC a AB AC a k a= = = = +  

III. Xét hàm số ( )4 2 22 ,( 0, 0)y k x a x k a= − ≠ >  

� Có ba cực trị là ( ) ( ) ( )4 40;0 , ; , ;A B a ka C a ka− − −  

� Gọi H là trung điểm BC. Ta có: 4 2 2 8; 2 ;AH k a BC a AB AC a k a= = = = +  

Nhận xét: 

� Tam giác ABC  vuông cân tại A 
2
BC

AH⇔ =    

� Tam giác ABC  đều 
3
2

BC
AH⇔ =   

� Tam giác ABC có diện tích bằng . 2q AH BC q⇔ =  

� Tam giác ABC có bán kính đường tròn ngoại tiếp bằng 
2

2
AB

R R
AH

⇔ =  

 ☺ Hàm số nhất biến: , ( 0)
+= − ≠
+

ax b
y ad bc

cx d
→ chỉ tăng hoặc chỉ giảm và không có cực trị. 

 

B. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 

Câu 1: Tìm điểm cực tiểu CTx  của hàm số 3 23 2.= − +y x x  

A. 1.=CTx  B. 3.=CTx  C. 2.=CTx  D. 0.=CTx  

Câu 2: Cho hàm số = ( )y f x  có bảng biến thiên như sau 

0

3 +∞

-∞

+ +_ 00

2-2 +∞-∞

y

y'

x

 

Tìm giá trị cực đại 
CÑ
y  và giá trị cực tiểu 

CT
y của hàm 

số đã cho. 
A. = 3

CÑ
y  và = 0.

CT
y     B. = 2

CÑ
y  và = 0.

CT
y  

C. = 3
CÑ
y  và = −2.

CT
y   D. = −2

CÑ
y  và = 2.

CT
y  

Câu 3: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 
2 2 3x mx

y
x m

+ −=
−

 không có cực trị. 

A. 1.= −m  B. ( )1;1 .∈ −m  C. 1.=m  D. [ ]1;1 .∈ −m  

Câu 4: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số ( )3 23 1 2y mx x m x= + + − +  đạt cực đại tại 

1.=x  

A. 
4

.
5

= −m  B. 
5

.
4

= −m  C. 
4

.
5

=m  D. 
5

.
4

=m  

Câu 5: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số = − +3 2 33 4y x mx m  có hai cực trị A và 
B sao cho tam giác OAB  có điện tích bằng 4 với O là gốc tọa độ. 

A. ≠ 0.m  B. = − =
4 4

1 1
; .
2 2

m m  C. =1.m  D. = − =1; 1.m m  
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Câu 6: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số ( )3 21
2 5 8 1

3
y x mx m x= + + − +  luôn có 

một cực đại và một cực tiểu. 
A. ( )2;8 .∈m  B. ( ) ( );2 8; .∈ −∞ ∪ +∞m  

C. 2.=m  D. 8.=m  

Câu 7: Cho hàm số 5 4 31 3 4
( ) 11.

5 4 3
= + − +f x x x x  Mệnh đề  nào dưới đây đúng ? 

A. Đồ thị hàm số đạt cực đại tại 0.=x  B. Đồ thị hàm số đạt cực tiểu tại 1.=x  
C. Đồ thị hàm số đạt cực tiểu tại 4.= −x  D. Đồ thị hàm số đạt cực đại tại 1.=x  

Câu 8: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số ( )3 2 22 2
2 3 1

3 3
y x mx m x= − − − +  có hai 

điểm cực trị 1x và 2x sao cho ( )1 2 1 22 1.x x x x+ + =  

A. 
2 13

13
m < −  hoặc 

2 13
.

13
>m  B. 

2
.

3
≠m  

C. 
2

.
3

=m  D. 
2 2

; .
13 13

 ∈ − 
 

m  

Câu 9: Hàm số 4 22 3y x x= − − có bao nhiêu cực trị ? 
A. 2. B. 1. C. 0. D. 3. 

Câu 10: Tìm các giá trị của thực của tham số m sao cho hàm số 
2 1x mx

y
x m

+ +=
+

đạt cực đại tại điểm 

2.=x  
A. 1.=m  B. 3.=m  C. 1.= −m  D. 3.= −m  

Câu 11: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số ( )3 21
2 1

3
y mx mx m x= − + −  đạt cực tiểu 

tại 2.=x  

A. 
1

.
2

=m  B. 
1

.
2

= −m  C. 2.=m  D. 1.= −m  

Câu 12: Cho hàm số = ( )y f x  có bảng biến thiên như sau 

x

y'

y

-∞ +∞-1 3

0 0_ ++

-∞

+∞5

1
 

Đồ thị của hàm số = ( )y f x  có bao nhiêu cực trị ? 

A. 2.  B. 5.  
 
C. 3.  D. 4.  

Câu 13: Cho đồ thị hàm số 4 2= + +y ax bx c  đạt cực đại tại ( )0; 3−A và đạt cực tiểu tại ( )1; 5 .− −B  Tính 

2 3 .= + +S a b c  
A. 5.=S  B. 17.=S  C. 15.= −S  D. 9.= −S  

Câu 14: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 4y x mx= +  đạt cực tiểu tại 0.=x  
A. 1.= −m  B. 1.=m  C. 2.=m  D. 0.=m  

Câu 15: Tìm phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số
2 2

.
1

x x
y

x

+=
−

 

A. 2 2.= +y x  B. 2 2.= −y x  C. 2 2.= − +y x  D. 2 2.= − −y x  

Câu 16: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số = −4 22y x mx  có ba điểm cực trị tạo 
thành một tam giác có diện tích nhỏ hơn 1. 

A. < <0 1.m  B. <1.m  C. > 0.m  D. < < 30 4.m  
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Câu 17: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 3 23 12 2y mx x x= + + +  đạt cực đại tại 
2.=x  

A. 2.= −m  B. 2.=m  C. 1.= −m  D. 0.=m  

Câu 18: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số ( )2 3 25 6 6 5y m m x mx x= − + + + −  đạt 

cực đại tại 1x = ? 
A. 2m =  B. =1m  C. 1m = −  D. 2m = −  

Câu 19: Cho hàm số 3 26 15 1.= − − + +y x x x  Mệnh đề  nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số đạt cực tiểu tại 5x = −  và 99.= −CTy  

B. Hàm số đạt cực tiểu tại 5x = − , 99CTy = −  và đạt cực đại tại =1x , 9.
CÑ
y =  

C. Hàm số đạt cực đại tại =1x  và 9.
CÑ
y =  

D. Hàm số đạt cực tiểu tại 1x =  và cực đại tại 5.= −x  

Câu 20: Tìm giá trị cực đại 
CÑ
y của hàm số 3 3 2.y x x= − +  

A. 1.
CÑ
y =  B. 4.

CÑ
y =  C. 0.

CÑ
y =  D. 1.

CÑ
y = −  

Câu 21: Tìm giá trị cực tiểu 
CTy  của hàm số 3 21

1.
3

= − +y x x  

A. 
1

.
3

= −CTy  B. 
1

.
3

=CTy  C. 
1

.
2

=CTy  D. 
1

.
2

= −CTy  

Câu 22: Biết đồ thị hàm số 3 23 2y x x= − + −  có hai điểm cực trị , .A B  Phương trình đường thẳng AB là. 
A. 2 2.= +y x  B. 2 2.= −y x  C. 2.= −y x  D. 2 3.= −y x  

Câu 23: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 
( )2 31 1x m m x m

y
x m

− + + +
=

−
 luôn có cực 

đại và cực tiểu. 
A. 0.=m  B. 1.=m  C. .∈ℝm  D. ( )0; .∈ +∞m  

Câu 24: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 
( )2 2

1

x m x m
y

x

+ + −
=

+
 luôn có một cực 

đại và một cực tiểu. 

A. 
1

.
2

< −m  B. 1.≠ −m  C. 
1

.
2

> −m  D. 
1

.
2

= −m  

Câu 25: Cho hàm số 2 2 2.= +y x x  Mệnh đề  nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số đạt cực tiểu tại 0x =  và 0.=CTy  B. Hàm số đạt cực đại tại 1x =  và 3.=CTy  

C. Không có cực trị. D. Hàm số đạt cực tiểu tại 1=x  và 3.=
CT

y  

Câu 26: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số ( )2 3 25 6 6 5y m m x mx x= − + + + −  đạt 

cực tiểu tại 1.=x  
A. 1.= −m  B. 2.=m  C. 1.m =  D. 2.= −m  

Câu 27: Cho hàm số = ( )y f x  có bảng biến thiên như sau 

3
00

+∞+∞

_ _+ +000

10-1

y

y'

x +∞-∞

 

Mệnh đề nào dưới đây là sai ? 
A. Hàm số có giá trị cực đại bằng 0. 
B. Hàm số có giá trị cực đại bằng 3. 
C. Hàm số có ba điểm cực trị. 
D. Hàm số có hai điểm cực tiểu. 

Câu 28: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số ( )4 2 22 1y x m x m= − + +  có ba điểm cực 

trị. 
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A. 1.> −m  B. 1.< −m  C. 1.= −m  D. ( )1;1 .∈ −m  

Câu 29: Tìm giá trị cực tiểu 
CÑ
y  của hàm số 4 22 1.= − + +y x x  

A. 0.
CÑ
y =  B. 2.

CÑ
y =  C. 1.

CÑ
y =  D. 3.

CÑ
y =  

Câu 30: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số 4 22 2y x mx= − +  có ba cực trị tạo 
thành một tam giác có diện tích bằng 1. 

A. 1.m =  B. 3 3.m =  C. 2.m = −  D. 3 3.m =  

Câu 31: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 3 23 1y x x mx= − + −  có hai điểm cực trị 

1x và 2x  thỏa mãn hệ thức 2 2
1 2 3.x x+ =  

A. 1.= −m  B. 3.>m  C. 
2

.
3

=m  D. 
3

.
2

=m  

Câu 32: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số ( )4 2 29 10y mx m x= + − +  có ba điểm cực 

trị. 
A. ( )0;3 .∈m  B. ( ) ( ); 3 0;3 .∈ −∞ − ∪m  

C. ( )3;3 .∈ −m  D. ( ); 3 .∈ −∞ −m  

Câu 33: Hàm số 
2 3 6

1

x x
y

x

− +=
−

 có bao nhiêu cực trị ? 

A. 0. B. 1. C. 2. D. 3. 
Câu 34: Cho hàm số ( )y f x=  xác định, liên tục trên ℝ  và có bảng biến thiên. 

0

|| 0_

∞

+∞

+ +

x

y'

y

∞ +∞1

0

1
 

Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 
A. Hàm số đạt cực đại tại 0x =  và đạt cực tiểu tại 

1.=x  
B. Hàm số có đúng một cực trị. 
C. Hàm số có giá trị cực tiểu bằng 1. 
D. Hàm số đạt cực đại tại 0x =  và đạt cực tiểu tại 

1.x = −  

Câu 35: Tìm các giá trị của thực của tham số m sao cho hàm số 
2 2

4

x x m
y

x

− +=
−

 có cực đại và cực tiểu. 

A. 8.> −m  B. 8.< −m  C. 8.≥ −m  D. 8.≤ −m  

Câu 36: Tìm phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số 3 22 1.y x x= − −  

A. 
8

1.
9

= − −y x  B. 3 4.= −y x  C. 8 9.= − −y x  D. 9 8.= −y x  

Câu 37: Tính khoảng cách h giữa hai điểm cực trị của đồ thị hàm số 
2 2

.
1

x x
y

x

+=
−

 

A. 60.=h  B. 2 5.=h  C. 15.=h  D. 2 15.=h  

Câu 38: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị của hàm số 4 22 1y x mx= + +  có ba điểm 
cực trị tạo thành một tam giác vuông cân. 

A. 1.= −m  B. 1.= −m  C. 
3

1
.

9
= −m  D. 

3

1
.

9
=m  

Câu 39: Cho hàm số 4 23 2.y x x= + +  Các điểm cực tiểu CTx  của hàm số là. 

A. 1, 2.CT CTx x= =  B. 1.CTx = −  C. 0.CTx =  D. 5.CTx =  

Câu 40: Hàm số sin 2y x=  đạt cực đại tại giá trị của 
CÑ
x  là. 
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A. 
π π= + ∈ℤ, .
2CÑ

x k k  B. 
π π= + ∈ℤ, .
3CÑ

x k k  

C. 
π π= + ∈ℤ, .
6CÑ

x k k  D. 
π π= + ∈ℤ, .
4CÑ

x k k  

Câu 41: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 
2

2

2

2

x x m
y

x

+ +=
+

 luôn có một cực đại và 

một cực tiểu. 
A. 2.=m  B. .∈ℝm  C. 2.= −m  D. ( )2;2 .∈ −m  

Câu 42: Đồ thị hàm số = − + +3 23 5y x x  có hai điểm cực trị A và B. Tính diện tích S của tam giác OAB  
với O là gốc tọa độ. 

A. =10.S  B. = 5.S  C. = 9.S  D. = 10 .
3

S  

Câu 43: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 3 2 33 3y x mx m= − +  có hai điểm cực trị. 
A. 0.=m  B. 0.<m  C. 0.>m  D. 0.≠m  

Câu 44: Hãy tìm các tham số a và b để hàm số 4 21

2
y x ax b= − +  đạt cực trị bằng 2−  tại điểm 1.=x  

A. 
3

; 1.
2

= − =a b  B. 1, 4.= =a b  C. 1.= =a b  D. 
3

1; .
2

= = −a b  

Câu 45: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị của hàm số 4 22( 1)= − + +y x m x m  có ba 
điểm cực trị , ,A B C sao cho OA BC= , trong đó O là gốc tọa độ,  A là điểm cực trị thuộc trục tung,  B và 
C  là hai điểm cực trị còn lại. 

A. 2 2 2.= ±m  B. 2.= ±m  C. 2 2.= ±m  D. 2 2 2.= − ±m  

Câu 46: Cho hàm số 3 23 9 11.= − − +y x x x  Mệnh đề  nào dưới đây đúng ? 
A. Nhận điểm 3x =  làm điểm cực đại. B. Nhận điểm 1x = −  làm điểm cực tiểu. 
C. Nhận điểm 3x =  làm điểm cực tiểu. D. Nhận điểm 1x =  làm điểm cực đại. 

Câu 47: Cho hàm số 5 3 2 1.= − − +y x x x  Mệnh đề  nào dưới đây đúng ? 
A. Hàm số đạt cực tiểu tại 1x =  và cực đại tại 2.=x  
B. Hàm số đạt cực tiểu tại 2x =  và cực đại tại 2.= −x  
C. Hàm số đạt cực tiểu tại 1x =  và cực đại tại 1.= −x  
D. Hàm số đạt cực tiểu tại 1x = −  và cực đại tại 1.=x  

Câu 48: Tìm giá trị thực của tham số m để đường thẳng ( )= − + +: 2 1 3d y m x m  vuông góc với đường 

thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số = − +3 23 1.y x x  

A. = 1 .
4

m  B. = − 1 .
2

m  C. = 3 .
4

m  D. = 3 .
2

m  

Câu 49: Đồ thị hàm số 
2 2 2

1

x x
y

x

+ +=
+

 có hai điểm cực trị. Tọa độ trung điểm I của hai điểm cực trị là. 

A. ( )2;0 .−I  B. ( )2; 2 .− −I  C. ( )1;0 .−I  D. ( )0;2 .I  

Câu 50: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số ( ) ( )3 21
1 3 2

3
y m x mx m x= − + + −  đạt cực 

tiểu tại 1.=x  
A. 1.=m  B. 2.=m  C. 3.=m  D. Không có giá trị m. 

Câu 51: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số ( )4 2 29 10= + − +y mx m x  có ba điểm cực 

trị. 
A. ( ; 3) (0;3).∈ −∞ − ∪m  B. (0;3).∈m  
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C. ( ; 3).∈ −∞ −m  D. 3= −m  hoặc 1.=m  

Câu 52: Cho hàm số 4 22 3y x x= − + +  có giá trị cực đại 
CÑ
y  và giá trị cực tiểu 

CT
y . Mệnh đề nào dưới 

đây đúng ? 

A. 3 15.
CÑ CT
y y+ =  B. 2 5.

CÑ CT
y y− =  C. 12.

CÑ CT
y y+ =  D. 2 3.

CT CÑ
y y− =  

Câu 53: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số ( )3 21
4 1

3
= + − +y x mx m x  đạt cực đại tại 

1.=x  

A. 
1

.
2

= −m  B. 3.= −m  C. 
3

.
2

= −m  D. 1.=m  

Câu 54: Hàm số 
+=
+
2 3
1

x
y

x
 có bao nhiêu cực trị ? 

A. 3.  B. 2.  C. 1.  D. 0.  

Câu 55: Đồ thị hàm số = − − +3 23 9 1y x x x  có hai điểm cực trị A và B. Điểm nào dưới đây thuộc đường 
thẳng ?AB  

A. ( )−1; 10 .N  B. ( )1;0 .P  C. ( )−0; 1 .M  D. ( )−1;10 .Q  

Câu 56: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để đường thẳng 2= + −y x m m  đi qua trung điểm 

của đoạn nối hai điểm cực đại và cực tiểu của đồ thị (C) : 3 26 9= − +y x x x  
A. 2m =  hoặc 1.m = −  B. 0m =  hoặc 1.m =  
C. 1m =  hoặc 2.m =  D. 1m = −  hoặc 1.m =  

Câu 57: Tìm giá trị thực của tham số m  để hàm số ( )= − + − +3 2 21
4 3

3
y x mx m x  đạt giá trị cực đại tại 

= 3.x  
A. = 5.m  B. =1.m  C. = −1.m  D. = −7.m  

Câu 58: Hàm số 31
7

3
y x x= − − +  có bao nhiêu cực trị ? 

A. 2. B. 3. C. 1. D. 0. 
Câu 59: Cho hàm số = ( )y f x  có bảng biến thiên như sau 

2

2 -5

4

+ +_ 00

2-1 +∞-∞

y

y'

x

 

Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 
A. Hàm số đạt cực tiểu tại = 2.x  
B. Hàm số đạt cực tiểu tại = −5.x  
C. Hàm số không có cực đại.  
D. Hàm số có bốn điểm cực trị. 

Câu 60: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 
2 1x mx

y
x m

+ +=
+

 đạt cực đại tại 2.=x  

A. 3.=m  B. 3.= −m  C. 2.=m  D. 2.= −m  

Câu 61: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 3 2 2 1y x mx m= − − +  luôn có một cực đại 
và một cực tiểu. 

A. 1.=m  B. 0.=m  C. .∈ℝm  D. ( )0;1 .∈m  

Câu 62: Tìm các giá trị của thực của tham số m sao cho hàm số ( )3 2 21
1 1

3
y x mx m m x= − + − + + đạt cực 

đại tại điểm 1.=x  
A. 3.=m  B. 2.= −m  C. 2.=m  D. 1.=m  
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Câu 63: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số ( ) ( )3 22 1 2 2y x m x m x= − − + − +  có cực 

đại, cực tiểu và các điểm cực trị của nó có hoành độ dương. 

A. 2.>m  B. 
2

.5

4

=

 =


m

m
 C. 

5
;2 .

4
 ∈ 
 

m  D. 
5

.
4

<m  

Câu 64: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 3 21
( 6) 1

3
y x mx m x= + + + −  có 2 cực trị. 

A. 2.> −m  B. 2 3.− < <m  C. 2m < −  hoặc 3.>m  D. 3.>m  

Câu 65: Hàm số sin 2y x x= −  đạt cực tiểu tại giá trị của 
CT
x  là. 

A. , .
3CTx k k
π π= + ∈ℤ  B. , .

6CTx k k
π π= − + ∈ℤ  

C. 2 , .
4CTx k k
π π= − + ∈ℤ  D. 

2
2 , .

3CTx k k
π π= + ∈ℤ  

Câu 66: Cho hàm số 4 34 5.= − −y x x  Mệnh đề  nào dưới đây đúng ? 
A. Đồ thị hàm số nhận điểm 3x =  làm điểm cực đại. 
B. Đồ thị hàm số nhận điểm 0x =  làm điểm cực đại. 
C. Đồ thị hàm số hận điểm 0x =  làm điểm cực tiểu. 
D. Đồ thị hàm số nhận điểm 3x =  làm điểm cực tiểu. 

Câu 67: Cho điểm ( )2;3 .A  Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị của hàm số 
3 3 1= − +y x mx  có hai điểm cực trị B và C sao cho tam giác ABC cân tại .A  

A. 
1
.
2

m = −  B. 1.m =  C. 2.m =  D. 
1
.
2

m =  
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§3. GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT 
 CỦA HÀM SỐ 

 

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
Các dạng toán cơ bản 
Khi không nói tập xác định D, ta hiểu tìm GTLN – GTNN trên tập xác định của hàm số đó 
Dạng 1. Tìm GTLN – GTNN của hàm số trên đoạn [ ];a b . Xét hàm số ( )y f x=   

Phương pháp: Áp dụng qui tắc: 
� Tìm tập xác định hàm số 

� Tính /y . Tìm ; ( 1,2,..., )
i
x a b i n ∈ =   tại đó đạo hàm bằng 0 hoặc không xác định. 

� Tính ( ), ( ), ( )
i

f a f x f b .  

� Tìm số lớn nhất M và số nhỏ nhất m trong các số trên. Khi đó: 
[ ; ][ ; ]

max ( ), min ( )
a ba b

M f x m f x= = . 

Chú ý:  
� [ ]/

[ ; ] [ ; ]
0, ; min ( ) ( );max ( ) ( )> ∀ ∈ ⇒ = =

a b a b
y x a b f x f a f x f b  

� [ ]/

[ ; ] [ ; ]
0, ; min ( ) ( );max ( ) ( )< ∀ ∈ ⇒ = =

a b a b
y x a b f x f b f x f a   

Dạng 2. Tìm GTLN – GTNN của hàm số chứa căn thức 
Phương pháp: Áp dụng qui tắc: 

1 Tìm điều kiện, suy ra tập xác định [ ];D a b= . Lưu ý: Hàm số y A=  xác định 0A⇔ ≥  

2 Tính /y . Tìm ; ( 1,2,..., )
i
x a b i n ∈ =   tại đó đạo hàm bằng 0. 

Lưu ý:   � 
2

0B
A B

A B

≥
= ⇔  =

   � 
0  0B hay A

A B
A B

≥ ≥
= ⇔  =

 

� Tính ( ), ( ), ( )
i

f a f x f b .  

� Tìm số lớn nhất M và số nhỏ nhất m trong các số trên. Khi đó: 
[ ; ][ ; ]

max ( ), min ( )
a ba b

M f x m f x= = . 

Dạng 3. Tìm GTLN – GTNN của hàm số trên một khoảng ( ; )a b . 

Phương pháp: Lập bảng biến thiên của hàm số ( )y f x=  trên khoảng ( ; )a b , rồi dựa vào bảng biến thiên 
đưa ra kết luận bài toán. 

Dạng 4. Ứng dụng vào bài toán thực tế. 

Chú ý: Từ bài toán, xây dựng công thức (hàm số); nắm được các công thức toán học, vật lí. 

� Một chất điểm chuyển động có phương trình ( )s s t=  

� Vận tốc của chất điểm: ( ) ( )v t s t′=  

� Gia tốc của chất điểm: ( ) ( ) ( ).a t v t s t′ ′′= =  

 
 

B. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
 

Câu 1: Tìm giá trị lớn nhất M của hàm số 
2

1

3

x
y

x

−=
+

 trên đoạn [ ]2;4 .  

A. 
1

.
7

M =  B. 
1

.
6

M =  C. 
3

.
19

M =  D. 
1

.
2

M = −  

Câu 2: Tìm giá trị nhỏ nhất m của hàm số 4 21
1

2
= + +y x x  trên đoạn [ ]1;2 .−  
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A. 19.m =  B. 
5

.
2

m =  C. 3.m =  D. 1.m =  

Câu 3: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số 2( ) 3 2 .f x x x x= + + −  

A. = − =1 2 2; 1.m M  B. = − =1; 2.m M  

C. = − = +1; 1 2 2.m M  D. = − =1; 1.m M  

Câu 4: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số 2( ) 2sin 2sin 1.f x x x= + −  

A. = − =1; 3.m M  B. = − =1
; 3.
2

m M  C. = − =3
; 1.
2

m M  D. = − =3
; 3.
2

m M  

Câu 5: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số 2( ) 8 .f x x x= + −  

A. = − =4; 2.m M  B. = =2; 4.m M  C. = − =2 2; 4.m M  D. = − =2; 2.m M  

Câu 6: Gọi ,m M lần lượt là giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của hàm số 
3 1

( )
2

−=
+

x
f x

x
 trên đoạn 

[ ]5; 3− − . Tính .= +S m M  

A. 
14

.
3

=S  B. 
46

.
3

= −S  C. 
46

.
3

=S  D. 
14

.
3

= −S  

Câu 7: Tìm giá trị lớn nhất M của hàm số 1 3= + + −y x x  trên đoạn [ ]1;3 .−  

A. 2 2.M = +  B. 2.M =  C. 2.M =  D. 2 2.M =  

Câu 8: Gọi ,m M lần lượt là giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của hàm số ( ) 2sin sin 2= +f x x x  trên 

đoạn 
3π

0;
2

 
  

. Tính . .=P m M  

A. 1.= −P  B. 0.=P  C. 3 3.= −P  D. 3 3.=P  

Câu 9: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số 2( ) cos 2 sin cos 4.f x x x x= − +  

A. = =7 81
; .
2 16

m M  B. = − =3; 10.m M  C. = − =7 16
; .
2 81

m M  D. = − =1 7
; .
4 2

m M  

Câu 10: Tìm giá trị lớn nhất M của hàm số 
2

4
.

2
y

x
=

+
 

A. = −5.M  B. = 3.M  C. =10.M  D. = 2.M  

Câu 11: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số = − − +3 23 9 35y x x x  trên đoạn  − 4;4 .  

A. = − =41; 15.m M  B. = =15; 40.m M  C. = − =40; 41.m M  D. = − =41; 40.m M  

Câu 12: Một vật chuyển động theo qui luật = − +3 21
6

2
s t t  với  t (giây) là khoảng thời gian tính từ khi vật 

bắt đầu chuyển động và s (mét) là quãng đường vật di chuyển được trong khoảng thời gian đó. Hỏi trong 
khoảng thời gian 6 giây, kể từ khi bắt đầu chuyển động, vận tốc lớn nhất của vật đạt được bằng bao nhiêu 
? 

A. 24( / ).m s  B. 18( / ).m s  C. 64( / ).m s  D. 108( / ).m s  

Câu 13: Cho hàm số 
+=
+1

x m
y

x
 (m là tham số thực) thỏa mãn 

      

+ =
1;2 1;2

16
min max .

3
y y . Mệnh đề nào dưới 

đây đúng ? 
A. > 4.m  B. ≤ 0.m  C. < ≤0 2.m  D. < ≤2 4.m  

Câu 14: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số ( ) 4 8 12 4 .f x x x= + + −  

A. = − =1
; 2.
2

m M  B. = − =2; 2 10.m M  
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C. = =5; 10.m M  D. = =2 5; 2 10.m M  

Câu 15: Tìm giá trị lớn nhất M của hàm số 3 22 3 12 2y x x x= + − +  trên đoạn [ ]1;2 .−  

A. 6.M =  B. 15.M =  C. 11.M =  D. 10.M =  

Câu 16: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số 
3 2

2

x
y

x

−=
+

 trên đoạn [0;3].  

A. 
7

1; .
5

m M= − =  B. 
7

; 1.
5

m M
−= =  C. 

1
; 1.

3
m M= =  D. 

1
1; .

3
m M= − =  

Câu 17: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số = +
+

y x
x

8
2 1

 trên đoạn   1;2 .  

A. = =2; 7.m M  B. 
7 18

; .
2 5

m M= =  C. = =0; 18.m M  D. = =11 7
; .
3 2

m M  

Câu 18: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số 
4

( )f x x
x

= +  trên đoạn [ ]1;3 .  

A. = =4; 5.m M  B. = = 134; .
3

m M  C. = =13
; 5.
3

m M  D. = =1; 3.m M  

Câu 19: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số ( ) 2 5 .f x x x= + −  

A. = − =5; 5.m M  B. = =0; 5.m M  C. = =5; 5.m M  D. = − =5; 5.m M  

Câu 20: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số 
+ +=

+

2 5 4
2

x x
y

x
 trên đoạn   0;1 .  

A. 
10
; 7.
3

m M= =  B. 
27

2; .
10

m M= =  C. 
10

2; .
3

m M= =  D. 
27 10
; .

10 3
m M= =  

Câu 21: Gọi ,m M lần lượt là giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của hàm số 4 2( ) cos sin 2= + −f x x x . 
Tính . .=P m M  

A. 
5

.
4

=P  B. 
4

.
5

= −P  C. 1.= −P  D. 
5

.
4

= −P  

Câu 22: Tìm giá trị nhỏ nhất m của hàm số 
2 3

1

x
y

x

+=
−

 trên đoạn [ ]2;4 .  

A. 2.m = −  B. 
19

.
3

m =  C. 3.m = −  D. 6.m =  

Câu 23: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để giá trị nhỏ nhất của hàm số 
2

1

x m
y

x

+=
−

 trên đoạn 

[2;3]  bằng 14.  

A. 5.m =  B. 2 3.m = ±  C. 5.m = ±  D. 2 3.m =  

Câu 24: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số 2 21
( ) 4 .

4
f x x x x x= − − −  

A. = =1; 3.m M  B. = − =3; 0.m M  C. = =0; 3.m M  D. = − =3; 3.m M  

Câu 25: Gọi m là giá trị nhỏ nhất của hàm số 22 1y x x= − −  trên khoảng (1; ).+∞  Trong các khẳng định 
sau, khẳng định nào đúng? 

A. 3.m =  B. 3.m <  C. 3.m =  D. 2.m =  

Câu 26: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số 2 4y x x= + + −  trên đoạn 2;4 . −   

A. = =2 3; 12.m M  B. = =6; 2 3.m M  C. = =3; 6.m M  D. = − =2; 4.m M  
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Câu 27: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số ( ) 2( ) 6 4f x x x= − +  trên đoạn   0;2 .  

A. = − =3 3; 12.m M  B. 12; 5 5.m M= − = −  

C. = − =12; 3 13.m M  D. = =3 13; 12.m M  

Câu 28: Tìm giá trị nhỏ nhất m của hàm số 4 2 13y x x= − +  trên đoạn [ ]2;3 .−  

A. 
51

.
4

m =  B. 
49

.
4

m =  C. 13.m =  D. 
51

.
2

m =  

Câu 29: Kết luận nào là đúng về giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 2 .= −y x x  
A. Có giá trị lớn nhất và không có giá trị nhỏ nhất. 
B. Có giá trị nhỏ nhất và không có giá trị lớn nhất. 
C. Có giá trị lớn nhất và có giá trị nhỏ nhất . 
D. Không có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất. 

Câu 30: Tìm giá trị lớn nhất M và giá trị nhỏ nhất m của hàm số 
3cos 1

.
3 cos

−=
+

x
y

x
 

A. 
1

, 2.
3

= − = −M m  B. 
1

, 3.
2

= = −M m  C. 
1

, 2.
2

= = −M m  D. 
1 1

, .
2 3

= = −M m  

Câu 31: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để giá trị nhỏ nhất của hàm số 
2

( )
1

x m m
f x

x

− +=
+

 trên 

đoạn [ ]0;1  bằng 2.−  

A. 1, 2.m m= − =  B. 1; 2.m m= =  C. 1; 2.m m= − = −  D. 1; 2.= = −m m  

Câu 32: Tìm giá trị nhỏ nhất  m của hàm số 22 5 .= + −y x x  

A. 2.m = −  B. 2 5.m =  C. 2 5.m = −  D. 5.m =  

Câu 33: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số 3 2( ) cos 6cos 9cos 5.f x x x x= − + +  
A. = =11; 21.m M  B. = =9; 11.m M  C. = − =11; 9.m M  D. = − =1; 5.m M  

Câu 34: Tìm giá trị nhỏ nhất m của hàm số 3 27 11 2y x x x= − + −  trên đoạn [ ]0;2 .  

A. 3.m =  B. 2.m = −  C. 0.m =  D. 11.m =  

Câu 35: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số = −5 4y x  trên đoạn  − 1;1 .  

A. = − =1; 1.m M  B. = =1; 3.m M  C. = =1; 5.m M  D. 5; 3.m M= =  

Câu 36: Tìm giá trị lớn nhất M  của hàm số 2 2 3.= − − +y x x  

A. 3.M =  B. 2.M =  C. 3.M =  D. 2.M =  

Câu 37: Một vật chuyển động theo qui luật = − +3 21
9

2
s t t  với  t (giây) là khoảng thời gian tính từ khi vật 

bắt đầu chuyển động và s (mét) là quãng đường vật di chuyển được trong khoảng thời gian đó. Hỏi trong 
khoảng thời gian 10 giây, kể từ khi bắt đầu chuyển động, vận tốc lớn nhất của vật đạt được bằng bao 
nhiêu ? 

A. 54( / ).m s  B. 400( / ).m s  C. 30( / ).m s  D. 216( / ).m s  

Câu 38: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số 1 1y x x= − + +  trên đoạn 1;1 .    

A. = − =2; 2.m M  B. = =1; 2 2.m M  C. = − =2; 2.m M  D. = =2; 2.m M  

Câu 39: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số 3 2( ) 2 3 12 1f x x x x= − − +  trên đoạn 

5
2; .

2
 −  
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A. = − =19; 3.m M  B. = − =19; 8.m M  C. = =9; 18.m M  D. = − =33
; 8.
2

m M  

Câu 40: Tìm giá trị nhỏ nhất m của hàm số 
2

4
3y x

x
= +  trên khoảng ( )0; .+∞  

A. 7.m =  B. 
33

.
5

m =  C. 32 9.m =  D. 33 9.m =  

Câu 41: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số = +y x x23 2cos  trên đoạn π  0; .  

A. 
π π+ += =2 3 3 3 9

; .
6 6

m M  B. 
π π+= = +2 3 3

; 3 2.
6

m M  

C. 
π += = 3 92; .
6

m M  D. π= = +2; 3 2.m M  

Câu 42: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số 2( ) 4 .f x x x= + −  

A. = =2; 2 2.m M  B. = − =1; 2.m M  C. = − =2 2; 2.m M  D. = − =2; 2 2.m M  

Câu 43: Tìm giá trị lớn nhất M của hàm số 3 22 3 12 13= + − −y x x x  trên đoạn [ ]3;2 .−  

A. 9.M =  B. 3.M =  C. 4.M = −  D. 7.M =  

Câu 44: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số 2( ) 2sin 2sin 1.f x x x= − + −  

A. = − =5; 1.m M  B. = − = − 15; .
2

m M  C. = =1
; 5.
2

m M  D. = − = 11; .
2

m M  

Câu 45: Cho hàm số 
+=
−1

x m
y

x
 (m là tham số thực) thỏa mãn 

  

=
2;4
min 3y . Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. < ≤3 4.m  B. < −1.m  C. > 4.m  D. ≤ <1 3.m  

Câu 46: Tìm giá trị lớn nhất M của hàm số 4 22 3y x x= − +  trên đoạn 0; 3 . 
   

A. 9.M =  B. 1.M =  C. 6.M =  D. 8 3.M =  

Câu 47: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số = +y x x2 cos2 4sin  trên đoạn
π 

 
 
0; .
2

 

A. = =2; 2 2.m M  B. = − =2 2; 2 2.m M  

C. = − =2; 2 2.m M  D. = = −2; 4 2 4.m M  

Câu 48: Một vật chuyển động theo qui luật 3 21
6

3
s t t= − +  với  t (giây) là khoảng thời gian tính từ khi vật 

bắt đầu chuyển động và s (mét) là quãng đường vật di chuyển được trong khoảng thời gian đó. Hỏi trong 
khoảng thời gian 9 giây, kể từ khi bắt đầu chuyển động, vận tốc lớn nhất của vật đạt được bằng bao nhiêu 
? 

A. 144( / ).m s  B. 36( / ).m s  C. 243( / ).m s  D. 27( / ).m s  

Câu 49: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số = −y x x2 4  trên đoạn
 
 
 

1
;4 .
4

 

A. = − = −153; .
8

m M  B. = − =15
; 8.
8

m M  C. = − =3; 8.m M  D. = − =8; 3.m M  

Câu 50: Tìm giá trị nhỏ nhất m của hàm số 2 2
y x

x
= +  trên đoạn 

1
;2 .

2
 
  

 

A. 3.m =  B. 5.m =  C. 10.m =  D. 
17

.
4

m =  
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Câu 51: Cho hàm số 33sin 4sin= −y x x .  Giá trị lớn nhất M của hàm số trên khoảng ;
2 2

π π − 
 

bằng. 

A. = 7.M  B. = −1.M  C. = 3.M  D. =1.M  

Câu 52: Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh a. Người ta cắt ở bốn góc bốn hình vuông bằng nhau, rồi 
gập tấm nhôm lại như hình vẽ dưới để được một cái hộp không nắp. Tìm cạnh x của các hình vuông bị cắt 
sao cho thể tích của khối hộp là lớn nhất. 

a

x
 

A. = .
6
a

x                 B. = .
2
a

x  

    C. = .
12
a

x               D. = .
3
a

x  

Câu 53: Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh =12a cm . Người ta cắt ở bốn góc bốn hình vuông bằng 
nhau, mỗi hình vuông có cạnh bằng x (cm) rồi gập tấm nhôm lại như hình vẽ dưới để được một cái hộp 
không nắp. Tìm  x  để hộp nhận được có thể tích lớn nhất. 

a

x
 

A. = 2.x  B. = 3.x  
 
C. = 4.x  D. = 6.x  

Câu 54: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số = − +4 23 2y x x  trên đoạn   0;3 .  

A. = =2; 56.m M  B. = − =1
; 56.
4

m M  C. = − =1
; 0.
4

m M  D. 
1

; 2.
4

m M= − =  

Câu 55: Gọi m là giá trị nhỏ nhất của hàm số 22 1y x x= − −  trên khoảng (1; ).+∞  Trong các khẳng định 
sau, khẳng định nào đúng? 

A. 3.m =  B. 3.m <  C. 3.m =  D. 2.m =  

Câu 56: Tìm giá trị lớn nhất M của hàm số 2 2 3.y x x= − − +  

A. 0.M =  B. 2.M =  C. 2.M =  D. 3.M =  
Câu 57: Cho hàm số = ( )y f x  có bảng biến thiên như sau 

5

4

_
x

y'

y

-∞ +∞0 1

0 0_ +

-∞

+∞

 

Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 
A. = 5.

CÑ
y  B. = 0.

CT
y  

 
C. =

ℝ

min 4.y  D. =
ℝ

max 5.y  

Câu 58: Tìm giá trị lớn nhất M của hàm số 3 1 .y x= − −  
A. = −3.M  B. = 0.M  C. =1.M  D. = −1.M  

Câu 59: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số 2( ) 1 .f x x x= −  

A. = − =1 1
; .
2 2

m M  B. = =0; 1.m M  

C. = − =1 1
; .
2 2

m M  D. = − =1; 1.m M  
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§4. ĐƯỜNG TIỆM CẬN 
 

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
Các dạng toán cơ bản 
Dạng 1: Tìm các đường tiệm cận thông qua định nghĩa; bảng biến thiên. 
Dạng 2: Tìm các đường tiệm cận của hàm số nhất biến 
� Hàm bậc ba, bậc bốn(trùng phương) không có tiệm cận 

� Hàm số nhất biến: 
ax b

y
cx d

+=
+

 

1 Tập xác định: 0\
d

D x
c

 = = − 
 

ℝ  

2 Tính 0lim ( )
x

a
f x y

c→±∞
= = . Đường thẳng 0y y= là tiệm cận ngang 

3 Tính 
+ +→ →

= +∞ = −∞
0 0

lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x f x  hay 
0 0

lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x f x
− −→ →

= +∞ = −∞ . Đường thẳng = 0x x  là tiệm 

cận đứng.  
Lưu ý:  

� Tính /
2( )

ad bc
y

cx d

−=
+

và nhận định dấu của /y để đưa ra nhanh kết quả giới hạn trên. 

� Hàm số đa thức không có tiệm cận. 
Dạng 3: Tìm các đường tiệm đứng của hàm số khác 
� Cho mẫu số bằng 0 tìm các nghiệm ,( 1,2,...)

i
x i =  

� Áp dụng định nghĩa ta tính giới hạn và đưa ra kết luận. 
Lưu ý: Sử dụng máy tính bằng cách calc các giá trị 

i
x dựa vào định nghĩa đưa ra kết luận. 

 

B. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
 

Câu 1: Cho hàm số ( )y f x=  có lim ( ) 2
x

f x
→+∞

=  và lim ( ) 3
x

f x
→−∞

= − . Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng 2y =  và 3.y = −  
B. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận đứng là các đường thẳng 2x =  và 3.x = −  
C. Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận ngang và một tiệm cận đứng. 
D. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng 2x =  và 3.x = −  

Câu 2: Tìm tất cả các tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
2

2

2 1 3
.

5 6
x x x

y
x x

− − + +=
− +

 

A. 2.x =  B. 3.x =  C. 2; 3.x x= =  D. 3; 2.x x= − = −  

Câu 3: Đường thẳng nào dưới đây là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
2 1

?
1

x
y

x

+=
+

 

A. 1.x = −  B. 1.x =  C. 1.y = −  D. 2.y =  

Câu 4: Cho hàm số ( )y f x=  có 
1
lim ( )
x

f x
+→

= −∞  và 
1
lim ( )
x

f x
−→

= +∞ . Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng 1y =  và 1.y = −  
B. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận đứng là các đường thẳng 1x =  và 1x = −  
C. Đồ thị hàm số đã cho có một tiệm cận ngang là đường thẳng 1.y =  
D. Đồ thị hàm số đã cho có một tiệm cận đứng là đường thẳng 1.x =  

Câu 5: Đồ thị của hàm số 
2 2 3
3

x x
y

x

− −=
−

 có bao nhiêu tiệm cận ? 

A. 3.  B. 2.  C. 1.  D. 0.  
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Câu 6: Cho hàm số 
3 4

1

−=
+

x
y

x
 có đồ thị ( ).C  Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. ( )C  có tiệm cận ngang là đường thẳng 4.=y  B. ( )C  có tiệm cận đứng là đường thẳng 4.= −x  
C. ( )C  có tiệm cận đứng là đường thẳng 1.= −x  D. ( )C  không có tiệm cận. 

Câu 7: Tìm giá trị thực của tham số m và n để đồ thị hàm số 
3mx

y
x n

−=
+

 nhận đường thẳng 2y =  làm 

tiệm cận ngang và đường thẳng 2x = làm tiệm cận đứng ? 
A. 2, 2.= − =m n  B. 2.= = −m n  C. 2, 2.= = −m n  D. 2.= =m n  

Câu 8: Cho đồ thị hàm số 
3 1

2 1

x
y

x

+=
−

. Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng  là 
3

.
2

=x  B. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là 
3

.
2

=y  

C. Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng  là 1.=x  D. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là 
1

.
2

=y  

Câu 9: Đường thẳng nào dưới đây là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
2 1

?
1

x
y

x

+=
+

 

A. 1.y = −  B. 1.x =  C. 2.y =  D. 2.x =  

Câu 10: Cho đồ thị hàm số  
2

1
( ) : .

1

+=
+

x
C y

x
 Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. (C) chỉ có một tiệm cận ngang 0.=y  
B. (C) chỉ có một tiệm cận đứng 1.= −x  
C. (C) có một tiệm cận đứng 1x = −  và một tiệm cận ngang 0.=y  
D. (C) không có tiệm cận. 

Câu 11: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị của hàm số 
2

1

1

x
y

mx

+=
+

 có hai đường 

tiệm cận ngang. 
A. Không có giá trị nào của m thỏa mãn. B. 0.>m  
C. 0.<m  D. 0.=m  

Câu 12: Tìm tất cả các tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
2

2

3 2 4 2
.

3 2
x x x

y
x x

− − − −=
− +

 

A. 1.x =  B. 2.x =  C. 1x =  và 2.x =  D. 0; 3.x x= =  

Câu 13: Đồ thị hàm số 
2

2

4 3

2

− +=
+

x
y

x
 có bao nhiêu đường tiệm cận ? 

A. 0. B. 2. C. 3. D. 1. 

Câu 14: Tìm tất cả các tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
2 3

1 1
.

2 1
y

x x x
= −

+ − −
 

A. 1.x =  B. 2.x = −  C. 0.x =  D. 1x =  và 2.x = −  

Câu 15: Đồ thị hàm số 
2

2

9

x
y

x

+=
−

 có mấy đường tiệm cận đứng ? 

A. 1. B. 0. C. 2. D. 3. 

Câu 16: Cho hàm số 
2

1

x m
y

mx

+=
−

 . Tìm các giá trị thực của tham số m để đường  tiệm cận đứng, tiệm cận 

ngang của đồ thị hàm số cùng hai trục tọa độ tạo thành một hình chữ nhật có diện tích bằng 8. 

A. 
1

.
2

=m  B. 2.=m  C. 
1

.
2

= ±m  D. 2.≠ ±m  
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Câu 17: Đồ thị của hàm số 
2

1
1

x
y

x

+=
−

 có bao nhiêu tiệm cận ? 

A. 2.  B. 1.  C. 0.  D. 3.  

Câu 18: Đường thẳng nào dưới đây là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
1 2

?
1
x

y
x

−=
+

 

A. 1.x = −  B. 2.x = −  C. 1.y =  D. 2.y = −  

Câu 19: Tìm tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số 
2 1 1

1

− +=
+

m x
y

x
có một tiệm 

cận ngang duy nhất. 
A. ..∈ℝm  B. 1.= ±m  C. 0.=m  D. 1.=m  

Câu 20: Cho hàm số ( )y f x=  có lim ( ) 1
x

f x
→+∞

=  và lim ( ) 1
x

f x
→−∞

= − . Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận ngang. 
B. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng 1y =  và 1.y = −  
C. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng 1x =  và 1.x = −  
D. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận ngang. 

Câu 21: Trong các khẳng định sau, khẳng định nào sai? 

A. Đồ thị hàm số 
2

3

x
y

x
=

−
 có tiệm cận ngang là đường thẳng 2.y =  

B. Đồ thị hàm số 4 22 3 1y x x= − + −  không có tiệm cận đứng. 

C. Đồ thị hàm số 3 23 1y x x= − −  không có tiệm cận ngang. 

D. Đồ thị hàm số 
1

y
x

=  không có tiệm cận đứng. 

Câu 22: Tìm hàm số mà đồ thị của nó có hai tiệm cận đứng. 

A. 
2

2

1
.
1

x
y

x

+=
−

 B. 
3

2

1
.
1

x
y

x

−=
−

 C. 
3

2

1
.
1

x
y

x

+=
−

 D. 
2 1
.
1

x
y

x

+=
+

 

Câu 23: Đồ thị hàm số 
( )2 2

1

1 2

+=
+ −

x
y

m x
 có bao nhiêu đường tiệm cận ? 

A. 4. B. 3. C. 2. D. 1. 

Câu 24: Tìm đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
22 1

2 3

x x
y

x

+ +=
−

 là. 

A. 
2

.
3

=x  B. 
3

.
2

=x  C. 1.=y  D. 
3

.
2

=y  

Câu 25: Đồ thị hàm số 
1

4
2

y
xm

= +
−

 có tiệm cận đứng là 2x = −  khi và chi khi giá trị thực của tham số 

m là. 
A. 1.≠ −m  B. 1.= −m  C. 4.=m  D. 1.=m  

Câu 26: Đồ thị hàm số 
2

2

3
4

x x
y

x

+=
−

 có bao nhiêu đường tiệm cận ? 

A. 4. B. 1. C. 2. D. 3. 

Câu 27: Tìm các đường tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
4 2

.
−= x

y
x

 

A. 0; 4.= =x y  B. 0; 2.= = −x y  C. 2; 0.= =x y  D. 2; 0.= − =x y  

Câu 28: Đồ thị của hàm số nào trong các hàm số dưới đây có tiệm cận đứng ? 
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A. 3 3 2.y x x= − +  B. 
2

1
.
2

y
x x

=
+ +

 C. 
2

1
.
1
x

y
x

−=
−

 D. 
2

1
.
4

y
x

=
+

 

Câu 29: Tìm các đường tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
2

2

2 1

3 2

x
y

x x

−=
− +

 là. 

A. TCĐ: 1x = − và 2x = ; TCN: 1.=y  B. TCĐ: 2x =  và TCN: 2.=y  
C. TCĐ: 1x = và 2x = ; TCN: 2.=y  D. TCĐ: 1x =  và TCN: 2.=y  

Câu 30: Tìm tất cả các tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
3

2

8 .
2

x
y

x x

−=
−

 

A. 2.x =  B. 1x =  và 0.x =  C. 0; 2.x x= =  D. 2.x = −  

Câu 31: Tìm giá trị của tham số m để đồ thị hàm số 
( )1 2 1

1

m x m
y

x

+ − +
=

−
 không có tiêm cận đứng ? 

A. 2.m =  B. 1.m =  C. 1.m = −  D. 
1
.
2

m =  

Câu 32: Cho đồ thị hàm số 
2

1
( ) :

4

x
C y

x

+=
−

. Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. ( )C  không có tiệm cận đứng. B. ( )C  có 1 tiệm cận ngang và 2 tiệm cận đứng. 
C. ( )C  không có tiệm cận ngang. D. ( )C  có 2 tiệm cận ngang và 2 tiệm cận đứng. 

Câu 33: Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên dưới đây. 

_+

0

1+∞

-∞

-2 0 +∞-∞

y

y'

x

 

Hỏi đồ thị hàm số đã cho có bao nhiêu đường tiệm 
cận ? 
A. 3.  B. 2.  
 
C. 4.  D. 1.  

Câu 34: Tìm các đường tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
1

2 1

x
y

x

+=
+

 là. 

A. TCĐ: 
1

2
x = −  và TCN: 

1
.

2
= −y  B. TCĐ: 

1

2
x =  và TCN: 

1
.

2
=y  

C. TCĐ: 
1

2
x =  và TCN: 

1
.

2
= −y  D. TCĐ: 

1

2
x = −  và TCN: 

1
.

2
=y  

Câu 35: Tìm tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
2 3

.
1

−=
+

x
y

x
 

A. 1.= −x  B. 2.=y  C. 2.=x  D. 
1

.
2

=y  

Câu 36: Đồ thị hàm số 
2

2

2 1

x
y

x x
=

− −
 có bao nhiêu tiệm cận? 

A. 0. B. 1. C. 3. D. 2. 

Câu 37: Đồ thị hàm số 
1

1

x
y

x

+=
−

 có bao nhiêu đường tiệm cận ? 

A. 2. B. 0. C. 3. D. 1. 

Câu 38: Tìm số tiệm cận của đồ thị hàm số 
2

2

5 4
.

1
x x

y
x

− +=
−

 

A. 3.  B. 1.  C. 0.  D. 2.  
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Câu 39: Cho đồ thị hàm số 
2

.
2 1

−=
+

x
y

x
 Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Nhận điểm 
1 1

;
2 2

 
 
 

 làm tâm đối xứng. B. Nhận điểm 
1 1

;
2 2

 − 
 

 làm tâm đối xứng. 

C. Nhận điểm 
1

;2
2

 − 
 

 làm tâm đối xứng. D. Nhận điểm 
1 1

;
2 2

 − − 
 

 làm tâm đối xứng. 

Câu 40: Đồ thị của hàm số 
2

2
4

x
y

x

−=
−

 có bao nhiêu tiệm cận ? 

A. 0.  B. 1.  C. 2.  D. 3.  

Câu 41: Tìm tọa độ tâm đối xứng của đồ thị hàm số 
2 1

.
1

x
y

x

−=
− +

 

A. (1; 2).−  B. (2;1).  C. ( 2;1).−  D. (1;2).  

Câu 42: Đồ thị của hàm số nào trong các hàm số dưới đây có tiệm cận đứng ? 

A. 
2

1
.
1

y
x x

=
+ +

 B. 
4

1
.
1

y
x

=
+

 C. 
1
.y
x

=  D. 
2

1
.
1

y
x

=
+

 

Câu 43: Tìm tất cả các tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
2

2

3 1 2 .
2 3

x x x
y

x x

− − + +=
+ −

 

A. 3x = −  và 1.x =  B. 3.x = −  C. 0.x =  D. 1.x =  

Câu 44: Đường thẳng 2x =  là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số nào ? 

A. .
2

=
− −

x
y

x
 B. 

1
.

2

+=
+

x
y

x
 C. 

2 1
.

1

−=
+

x
y

x
 D. .

2
=

−
x

y
x

 

Câu 45: Cho hàm số 
2 2 1x m

y
x m

+ −=
+

 . Tìm giá trị thực của tham số m để tiệm cận đứng của đồ thị hàm 

số đi qua điểm (3;1).M  
A. 2.=m  B. 3.= −m  C. 1.=m  D. 3.=m  

Câu 46: Tìm tất cả các tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
3

2

3 2
.

5 4
x x

y
x x

− +=
− +

 

A. 4.x = −  B. 1.x =  C. 4x =  và 0.x =  D. 4.x =  

Câu 47: Tìm số tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
2

2

3 4
.

16
x x

y
x

− −=
−

 

A. 0.  B. 2.  C. 3.  D. 1.  
Câu 48: Đồ thị hàm số nào dưới đây nhận đường thẳng 1=y  làm đường tiệm cận ? 

A. 
2

.
1

−=
−

x
y

x
 B. 3 .= +y x x  C. 4 2.= −y x x  D. 

2
.

3

−=
+

x
y

x
 

Câu 49: Cho đồ thị hàm số 
2

2 1
( ) : .

4
x

C y
x

+=
−

 Mệnh đề nào dưới đây sai ? 

A. Đồ thị hàm số ( )C có hai đường tiệm cận.   B. Đồ thị hàm số ( )C có ba đường tiệm cận. 
C. Đồ thị hàm số ( )C có hai đường tiệm cận đứng.D. Đồ thị hàm số ( )C có một đường tiện cận ngang. 

Câu 50: Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên dưới đây. 

+∞

-1-∞

1
+_

20 +∞-∞

y

y'

x

 

Hỏi đồ thị hàm số đã cho có bao nhiêu đường tiệm 
cận ? 
A. 3.  B. 2.  
 
C. 4.  D. 1.  
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Câu 51: Đồ thị hàm số 
+=
−2

2 1
9

x
y

x
 có bao nhiêu đường tiệm cận ? 

A. 4. B. 1. C. 3. D. 2. 

Câu 52: Đồ thị hàm số 
2

2

9

x
y

x

−=
−

 có bao nhiêu đường tiệm cận ? 

A. 3. B. 2. C. 1. D. 4.  

Câu 53: Đồ thị hàm số ( )2

1

1 ( 2)

x
y

x x

+=
− −

 có bao nhiêu đường tiệm cận đứng ? 

 A. 1. B. 0. C. 2. D. 3. 

Câu 54: Tìm giao điểm I của hai đường tiệm cận của đồ thị hàm số 
2 3

.
5

x
y

x

+=
−

  

 A. ( 5;2).I −   B. ( 2;5).I −  C. (5;2).I  D. (5; 2).I −  
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§5. KHẢO SÁT SỰ BIẾN THIÊN VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 
 

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
1. Hàm số bậc ba: 3 2 ( 0)y ax bx cx d a= + + + ≠  
� Tập xác định: D = ℝ  

� /y là một tam thức bậc hai: 

+ Nếu /y  có hai nghiệm phân biệt thì sẽ đổi dấu hai lần khi qua các nghiệm của nó, khi đó đồ thị có hai 

điểm cực trị. 

+ Nếu /y có nghiệm kép hoặc vô nghiệm thì không đổi dấu, do đó đồ thị không có điểm cực trị. 

+ / /y là một nhị thức bậc nhất luôn đổi dấu qua nghiệm của nó nên có một điểm uốn. Đồ thị nhận điểm 

uốn làm tâm đối xứng. 

Đồ thị hàm số bậc ba thường có một trong các dạng như hình dưới đây 
3 2 ( 0)y ax bx cx d a= + + + ≠  a > 0 a < 0 

 

Phương trình / 0y =  

có hai nghiệm phân biệt 

 

  
 

 

Phương trình / 0y = có nghiêm kép 

 
 

 

Phương trình / 0y = vô nghiệm 

y

xO

 

y

xO

 

2. Hàm số trùng phương: 4 2 ( 0)y ax bx c a= + + ≠  
� Tập xác định: D = ℝ  

� ( )/ 3 24 2 2 2y ax bx x ax b= + = +  

+ Nếu a, b cùng dấu thì /y có một nghiệm và đổi dấu một lần qua nghiệm của nó nên chỉ có một điểm cực 

trị. 

+ Nếu a, b trái dấu thì /y có ba nghiệm phân biệt và đổi dấu ba lần khi qua các nghiệm của nó nên đồ thị 
có ba điểm cực trị. 

�
/ / 212 2y ax b= +  

+ Nếu a, b cùng dấu thì / /y không đổi dấu nên đồ thị không có điểm uốn 

+ Nếu a, b trái dấu thì / /y có hai nghiệm phân biệt và đổi dấu hai lần khi qua các nghiệm của nó nên đồ 

thị có hai điểm uốn. 
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� Đồ thị nhận Oy làm trục đối xứng 

� Đồ thị hàm số bậc trùng phương thường có một trong bốn dạng như hình dưới đây 

y ax bx c a4 2 ( 0)= + + ≠  a > 0 a < 0 

 

 

 

Phương trình / 0y =  

có ba nghiệm phân biệt 

O

y

x

 

O

y

x

 
 

 

 

Phương trình / 0y =  

có một nghiệm 
O

y

x

 

O

y

x

 

3. Hàm số phân thức: ( ) ( 0, 0)
ax b

y f x c ad cb
cx d

+= = ≠ − ≠
+

 

� Tập xác định: 1 \
d

D
c

 
= − 

 
ℝ  � 

/
2 2( ) ( )

ad cb D
y

cx d cx d

−= =
+ +

 

+ Nếu /
10 0,D y x D> ⇒ > ∀ ∈  

+ Nếu /
10 0,D y x D< ⇒ < ∀ ∈  

� Tiệm cận: + 
a

y
c

=  là tiệm cận ngang; + 
d

x
c

= −  là tiệm cận đứng 

� Bảng biến thiên 

TH: / 0y >                                              TH: / 0y <  

+

d

c

a

c

+

y

y'

∞ +∞

+∞

∞

x

a

c
   

a

c

x

∞

+∞

+∞∞

y'

y
a

c

d

c

 
� Đồ thị có dạng: 

            

y

xO
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B. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 
 

Câu 1: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

y

xO

 

A. 3 3 1.y x x= − + +   

 

B. 2 1.y x x= − + −  

 

C. 4 2 1.y x x= − +  

 
D. 3 3 1.y x x= − +  

Câu 2: Cho hàm số 4 22 3y x x= − + +  có đồ thị như hình bên.  

y

xO

3

4

1 1 33

 

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số 

m để phương trình 
4 22x x m− =  có 

bốn nghiệm phân biệt. 

A. 1 0.m− < <  

  

B. 3.m >  

  

C. 3 4.m< <  

  

D. 4.m <  

Câu 3: Cho biết hàm số 3 2y ax bx cx d= + + +  với , , ,a b c d là các số thực , có đồ thị như hình bên. Trong 

các khẳng định sau, khẳng định nào đúng ? 

y

xO

 

A. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 >


− <
  

B. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 >


− >
  

C. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 <


− <
  

D. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 <


− >
 

Câu 4: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

1

2

21

4

I

1

y

xO

 

A. 3 3 2.y x x= − + −  

  

B. 3 3 2.y x x= − + +  

  

C. 3 3 2.y x x= + +  

  

D. 3 2.y x x= − + +  

 

Câu 5: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 
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A. 3 1.= − −y x x  

  

B. 3 2 1.= − + −y x x   

 

C. 4 2 1.= − + −y x x  

  

D. 4 2 1.= − −y x x  

Câu 6: Đường cong trong hình vẽ bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 

phương án , , ,A B C D  dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào ? 

1

2
I

 4

1

2

y

xO

 

A. 3 23 4.y x x= − − +  

  

B. 4 23 4.y x x= + −  

  

C. 3 23 4.y x x= + +  

  

D. 3 23 4.y x x= + −  

Câu 7: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

 

A. 3 3 1.y x x= − −   

 

B. 3 23 1.y x x= − + −   

 

C. 3 3 1.y x x= − + −   

 

D. 3 3 1.y x x= − − −  

Câu 8: Cho biết hàm số 3 2y ax bx cx d= + + +  với , , ,a b c d là các số thực,  có đồ thị như hình bên. Trong 

các khẳng định sau, khẳng định nào đúng ? 

y

xO

 

A. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 >


− >
                B. 

2

0
.

3 0

a

b ac

 <


− <
 

C. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 <


− >
                D. 

2

0
.

3 0

a

b ac

 >


− <
 

Câu 9: Cho hàm số 4 22y x x= − +  có đồ thị như hình bên.  

 

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để phương 

trình 
4 22x x m− + =  có bốn nghiệm phân biệt. 

A. 0 1.m< <  B. 0.m >  

 

C. 0 1.m≤ ≤  D. 1.m <  

Câu 10: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 
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O
x

y

 

A. 4 22 3.= − + +y x x  

 

B. 4 22 3.= − −y x x  

 

C. 3 2 3.= − +y x x   

 

D. 4 22 3.= − + −y x x  

Câu 11: Cho hàm số 4 2 3 22y x mx m m= − + − (m là tham số thực) và có đồ thị như hình vẽ bên. Hỏi giá trị 
của m bằng bao nhiêu thì ta có đồ thị đó ? 

 1

y

xO

1 1

 

A. 2.m = −  

  

B. 1.m = −  

 

C. 1.m =  

  

D. 2.m =  

Câu 12: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

 1

y

xO

1 1

 

A. 4 24 .y x x= −   
 

B. 4 22 .y x x= −  
  

C. 2 2 .y x x= −  
  

D. 3 23 1.y x x= − −  

Câu 13: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 
y

xO

3

4

1 1 33

 

A. 4 22 3.y x x= − +  

  

B. 4 22 3.y x x= − + +  

 

C. 4 22 3.y x x= − −  

  

D. 4 22 3.y x x= − + −  

 

Câu 14: Đường cong của hình bên là đồ thị của hàm số 
ax b

y
cx d

+=
+

 với , , ,a b c d  là các số thực. Mệnh đề 

nào đưới đây đúng ? 

 

A. 0, 2.y x′ < ∀ ≠  B. 0, 2.y x′ > ∀ ≠  

 

C. 0, 1.y x′ < ∀ ≠  D. 0, 1.y x′ > ∀ ≠  

Câu 15: Cho biết hàm số 3 2y ax bx cx d= + + +  với , , ,a b c d là các số thực,  có đồ thị như hình bên. 
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Trong các khẳng định sau, khẳng định nào đúng ? 

y

xO

 

A. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 >


− <
  

B. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 >


− >
  

C. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 <


− <
  

D. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 <


− >
 

Câu 16: Cho hàm số 3 2= + + +y ax bx cx d với , , ,a b c d là các số thực, có đồ thị hàm số như hình vẽ bên. 

Mệnh đề nào dưới đây là đúng ? 

 

A. 0, 0, 0< > <a b c  và 0.<d  

 

B. 0, 0, 0> < <a b c  và 0.>d  

 

C. 0, 0, 0< < >a b c  và 0.<d  

 

D. 0, 0, 0< > >a b c  và 0.<d  

Câu 17: Đường cong ở hình bên là đồ thị của hàm số 4 2y ax bx c= + +  với , ,a b c  là các số thực. Mệnh 

đề nào dưới đây đúng ? 

 

A. Phương trình 0y′ =  vô nghiệm trên số thực. 

 

B. Phương trình 0y′ =  có hai nghiệm thực phân biệt. 

 

C. Phương trình 0y′ =  có ba nghiệm thực phân biệt. 

 

D. Phương trình 0y′ =  có đúng một nghiệm thực. 

Câu 18: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

 

A. 
1 2

.
2 4

x
y

x

−=
+

 B. 
1 2

.
2 4

x
y

x

−=
−

 

 

C. 
1
.
2
x

y
x

−=
−

 D. 
2 1

.
2 4
x

y
x

+=
−

 

 
Câu 19: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 
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A. 
2 3

.
1

+=
+

x
y

x
            B. 

2 3
.

1

−=
−

x
y

x
 

  

C. 
2 3

.
1

− +=
−
x

y
x

 D. 
2 3

.
1

− +=
+
x

y
x

 

Câu 20: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

O x

y

 

A. 3 23 4 2.= − + − +y x x x  

 
B. 3 23 4 2.= − − +y x x x  

 

C. 2 3 4.= − + +y x x  

  

D. 4 22 .= +y x x  

Câu 21: Cho hàm số 
ax b

y
cx d

+=
+

 với , , ,a b c d là các số thực,  có đồ thị hàm số như hình vẽ bên. Mệnh đề 

nào dưới đây là đúng ? 

 

A. 0, 0, 0, 0.a b c d< > < >  

 

B. 0, 0, 0, 0.a b c d< < < >  

 

C. 0, 0, 0, 0.a b c d< < > <  

  

D. 0, 0, 0, 0.a b c d> < < >  

Câu 22: Đường cong của hình bên là đồ thị của hàm số 
ax b

y
cx d

+=
+

 với , , ,a b c d  là các số thực. Mệnh đề 

nào đưới đây đúng ? 

 

A. 0, 1.y x′ < ∀ ≠  

  

B. 0, 1.y x′ > ∀ ≠  

 

C. 0, .y x′ < ∀ ∈ℝ  

  

D. 0, .y x′ > ∀ ∈ℝ  
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Câu 23: Cho biết hàm số 3 2y ax bx cx d= + + +  với , , ,a b c d là các số thực, có đồ thị như hình bên. Trong 

các khẳng định sau, khẳng định nào đúng ? 
y

xO

 

A. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 <


− >
 B. 

2

0
.

3 0

a

b ac

 >


− >
 

 

C. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 <


− <
 D. 

2

0
.

3 0

a

b ac

 >


− <
 

Câu 24: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

O
x

y

 

A. 33 3 1.= − + +y x x  B. 3 3 1.= − +y x x  

  

C. 4 2 1.= − +y x x  D. 3 3 1.= + −y x x  

Câu 25: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

_

y

xO

3

2

1 1

 

A. 
4

2 3 .
2 2
x

y x= − − +   

B. 
2 3

.
2 2
x

y x= + −   

C. 
4

2 3 .
2 2
x

y x= + −   

D. 2 3 .
2

y x= −  

Câu 26: Cho hàm số ( )=y f x  xác định, liên tục trên đoạn [ ]2;2−  và có đồ thị là một đường cong như 

trong hình vẽ bên. Hàm số ( )f x  đạt cực đại tại điểm nào dưới đây ? 

 

A. 1.x =   

  

B. 2.x =   

 

C. 1.x = −   

  

D. 2.x = −   

 

Câu 27: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

 

A. 3 3 2.= − + +y x x  

  

B. 3 3 2.= − +y x x  

  

C. 4 2 1.= − +y x x  

  

D. 4 2 1.= + +y x x  
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Câu 28: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

 

A. 4 22 1.= − + +y x x  

  

B. 3 23 3.= − +y x x  

  

C. 3 23 1.= − + +y x x   

 

D. 4 22 1.= − +y x x  

Câu 29: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

O
x

y

 

A. 3 2 3.y x x= − +    
  

B. 4 22 3.y x x= − −   
  

C. 4 22 3.y x x= − + −   
 

D. 4 22 3.y x x= − + +  

Câu 30: Cho hàm số 4 2y ax bx c= + +  với , ,a b c là các số thực có đồ thị hàm số như hình vẽ bên. Mệnh 

đề nào dưới đây là đúng ? 

 

A. 0, 0, 0.a b c> < >   

 

B. 0, 0, 0.a b c> > <   

 

C. 0, 0, 0.a b c< < <  

  

D. 0, 0, 0.a b c> < <  

Câu 31: Cho hàm số ( ) ( )22 1y x x= − +  có đồ thị ( )C . Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. ( )C  cắt trục hoành tại ba điểm. B. ( )C cắt trục hoành tại một điểm. 

C. ( )C  cắt trục hoành tại hai điểm. D. ( )C  không cắt trục hoành. 

Câu 32: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

y

xO

 3

 4

1 1

33

 

A. 4 22 3.y x x= − −  

  

B. 4 22 3.y x x= − +  

 

C. 4 22 3.y x x= − + −   

 

D. 2 2 3.y x x= − +  

 

Câu 33. Hàm số ( )2( 2) 1y x x= − −  có đồ thị như hình vẽ bên. Hình nào dưới đây là đồ thị của hàm số 

( )22 1 ?y x x= − −   
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A. Hình 1. B. Hình 2. C. Hình 3. D. Hình 4. 

Câu 34: Cho hàm số 
+=
+

ax b
y
cx d

 có đồ thị như hình bên.  

 

Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 
A. 0, 0.ab cd< <                 B. 0, 0.bc ad> <   

 

    C. 0, 0.ac bd> >     D. 0, 0.bd ad< >  
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§6. MỘT SỐ BÀI TOÁN THƯỜNG GẶP VỀ ĐỒ THỊ 
 

A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
Các dạng toán cơ bản 

Dạng 1. Biện luận số giao điểm của hai đồ thị 
Giao điểm của hai đường cong 1( ) : ( )C y f x= và 2( ) : ( )C y g x=  

- Lập phương trình tìm hoành độ giao điểm ( ) ( )f x g x=  (*) 

- Giải và biện luận (*) 

- Kết luận: (*) có bao nhiêu nghiệm thì 1( )C và 2( )C có bấy nhiêu giao điểm. 

Dạng 2. Biện luận số nghiệm của phương trình bằng đồ thị 
Dùng đồ thị ( ) : ( )C y f x= , biện luận theo m số nghiệm của phương trình ( , ) 0 (1)h x m =  

Bước 1. Khảo sát và vẽ đồ thị ( ) : ( )C y f x= (nếu chưa có sẵn đồ thị (C)). 

Bước 2. Biến đổi ( , ) 0 ( ) ( )h x m f x g m= ⇔ = . Suy ra số nghiệm của phương trình (1) là giao điểm của (C) 

( )y f x=  và đường thẳng d: ( )y g m= . Sau đó căn cứ vào đồ thị để suy ra kết quả. 

Lưu ý: ( )y g m= là đường thẳng cùng phương với trục Ox, cắt trục Oy tại điểm có tung độ bằng g(m). 

Dạng 3. Viết phương trình tiếp tuyến 

Phương trình tiếp tuyến tại tiếp điểm ( )0 0;M x y của đường cong (C): ( )y f x=  có dạng là: 

/
0 0 0( )( )y y f x x x− = − (1) 

� ( )0 0;M x y  gọi là tiếp điểm 

� 
/

0( )k f x= là hệ số góc của tiếp tuyến 

� ( )0 0=y f x  

Lưu ý: Trong phương trình tiếp tuyến (1), có ba yếu tố /
0 0 0, , ( )x y f x . Để viết được phương trình (1), ta 

phải tính hai yếu tố còn lại khi cho biết một tham số. 

MTCT: Thực chất ta chỉ tìm được 0x , dùng MTCT thực hiện theo 1 trong 2 cách sau: 

Cách 1. MODE 2 (CMPLX), nhập hàm: 0( )( ) :y x i x y Calc x x′ − + → = .  

Kết quả nhận được có dạng: b ai+  khi đó phương trình tiếp tuyến là: y ax b= +  

Cách 2. Phương trình tiếp tuyến: ( )y f x ax b= = + . Tính: 

 � ( )
0

0( ) ( )
x x

d
a y x f x

dx =

′= =   

� 0 0( )b f x ax= −   

Dạng 4. Sự tiếp xúc của các đường cong 

a. Định nghĩa: Nếu tại điểm chung ( )0 0;M x y , hai đường cong 1( )C và 

 2( )C  có chung tiếp tuyến thì ta nói 1( )C và 2( )C tiếp xúc với nhau tại M.  

Điểm M được gọi là tiếp điểm của hai đường cong đã cho. 

b. Điều kiện tiếp xúc 
Hai đường cong 1( ) : ( )C y f x= và 2( ) : ( )C y g x=  tiếp xúc với nhau khi và chi khi hệ phương trình:  

/ /

( ) ( )

( ) ( )

f x g x

f x g x

 =


=
có nghiệm và nghiệm của hệ phương trình trên là hoành độ tiếp điểm của hai đường cong 

đó. 

c. Các trường hợp đặc biệt 

� ( ) : y ax b∆ = +  tiếp xúc với ( ) : ( )C y f x= khi và chỉ khi hệ 
( )
'( )
f x ax b

f x a

 = +
 =

 có nghiệm. 
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� ( ) : y ax b∆ = +  tiếp xúc với ( ) : ( )C y f x=  tại ( )0 0 0;M x y  khi và chỉ khi hệ 
0 0

/
0

( )

( )

f x ax b

f x a

 = +


=
có nghiệm. 

 � (C) tiếp xúc với trục Ox khi và chỉ khi hệ 
/

( ) 0

( ) 0

f x

f x

 =


=
 có nghiệm. 

Chú ý: 

� Nếu ( ) : y ax b∆ = + thì ( )∆ có hệ số góc k = a. 

� Phương trình đường thẳng ( )∆ qua ( )0 0;M x y và có hệ số góc k là: 0 0( )y y k x x− = −  

� Cho ( ) : y ax b∆ = + ( 0)a ≠  

� / /( ) / /( ) ( )∆ ∆ ⇒ ∆ có phương trình  ( )y ax m m b= + ≠  

� / /( ) ( ) ( )∆ ⊥ ∆ ⇒ ∆ có phương trình 
1

y x m
a

= − +  

� ( )∆ có hệ số góc là k, /( )∆ có hệ số góc là /k . / /( ) ( ) . 1k k∆ ⊥ ∆ ⇔ = −  

� ( )∆  hợp với trục hoành một góc α  thì hệ số góc của ( )∆  là tanα=k  

 

B. BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM 

Câu 1: Số giao điểm của hai đường cong 3 2 2 3y x x x= − − +  và 2 1y x x= − +  là : 

A. 3. B. 0. C. 1. D. 2. 

Câu 2: Tìm giá trị thực của tham số m để đường thẳng 8y x m= +  là tiếp tuyến của đường cong 
4 2( ) : 2 3.= − − +C y x x  

A. 8.= −m  B. 8.=m  C. 3.=m  D. 9.=m  

Câu 3: Tìm tọa độ giao điểm M của đồ thị hàm số 
2 2 3

( ) :
2

− −=
−

x x
C y

x
 và đường thẳng : 1.= +d y x  

A. ( )3;1 .M  B. ( )2;2 .M  C. ( )1;0 .−M  D. ( )2; 3 .−M  

Câu 4: Tìm tất các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị 
3 2( ) : (2 3) (5 2) 3 6mC y x m x m x m= + − − + − +  cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt. 

A. 1.=m  B. 1.≠m  C. 1.≠ −m  D. 1.= −m  

Câu 5: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số  m để phương trình 3 26 9 4 2 0x x x m− + − + =  có ba 

nghiệm phân biệt. 

A. 0 2.< <m  B. 0.<m  C. 2.>m  D. 0 1.< <m  

Câu 6: Cho hàm số 3 23 1y x x= − +  có đồ thị ( ).C  Tìm những giá trị thực  của tham số m để  đồ thị 

đường thẳng y m=  cắt ( )C  tại ba điểm phân biệt. 

A. 1m >  hoặc 1.< −m  B. 3.> −m  C. 1.>m  D. 3 1.− < <m  

Câu 7: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) : 3 2( ) 3 9 2y f x x x x= = − + + + tại điểm có hoành độ 

0x , biết rằng 
/ /

0( ) 6.f x = −  

A. 9 6.y x= −  B. 3 2.y x= +  C. 9 6.y x= +  D. 6.y x= +  

Câu 8: Các đồ thị của hai hàm số 
1

3y
x

= −  và 24y x=  tiếp xúc với nhau tại điểm M. Tìm hoành độ của 

điểm M. 

A. 1.=Mx  B. 
1

.
2

=Mx  C. 1.= −Mx  D. 2.=Mx  

Câu 9: Tìm những giá trị thực của tham số  m để phương trình 34 3 2 3 0x x m− − + =  có nghiệm duy nhất. 

A. ( )2;4 .∈ −m  B. 1m =  hoặc 2.=m  C. 1m <  hoặc 2.>m  D. ( )1;2 .∈m  
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Câu 10: Tìm tất cả giá trị thực của tham số m để đường thẳng : 2d y mx= +  cắt đồ thị hàm số 

3 2
( ) :

1

x
C y

x

−=
−

 tại hai điểm phân biệt: 

A. ( ) ( ); 6 2 5 6 2 5; .∈ −∞ − − ∪ − + +∞m  B. ( )6 2 5; 6 2 5 .∈ − − − +m  

C. ( )6 2 5;0 .∈ − +m  D. ( ) ( ) { }; 6 2 5 6 2 5; \ 0 .∈ −∞ − − ∪ − + +∞m  

Câu 11: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đường thẳng = −y mx  cắt đồ thị hàm số 
3 23 2= − − +y x x m  tại ba điểm , ,A B C  phân biệt sao cho .=AB BC  

A. ( ); 1 .∈ −∞ −m  B. .∈ℝm  C. ( )1; .∈ +∞m  D. ( );3 .∈ −∞m  

Câu 12: Tìm tất các giá trị thực của tham số m sao cho để đường thẳng : 2d y mx= +  cắt đường cong 

2
( ) :

1

x
C y

x

−=
+

 tại 2 điểm phân biệt ,A B  sao cho OAB∆  vuông tại O . 

A. 
1

.
2

= −m  B. 1.= −m  C. 1.=m  D. 
1

.
2

=m  

Câu 13: Tìm những giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số ( )( )2 22 3y x x mx m= − + + −  cắt trục 

hoành tại ba điểm phân biệt. 

A. 2 2.m− < <  B. 2m >  hoặc 2.m < −  

C. 2 1.m− < < −  D. 1 2.m− < <  

Câu 14: Cho hàm số ( ) ( )3 21 2
1 2 3

3 3
y x m x m x= + − + − − . Tìm các giá trị thực của tham số m để hàm số 

đồng biến trên khoảng ( )1; .+∞  

A. 1.≤m  B. 1.≥m  C. 1.≥ −m  D. 1.≤ −m  

Câu 15: Cho hàm số ( ) ( )3 21 2
1 2 3

3 3
y x m x m x= + − + − − . Tìm các giá trị thực của tham số m để hàm số 

đồng biến trên khoảng ( ); .−∞ +∞  

A. 2.=m  B. 1.=m  C. 2.= −m  D. 1.= −m  

Câu 16: Tìm giá trị của tham số m thì phương trình 3 26 0x x m− + =  có ba nghiệm thực phân biệt. 

A. ( )32; .∈ +∞m  B. ( );0 .∈ −∞m  C. ( )0;32 .∈m  D. 0m =  hoặc 32.=m  

Câu 17: Biết đồ thị hàm số 3 2 23 2 ( 4) 9y x mx m m x m m= − + − + −  cắt  trục hoành tại ba điểm phân biệt có 

hoành độ lập thành cấp số cộng. Tìm giá trị thực của tham số m. 

A. 0.=m  B. 1.=m  C. 1.= −m  D. 2.= −m  

Câu 18: Gọi M  là điểm thuộc đồ thị hàm số 3 21 1
( ) :

3 2 3

m
C y x x= − + có hoành độ bằng 1− , với m là tham 

số. Biết tiếp tuyến tại M song song với đường thẳng 5 0.− =x y  Tìm giá trị m. 

A. 4.= −m  B. 3.=m  C. 2.=m  D. 4.=m  

Câu 19: Dựa đồ thị hàm số 4 2( ) : 2 4C y x x= − . Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để phương trình 

phương trình 2 2 2− =x x m  có đúng 6 nghiệm thực phân biệt nghiệm phân biệt. 

A. 2 0.− < <m  B. 2.>m  C. 0 2.< <m  D. 0 1.< <m  

Câu 20: Số giao điểm của đồ thị hàm số ( ) ( )23 4y x x x= − + +  với trục hoành là. 

A. 1. B. 3. C. 0. D. 2. 

Câu 21: Cho đồ thị hàm số 4 2( ) : 6C y x x= − − + . Tìm phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) , biết tiếp 

tuyến vuông góc với đường thẳng 
1

1.
6

= −y x  
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A. 6 10.= − −y x  B. 6 10.= − +y x  C. 6 10.= −y x  D. 6 10.= +y x  

Câu 22: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đường thẳng 1= − +y mx m  cắt đồ thị hàm số 
3 23 2= − + +y x x x  tại ba điểm , ,A B C  phân biệt sao cho .=AB BC  

A. ( ] [ );0 4; .∈ −∞ ∪ +∞m  B. ( )2; .∈ − +∞m  

C. 
5

; .
4

 ∈ − +∞ 
 

m  D. .∈ℝm  

Câu 23: Biết rằng đường thẳng 5= − +y x cắt đồ thị hàm số 3 23 2= − +y x x  tại điểm duy nhất. Kí hiệu 

0 0( ; )x y  là tọa độ điểm đó. Tìm 0 0( ; ).x y  

A. ( )0 0
( ; ) 3;8 .= −x y  B. ( )0 0

( ; ) 2;3 .=x y  C. ( )0 0
( ; ) 3;2 .=x y  D. ( )0 0

( ; ) 2;7 .= −x y  

Câu 24: Tìm tất cả giá trị thực của m để đồ thị hàm số 4 2 2( ) : 2 1= − +C y x m x  có ba cực trị là ba đỉnh của 

một tam giác vuông cân. 

A. 1=m  hoặc 2.=m  B. 1= −m  hoặc 2.= −m  

C. 2.= ±m  D. 1.= ±m  

Câu 25: Cho đồ thị 3 2( ) : 4 4C y x x x= − + . Tiếp tuyến của (C) tại gốc tọa độ cắt (C) tại điểm M . Tìm tọa 

độ điểm M . 

A. ( )2;12 .M  B. ( )0;4 .M  C. ( )4;12 .M  D. ( )4;16 .M  

Câu 26: Biết đồ thị đường thẳng :d y x m= − +  cắt đồ thị hàm số 
2 1

1

x
y

x

+=
+

 tại hai điểm phân biệt. Tìm 

các giá trị thực của tham số .m  

A. Với mọi giá trị .m  B. 
1

1 .
2

− < < −m  C. 3 3.− < <m  D. 3.>m  

Câu 27: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số = − +3 2 33 4y x mx m  có hai cực trị A 

và B sao cho tam giác OAB  có điện tích bằng 4 với O là gốc tọa độ. 

A. = − =
4 4

1 1
; .

2 2
m m  B. ≠ 0.m  C. = 1.m  D. = − =1; 1.m m  

Câu 28: Tìm những giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số 4 2 3 22y x mx m m= − + − tiếp xúc với trục 

hoành tại hai điểm phân biệt. 

A. 0m =  và 2.=m  B. 0.=m  C. 1.=m  D. 2.=m  

Câu 29: Tìm tất các giá trị thực của tham số m sao cho đường thẳng 2 1y m= +  cắt đồ thị hàm số 

3( ) : 4 3 1C y x x= − −  tại ba điểm phân biệt. 

A. 
3 1

.
2 2

− < < −m  B. 
3

.
2

≤ −m  C. 
1

.
2

≥ −m  D. 3 1.m− < < −  

Câu 30: Gọi M là một điểm thuộc (C): 
2 1

1

+=
−

x
y

x
 có tung độ bằng 5. Tiếp tuyến của (C) tại M cắt các 

trục tọa độ Ox và Oy lần lượt tại A và B. Tính diện tích S của tam giác OAB là: 

A. 
11

.
6

=S  B. 
122

.
6

=S  C. 
1

.
6

=S  D. 
121

.
6

=S  

Câu 31: Tìm các giá trị thực của tham số m để đường thẳng 1y x= − +  cắt đồ thị hàm số 

( )3 2
2 3 1 1y x mx m x= − + − +  tại ba điểm phân biệt. 

A. 0m =  hoặc 
8

.
9

=m  B. ( )8
; 0; .

9

 ∈ −∞ − ∪ +∞ 
 

m  

C. 0m <  hoặc 
8

.
9

>m  D. 
8

0; .
9

 ∈ 
 

m  
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Câu 32: Cho đồ thị hàm số 
( ) 22 1

( ) :
1

m x m
C y

x

− −
=

−
, với m là tham số và đường thẳng :d y x= . Tìm 

những giá trị thực của tham số  m để đường thẳng d và đồ thị (C) tiếp xúc với nhau. 

A. 1.≠ ±m  B. 1.=m  C. 1.≠m  D. 1.= −m  

Câu 33: Cho M thuộc đồ thị 
2

( ) :
1

x
C y

x

+=
−

 và khoảng cách từ M đến đường thẳng y x= −  bằng 2 . 

Tìm tọa độ điểm .M  

A. ( )0;0M  hoặc ( )2;2 .M  B. ( )0; 2M −  hoặc ( )2;0 .−M  

C. ( )2; 2M − −  hoặc ( )2;2 .−M  D. ( )0;2M  hoặc ( )2;0 .M  

Câu 34: Tìm tất cả các điểm M trên 
2

( ) :
1

−=
−

x
C y

x
 cách đều hai điểm ( )0;0A  và ( )2;2 .B  

A. ( )0;2M  hoặc ( )2;0 .M  B. ( )0;4M  hoặc ( )4;0 .M  

C. ( )0;1M  hoặc ( )1;0 .M  D. ( )0;3M  hoặc ( )3;0 .M  

Câu 35: Đồ thị hàm số 3 22 6 3y x x= − + −  cắt trục tung tại điểm có tung độ 0y  bằng bao nhiêu? 

A. 0 0.=y  B. 0 3.=y  C. 0 3.= −y  D. 0 2.= −y  

Câu 36: Cho đồ thị hàm số
2 3

( ) :
1

x
C y

x

− +=
−

 . Tìm phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại giao điểm 

của (C) và đường thẳng 3.= −y x  

A. 3y x= − +  và 1.= − −y x  B. 3y x= −  và 1.= +y x  

C. 3y x= − −  và 1.= − +y x  D. 3y x= − +  và 1.= − +y x  

Câu 37: Biết rằng đường thẳng 2 2= − +y x  cắt đồ thị hàm số 3 2y x x= + +  tai điểm duy nhất; kí hiệu 

( )0 0
;x y  là tọa độ điểm đó. Tìm 

0y  ? 

A. 0 4.=y  B. 0 1.= −y  C. 0 2.=y  D. 0 0.=y  

Câu 38: Tìm tất cả giá trị thực của tham số m để đường thẳng : 3= − +d y x m  cắt đồ thị hàm số 
3( ) : 6= −C y x x  tại ba điểm phân biệt. 

A. 2 2.− < <m  B. 1 1.− < <m  

C. 2< −m  hoặc 2.>m  D. 1< −m  hoặc 1.>m  

Câu 39: Tìm tất cả giá trị thực của m để đồ thị hàm số 3 2( ) : 3 9= − − +C y x x x m  cắt Ox tại ba điểm phân 

biệt có hoành độ lập thành một cấp số cộng. 

A. 1.=m  B. 3.=m  C. 7.=m  D. 11.=m  

Câu 40: Tìm tất cả giá trị thực của m để đồ thị hàm số ( ) ( )3 21 1
( ) : 1 3 2

3 3
= − − + − +C y mx m x m x  có các 

điểm cực đại và cực tiểu  1 2,x x  thỏa 1 22 1.+ =x x  

A. 2= −m  hoặc 3.=m  B. 2=m  hoặc 1.=m  

C. 2=m  hoặc 
3

.
2

=m  D. 2=m  hoặc 
2

.
3

=m  

Câu 41: Cho đồ thị hàm số 
2

( ) :
1

x m
C y

x

+=
−

và đường thẳng : 7d y x= − +  với m là tham số. Tìm giá trị 

thực của tham số m để đường thẳng d và đồ thị (C) tiếp xúc với nhau. 

A. 3.=m  B. 1.=m  C. 4.=m  D. 2.=m  

Câu 42: Tìm các giá trị thực của tham số  m để đồ thị hàm số ( )3 2 1 1y x m x= − + +  cắt trục hoành tại ba 

điểm phân biệt. 
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A. 
3

; .
8

 ∈ +∞ 
 

m  B. 
3 3

; / .
8 2

   ∈ +∞   
   

m  C. 
3

.
2

≠m  D. 
3

; .
8

 ∈ −∞ 
 

m  

Câu 43: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số
1

( ) :
2 1
x

C y
x

−=
+

 tại điểm có hoành độ 1.x = −  

A. 3 5.= −y x  B. 3 5.y x= − −  C. 3 5.= − +y x  D. 3 5.= +y x  

Câu 44: Tìm tất cả các tham số thực m để đường thẳng 2y x m= +  cắt đồ thị 
1

( ) :
1

x
C y

x

+=
−

 tại hai điểm 

A, B sao cho các tiếp tuyến của (C) tại A và B song song với nhau. 

A. 2.=m  B. 1.=m  C. 1.= −m  D. 0.=m  

Câu 45: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để phương trình 4 24 0x x m− + =  có bốn nghiệm thực 

phân biệt. 
A. 0 4.m< <  B. 2.m >  C. 4.m ≥  D. 3.m ≤  

Câu 46: Tìm tất cả giá trị thực của m để phương trình 3 23 1
2
m

x x+ + =  có ba nghiệm phân biệt. 

A. 2 10.m< <  B. 2.m <  C. 10.m >  D. 1 5.m< <  

Câu 47: Tìm tất cả giá trị thực của m để đường thẳng (d): 3y x m= − +  cắt (C): 
2 1

1

x
y

x

+=
−

 tại A và B sao 

cho trọng tâm tam giác OAB nằm trên đường thẳng 2 0( ) : .x y∆ − − =  

A. 7.m = −  B. 1.m >  C. 3.m = −  D. 2.m < −  

Câu 48: Cho M thuộc đồ thị hàm số 3( ) : 3 2C y x x= − −  và tiếp tuyến của (C) tại M có hệ số góc bằng 9. 

Tìm tọa độ điểm .M  

A. ( )2;0M −  hoặc ( )2; 4 .−M  B. ( )0;2M  hoặc ( )2;4 .M  

C. ( )2;2M  hoặc ( )0;2 .M  D. ( )2;0M  hoặc ( )2; 4 .− −M  

Câu 49: Dựa đồ thị hàm số = − +4 2( ) : 2 2C y x x . Tìm các giá trị thực của tham số m để phương trình 

− + − =4 22 1 0x x m  có bốn nghiệm phân biệt. 

A. 0 1.< <m  B. 0.<m  C. 1.>m  D. 0 2.< <m  

Câu 50: Cho đồ thị hàm số 4 21
( ) 2

4
f x x x= − . Tìm phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm 0x  biết 

/ /

0( ) 1.= −f x  

A. 
5

4
y x= − −  và 

5
3 .

4
= +y x  B. 3 5y x= − +  và 3 5.= +y x  

C. 
5

3
4

y x= − +  và 
5

3 .
4

= +y x  D. 
5

3
4

y x= − + và
5

3 .
4

= − −y x  

Câu 51: Cho hàm số 4 24 1= − +y x x  có đồ thị như hình bên. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để 

phương trình  4 24 0− − =x x m  có hai nghiệm thực. 

 

A. 4 0.− < <m  B. ( ) { }0; 4 .∈ +∞ ∪ −m  

  

C. 1.>m  D. ( ) { }1; 3 .∈ +∞ ∪ −m  

Câu 52: Cho hàm số 3 23 1y x x= + +  (C). Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm cực đại và cực tiểu 

của đồ thị (C) : 
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A. 2 1.y x= +  B. 2 1.y x= − +  C. 2 1.y x= − −  D. 2 .y x= −  

Câu 53: Tìm giá trị thực của tham số m để đường thẳng 2y x m m= + −  đi qua trung điểm của đoạn nối 

hai điểm cực đại và cực tiểu của đồ thị hàm số 3 2( ) : 6 9 .= − +C y x x x  

A. 0m =  hoặc 1.= −m  B. 1m =  hoặc 2.=m  

C. 0m =  hoặc 1.=m  D. 1m = −  hoặc 1.=m  

Câu 54: Cho đồ thị hàm số ( ) :
1

x
C y

x
=

−
và đường thẳng :d y x m= − + với m là tham số. Tìm giá trị của 

tham số m để đường thẳng d cắt (C) tại hai điểm phân biệt. 

A. ( )0;4 .∈m  B. 0m <  hoặc 4.>m  C. 0m =  hoặc 4.=m  D. [ ]0;4 .∈m  

Câu 55: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số
2 1

( ) :
1

x
C y

x

−=
+

, biết rằng tiếp tuyến song song 

với đường thẳng 3 2.y x= +  

A. 3 1.= − +y x  B. 3 1= −y x  và 3 11.= +y x  

C. 3 1y x= + và 3 11.y x= − +  D. 3 11.y x= −  

Câu 56: Cho hàm số 
1

2

x
y

x

−=
−

 có đồ thị (C) . Tìm tọa độ điểm M trên (C) sao cho tiếp tuyến của (C) tại 

M song song với đường thẳng 1.= − +y x  

A. ( )1;0 .M  B. ( )1;2 .M  C. ( )3;2 .M  D. ( )3;1 .M  

Câu 57: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị 4 2( ) : 2C y x x= −  tại điểm có hoành độ bằng 2.−  

A. 24 40.= − +y x  B. 24 40.= +y x  C. 24 40.= − −y x  D. 24 40.= −y x  

Câu 58: Cho hàm số 3 3 1= − + +y x x  có bảng biến thiên như hình bên. Tìm tất cả các giá trị của tham số 

m để phương trình  3
2 0− + =x x m  có hai nghiệm thực phân biệt. 

1

+∞

 ∞

x

y'

y

 ∞ +∞1 1

0 0+ __

3

 

A. 2; 2.= = −m m  B. 3; 1.= = −m m  

 
C. 2 2.− < <m  D. 1 3.− < <m  

Câu 59: Cho hàm số 3 24 4y x x x= − +  (C). Tiếp tuyến của (C) tại gốc tọa độ cắt (C) tại điểm M . Tìm tọa 

độ của điểm .M  

A. ( )4;4 .M  B. ( )4;16 .M  C. ( )0;4 .M  D. ( )2;4 .M  

Câu 60: Tìm tất cả giá trị thực của m để đồ thị hàm số 4 2 4( ) : 2 2= − + +C y x mx m m  có các điểm cực đại 
và cực tiểu lập thành một tam giác đều. 

A. 3 3.=m  B. 0.=m  C. 1.=m  D. 3 4.=m  
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ÔN TẬP CHƯƠNG I 

ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 
CÁC BÀI TOÁN THƯỜNG GẶP 

Câu 1: Hàm số 22y x x= −  đồng biến trên khoảng khoảng nào ? 

    A. ( );1 .−∞            B. (1;2).   C. (0;1).        D. (1; ).+∞  

Câu 2: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số = −4 22y x mx  có ba điểm cực trị tạo 

thành một tam giác có diện tích nhỏ hơn 1. 

A. < 1.m  B. < < 30 4.m  C. > 0.m  D. < <0 1.m  

Câu 3: Xét hàm số 
2 3

.
2

+ −=
+

x x
y

x
 Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số không có cực trị. B. Hàm số luôn luôn đồng biến. 

C. Hàm số có hai cực trị. D. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang. 

Câu 4: Một vật chuyển động theo qui luật 3 21
9

2
= − +s t t , với t (giây) là khoảng thời gian tính từ lúc vật 

bắt đầu chuyển động và s (mét) là quãng đường vật đi được trong khoảng thời gian đó. Hỏi trong khoảng 

thời gian 10 giây, kể từ lúc bắt đầu chuyển động, vận tốc lớn nhất của vật đạt được bằng bao nhiêu ? 

A. 30( / ).m s  B. 400( / ).m s  C. 216( / ).m s  D. 54( / ).m s  

Câu 5: Tìm tất cả các giá trị tham số  m để  hàm số ( )3 23 1 2y mx x m x= + + − +  đạt cực đại tại 1.x =  

A. 

5
.

4
= −m  

B. 

4
.

5
= −m  

C. 

5
.

4
=m  

D. 

4
.

5
=m  

Câu 6: Cho hàm số 
4mx m

y
x m

+=
+

 với m  là tham số. Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị nguyên của m  để 

hàm số nghịch biến trên các khoảng xác định. Tìm số phần tử của .S  

A. 3.  B. Vô số. C. 4.  D. 5.  

Câu 7: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị của hàm số 4 22( ) 1y x mx= − +  có ba điểm cực 

trị tạo thành một tam giác đều. 

A. 0m =  hoặc 6 3.m =  B. 
6 3.m =  

C. 
6 3m =  hoặc 6 3.m = −  D. 

6 3m =  hoặc 6 3m = −  hoặc 0.m =  

Câu 8: Tìm giá trị lớn nhất M và giá trị nhỏ nhất m của hàm số 
3cos 1

.
3 cos

−=
+

x
y

x
 

A. 
1

, 2.
2

= = −M m  B. 
1 1

, .
2 3

= = −M m  C. 
1

, 3.
2

= = −M m  D. 
1

, 2.
3

= − = −M m  

Câu 9: Cho hàm số 
3 4

1

−=
+

x
y

x
 có đồ thị ( ).C  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. ( )C  có tiệm cận ngang là đường thẳng 4.y =  B. ( )C  có tiệm cận đứng là đường thẳng 4.x = −  

C. ( )C  không có tiệm cận. D. ( )C  có tiệm cận đứng là đường thẳng . 

Câu 10: Cho hàm số 
+=
+1

x m
y

x
 (m là tham số thực) thỏa mãn 

      

+ =
1;2 1;2

16
min max .

3
y y . Mệnh đề nào dưới 

đây đúng ? 

A. < ≤0 2.m  B. ≤ 0.m  C. > 4.m  D. < ≤2 4.m  

Câu 11: Số giao điểm của đồ thị hàm số 3 22 2 1y x x x= − + +  với đường thẳng 1y x= −  là. 

A. 3. B. 1. C. 2. D. 0. 
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Câu 12: Đồ thị hàm số 
2

2

2 1

x
y

x x
=

− −
 có bao nhiêu tiệm cận? 

A. 1. B. 3. C. 0. D. 2. 

Câu 13: Cho hàm số 24 .y x x= −  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số đồng biến trên khoảng (0;2) và nghịch biến trên khoảng (2;4).  

B. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ;2)−∞ và nghịch biến trên khoảng (2; ).+∞  

C. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ;0)−∞ và nghịch biến trên khoảng (4; ).+∞  

D. Hàm số nghịch biến trên khoảng (0;2) và đồng biến trên khoảng (2;4).  

Câu 14: Cho hàm số 3 22 1.= − + +y x x x  Mệnh đề nào dưới đây là đúng ? 

A. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1; .+∞  B. Hàm số nghịch biến trên khoảng 
1

; .
3

 −∞ 
 

 

C. Hàm số nghịch biến trên khoảng 
1

;1 .
3

 
 
 

 D. Hàm số đồng biến trên khoảng 
1

;1 .
3

 
 
 

 

Câu 15: Đường thẳng nào dưới đây là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
2 1

?
1

x
y

x

+=
+

 

A. 1.y = −  B. 2.y =  C. 1.x =  D. 2.x =  

Câu 16: Hàm số 4 6= − − +y x x  đạt giá trị lớn nhất tại 0=x x . Tìm 0.x  

A. 0 6.= −x  B. 0 1.= −x  C. 0 2.=x  D. 0 4.=x  

Câu 17: Cho hàm số ( )=y f x xác định, liên tục trên khoảng xác định và có bảng biến thiên dưới đây. 

1 +∞∞

y

y'

x

++

+∞

∞
0

1

_
0

0

 

Mệnh đề nào dưới đây sai ? 

A. Giá trị cực đại bằng 1  và giá trị cực tiểu bằng 0.  

B. Hàm số đạt cực tiểu tại 0=x  và  đạt cực đại tại 

1.= −x  

C. Hàm số hai có cực trị. 
D. Hàm số đạt cực đại tại 1x = − và không có cực tiểu. 

Câu 18: Đường cong hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

O x

y

 

A. 4 22 .= +y x x  

 

B. 3 23 4 2.= − + − +y x x x  

 

C. 3 23 4 2.= − − +y x x x  

  

D. 2 3 4.= − + +y x x  

Câu 19: Giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M của hàm số 2 21
( ) 4

4
f x x x x x= − − −  lần lượt là. 

A. 0; 3.= =m M  B. 3; 0.m M= − =  C. 1; 3.m M= =  D. 3; 3.m M= − =  

Câu 20: Đường cong hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

 1

y

xO

1 1

 

A. 
3 22 1.y x x= − −  B. 

4 22 .y x x= −  
 

C. 
4 24 .y x x= −  D. 

2 2 .y x x= −  
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Câu 21: Tim giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của hàm số = +y x x2 cos2 4sin  trên đoạn 0; .
2
π 

 
 

 

A. 
0; 0;

2 2

min 2;max 2 2.y y
π π   

   
   

= − =  

B. 
0; 0;

2 2

min 2;max 2 2.y y
π π   

   
   

= =  

C. 
0; 0;

2 2

min 2 2;max 2 2.y y
π π   

   
   

= − =  

D. 
0; 0;

2 2

min 2;max 4 2 4.y y
π π   

   
   

= = −  

Câu 22: Đường cong hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

O

x

y

 

A. 
3 2 3.= − +y x x   

B. 
4 22 3.= − + +y x x   

C. 
4 22 3.= − + −y x x   

D. 
4 22 3.= − −y x x  

Câu 23: Viết phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số 3 22 3 .= −y x x  

A. 2 1.= +y x  B. .=y x  C. .= −y x  D. 4 .= −y x  

Câu 24: Đường nào dưới đây là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
2 1

?
1

+=
+

x
y

x
 

A. 1.= −y  B. 1.= −x  C. 1.= −y  D. 1.=x  

Câu 25: Tìm giá trị nhỏ nhất m của hàm số 22 1y x x= − −  trên khoảng (1; ).+∞  

A. 4.m =  B. 32.m = −  C. 2.m =  D. 3.m =  

Câu 26: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 3 3 1= − +y x mx  nghịch biến trên khoảng 

( )1;1 .−  

A. 1.≥m  B. 1.>m  C. 0.≤m  D. .∈ℝm  

Câu 27: Cho hàm số ( )f x  có bảng biến thiên dưới đây. 

++

+∞

-∞ 2

2

f(x)

f '(x)

+∞- 1-∞x

 

Hỏi ( )f x  là hàm số nào? 

A. 
2 1

( ) .
1

−=
−

x
f x

x
 B. 

2 1
( ) .

1

+=
−

x
f x

x
 

C. 
2 1

( ) .
1

−=
+

x
f x

x
 D. 

2 1
( ) .

1

−=
−
x

f x
x

 

Câu 28: Đường cong hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

 

A. 
3 3 1.y x x= − −  B. .y x x+= − −3 3 1  

  

C. 
3 3 1.y x x= − − −  D. 

3 23 1.y x x= − + −  

Câu 29: Cho hàm số ( )f x xác định, liên tục trên khoảng xác định và có bảng biến thiên dưới đây. 

22 +∞

-∞

+ _
0 +

21

f(x)

f '(x)

+∞

- 1

-∞x

 

Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số không có cực trị. 
B. Hàm số  đạt cực tiểu tại 1=x  và  đạt cực đại tại 2.=x  

C. Hàm số  đạt cực tiểu tại 2=x  và không đạt cực đại. 

D. Hàm số  đạt cực đại tại 1=x  và  đạt cực tiểu tại 2.=x  
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Câu 30: Tìm giá trị lớn nhất M và giá trị nhỏ nhất m của hàm số 
3cos 1

.
3 cos

−=
+

x
y

x
 

A. 
1

, 3.
2

= = −M m  B. 
1

, 2.
2

= = −M m  C. 
1

, 2.
3

= − = −M m  D. 
1 1

, .
2 3

= = −M m  

Câu 31: Đường cong trong hình vẽ bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 

phương án , , ,A B C D  dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào ? 

 

A. 
1 2

.
2 4

x
y

x

−=
+

 B. 
1 2

.
2 4

x
y

x

−=
−

 

 

C. 
1

.
2
x

y
x

−=
−

 D. 
2 1

.
2 4
x

y
x

+=
−

 

Câu 32: Đồ thị của hàm số nào trong các hàm số dưới đây có tiệm cận đứng ? 

A. 
2

1
.

1
y

x
=

+
 B. 

2

1
.

1
y

x x
=

+ +
 C. 

4

1
.

1
y

x
=

+
 D. 

1
.y
x

=  

Câu 33: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số 
3

2 2 32 ( 3)
3

x
y mx m x m= − + + −  đạt cực đại 

tại điểm 2.x =  

A. 1m =  hoặc 7.m =  B. 7.m = −  C. 7.m =  D. 1.m =  

Câu 34: Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên dưới đây. 

_+

0

1+∞

-∞

-2 0 +∞-∞

y

y'

x

 

Hỏi đồ thị hàm số đã cho có bao nhiêu đường 

tiệm cận ? 

A. 3.  B. 2.  
C. 4.  D. 1.  

Câu 35: Biết rằng đường thẳng 3 3= − +y x  cắt đồ thị hàm số 3 3= − +y x x  tai điểm duy nhất; kí hiệu 

( )0 0
;x y  là tọa độ điểm đó. Tìm 0y  ? 

A. 0 3.=y  
B. 0 0.=y  

C. 0 2.=y  
D. 0 1.=y  

Câu 36: Hàm số 2 20y x x= − −  nghịch biến trên khoảng nào ? 

A. 
( )0; .+∞  

B. 
( )5; .+∞  

C. 

1
4; .

2

 − 
 

 
D. 

( ); 4 .−∞ −  

Câu 37: Tìm giá trị cực đại 
CÑ
y  của hàm số 3 26 7.y x x= − +  

3 2
6 7y x x= − +  

A. 3.
CÑ
y =  B. 7.

CÑ
y =  C. 12.

CÑ
y = −  D. 25.

CÑ
y = −  

Câu 38: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để phương trình 34 3 2 3 0x x m− − + =  có một nghiệm 

duy nhất. 

A. 
( )1;2 .∈m  

B. 
( ) ( );1 2; .m∈ −∞ ∪ +∞  

C. 2.=m  D. 1.=m  
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Câu 39: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số 4 22 2y x mx= − +  có ba cực trị tạo 

thành một tam giác có diện tích bằng 1. 

A. 3 3.m =  B. 2.m = −  C. 1.m =  D. 3 3.m =  

Câu 40: Một vật chuyển động theo qui luật = − +3 21
6

3
s t t  với  t (giây) là khoảng thời gian tính từ khi vật 

bắt đầu chuyển động và s (mét) là quãng đường vật di chuyển được trong khoảng thời gian đó. Hỏi trong 

khoảng thời gian 9 giây, kể từ khi bắt đầu chuyển động, vận tốc lớn nhất của vật đạt được bằng bao nhiêu 

? 

A. 27( / ).m s  B. 144( / ).m s  C. 243( / ).m s  D. 36( / ).m s  

Câu 41: Hàm số 
2 1

x
y

x
=

+
 đồng biến trên khoảng khoảng nào ? 

A. 
( ); 1−∞ −  và ( )1; .+∞  

B. 
( ); 1 .−∞ −  

C. 
( )1; .+∞  

D. 
( )1;1 .−  

Câu 42: Đường cong hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

O

x

y

 

A. 4 22 3.= − + +y x x  B. 4 22 3.= − −y x x  

  

C. 3 2 3.= − +y x x  D. 4 22 3.= − + −y x x  

Câu 43: Hàm số 
3 2 3

6
3 2 4

x x
y x= − − +  nghịch biến trên khoảng trên khoảng nào ? 

A. 
( ); 2 .−∞ −  

B. 
( )2; .− +∞  

C. 
( )2;3 .−  

D. 
( )2;3 .−  

Câu 44: Trong các hàm số sau, hàm số nào không có cực trị ? 

A. 
3 23 1.y x x= − + −  

B. 

2
.

2 1

x
y

x

+=
−

 C. 
4 2 2.y x x= − +  

D. 

2

2

1
.

1

x x
y

x x

− +=
+ +

 

Câu 45: Cho hàm số 
3 4

1

−=
+

x
y

x
 có đồ thị ( ).C  Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. ( )C  có tiệm cận đứng là đường thẳng 1.= −x  B. ( )C  không có tiệm cận. 

C. ( )C  có tiệm cận ngang là đường thẳng 4.=y  D. ( )C  có tiệm cận đứng là đường thẳng 4.= −x  

Câu 46: Tìm giá trị cực đại 
CÑ
y của hàm số 3 3 2.y x x= − +  

A. 
0.

CÑ
y =  

B. 
1.

CÑ
y = −  

C. 
4.

CÑ
y =  

D. 
1.

CÑ
y =  

Câu 47: Hàm số 
+=
+

2 3
1

x
y

x
 có bao nhiêu cực trị ? 

A. 3.  B. 2.  C. 1.  D. 0.  

Câu 48: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để đường thẳng 1= − +y x  cắt đồ thị hàm số 
3 24 6 1= − +y x mx  tại ba điểm phân biệt. 

A. 
2

.
3

>m  B. 
2

.
3

>m  C. 
3

.
2

< −m  D. 
3

.
2

=m  

Câu 49: Tìm giá trị nhỏ nhất m và giá trị lớn nhất M  của hàm số 2 5 .y x x= + −  

A. 0; 5.m M= =  B. 5; 5.= − =m M  C. 5; 5.m M= =  D. 5; 5.m M= − =  
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Câu 50: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 3 3 1= − + −y x x m  có giá trị cực đại và 

giá trị cực tiểu trái dấu. 

A. ( ) ( ); 1 3; .∈ −∞ − ∪ +∞m  B. 1 3.− ≤ ≤m  

C. { }1;3 .∈ −m  D. 1 3.− < <m  

Câu 51: Cho hàm số 
2 3

 ( ).
2 1
x

y C
x

+=
−

 Viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị (C) tại giao điểm  của (C) 

và trục tung. 

A. 8 3.y x= +  B. 8 3.y x= − +  C. 8 3.y x= − −  D. 8 1.y x= +  

Câu 52: Tìm tất cả giá trị thực của m để đồ thị hàm số 4 2 2( ) : 2 1= − +C y x m x  có ba cực trị là ba đỉnh của 

một tam giác vuông cân. 

A. 1= −m  hoặc 2.= −m  B. 1.= ±m  

C. 1=m  hoặc 2.=m  D. 2.= ±m  

Câu 53: Tìm tất cả các đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
2

2

2 1 3
.

5 6

− − + +=
− +

x x x
y

x x
 

A. 3= −x và 2.= −x  B. 2.=x  C. 3=x và 2.=x  D. 3.=x  

Câu 54: Tìm giá trị lớn nhất M của hàm số 4 22 3y x x= − +  trên đoạn 0; 3 . 
   

A. 1.M =  B. 8 3.M =  C. 6.M =  D. 9.M =  

Câu 55: Cho hàm số 3 23 1.y x x= − +  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số đạt cực đại tại 2.x =  

B. Đồ thị hàm số cắt trục tung tại 3 điểm phân biệt. 

C. Hàm số đạt cực tiểu tại 0.x =  

D. Hàm số luôn đồng biến với mọi .x∈ℝ  

Câu 56: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 
3 2

2

x
y

x

−=
+

 trên đoạn [0;3].  

A. [0;3] [0;3]

1
min ( ) 1; max ( ) .

3
f x f x= − =  

B. [0;3] [0;3]

7
min ( ) ; max ( ) 1.

5
f x f x

−= =  

C. [0;3] [0;3]

7
min ( ) 1; max ( ) .

5
f x f x= − =  

D. [0;3] [0;3]

1
min ( ) ; max ( ) 1.

3
f x f x= =  

Câu 57: Cho hàm số ( )y f x=  xác định, liên tục trên ℝ  và có bảng biến thiên như sau 

0

|| 0_

∞

+∞

+ +

x

y'

y

∞ +∞1

0

1
 

Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số có GTLN bằng 0 và GTNN bằng 1.−  

B. Hàm số có giá trị cực tiểu bằng 1. 

C. Hàm số có đúng một cực trị. 
D. Hàm số đạt cực đại tại 0x =  và đạt cực tiểu tại 1.=x  

Câu 58: Đồ thị của hàm số 4 22 2= − +y x x  và đồ thị hàm số 2 4= − +y x  có tất cả bao nhiêu điểm chung 

? 

A. 2. B. 0. C. 1. D. 4. 

Câu 59: Tìm số tiệm cận của đồ thị hàm số 
2

2

5 4
.

1
x x

y
x

− +=
−

 

A. 2.  B. 1.  C. 0.  D. 3.  

Câu 60: Cho hàm số 3 23 1y x x= − +  có đồ thị ( ).C  Với giá trị m nào thì đồ thị đường thẳng y m=  cắt 

( )C  tại ba điểm phân biệt ? 
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A. 1m >  hoặc 1.< −m  B. 3 1.− < <m  C. 1.>m  D. 3.> −m  

Câu 61: Cho hàm số 
2 1

 ( ).
1

x
y C

x

−=
+

 Viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị (C) tại điểm có hoành độ 

bằng 2. 

A. 
1 1

.
3 3

y x= +  B. 
1 1

.
3 3

y x= −  C. 1.y x= +  D. 3 3.y x= +  

Câu 62: Cho hàm số 
2 3

.
1

+=
+

x
y

x
 Mệnh đề nào dưới đây là đúng ? 

A. Cực tiểu của hàm số bằng 2. B. Cực tiểu của hàm số bằng 1. 

C. Cực tiểu của hàm số bằng 3.−  D. Cực tiểu của hàm số bằng 6.−  

Câu 63: Tìm các đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
1

.
1

+=
−

x
y

x
 

A. Tiệm cận đứng: 1.= −y  B. Tiệm cận đứng: 1.= −x  

C. Tiệm cận đứng: 1.=x  D. Tiệm cận đứng: 1.=y  

Câu 64: Cho hàm số ( )y f x= có bảng biến thiên dưới đây 

y

y'

x

--

2

2

-∞

+∞

1 +∞-∞

 

Hỏi đó là bảng biến thiên của hàm số nào ? 

A. 

2 3
.

1

x
y

x

−=
−

               
B. 

2 2
.

1

x
y

x

+=
−

  

C. 

2 2
.

1

x
y

x

−=
+

                
D. 

2 1
.

2

x
y

x

−=
−

 

Câu 65: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để phương trình 3 26 9 3 0x x x m− + − − =  có ba nghiệm 

thực phân biệt, trong đó có hai nghiệm lớn hơn 2. 

A. 0.m >  B. 3 1.m− < <  C. 3 1.m− < < −  D. 1 1.m− < <  

Câu 66: Cho hàm số 3 2= + + +y ax bx cx d  có đồ thị hàm số như hình vẽ bên. Mệnh đề nào dưới đây là 

đúng ? 

 

A. 0, 0, 0< > >a b c  và 0.<d  

 

B. 0, 0, 0< < >a b c  và 0.<d  

 

C. 0, 0, 0> < <a b c  và 0.>d  

 

D. 0, 0, 0< > <a b c  và 0.<d  

Câu 67: Cho hàm số ( )y f x=  có bảng xét dấu đạo hàm như sau 

+
_ _

+0 0

-2 20 +∞-∞

y'

x

 

Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ); 2 .−∞ −  B. Hàm số đồng biến trên khoảng ( );0 .−∞  

C. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )2;0 .−  D. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )0;2 .  

Câu 68: Cho hàm số 4 28 4.y x x= − + −  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Đồ thị của hàm số nhận trục hoành làm trục đối xứng. 
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B. Hàm số đạt cực đại tại điểm 0.x =  

C. Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( 2; 0)−  và (2; ).+∞  

D. Hàm số có giá trị nhỏ nhất bằng 12. 

Câu 69: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số 4 2 42 2= − + +y x mx m m  có ba 

điểm cực trị là ba đỉnh của một tam giác đều. 

A. 3 2.=m  B. 1.=m  C. 4.=m  D. 3 3.=m  

Câu 70: Cho đồ thị hàm số 4 21
( ) 2

4
f x x x= − . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm 

0x , 

biết / /

0( ) 1f x = −  là. 

A. 

5
3

4
y x= − + và

5
3 .

4
= − −y x  

B. 

5
3

4
y x= − +  và 

5
3 .

4
= +y x  

C. 3 5y x= − +  và 3 5.= +y x  
D. 

5

4
y x= − −  và 

5
3 .

4
= +y x  

Câu 71: Tìm các hệ số , ,a b c  để hàm số 4 2= + +y ax bx c  có ( )0; 3−A là một điểm cực đại và ( )1; 5− −B  

là một điểm cực tiểu. 

A. 3, 2, 3.= − = =a b c  B. 2, 4, 3.= − = = −a b c  

C. 2, 4, 3.= = = −a b c  D. 2, 4, 3.= = − = −a b c  

Câu 72: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số = − +3 2 33 4y x mx m  có hai cực trị A 

và B sao cho tam giác OAB  có điện tích bằng 4 với O là gốc tọa độ. 

A. = − =1; 1.m m  B. = − =
4 4

1 1
; .

2 2
m m  C. = 1.m  D. ≠ 0.m  

Câu 73: Tìm giá trị cực tiểu 
CÑ
y  của hàm số 3 26 9 2.= − + −y x x x  

A. 1.
CÑ
y =  B. 3.

CÑ
y =  C. 2.

CÑ
y =  D. 2.

CÑ
y = −  

Câu 74: Giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của hàm số 
4

( )f x x
x

= +  trên đoạn [ ]1;3  là. 

A. 
1;3 1;3

13
min ( ) ;max ( ) 5.

3
f x f x

      

= =  
B. 

1;3 1;3

13
min ( ) 4;max ( ) .

3
f x f x

      

= =  

C. 
1;3 1;3

min ( ) 4;max ( ) 5.f x f x
      

= =  
D. 

1;3 1;3
min ( ) 1;max ( ) 3.f x f x
      

= =  

Câu 75: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m  để hàm số 
3

2 (4 5)
3

x
y mx m x

−= + + −  nghịch biến trên 

.ℝ  

A. 5.m = −  B. 5 1.m− ≤ ≤  C. 5 1.m− < <  D. 1.m =  

Câu 76: Đường cong hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

 

A. 
2 3

.
1

+=
+

x
y

x
        B. 

2 3
.

1

− +=
+
x

y
x

 

  

C. 
2 3

.
1

−=
−

x
y

x
        D. 

2 3
.

1

− +=
−
x

y
x
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Câu 77: Số giao điểm của đồ thị hàm số 4 24 2y x x= − −  với trục hoành là. 

A. 2. B. 3. C. 1. D. 4. 

Câu 78: Cho hàm số 22 1.y x= +  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )0; .+∞  B. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1;1 .−  

C. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )0; .+∞  D. Hàm số đồng biến trên khoảng ( );0 .−∞  

Câu 79: Tìm giá trị nhỏ nhất m của hàm số 2 2
y x

x
= +  trên đoạn 

1
;2 .

2

 
  

 

A. 5.m =  B. 10.m =  C. 
17

.
4

m =  D. 3.m =  

Câu 80: Cho hàm số 
3

23 5 1.
3

x
y x x= − + −  Mệnh đề nào dưới đây sai ? 

A. Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ;1)−∞  và (6; ).+∞  

B. Hàm số đồng biến trên khoảng (1; 5).  

C. Đồ thị của hàm số không có tiệm cận ngang. 

D. Hàm số nghịch biến trên khoảng (2; 4).  

Câu 81: Biết ( ) ( )0;2 , 2; 2−M N  là các điểm cực trị của hàm số 3 2 .= + + +y ax bx cx d  Tính giá trị của 

hàm số tại 2.= −x  

A. ( 2) 22.− =y  B. ( 2) 18.− = −y  C. ( 2) 2.− =y  D. ( 2) 6.− =y  

Câu 82: Số giao điểm của đồ thị hàm số 3 23 2y x x= − − +  với trục hoành là. 

A. 1. B. 2. C. 0. D. 3. 

Câu 83: Đường cong trong hình vẽ bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 

phương án , , ,A B C D  dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào ? 

1

2
I

 4

1

2

y

xO

 

A. 3 23 4.y x x= − − +  B. 3 23 4.y x x= + −  

 

C. 3 23 4.y x x= + +  D. 4 23 4.y x x= + −  

Câu 84: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số 3 2 33 4= − +y x mx m có hai điểm 

cực trị đối xứng qua đường thẳng .=y x  

A. 
2

.
2

= ±m  B. 
2

.
2

=m  C. 0.=m  D. 
1

.
2

=m  

Câu 85: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số 4 2 1= − + + −y x mx m có ba điểm 

cực trị tạo thành tam giác vuông. 

A. 4.=m  B. 1.=m  C. 2.=m  D. 2.=m  

Câu 86: Biết đường thẳng 2 3= +y x  cắt đồ thị hàm số 3 3 3= − − +y x x tại điểm duy nhất. Tìm tung độ 

0y  của điểm đó. 

A. 0 2.=y  B. 0 3.=y  C. 0 1.= −y  D. 0 0.=y  

Câu 87: Đường tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
1

2 1

x
y

x

+=
+

 là. 
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A. TCĐ: 
1

2
x = −  và TCN: 

1
.

2
=y  B. TCĐ: 

1

2
x =  và TCN: 

1
.

2
=y  

C. TCĐ: 
1

2
x = −  và TCN: 

1
.

2
= −y  D. TCĐ: 

1

2
x =  và TCN: 

1
.

2
= −y  

Câu 88: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 
1−=

−
x

y
x m

 nghịch biến trên khoảng 

( );3 .−∞  

A. 3.≤m  B. 1.≥m  C. 3.≥m  D. 1.<m  

Câu 89: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số 3 21
2 10

3
= + − −y x x mx  đồng biến 

trên khoảng ( ); .−∞ +∞  

A. 2.m >  B. 4.m < −  C. 2.m ≥ −  D. 4.m ≤ −  

Câu 90: Cho hàm số 
2 3mx m

y
x m

− −=
−

 với m  là tham số. Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị nguyên của 

m  để hàm số đồng biến trên các khoảng xác định. Tìm số phần tử của .S  

A. Vô số. B. 3.  C. 5.  D. 4.  

Câu 91: Số cực trị của hàm số 31
7

3
y x x= − − +  là. 

A. 3. B. 0. C. 1. D. 2. 

Câu 92: Cho hàm số ( )=y f x  xác định, liên tục trên mỗi khoảng xác định của nó và có bảng biến thiên 

dưới đây. 

+ + _ _0

1

1

y

y'

x

00

+∞∞ 20

 

Hỏi đây là bảng biến thiên của hàm số nào ? 

A. 22 .y x x= −  B. 2 2 3.y x x= − + +  

C. 
2

.
2

x
y

x

+=
−

 D. 2 2 .y x x= −  

Câu 93: Đường cong trong hình vẽ bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 

phương án , , ,A B C D  dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào ? 

1

2

21

4

I

1

y

xO

 

A. 3 2.y x x= − + +  B. 3 3 2.y x x= − + +  

 

C. 3 3 2.y x x= + +  D. 3 3 2.y x x= − + −  

Câu 94: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để  hàm số 3 23 1y x x mx= − + −  có hai điểm cực trị 

1x và 2x  thỏa mãn hệ thức
2 2
1 2 3.x x+ =  

A. 3.>m  B. 1.= −m  
C. 

2
.

3
=m  

D. 

3
.

2
=m  

Câu 95: Cho hàm số 5 4 36 15 10 22.= − + −y x x x   Mệnh đề nao dưới đây đúng ? 

A. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )0;1 .  

B. Hàm số nghịch biến trên ( ; ).−∞ +∞   

C. Hàm số đồng biến trên ( ; ).−∞ +∞  
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D. Hàm số đồng biến trên khoảng ( );0−∞  và nghịch biến trên khoảng ( )0; .+∞  

Câu 96: Đường cong trong hình vẽ bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 

phương án , , ,A B C D  dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào ? 

y

xO

3

4

1 1 33

 

A. 4 22 3.y x x= − −  B. 4 22 3.y x x= − + −  

 

C. 4 22 3.y x x= − + +  D. 4 22 3.y x x= − +  

Câu 97: Tìm giá trị lớn nhất M và giá trị nhỏ nhất m của hàm số 2= −y x x  trên đoạn [ ]2;2 .−  

A. 
1

6, .
4

= =M m  B. 
1

2, .
4

= =M m  C. 2, 2.= = −M m  D. 6, 0.= =M m  

Câu 98: Cho biết hàm số 3 2y ax bx cx d= + + +  có đồ thị như hình bên. Trong các khẳng định sau, khẳng 

định nào đúng ? 

y

xO

 

A. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 >


− <
 B. 

2

0
.

3 0

a

b ac

 <


− >
 

 

C. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 <


− <
 D. 

2

0
.

3 0

a

b ac

 >


− >
 

Câu 99: Cho hàm số ( )=y f x  xác định trên khoảng { }\ 0ℝ , liên tục trên mỗi khoảng xác định và có 

bảng biến thiên như sau 

 

 

Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m sao cho phương trình ( ) =f x m  có ba nghiệm phân biệt. 

A. 
( ];2 .∈ −∞m  

B. 
[ ]1;2 .∈ −m  

C. 
( )1;2 .∈ −m  

D. 
( ]1;2 .∈ −m  

Câu 100: Đường cong trong hình vẽ bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 

phương án , , ,A B C D  dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào ? 

_

y

xO

3

2

1 1

 

A. 
4

2 3
.

2 2
x

y x= − − +  B. 2 3
.

2
y x= −  

 

C. 
2 3

.
2 2
x

y x= + −  D. 
4

2 3
.

2 2
x

y x= + −  
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Câu 101: Đường cong hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

O

x

y

 

 

A. 33 3 1.= − + +y x x  B. 4 2 1.= − +y x x   

 

C. 3 3 1.= + −y x x  D. 3 3 1.= − +y x x  

Câu 102: Một vật chuyển động theo qui luật = − +3 21
9

2
s t t  với  t (giây) là khoảng thời gian tính từ khi 

vật bắt đầu chuyển động và s (mét) là quãng đường vật di chuyển được trong khoảng thời gian đó. Hỏi 

trong khoảng thời gian 10 giây, kể từ khi bắt đầu chuyển động, vận tốc lớn nhất của vật đạt được bằng 

bao nhiêu ? 

A. 54( / ).m s  B. 216( / ).m s  C. 400( / ).m s  D. 30( / ).m s  

Câu 103: Cho hàm số ( )=y f x xác định, liên tục trên khoảng xác định và có bảng biến thiên dưới đây. 

0

00

11

_ _+ +

2

2 +∞+∞

∞∞

+∞

y'

y

x ∞

 

Mệnh đề nào dưới đây sai ? 

A. Hàm số  đạt giá trị lớn nhất tại 1= −x và giá trị nhỏ nhất tại 1.x =  

B. Hàm số đạt cực tiểu tại 1=x  và  đạt cực đại tại 1.= −x  

C. Hàm số hai có cực trị. 
D. Giá trị cực đại bằng 2−  và giá trị cực tiểu bằng 2.  

Câu 104: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số 
2

1

x
y

x

−=
−

 trên đoạn [ ]2;4 .  

A. [ ]2;4

1
.

2
=Max y  

B. [ ]2;4
0.=Max y  

C. [ ]2;4
2.=Max y  

D. [ ]2;4

2
.

3
=Max y  

Câu 105: Cho biết hàm số 3 2y ax bx cx d= + + +  có đồ thị như hình bên. Trong các khẳng định sau, 

khẳng định nào đúng ? 

y

xO

 

A. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 >


− >
 B. 

2

0
.

3 0

a

b ac

 <


− >
 

 

C. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 >


− <
 D. 

2

0
.

3 0

a

b ac

 <


− <
 

 

Câu 106: Tìm giá trị cực tiểu 
CT
y của hàm số 4 22 3y x x= + −  là. 

A. 
3.

CT
y =  

B. 
0.

CT
y =  

C. 
1.

CT
y = −  

D. 
3.

CT
y = −  

Câu 107: Cho hàm số ( )=y f x  xác định, liên tục trên mỗi khoảng xác định của nó và có bảng biến thiên 
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dưới đây. 

1

21

2

+

1

0 0

0

0

x

y'

y

∞ +∞-1

 

Hỏi đây là bảng biến thiên của hàm số nào ? 

A. 
2

.
1

x
y

x
=

+
 B. 3 3 3.y x x= − + +  

 

C. 32 6 .y x x= −  D. 4 22 1.y x x= − + +  

Câu 108: Đường cong trong hình vẽ bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 

phương án , , ,A B C D  dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào ? 

y

xO

 3

 4

1 1

33

 

A. 4 22 3.y x x= − +  B. 2 2 3.y x x= − +  

 

C. 4 22 3.y x x= − −  D. 4 22 3.y x x= − + −  

Câu 109: Cho hàm số 4 22 3y x x= − + +  có giá trị cực đại 
CÑ
y  và giá trị cực tiểu 

CT
y . Mệnh đề nào dưới 

đây đúng ? 

A. 3 15.
CÑ CT
y y+ =  B. 12.

CÑ CT
y y+ =  C. 2 3.

CT CÑ
y y− =  D. 2 5.

CÑ CT
y y− =  

Câu 110: Cho hàm số 4 2 3 22y x mx m m= − + − (m là tham số thực) và có đồ thị như hình vẽ bên. Hỏi giá 

trị của m bằng bao nhiêu thì ta có đồ thị đó ? 

 1

y

xO

1 1

 

 

A. 1.m =  B. 2.m =  

 

C. 1.m = −  D. 2.m = −  

Câu 111: Tìm giá trị thực của tham số m để đường thẳng ( )= − + +: 2 1 3d y m x m  vuông góc với đường 

thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số = − +3 23 1.y x x  

A. = 3
.

4
m  B. = 3

.
2

m  C. = − 1
.

2
m  D. = 1

.
4

m  

Câu 112: Tìm tất cả các tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
2

2

3 1 2 .
2 3

x x x
y

x x

− − + +=
+ −

 

A. 3.x = −  B. 1.x =  C. 3x = −  và 1.x =  D. 0.x =  

Câu 113: Giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số ( )
2

( ) 4 ln 3
2
x

f x x= − −  trên đoạn 2;1 . −   

A. 
 − 

=
2;1

( ) 8ln2Max f x  và 
2;1

( ) 4 ln2.Min f x
 − 

=  
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B. 2;1

1
( ) 4 ln 2

2
Max f x
 − 

= −  và 
2;1

1
( ) 8ln 2.

2
Min f x
 − 

= −  

C. 
 − 

= −
2;1

1
( ) ln 2

2
Max f x  và 

2;1

1
( ) 4 ln 2.

2
Min f x
 − 

= −  

D. 
 − 

= +
2;1

1
( ) 8ln 2

2
Max f x  và 

2;1

1
( ) 4 ln 2.

2
Min f x
 − 

= +  

Câu 114: Biết đường thẳng 3 2= − −y x  cắt đồ thị hàm số 
2

1

+=
−

x
y

x
tại điểm duy nhất. Tìm tung độ 

0y  

của điểm đó. 

A. 
0 4.=y  B. 

0 2.=y  C. 
0 2.= −y  D. 

0 5.= −y  

Câu 115: Tìm tất cả các tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
2

2

2 1 3
.

5 6
x x x

y
x x

− − + +=
− +

 

A. 3; 2.x x= − = −  B. 3.x =  C. 2; 3.x x= =  D. 2.x =  

Câu 116: Tìm tất cả các giá trị của tham số  m để  hàm số ( )3 2 22 2
2 3 1

3 3
y x mx m x= − − − +  có hai điểm 

cực trị 1x và 2x sao cho ( )+ + =1 2 1 22 1x x x x  ? 

      A. = =3
, 0.

2
m m            B. = − 1

.
3

m   C. = 2
.

3
m         D. = = −0, 3.m m  

Câu 117: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 3 2( 1) 3 ( 1) 2= − − + − −y x m x có hai điểm 

cực trị cách đều gốc tọa độ. 

A. 
1

.
4

= ±m  B. 2.= ±m  C. 5.= ±m  D. 
1

.
2

= ±m  

Câu 118: Cho hàm số 3 3 2.y x x= + +  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ); .−∞ +∞  

B. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ); .−∞ +∞  

C. Hàm số đồng biến trên khoảng ( );0−∞  và nghịch biến trên khoảng ( )0; .+∞  

D. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( );0−∞  và đồng biến trên khoảng ( )0; .+∞  

Câu 119: Hàm số nào dưới đây đồng biến trên khoảng ( ); ?−∞ +∞  

A. 
1

.
3

x
y

x

+=
+

 B. 3 3 .y x x= − −  C. 3 .y x x= +  D. 
1

.
2

x
y

x

−=
−

 

Câu 120: Cho hàm số ( )y f x=  có đạo hàm 2( ) 1. .f x x x′ = + ∀ ∈ℝ  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ); .−∞ +∞  B. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( );0 .−∞  

C. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1; .+∞  D. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1;1 .−  

Câu 121: Cho hàm số 4 22 .y x x= −  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )1;1 .−  B. Hàm số đồng biến trên khoảng ( ); 2 .−∞ −  

C. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ); 2 .−∞ −  D. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )1;1 .−  

Câu 122: Hàm số 
2 5

3

x
y

x

−=
+

 đồng biến trên khoảng nào ? 

A. 
( )3; .− +∞  

B. 
( );3 .−∞  

C. 
{ }\ 3 .−ℝ  D. .ℝ  
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Câu 123: Tìm tất cả giá trị thực của tham số m, để hàm số ( )3 21
2 1

3
y mx mx m x= − + −  đạt cực tiểu tại 

2.=x  

A. 2.=m  
B. 

1
.

2
= −m  C. 1.= −m  

D. 

1
.

2
=m  

Câu 124: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số 3 23 ( 1) 4= + + + +y x x m x m  nghịch biến 

trên khoảng ( )1;1 .−  

A. 10.≤ −m  B. 9.≤ −m  C. 7.>m  D. 1.> −m  

Câu 125: Cho hàm số 
2 1

1

x
y

x

−=
+

. Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  và ( 1; ).− +∞  

B. Hàm số đồng biến trên { }\ 1 .−ℝ  

C. Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ; 1)−∞ −  và ( 1; ).− +∞  

D. Hàm số nghịch biến trên { }\ 1 .−ℝ  

Câu 126: Hàm số =
+2

2
1

y
x

 nghịch biến trên khoảng nào dưới đây ? 

A. ( )+∞0; .  B. ( )−1;1 .  C. ( )−∞ +∞; .  D. ( )−∞; 0 .  

Câu 127: Cho hàm số ( )= − − + + +3 2 4 9 5y x mx m x  với m  là tham số. Có bao nhiêu giá trị nguyên m để 

hàm số nghịch biến trên khoảng ( )−∞ +∞; .  

A. 4.  B. 6.  C. 7.  D. 5.  

Câu 128: Tìm số tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
2

2

3 4
.

16
x x

y
x

− −=
−

 

A. 2.  B. 0.  C. 3.  D. 1.  

Câu 129: Tìm giá trị của tham số m để hàm số 
22 3 1

1
x x m

y
x

+ + +=
+

 đồng biến trên tập xác định của nó. 

A. 0.m =  B. 0.m ≤  C. 1.m = −  D. 0.m >  

Câu 130: Cho hàm số 
+=
−1

x m
y

x
 (m là tham số thực) thỏa mãn 

  

=
2;4

min 3y . Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. < ≤3 4.m  B. < −1.m  C. > 4.m  D. ≤ <1 3.m  

Câu 131: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số 

3 21 1
( 1) 3( 2)

3 3
= − − + + +y mx m x m x  đồng biến trên khoảng (2; ).+∞  

A. 0.<m  B. 1.≤m  C. 0.≥m  D. 2.=m  

Câu 132: Cho hàm số ( )y f x=  xác định, liên tục trên ℝ , có bảng biến thiên và có các khẳng định : 

∞ ∞

x

y'

y

∞ +∞1

3

1

0 0 0++ __

4

0

4

 

1 Hàm số đồng biến trên các khoảng ( ); 1−∞ − , ( )0;1 và nghịch biến trên các khoảng ( )1;0− , ( )1;+∞  

2 Hàm số đạt cực đại tại 1x = ±  và 4
CÑ
y = ; hàm số đạt cực tiểu tại 0x =  và 3

CT
y =  

3 Đồ thị hàm số đối xứng qua trục tung 
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4 Hàm số nghịch biến trên các khoảng ( ); 1−∞ − , ( )0;1 và đồng biến trên các khoảng ( )1;0− , ( )1;+∞  

Trong bốn khẳng định đó, có bao nhiêu khẳng định đúng: 

A. 1. B. 2. C. 3. D. 4. 

Câu 133: Tìm giá trị nhỏ nhất m của hàm số 4 2 13y x x= − +  trên đoạn [ ]2;3 .−  

A. 
51

.
4

m =  B. 
49

.
4

m =  C. 13.m =  D. 
51

.
2

m =  

Câu 134: Một vật chuyển động theo qui luật = − +3 21
6

2
s t t  với  t (giây) là khoảng thời gian tính từ khi 

vật bắt đầu chuyển động và s (mét) là quãng đường vật di chuyển được trong khoảng thời gian đó. Hỏi 

trong khoảng thời gian 6 giây, kể từ khi bắt đầu chuyển động, vận tốc lớn nhất của vật đạt được bằng bao 

nhiêu ? 

A. 24( / ).m s  B. 18( / ).m s  C. 64( / ).m s  D. 108( / ).m s  

Câu 135: Trong các hàm số sau, hàm số nào đạt cực tiểu tại điểm 1?x =  

A. 
2 2 3.y x x= − + −  

B. 

3
2 .

3

x
y x x= − +  C. 

2 2( 1) .y x= −  D. 
3 2.y x= − +  

Câu 136: Cho biết hàm số 3 2y ax bx cx d= + + +  có đồ thị như hình bên. Trong các khẳng định sau, 

khẳng định nào đúng ? 

y

xO

 

 

A. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 >


− >
 B. 

2

0
.

3 0

a

b ac

 <


− <
 

 

C. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 >


− <
 D. 

2

0
.

3 0

a

b ac

 <


− >
 

Câu 137: Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh = 12a cm . Người ta cắt ở bốn góc bốn hình vuông bằng 

nhau, mỗi hình vuông có cạnh bằng x (cm) rồi gập tấm nhôm lại như hình vẽ dưới để được một cái hộp 

không nắp. Tìm  x  để hộp nhận được có thể tích lớn nhất. 

a

x
 

A. = 3.x  B. = 2.x  C. = 4.x  D. = 6.x  

Câu 138: Hãy tìm tham số a và b để hàm số 4 21

2
y x ax b= − +  đạt cực trị bằng 2−  tại điểm 1.=x  

A. 1, 4.= =a b  
B. 

3
1; .

2
= = −a b  

C. 

3
; 1.

2
= − =a b  D. 1.= =a b  

Câu 139: Gọi m là giá trị nhỏ nhất của hàm số 22 1y x x= − −  trên khoảng (1; ).+∞  Trong các khẳng 

định sau, khẳng định nào đúng? 

A. 3.m =  B. 3.m <  C. 3.m =  D. 2.m =  

Câu 140: Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để đường thẳng = +y x m  cắt đồ thị hàm số 
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2

1
=

+
x

y
x

 tại hai điểm phân biệt. 

A. ( ) ( );1 5; .∈ −∞ ∪ +∞m  B. ( ) ( );1 2 2 1 2 2; .∈ −∞ − ∪ + +∞m  

C. ( ) ( ); 2 3 3 2 3 3; .∈ −∞ − ∪ + +∞m  D. ( ) ( );3 2 2 3 2 2; .∈ −∞ − ∪ + +∞m  

Câu 141: Tìm giá trị nhỏ nhất m của hàm số 
2

4
3y x

x
= +  trên khoảng ( )0; .+∞  

A. 33 9.m =  B. 7.m =  C. 
33

.
5

m =  D. 32 9.m =  

Câu 142: Cho hàm số = ( )y f x  có bảng biến thiên như sau 

5

4

_

x

y'

y

-∞ +∞0 1

0 0_
+

-∞

+∞

 

Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. =
ℝ

max 5.y  B. = 0.
CT
y  

 

C. =
ℝ

min 4.y  D. = 5.
CÑ
y  

Câu 143: Trong các khẳng định sau, khẳng định nào sai? 

A. Đồ thị hàm số 
2

3

x
y

x
=

−
 có tiệm cận ngang là đường thẳng 2.y =  

B. Đồ thị hàm số 4 22 3 1y x x= − + −  không có tiệm cận đứng. 

C. Đồ thị hàm số 3 23 1y x x= − −  không có tiệm cận ngang. 

D. Đồ thị hàm số 
1

y
x

=  không có tiệm cận đứng. 

Câu 144: Số cực trị của hàm số 5 3 2 1y x x x= − − +  là. 

A. 4. B. 0. C. 1. D. 2. 

Câu 145: Tìm tất cả giá trị thực của tham số m để hàm số 
2 ( 1) 1

2

x m x
y

x

+ + −=
−

 nghịch biến trên mỗi 

khoảng xác định của nó. 

A. 1.= −m  
B. 

( )1;1 .∈ −m  C. 1.>m  
D. 

5
.

2
≤ −m  

Câu 146: Cho hàm số ( )=y f x  xác định, liên tục trên đoạn [ ]2;2−  và có đồ thị là một đường cong như 

trong hình vẽ bên. Hàm số ( )f x  đạt cực đại tại điểm nào dưới đây ? 

 

 

A. 2.=x  B. 1.= −x  
 

C. 1.=x  D. 2.= −x  

 

Câu 147: Cho biết hàm số 3 2y ax bx cx d= + + +  có đồ thị như hình bên. Trong các khẳng định sau, 

khẳng định nào đúng ? 
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y

xO

 

 

A. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 <


− >
 B. 

2

0
.

3 0

a

b ac

 >


− >
 

 

C. 
2

0
.

3 0

a

b ac

 >


− <
 D. 

2

0
.

3 0

a

b ac

 <


− <
 

Câu 148: Số đườngtiệm cận của đồ thị hàm số 
2

2

9

x
y

x

−=
−

 là: 

A. 4. B. 3. C. 2. D. 1. 

Câu 149: Cho hàm số = −3 23 .y x x  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )+∞2; .  B. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )0;2 .  

C. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )0;2 .  D. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )−∞; 0 .  

Câu 150: Cho hàm ( )y f x= có bảng biến thiên  như sau 

1

0 0_

∞

+∞

+ +

x

y'

y

∞ +∞3

0

4
 

Hỏi đây là bảng biến thiên của hàm số nào ? 

A. 
( )3 21

3 9 5 .
8

y x x x= − − −
 

B. 
( )3 21

3 9 .
8

y x x x= − −  

C. 
3 23 9 5.y x x x= − − −   

D. 
( )4 21

2 .
8

y x x= −  
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MỘT SỐ CÂU TRONG ĐỀ THI THPT 

Câu 1: Tìm tất cả các đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
2

2

2 1 3
.

5 6

− − + +=
− +

x x x
y

x x
 

A. 2.=x  B. 3=x và 2.=x  C. 3= −x và 2.= −x  D. 3.=x  

Câu 2: Tìm những giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số ( )( )2 22 3y x x mx m= − + + −  cắt trục 

hoành tại ba điểm phân biệt. 
A. 2 2.− < <m  B. 2 1.− < < −m  C. 1 2.− < <m  D. 2m >  hoặc 2.< −m  

Câu 3: Cho hàm số 4 22y x x= − +  có đồ thị như hình bên.  

 

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để phương 

trình 4 22x x m− + =  có bốn nghiệm phân biệt. 
A. 0 1.m≤ ≤  B. 1.m <  
C. 0.m >  D. 0 1.m< <  

Câu 4: Cho hàm số = ( )y f x  có bảng biến thiên như sau 

5

4

_
x

y'

y

-∞ +∞0 1

0 0_ +

-∞

+∞

 

Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 
A. =

ℝ

max 5.y  B. = 0.
CT
y  

C. = 5.
CÑ
y  D. =

ℝ

min 4.y  

Câu 5: Cho hàm số ( )=y f x  xác định trên khoảng { }\ 0ℝ , liên tục trên mỗi khoảng xác định và có bảng 

biến thiên như sau 

 

Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m sao cho 
phương trình ( ) =f x m  có ba nghiệm phân biệt. 

A. 
( )1;2 .∈ −m  

B. 
[ ]1;2 .∈ −m

 

C. 
( ];2 .∈ −∞m  

D. 
( ]1;2 .∈ −m  

Câu 6: Một vật chuyển động theo qui luật = − +3 21
6

3
s t t  với  t (giây) là khoảng thời gian tính từ khi vật 

bắt đầu chuyển động và s (mét) là quãng đường vật di chuyển được trong khoảng thời gian đó. Hỏi trong 
khoảng thời gian 9 giây, kể từ khi bắt đầu chuyển động, vận tốc lớn nhất của vật đạt được bằng bao nhiêu 
? 

A. 27( / ).m s  B. 144( / ).m s  C. 243( / ).m s  D. 36( / ).m s  
Câu 7: Cho hàm số = ( )y f x  có bảng biến thiên như sau 

x

y'

y

-∞ +∞-1 3

0 0_ ++

-∞

+∞5

1
 

Đồ thị của hàm số = ( )y f x  có bao nhiêu cực 

trị ? 
A. 3.  B. 4.  
C. 2.  D. 5.  

Câu 8: Tìm giá trị nhỏ nhất m của hàm số 2 2
y x

x
= +  trên đoạn 

1
;2 .

2
 
  
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A. 5.m =  B. 3.m =  C. 10.m =  D. 
17

.
4

m =  

Câu 9: Đường cong hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào ? 

 

A. 
3 3 1.y x x= − − −  B. 

3 3 1.y x x= − −   

C. .y x x+= − −3 3 1  D. 
3 23 1.y x x= − + −  

Câu 10: Hàm số =
+2
2
1

y
x

 nghịch biến trên khoảng nào dưới đây ? 

A. ( )−1;1 .  B. ( )−∞ +∞; .  C. ( )+∞0; .  D. ( )−∞; 0 .  

Câu 11: Cho hàm số 
4mx m

y
x m

+=
+

 với m  là tham số. Gọi S  là tập hợp tất cả các giá trị nguyên của m  để 

hàm số nghịch biến trên các khoảng xác định. Tìm số phần tử của .S  
A. 3.  B. 5.  C. Vô số. D. 4.  

Câu 12: Biết đồ thị hàm số 3 23 2y x x= − + −  có hai điểm cực trị , .A B  Phương trình đường thẳng AB là. 
A. 2.= −y x  B. 2 2.= +y x  C. 2 3.= −y x  D. 2 2.= −y x  

Câu 13: Tìm tất cả giá trị thực của m để đồ thị hàm số 4 2 2( ) : 2 1= − +C y x m x  có ba cực trị là ba đỉnh của 
một tam giác vuông cân. 

A. 2.= ±m  B. 1.= ±m  
C. 1=m  hoặc 2.=m  D. 1= −m  hoặc 2.= −m  

Câu 14: Tìm tất cả các tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
2

2

3 1 2
.

2 3
x x x

y
x x

− − + +=
+ −

 

A. 3x = −  và 1.x =  B. 0.x =  C. 3.x = −  D. 1.x =  

Câu 15: Tìm phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số
2 2

.
1

x x
y

x

+=
−

 

A. 2 2.= − −y x  B. 2 2.= −y x  C. 2 2.= +y x  D. 2 2.= − +y x  

Câu 16: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để giá trị nhỏ nhất của hàm số 
2

( )
1

x m m
f x

x

− +=
+

 trên 

đoạn [ ]0;1  bằng 2.−  

A. 1; 2.m m= =  B. 1; 2.m m= − = −  C. 1; 2.= = −m m  D. 1, 2.m m= − =  
Câu 17: Cho hàm số ( )y f x=  có bảng xét dấu đạo hàm như sau 

+ _ _ +0 0

-2 20 +∞-∞

y'

x

 
Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 
A. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( ); 2 .−∞ −  B. Hàm số nghịch biến trên khoảng ( )0;2 .  

C. Hàm số đồng biến trên khoảng ( );0 .−∞  D. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )2;0 .−  

Câu 18: Tìm giá trị nhỏ nhất m của hàm số 4 2 13y x x= − +  trên đoạn [ ]2;3 .−  
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A. 
51

.
4

m =  B. 
49

.
4

m =  C. 
51

.
2

m =  D. 13.m =  

Câu 19: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số = − +3 2 33 4y x mx m  có hai cực trị A 
và B sao cho tam giác OAB  có điện tích bằng 4 với O là gốc tọa độ. 

A. = − =1; 1.m m  B. = − =
4 4

1 1
; .
2 2

m m  C. ≠ 0.m  D. =1.m  

Câu 20: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là ham số nào ? 

 

A. 3 3 2.= − + +y x x  B. 4 2 1.= + +y x x   

C. 3 3 2.= − +y x x  D. 4 2 1.= − +y x x  

Câu 21: Cho hàm số 3 23 1y x x= − +  có đồ thị ( ).C  Tìm những giá trị thực  của tham số m để  đồ thị 

đường thẳng y m=  cắt ( )C  tại ba điểm phân biệt. 

A. 1m >  hoặc 1.< −m  B. 1.>m  C. 3.> −m  D. 3 1.− < <m  

Câu 22: Một vật chuyển động theo qui luật = − +3 21
9

2
s t t  với  t (giây) là khoảng thời gian tính từ khi vật 

bắt đầu chuyển động và s (mét) là quãng đường vật di chuyển được trong khoảng thời gian đó. Hỏi trong 
khoảng thời gian 10 giây, kể từ khi bắt đầu chuyển động, vận tốc lớn nhất của vật đạt được bằng bao 
nhiêu ? 

A. 216( / ).m s  B. 54( / ).m s  C. 30( / ).m s  D. 400( / ).m s  

Câu 23: Cho hàm số 
+=
−1

x m
y

x
 (m là tham số thực) thỏa mãn 

  

=
2;4
min 3y . Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. ≤ <1 3.m  B. > 4.m  C. < −1.m  D. < ≤3 4.m  
Câu 24: Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh =12a cm . Người ta cắt ở bốn góc bốn hình vuông bằng 
nhau, mỗi hình vuông có cạnh bằng x (cm) rồi gập tấm nhôm lại như hình vẽ dưới để được một cái hộp 
không nắp. Tìm  x  để hộp nhận được có thể tích lớn nhất. 

a

x
 

A. = 4.x  B. = 3.x  C. = 2.x  D. = 6.x  

Câu 25: Tìm tất các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số 
tan 2

tan

x
y

x m

−=
−

 đồng biến trên khoảng 

0; .
4

π 
 
 

 

A. 0m ≤  hoặc 1 2.≤ <m  B. 2.≥m  
C. 0.≤m  D. 1 2.≤ <m  

Câu 26: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị của hàm số 
2

1

1

x
y

mx

+=
+

 có hai đường 

tiệm cận ngang. 
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A. Không có giá trị nào của m thỏa mãn. B. 0.>m  
C. 0.=m  D. 0.<m  

Câu 27: Cho hàm số ( )y f x=  có lim ( ) 1
x

f x
→+∞

=  và lim ( ) 1
x

f x
→−∞

= − . Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận ngang. 
B. Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận ngang. 
C. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng 1y =  và 1.y = −  
D. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng 1x =  và 1.x = −  

Câu 28: Cho hàm số = ( )y f x  có bảng biến thiên như sau 

3
00

+∞+∞

_ _+ +000

10-1

y

y'

x +∞-∞

 

Mệnh đề nào dưới đây là sai ? 
A. Hàm số có giá trị cực đại bằng 0. 
B. Hàm số có giá trị cực đại bằng 3. 
C. Hàm số có hai điểm cực tiểu. 
D. Hàm số có ba điểm cực trị. 

Câu 29: Tìm số tiệm cận của đồ thị hàm số 
2

2

5 4
.

1
x x

y
x

− +=
−

 

A. 1.  B. 0.  C. 3.  D. 2.  
Câu 30: Biết rằng đường thẳng 5= − +y x cắt đồ thị hàm số 3 23 2= − +y x x  tại điểm duy nhất. Kí hiệu 

0 0( ; )x y  là tọa độ điểm đó. Tìm 0 0( ; ).x y  

A. ( )0 0( ; ) 2;3 .=x y  B. ( )0 0( ; ) 2;7 .= −x y  C. ( )0 0( ; ) 3;2 .=x y  D. ( )0 0( ; ) 3;8 .= −x y  

Câu 31: Biết đường thẳng 2 3= +y x  cắt đồ thị hàm số 3 3 3= − − +y x x tại điểm duy nhất. Tìm tung độ 

0y  của điểm đó. 

A. 0 1.= −y  B. 0 0.=y  C. 0 2.=y  D. 0 3.=y  

Câu 32: Tìm giá trị lớn nhất M của hàm số 4 22 3y x x= − +  trên đoạn 0; 3 . 
   

A. 6.M =  B. 1.M =  C. 9.M =  D. 8 3.M =  

Câu 33: Cho hàm số ( )= − − + + +3 2 4 9 5y x mx m x  với m  là tham số. Có bao nhiêu giá trị nguyên m để 

hàm số nghịch biến trên khoảng ( )−∞ +∞; .  

A. 4.  B. 5.  C. 6.  D. 7.  

Câu 34: Một vật chuyển động theo qui luật = − +3 21
6

2
s t t  với  t (giây) là khoảng thời gian tính từ khi vật 

bắt đầu chuyển động và s (mét) là quãng đường vật di chuyển được trong khoảng thời gian đó. Hỏi trong 
khoảng thời gian 6 giây, kể từ khi bắt đầu chuyển động, vận tốc lớn nhất của vật đạt được bằng bao nhiêu 
? 

A. 24( / ).m s  B. 108( / ).m s  C. 18( / ).m s  D. 64( / ).m s  

Câu 35: Đồ thị của hàm số nào trong các hàm số dưới đây có tiệm cận đứng ? 

A. 
2

1
.
1

y
x

=
+

 B. 
1
.y
x

=  C. 
4

1
.
1

y
x

=
+

 D. 
2

1
.
1

y
x x

=
+ +

 

Câu 36: Đường cong ở hình bên là đồ thị của hàm số 4 2y ax bx c= + +  với , ,a b c  là các số thực. Mệnh 
đề nào dưới đây đúng ? 
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A. Phương trình 0y′ =  có ba nghiệm thực phân biệt. 
B. Phương trình 0y′ =  vô nghiệm trên số thực. 
C. Phương trình 0y′ =  có đúng một nghiệm thực. 
D. Phương trình 0y′ =  có hai nghiệm thực phân biệt. 

Câu 37: Đường cong của hình bên là đồ thị của hàm số 
ax b

y
cx d

+=
+

 với , , ,a b c d  là các số thực. Mệnh đề 

nào đưới đây đúng ? 

 

A. 0, 2.y x′ > ∀ ≠  B. 0, 1.y x′ > ∀ ≠  
C. 0, 1.y x′ < ∀ ≠  D. 0, 2.y x′ < ∀ ≠  

Câu 38: Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên dưới đây. 

_+

0

1+∞

-∞

-2 0 +∞-∞

y

y'

x

 

Hỏi đồ thị hàm số đã cho có bao nhiêu đường tiệm 
cận ? 
A. 3.  B. 4.  
C. 1.  D. 2.  

Câu 39: Cho hàm số 3 2= + + +y ax bx cx d với , , ,a b c d là các số thực, có đồ thị hàm số như hình vẽ bên. 
Mệnh đề nào dưới đây là đúng ? 

 

A. 0, 0, 0< < >a b c  và 0.<d  

B. 0, 0, 0< > >a b c  và 0.<d  

C. 0, 0, 0> < <a b c  và 0.>d  

D. 0, 0, 0< > <a b c  và 0.<d  

 

Câu 40: Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây. Hàm số đó là ham số nào ? 
y

xO

 

 

 

A. 4 2 1.y x x= − +  B. 3 3 1.y x x= − +  

C. 3 3 1.y x x= − + +  D. 2 1.y x x= − + −  

Câu 41: Cho hàm số 
+=
+1

x m
y

x
 (m là tham số thực) thỏa mãn 

      

+ =
1;2 1;2

16
min max .

3
y y  Mệnh đề nào dưới 

đây đúng ? 
A. ≤ 0.m  B. < ≤2 4.m  C. > 4.m  D. < ≤0 2.m  
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Câu 42: Cho hàm số ( )y f x=  xác định, liên tục trên ℝ  và có bảng biến thiên. 

0

|| 0_

∞

+∞

+ +

x

y'

y

∞ +∞1

0

1
 

Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 
A. Hàm số có giá trị cực tiểu bằng 1. 
B. Hàm số đạt cực đại tại 0x =  và đạt cực tiểu tại 

1.=x  
C. Hàm số đạt cực đại tại 0x =  và đạt cực tiểu tại 

1.x = −  
D. Hàm số có đúng một cực trị. 

Câu 43: Cho hàm số 42 1.y x= +  Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. Hàm số đồng biến trên khoảng ( )0; .+∞  

B. Hàm số nghịch biến trên khoảng 
1

; .
2

 −∞ − 
 

 

C. Hàm số đồng biến trên khoảng ( );0 .−∞  

D. Hàm số nghịch biến trên khoảng 
1

; .
2

 − +∞ 
 

 

Câu 44: Đồ thị hàm số 3 22 6 3y x x= − + −  cắt trục tung tại điểm có tung độ 0y  bằng bao nhiêu? 

A. 0 2.= −y  B. 0 3.=y  C. 0 3.= −y  D. 0 0.=y  

Câu 45: Cho hàm số ( ) ( )22 1y x x= − +  có đồ thị ( )C . Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. ( )C  không cắt trục hoành. B. ( )C  cắt trục hoành tại ba điểm. 
C. ( )C  cắt trục hoành tại hai điểm. D. ( )C cắt trục hoành tại một điểm. 

Câu 46: Cho hàm số ( )=y f x  xác định, liên tục trên đoạn [ ]2;2−  và có đồ thị là một đường cong như 

trong hình vẽ bên. Hàm số ( )f x  đạt cực đại tại điểm nào dưới đây ? 

 

 

 

A. 2.=x  B. 1.= −x  

C. 2.= −x  D. 1.=x  

Câu 47: Cho hàm số ( )=y f x  liên tục trên ℝ  và có đồ thị là đường cong trong hình vẽ bên. Điểm cực 
tiểu của đồ thị hàm số ( )y f x=  là. 
 

 

 

 

A. 1.x =   B. 1.x = −   

C. ( 1;1).M −   D. (1; 3).M −   

Câu 48: Cho hàm số 4 22 1y x x= − + + có giá trị cực đại và giá trị cực tiểu lần lượt là 1y  và 2y . Khẳng 

định nào dưới đây đúng ? 
    A. − = −1 23 1.y y   B. − =1 23 5.y y   

    C. − =1 23 1.y y   D. − = −1 23 5.y y  
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Câu 49: Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên như sau 

 

Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng nào dưới đây 
? 
A. (3; ).+∞  B. ( 2;3).−  
 

C. ( 2; ).− +∞  D. ( ; 2).−∞ −  

Câu 50: Tìm số tiệm cận của đồ thị hàm số 
2

25 5
.

x
y

x x

+ −=
+

 

A. 3. B. 0. C. 1. D. 2. 
Câu 51: Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên như sau 

 

Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng nào 
dưới đây ? 
A. ( 1;0).−  B. (0;1).  
 
C. (1; ).+∞  D. ( ;1).−∞  

Câu 52: Kí hiệu m giá trị nhỏ nhất của hàm số 3 23y x x= +  trên đoạn [ 4; 1].− − Tìm .m  
A. 4.m = −  B. 0.m =  C. 4.m =  D. 16.m = −  

Câu 53: Cho hàm số 3 2 , ( , , , )y ax bx cx d a b c d= + + + ∈ℝ  có đồ thị như hình vẽ bên.  

 

Hàm số đã cho có bao nhiêu điểm cực trị ? 
A. 1. B. 3. 
 
C. 0. D. 2. 

Câu 54: Có bao nhiêu giá trị nguyên của m để hàm số 
1

3

x
y

x m

+=
+

 nghịch biến trên khoảng (6; )?+∞  

A. 0. B. Vô số. C. 3. D. 6. 

Câu 55: Cho hàm số 4 21 7

6 3
y x x= −  có đồ thị ( ).C  Có bao nhiêu điểm A  thuộc ( )C  sao cho tiếp tuyến 

của ( )C  tại A  cắt ( )C  tại hai điểm phân biệt 1 1 2 2( ; ), ( ; )M x y N x y (M,N khác A) thỏa mãn 

1 2 1 24( )?y y x x− = −  

A. 0. B. 3. C. 2. D. 1. 

Câu 56: Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m để hàm số 
2

5

x
y

x m

+=
+

 đồng biến trên khoảng 

( ; 10)?−∞ −  
A. 2. B. 3. C. 1. D. Vô số. 

Câu 57: Tìm số tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
2

16 4
.

x
y

x x

+ −=
+

 

A. 3. B. 2. C. 0. D. 1. 
Câu 58: Cho hàm số 4 2 , ( , , )y ax bx c a b c= + + ∈ℝ  có đồ thị như hình vẽ bên. 

 

Số nghiệm của phương trình 4 ( ) 3 0f x − =  là bao 
nhiêu? 
A. 3. B. 0. 
C. 4. D. 2. 
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Câu 59: Cho hàm số 
2

2

x
y

x

−=
+

 có đồ thị ( ).C  Gọi I là giao điểm của hai tiệm cận của ( ).C  Xét tam giác 

đều ABI có hai đỉnh A, B thuộc ( ),C  đoạn thẳng AB có độ dài bằng bao nhiêu ? 

A. 2 2.AB =  B. 4.AB =  C. 2 3.AB =  D. 2.AB =  

Câu 60: Cho hàm số 4 2 , ( , , )y ax bx c a b c= + + ∈ℝ  có đồ thị như hình vẽ bên.  

 

Hàm số đã cho có bao nhiêu điểm cực trị ? 
A. 3. B. 0. 
 
C. 1. D. 2. 

Câu 61: Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên như sau 

 

Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng nào dưới đây 
? 
A. (1; ).+∞  B. ( 1; ).− +∞  
 

C. ( 1;1).−  D. ( ;1).−∞  

Câu 62: Kí hiệu m giá trị lớn nhất của hàm số 3 22 7y x x x= + −  trên đoạn [0;4]. Tìm .m  
A. 259.m = −  B. 68.m =  C. 4.m = −  D. 0.m =  

Câu 63: Cho hàm số 
1

2

x
y

x

−=
+

 có đồ thị ( ).C  Gọi I là giao điểm của hai tiệm cận của ( ).C  Xét tam giác 

đều ABI có hai đỉnh A, B thuộc ( ),C  đoạn thẳng AB có độ dài bằng bao nhiêu ? 

A. 6.AB =  B. 2 3.AB =  C. 2.AB =  D. 2 2.AB =  

Câu 64: Ông A  dự định sử dụng hết 25m  kính để làm một bể cá bằng kính có dạng hình hộp chữ nhật 
không nắp, chiều dài gấp đôi chiều rộng (các mối ghép có kích thước không đáng kể) . Bể cá có dung tích 
lớn nhất bằng bao nhiêu (kết quả làm tròn đến hàng phần trăm) ? 

A. 21,51 .m  B. 21,01 .m  C. 20,96 .m  D. 21,33 .m  

Câu 65: Cho hàm số 
2

1

x
y

x

−=
+

 có đồ thị ( ).C  Gọi I là giao điểm của hai tiệm cận của ( ).C  Xét tam giác 

đều ABI có hai đỉnh A, B thuộc ( ),C  đoạn thẳng AB có độ dài bằng bao nhiêu ? 

A. 6.AB =  B. 3.AB =  C. 2 2.AB =  D. 2 3.AB =  

Câu 66: Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m để hàm số 8 5 2 4( 1) ( 4) 1y x m x m x= + − − − + đạt cực 
tiểu tại 0?x =  

A. 3. B. Vô số. C. 5. D. 4. 

Câu 67: Kí hiệu M giá trị lớn nhất của hàm số 4 2 13y x x= − +  trên đoạn [ 1;2].− Tìm .M  

A. 
51

.
4

M =  B. 25.M =  C. 13.M =  D. 85.M =  

Câu 68: Cho hàm số 4 2 , ( , , )y ax bx c a b c= + + ∈ℝ  có đồ thị như hình vẽ bên.  

 

Hàm số đã cho có bao nhiêu điểm cực trị ? 
A. 3. B. 0. 
 
C. 1. D. 2. 

Câu 69: Đường cong trong hình vẽ bên là đồ thị của hàm số nào dưới đây ? 

 

A. 3 23 2.y x x= − + −  B. 3 23 2.y x x= − −  
 

C. 4 2 2.y x x= − −  D. 4 2 2.y x x= − + −  
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Câu 70: Đường cong trong hình vẽ bên là đồ thị của hàm số nào dưới đây ? 

 

A. 4 23 1.y x x= − −  B. 4 2 1.y x x= − + −  
 

C. 3 3 1.y x x= − −  D. 3 3 1.y x x= − − −  

Câu 71: Đường cong trong hình vẽ bên là đồ thị của hàm số nào dưới đây ? 

 

A. 3 2 1.y x x= − −  B. 3 2 1.y x x= − + −  
 

C. 4 22 1.y x x= − + −  D. 4 22 1.y x x= − −  

Câu 72: Đường cong trong hình vẽ bên là đồ thị của hàm số nào dưới đây ? 

 

A. 4 23 1.y x x= − −  B. 3 23 1.y x x= − −  
 

C. 4 23 1.y x x= − + −  D. 3 23 1.y x x= − + −  

Câu 73: Cho hàm số ( )y f x=  có bảng biến thiên như sau 

 

Hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng nào dưới 
đây ? 
A. (1; ).+∞  B. (0;1).  
 

C. ( 1;0).−  D. ( ;0).−∞  

Câu 74: Cho hàm số 3 2 , ( , , , )y ax bx cx d a b c d= + + + ∈ℝ  có đồ thị như hình vẽ bên. Tìm số điểm cực trị 
của hàm số đã cho. 

 

A. 0. B. 3. 
 
C. 2. D. 1. 

Câu 75: Ông A  dự định sử dụng hết 26,5m  kính để làm một bể cá bằng kính có dạng hình hộp chữ nhật 
không nắp, chiều dài gấp đôi chiều rộng (các mối ghép có kích thước không đáng kể) . Bể cá có dung tích 
lớn nhất bằng bao nhiêu (kết quả làm tròn đến hàng phần trăm) ? 

A. 21,33 .m  B. 21,61 .m  C. 22, 26 .m  D. 21,50 .m  

Câu 76: Cho hàm số 3 2 , ( , , , )y ax bx cx d a b c d= + + + ∈ℝ  có đồ thị như hình vẽ bên.  

 

Số nghiệm của phương trình 3 ( ) 4 0f x + =  là bao 
nhiêu? 
A. 1. B. 0. 
 
C. 2. D. 3. 

 
Câu 77: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên đoạn [ 2;2]− và có đồ thị như hình vẽ bên.  
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Số nghiệm thực của phương trình 3 ( ) 4 0f x − =  
trên đoạn [ 2;2]−  là bao nhiêu? 
A. 1. B. 3. 
 
C. 4. D. 2. 

Câu 78: Cho hàm số ( )y f x=  liên tục trên đoạn [ 2;4]− và có đồ thị như hình vẽ bên.  

Số nghiệm thực của phương trình 3 ( ) 5 0f x − =  
trên đoạn [ 2;4]−  là bao nhiêu? 
A. 3. B. 1. 
 
C. 0. D. 2. 

 

Câu 79: Tìm số tiệm cận của đồ thị hàm số 
2

9 3
.

x
y

x x

+ −=
+

 

A. 3. B. 1. C. 0. D. 2. 

Câu 80: Ông A  dự định sử dụng hết 26,7 m  kính để làm một bể cá bằng kính có dạng hình hộp chữ nhật 
không nắp, chiều dài gấp đôi chiều rộng (các mối ghép có kích thước không đáng kể) . Bể cá có dung tích 
lớn nhất bằng bao nhiêu (kết quả làm tròn đến hàng phần trăm) ? 

A. 21,57 .m  B. 21,11 .m  C. 21, 23 .m  D. 22, 48 .m  

Câu 81: Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m để hàm số 8 5 2 4( 1) ( 1) 1y x m x m x= + − − − + đạt cực 
tiểu tại 0?x =  

A. 1. B. 3. C. Vô số. D. 2. 

Câu 82: Ông A  dự định sử dụng hết 25,5m  kính để làm một bể cá bằng kính có dạng hình hộp chữ nhật 
không nắp, chiều dài gấp đôi chiều rộng (các mối ghép có kích thước không đáng kể) . Bể cá có dung tích 
lớn nhất bằng bao nhiêu (kết quả làm tròn đến hàng phần trăm) ? 

A. 21, 40 .m  B. 21,01 .m  C. 21,17 .m  D. 21,51 .m  

Câu 83: Cho hàm số 4 21 7

8 4
y x x= −  có đồ thị ( ).C  Có bao nhiêu điểm A  thuộc ( )C  sao cho tiếp tuyến 

của ( )C  tại A  cắt ( )C  tại hai điểm phân biệt 1 1 2 2( ; ), ( ; )M x y N x y (M,N khác A) thỏa mãn 

1 2 1 23( )?y y x x− = −  

A. 3. B. 2. C. 1. D. 0. 

Câu 84: Kí hiệu M giá trị lớn nhất của hàm số 4 24 9y x x= − +  trên đoạn [ 2;3].− Tìm .M  
A. 201.M =  B. 2.M =  C. 54.M =  D. 9.M =  

Câu 85: Cho hàm số 4 21 14

3 3
y x x= −  có đồ thị ( ).C  Có bao nhiêu điểm A  thuộc ( )C  sao cho tiếp tuyến 

của ( )C  tại A  cắt ( )C  tại hai điểm phân biệt 1 1 2 2( ; ), ( ; )M x y N x y (M,N khác A) thỏa mãn 

1 2 1 28( )?y y x x− = −  

A. 2. B. 3. C. 0. D. 1. 

Câu 86: Cho hàm số 
1

1

x
y

x

−=
+

 có đồ thị ( ).C  Gọi I là giao điểm của hai tiệm cận của ( ).C  Xét tam giác 

đều ABI có hai đỉnh A, B thuộc ( ),C  đoạn thẳng AB có độ dài bằng bao nhiêu ? 

A. 2 2.AB =  B. 2 3.AB =  C. 2.AB =  D. 3.AB =  

Câu 87: Cho hàm số 4 21 7

4 2
y x x= −  có đồ thị ( ).C  Có bao nhiêu điểm A  thuộc ( )C  sao cho tiếp tuyến 
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của ( )C  tại A  cắt ( )C  tại hai điểm phân biệt 1 1 2 2( ; ), ( ; )M x y N x y (M,N khác A) thỏa mãn 

1 2 1 26( )?y y x x− = −  

A. 1. B. 0. C. 3. D. 2. 

Câu 88: Đồ thị hàm số 
2

4 2x
y

x x

+ −=
+

có bao nhiêu đường tiệm cận đứng ? 

A. 1. B. 2. C. 0. D. 3. 
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ĐÁP ÁN PHẦN TRẮC NGHIỆM 
 

§1. SỰ ĐỒNG BIẾN, NGHỊCH BIẾN CỦA HÀM SỐ 
 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 
A            
B            
C            
D            

 

§2. CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 
 61 62 63 64 65 66 67 
A        
B        
C        
D        
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§3. GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT 
CỦA HÀM SỐ 

 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 
A                    
B                    
C                    
D                    

 
§4. ĐƯỜNG TIỆM CẬN 

 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 
A               
B               
C               
D               
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§5. KHẢO SÁT SỰ BIẾN THIÊN VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 
 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 
A              
B              
C              
D              

 
§6. MỘT SỐ BÀI TOÁN THƯỜNG GẶP VỀ ĐỒ THỊ 

 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 

 
ÔN TẬP CHƯƠNG I 

ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 
CÁC BÀI TOÁN THƯỜNG GẶP 

 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
A                     
B                     
C                     
D                     
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 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 10

1 
10
2 

10
3 

10
4 

10
5 

10
6 

10
7 

10
8 

10
9 

11
0 

11
1 

11
2 

11
3 

11
4 

11
5 

11
6 

11
7 

11
8 

11
9 

12
0 

A                     
B                     
C                     
D                     
 
 12

1 
12
2 

12
3 

12
4 

12
5 

12
6 

12
7 

12
8 

12
9 

13
0 

13
1 

13
2 

13
3 

13
4 

13
5 

13
6 

13
7 

13
8 

13
9 

14
0 

A                     
B                     
C                     
D                     
 
 141 142 143 144 145 146 147 148 149 150 
A           
B           
C           
D           
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MỘT SỐ CÂU HỎI TRONG KÌ THI THPT 
 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 41 42 43 44 45 46 47 48 
A         
B         
C         
D         

 
 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 
A                     
B                     
C                     
D                     

 
 




