Chuyén dé QUAN HE VUONG GOC TRONG KHONG GIAN Toan 11

Dang toan: XAC PINH GOC NHI DIEN
I.LY THUYET
1. Goc nhi dién
Hinh gom hai ntta mit phing (P), (Q) c6 chung bo a duoc goi la géc nhi dién, ki hiéu 1a
[P.a,Q]. Duong thing a va cdc nra mit phing (P), (Q) twong ting dwoc goi la canh va cac
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mat cua goc nhi dién do.
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Ttr mot diém O bat ki thudc canh a caa goc nhi dién [P, a, Q] vé cac tia Ox, Oy tuwong ung

thudc (P), (Q) va vudng goc véi a. Géc xOy dwoc goi la mot goc phéng ctia goc nhi dién
[P, a, Q] (goi tit1a goc phéng nhi dién). S6 do cua gbc xOy khong phu thudce vao vi tri ctia O

trén a, dugc goi la sd do ctia goc nhi dién [P, a, Q].

Mit phéang chira goc phang nhi dién xOy cta [P,a,Q] vudng géc véi canh a.
Chu y:

+ S0 do cua goc nhi dién ¢ thé nhan gia tri tr 0° dén 180°. Goc nhi dién duoc goi la vudng,
nhon, tu néu no ¢d s6 do tuwong ting bﬁmg, nhd hon, 16n hon 90°.
+ D061 v6i hai diém M, N khong thudc duong théng a, ta ki hiéu [M ,a, N] la goc nhi dién co6
canh a va cdc mdt twong ting chita M, N .
+ Hai mat phéng cit nhau tao thanh bén g0c nhi dién. Néu mot trong bon goc nhi dién do6 la
gbc nhi dién vudng thi cac goc nhi dién lai cling la goc nhi dién vudng.

2. Phwong phap xac dinh goc nhi dién
D& xdc dinh goc nhi dién tao béi hai mdt phing (P) va (Q), ta thiec hién theo 3 buéc:
Budc 1: Tim giao tuyén a=(P)n(Q).
Budc 2: Tim Ox<(P):Ox La va Oy =(Q):Oy La.
Budce 3: Két luan [P,a,Q]
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II. BAI TAP TU LUAN

Caul:

Cau 2:

Cau 3:

Cau 4:

Cau 5:

Cau 6:

Cho hinh chép S.ABC c¢6 SA L(ABC).Goi H 1a hinh chiéu cua A trén BC.

a) Chting minh rang (SAB) L(ABC) va (SAH) L(SBC).

b) Gia sit tam gidc ABC vuong tai A, ABC =30° AC =a, SAza—ZB. Tinh s6 do ctia géc nhi
dién [S,BC, A].

Cho hinh l1ap phwong ABCD - A'B'C'D’ c¢6 canh bing a.

a) Tinh d¢ dai dwong chéo ctia hinh lap phuong.

b) Chting minh rang (ACC'A’) L (BDD'B').

c) Goi O la tdm cta hinh vuéng ABCD. Chiing minh rang COC’ 1a mét géc phang cta goc
nhi dién [C, BD, C']. Tinh (gan dang) s6 do cua cac gdc nhi dién[C, BD,C'], [A, BD, C’]

Cho hinh chép S-ABCD c6 SAL(ABCD), ddy ABCD la hinh thoi c6 canh bédng

a,AC =a,SA =%a. Goi O 1a giao diém cta hai dwong chéo hinh thoi ABCD va H 1a hinh

chiéu cua O trén SC.
a) Tinh s& do ctia cc g6c nhi dién [B, SA, DJ;[S,BD, A];[S,BD,C].
b) Chttng minh rdng BHD 1a mdt géc phing cta géc nhi dién B, SC, D].
Cho hinh 13p phuong ABCD-A'B'C'D’ canh a. Xac dinh va tinh goc phang nhi dién:
a) [A,BD,A]; b) [C,BD,A’].

a

243

Cho hinh chép S.ABCcé SA L(ABC),AB=AC =a, BAC =120°,SA= . Goi M la trung

diém ctia BC . Tinh s6 do cua géc nhi dién [S, BC, A].

Cho biét kim tu thap Memphis tai bang Tennessee (My) c6 dang hinh chép t& giac déu véi
chiéu cao 98 m va canh day 180 m. Tinh s& do gdc nhi dién tao boi mat bén va mat day?
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Cau 7:

Cau 8:

Cau 9:

Hai mai nha trong Hinh 7.72 la hai hinh chit nhat. Gid sd¢ AB=4,8 m; OA=2,8 m;OB=4m.
a) Tinh (gan dung) s& do ctia goc nhi dién tao boi hai nita mat phang twong tng chita hai mai
nha.

b) Chtmg minh rdng mit phang (OAB) vudng géc véi mat dat phang. Luu y: Duong giao
gitta hai mai (dwong noc) song song voi mat dat.

c) biém A & d0 cao (so v6i mat dat) hon diém B 1a 0,5 m. Tinh (gan dang) gdc gitta mai nha
(chtta OB ) so v6i mét dat.

Hinh 7.72
D06 ddc cia mai nha, mat san, con duong thang 1a tang ctia géc tao boi mai nha mét san, con
duong thang d6 véi mat phang nam ngang. P ddc ctia duong thang danh cho nguroi khuyét

tat duwoc quy dinh la khong qua é Hoi theo do, goc tao boi duong danh cho nguoi khuyét

tat va mat phang nam ngang khong vueot qua bao nhiéu d6? (Lam tron két qua déin chir s6 thip
phin thir ha).

Trong ctra sO ¢ Hinh 7.56 , canh va khung ctra la cac nita hinh tron ¢6 duong kinh 80 cm,
ban 1é duoc dinh ¢ diém chinh gitta O cua cac cung tron khung va canh ctra. Khi ctra mo,
duong kinh cta khung va dwong kinh cua canh song song vdi nhau va cach nhau mot
khoang d ; khi ctta dong, hai duong kinh d6 trung nhau. Hay tinh s6 do ctia goc nhi dién
c6 hai ntta mat phang twong ting chita canh, khung ctra khi d =40 cm.

e
Pt .

I1I. BAI TAP TRAC NGHIEM
Cau 10: Cho hinh chop t& giac déu S.ABCD . Phat bi€u nao sau day dung?

A. SG do cta goc nhi dién [S, AB, C] bé“mg SBC.
B. 55 do cta goc nhi dién [D, SA, B] bang 90°.
C. S do ctia goc nhi dién [S, AC, B] b%\ng 90°.
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Cau 11:

Cau 12:

Cau 13:

Cau 14:

Cau 15:

D. S8 do ctia goc nhi dién [D, SA, B] béng BSD.

Cho hinh chop t& giac S.ABCD c¢6 day la hinh ch nhat véi AB =4a, AD =3a. Cac canh bén
déu c6 d dai 5a. Géc nhi dién [S,BC, A] c6 s8 do gan béng gia tri nao dudi day?

A.75°46". B. 71°21'. C. 68°31". D. 65°12".

Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC, canh ddy bang a, canh bén bang a\/g .Géc nhi dién

[S,BC, A] c6 s8 do gan béng gia tri nao dudi day?

A.75°46". B. 71°21". C. 29°33". D. 26°33".

Cho tt dién S.ABC c06 cac canh SA, SB, SC do6i mot vudng goc va SA=SB=SC=1. Goi «
la goc phéng nhi dién [S,BC,A]. Tinh cose.

1 2 1 2
A—. B. —. C - D. —.
V3 V5 3 5
Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh thang vuong tai A va B, biét AD=2a,
a6

AB=BC =a, canh bén SA vudng gbc véi mdt day va SA= — Goi E la trung diém cua

AD . Tinh s6 do cua gbc phéng nhi dién [S,BE,A].

A.45°. B. 120°. C. 30°. D. 60°.

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh thang vudng tai A va D, canh bén SA
vudng gdc véi mat ddy va SA=av/2. Biét AB=2AD=2DC =2a. Tinh s§ do ctia géc phang
nhi dién [C,SB,A].

A.45°. B. 120°. C. 30°. D. 60°.

IV. LOI GIAI CHI TIET

Caul:

Cho hinh chép S.ABC ¢6 SAL(ABC).Goi H la hinh chiéu cua A trén BC.

a) Chttng minh rang (SAB) L (ABC) va (SAH)_L(SBC).

b) Gia st tam gidc ABC vuong tai A, ABC =30° AC =a, SAza—ZS. Tinh s6 do cta goc nhi
dién [S,BC, A].

Loi giai:

a) Tacé SA L(ABC)ma SAc (SAB) do dé (SAB) L (ABC).
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= BC L (SAH). Ma BC = (SBC) do d6 (SAH) L (SBC)
AH L BC

b) Ta co

(SBC)n(ABC)=BC

AH 1 BC = SHA 1a mot géc phang cta géc nhi dién [S, BC, A|
SH L BC (doSH < (SAH))

Ta 6. {SAL BC(SA L (ABC))

AH J3

Xét AAHC vudng tai H co: sin ACH = C = AH =sin ACH.AC =sin60°.a = 7a

Xét ASAH vuong can tai Anén gdc nhi dién [S, BC, A] = SHA =45°,
Cau2:  Cho hinh lap phuwong ABCD-A'B'C'D’ c¢6 canh bing a.
a) Tinh d¢ dai dwong chéo ctia hinh lap phuong.
b) Chting minh rang (ACC'A’) L (BDD'B').
c) Goi O la tam cta hinh vudng ABCD. Chitng minh rang COC' 1a mét goc phang cta goc
nhi dién [C, BD,C']. Tinh (gan dang) s6 do cua cac gdc nhi dién[C, BD,C'], [A, BD,C']

Loi giai:
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a) Mot trong nhiing duong chéo ctia hinh 1ap phuwong ABCD - A'B'C'D’ la AC’

2
AAA'C'la tam giac vudng tai Acod AC'=+/AA?+ A'C"? :1[a2 +(a\/§) — a/3.

b) Ta c6: ACL DD,} = AC L (BDD'B'). Ma AC —(ACC'A’)nén (ACC'A’) L (BDD'B').
AC L BD
c) Ta co
(CBD)~(C'BD) = BD
CO.LBD = COC' 1a mot goc phang ctia géc nhi dién [C,BD,C']

C'O L BD(do ABDC'can)

Twong tu AOC’ 1a mot géc phang ctia géc nhi dién [A,BD,C']

Xét ACOC' vudng tai C c6: tanCOC' = cc’ -2 _ J2 = CcoC’ ~55°,
OC a2

2



Chuyén dé QUAN HE VUONG GOC TRONG KHONG GIAN Toan 11

Cau 3:

Cau 4:

Ta c6: COC’ va AOC’ la hai géc bu nhau nén AOC' ~125°.
Cho hinh chép S-ABCD c6 SAJ_(ABCD), day ABCD la hinh thoi c6 canh b?mg
a,AC =a,SA :%a. Goi O la giao diém cta hai duwong chéo hinh thoi ABCD va H 1a hinh

chiéu cta O trén SC.
a) Tinh s& do ctia cac goc nhi dién [B, SA, DJ;[S,BD, A];[S,BD,C].
b) Chting minh réng BHD la mdt goc phing cta géc nhi dién B, SC, D].

Loi giai:

a) Vi SAL(ABCD) nén AB va AD vudng géc véi SA. Vay BAD la mot géc phang ctia
gbc nhi dién [B, SA, D].

Hinh thoi ABCD c6 canh bang a va AC = a nén cic tam giac ABC,ACD déu. Do d6
BAD =120°. Vay s6 do ctia goc nhi dién [B, SA, D] bang 120°.

Vi BD L AC va BD LSA nén BD L(SAC). Vay AC va SO vudng gbc voi BD. Suy ra
AOS 1a mot géc phang ctia goc nhi dién [S,BD, A] va COS la mot goc phang ctia goc nhj
dién [S,BD,C].
Tam gidc SAO vuong tai A va c6 SA= %a =AO nén AOS=45. Suy ra
COS =180" - AOS =135°.

Vay cic gbéc nhi dién [S,BD,A],[S,BD,C] tuong tung c6 s do la 45,135,
b) Theo ching minh trén, BD L(SAC) nén BD _LSC. Mitkhic, OH LSC nén
SC L (BOD). Do d6, BHD la mét géc phang ctia gée nhi dién [B,SC, D].

Cho hinh lap phwong ABCD-A'B'C'D’ canh a. Xac dinh va tinh géc phing nhj dién:

a) [A.BD, A]; b) [C.BD, A].

Loi gidi:
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Cau 5:

Cau 6:
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a) Goi O la tam cta hinh vuéng ABCD.
Tacé OALBD va AA' L BD = BD L(OAA")=BD LOA".

J=--

Tac6 OALBD va OA' L BD, suy ra AOA’ la g6c phéng nhi dién [A, BD, A’].
Xét tam giac AOA’ vudng tai A, ta co:

anAOA="A _ & _ 5 NOA~54°44"
AO a2
2

b) Tacé OC L BD va OA’ L BD, suy ra A'OC la géc phang nhi dién [C,BD, A'].
Tac6 A'OC =180" - AOA=125°13".

Cho hinh chép S.ABCc6 SA L (ABC), AB = AC = a, BAC =120° SA= ——

23

. Goi M la trung

diém ctia BC . Tinh s6 do cta goc nhi dién [S, BC, A] .

Loi giai:

Tacé AM L BC,SA L BC suyra BC L(SAM)=BC LSM.
AM 1 BC,SM L BC suy ra SMA la mot goc phéng nhi dién [S, BC, A].
SA 23 1

Xét tam gide SMA c6 tan SMA=—— = 2¥5 __—_ — gMA=30°,
AM a3
2

Cho biét kim tu thap Memphis tai bang Tennessee (My) c6 dang hinh chdp t& giac déu voi
chiéu cao 98 m va canh day 180 m. Tinh s& do gdc nhi dién tao boi mat bén va mat day?
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Cau 7:

Loi giai:

Goi hinh chop t& giac déu la S.ABCD nhuw hinh vé, O = ACNBD,M 1a trung diém caa DC .
Khi d6 goc nhi dién tao boi mit bén (SCD) va mit day (ABCD) 1a [S,CD,0].

Tacé SM LCD va OM LCD, suy ra SMO 1la goc phéng nhi dién [S,CD,O] .

Xét tam giac SMO ta c6 OM = % =90 (m)

tan SMO = SO _98_49 = SMO =47°26'".

OM 90 45
Hai mai nha trong Hinh 7.72 la hai hinh ch nhat. Gid sd AB=4,8 m; OA=2,8 m;OB=4m.
a) Tinh (gan dung) s6 do ctia goc nhi dién tao boi hai nita mat phang twong ting chita hai mai
nha.
b) Chting minh rdng mat phang (OAB) vudng géc véi mit dat phang. Luu y: Duong giao
gitta hai mai (duong ndc) song song véi mat dat.
c) biém A & d0 cao (so v6i mat dat) hon diém B 1a 0,5 m. Tinh (gan dang) gdc gitta mai nha
(chira OB ) so véi mat dat.
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Loi giai:
a) Vi hai mai nha 1a hai hinh chit nhat nén géc nhi dién tao boi hai nira mt phang twong tng
chira hai mai nha trong hinh 1a goc AOB

Ap dung dinh ly Cosin trong tam giac AOB ta c6:

OA*+0B*-AB® 2,8°+4°-4,8° 1

cos AOB = =—= AOB ~ 88°.
20A0B 22,84 28
b) Goi duong giao gitta hai mai (duwong noc) la O0".
, 00" LOA
Ta co = 00’ L (OAB)
OO0’ L OB

Ma OO’ song song véi mit dat va khong nam trong mit dat nén mit phang (OAB) vudng

g6c voi mat dat phang.

<)

C D

Goc gitra mai nha (chita OB ) so v6i mat dat la goc OBH
Ta c6: OBH = OBA+ ABH

Ap dung dinh ly Cosin trong tam giac AOB ta cé:
BA*+BO*—-0OA® 4,8°+4°-2,8° 13

cosOBA = =— = 0OBA = 36°.
2BA.BO 2.4,8.4 16

AABH vuong tai H c6: sin ABH =ﬁ =E =i = ABH ~6°.
AB 4,8 48

Do d6 OBH =0OBA+ ABH ~ 42°.
Goc gitra mai nha (chita OB ') so v6i mat dat khoang 42°.



Chuyén dé QUAN HE VUONG GOC TRONG KHONG GIAN Toan 11

Cau 8:

Cau 9:

Do ddc ctia mai nha, mdt san, con duong thfmg la tang ctia goc tao boi mai nha mat san, con
duong thang d6 véi mat phang nam ngang. P9 ddc ctia duong thang danh cho ngudi khuyét

tat duwoc quy dinh la khong qua % Hoi theo d6, goc tao boi duong danh cho nguoi khuyét

tat va mat phang nam ngang khong vurot qua bao nhiéu d6? (Lam tron két qud dén chir s6 thip
phan thir hai).

Loi giai:

Goi a la goc tao bdi duong danh cho nguoi khuyét tat va mat phéng nam ngang.
0°<a<90°

Theo dé ta co tanaﬁé:a$4,76°.

Vay gc tao béi duong danh cho nguoi khuyét tat va mat phang nam ngang khong vuot qua
4,76°.

Trong ctta sO ¢ Hinh 7.56 , canh va khung ctra 1a cac ntta hinh tron c¢6 duong kinh 80 cm,
ban [é dwgc dinh & diém chinh gitta O cua cac cung tron khung va canh ctra. Khi ctra mo,
duwong kinh cua khung va duong kinh ctia canh song song véi nhau va cdch nhau mot
khoang d ; khi ctra déng, hai duwong kinh d6 trung nhau. Hay tinh s6 do ctia gdc nhi dién
c6 hai ntta mat phang twong ting chita canh, khung ctra khi d =40 cm.

’”
UL

a

Loi gidi:
Goi X la giao diém ctia duong thang qua M song song v6i AB va duong thang qua O vuong
gocvoi AB.Tacd XM =d = 40cmva XO = % = 40 cm.
Do tam gidc OXM vudng tai O nén ta c6: cos(OXM) = oM = 40 =1
OX 40
Tt @6, ta suy ra OXM = 0°, cos(XOM) = m = @ =1
OX 40

Tl d6, ta suy ra XOM =0"ta c6: AOM = AOX + XOM = AOX = cos*(0,5) ~ 60’
Vay s6 do ctia gbc nhi dién c6 hai ntta mit phang twong tng chtta canh, khung ctra khi d =40 cm
1a 60°.

III. BAI TAP TRAC NGHIEM
Cau 10: Cho hinh chép t& giac déu S.ABCD . Phat biéu nao sau day dung?

A. S8 do ctia goc nhi dién [S, AB,C] bang SBC.
B. S8 do ctia géc nhi dién [D, SA, B] bang 90°.
C. S6 do cua gbc nhi dién [S, AC, B] bﬁng 90°.
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Cau 11:

Cau 12:

D. S8 do ctia goc nhi dién [D, SA, B] béng BSD.

Loi giai:

Goi O la tdm cua hinh vuéng ABCD = SO L (ABCD) = SO L AC,SO L BD.
Ta c6 SO L AC va BO L AC, suy ra SOB 1la goc phfmg nhi dién [S, AC, B].

Vi SO L BD nén SOB =90°.
Cho hinh chop tit giac S.ABCD c6 ddy la hinh chit nhat véi AB =4a, AD =3a . Cac canh bén

déu c6 d6 dai 5a. Géc nhi dién [S,BC, A] c6 s8 do gan béng gia tri nao dudi day?

A.75°46". B. 71°21'. C. 68°31". D. 65°12".
Loi giai:
sA‘.‘\\
; ,"/ ' "\\‘\ \..‘ N \\
A A emasdmas \* i :\\»_ \ LB
ez %

Goi O=ACNBD,M la trung diém cta BC.
Tacé SM L BC va OM L BC, suy ra SMO 1la goc phéng nhj dién [S, BC, A].

oM =%=2a, DB = /AB? + AD? :5a,OD:%:5?a,SO:x/SD2—OD2 =5*fa.

Xét tam giac SMO vuong tai O, ta cé:

5J§a
ansMo=2 -2 _ 543 — SMO ~ 65°12".
OM 2a 4

Cho hinh chép tam giac déu S.ABC, canh day bf?mg a, canh bén bf?mg a\/g .Goc nhi dién

[S,BC, A] c6 s8 do gan béng gia tri nao dudi day?
A.75°46". B. 71°21". C. 29°33". D. 26°33".
Loi giai:
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S

M

B
Goi M la trung diém cua BC.
AABC déu canh la a, tAm H, => SH L (ABC)

SA=SB=SC=a,|~
12
V3

Do AABCdéu canh a =>AM :a7, do H la trong tam tam giac ABC nén

3 2 3 3
Ta cé: Cos(SAH) =ﬂ:£: N_ > SAH =cos™ 2\/_ 26°33".
sA 3 \12 5

Vay goc nhi dién [S, BC, A] ¢ s0 do la: SAH ~ 26°33".
Cau13: Cho tz dién S.ABC c6 cac canh SA, SB, SC d6i mot vudong goc va SA=SB=SC=1. Goi «
1a géc phang nhij dién [S,BC,A]. Tinh cosa.
1 2
A.—. B. —. C.
3 5

Loi gidi:

D.

W
gl

n
Goi D la trung diém canh BC.
Suy ra SD L BC ( vi tam gidc SBC cantai S).

, |SALSB
Ta co: :SAL(SBC):SAL BC.
SA1SC

Va SD L BC = BC L(SAD)=BC L SD.



Chuyén dé QUAN HE VUONG GOC TRONG KHONG GIAN Toan 11

Cau 14:

Cau 15:

(SBC)(ABC)=BC
Khi @6: {SD L BC =[S,BC,A]=SDA=«.
AD 1 BC

SO 1

AD 3

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh thang vudng tai A va B, biét AD=2a,

a6

AB=BC =a, canh bén SA vudng gbc véi mdt ddy va SA= — Goi E la trung diém cua

Xét ASAD vuodng tai S, ta cd: cosa =cosSDA=—

AD . Tinh s6 do ctia goc phang nhi dién [S,BE, A].
A.45°. B. 120°. C. 30°. D. 60°.
Loi giai:

Nhan xét: ABCE 1a hinh vuong canh bang a.
Goi | =AC NBE.

. [BE LAI
Taco:{ = BE 1 (SAI)=BE LSI.

BE L SA
(SBE)~ (ABE)=BE
Khi d6 {Al 1 BE = [S,BE, A]=SIA
SI 1L BE
Xét ASIA vuong tai A, ta c6: tanSIA_% a\Z/E a2 =3 = SIA=60°.

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh thang vuong tai A va D, canh bén SA
vuong goc voi mat day va SA=av2 . Biét AB=2AD=2DC =2a. Tinh s& do ctia goc phang
nhi dién [C,SB, A].

A.45°. B. 120°. C. 30°. D. 60°.

Loi giai:
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Goi M 1a trung diém AB khi d6 {CM A8 oM 1 (saB).
Trong mit phang (SAB), tir M ké MK L SB tai K .
Khi d6: {SBLMK:SBL(CMK):SBLCK.
SBLCM
(SAB)(SBC) =SB
Ta c6: {MK L SB =[C,SB,A]=CKM .
CK LSB
KM BM a a

1
= =—=KM = .
SB a6 6 3

Xét ACKM vuodng tai M, ta co: tanCKM =%=\/§:CKM =60°.

ABKM ~ ABAS nén =
SA

HET
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