
NGUYỄN TÀI CHUNG

PHƯƠNG TRÌNH HÀM

� �

BỒ
I D

ƯỠNG HỌC SINH
G

IỎ
I

phương trình hàm
NHỮNG CẶP

x

y

O a b

y = f(x)

Pleiku 25-12-2019

f : N∗ → Nf : Z→ Z

f : (0
; +
∞)
→ (0;

+∞
)

f : R→ R



2 | Nguyễn Tài Chung - GV THPT Chuyên Hùng Vương Gia Lai



i | Nguyễn Tài Chung - GV THPT Chuyên Hùng Vương Gia Lai

MỤC LỤC

A Đề bài 1

B Lời giải 4

MỤC LỤC



1 | Nguyễn Tài Chung - GV THPT Chuyên Hùng Vương Gia Lai

NHỮNG CẶP PHƯƠNG TRÌNH HÀM

A. ĐỀ BÀI
Bài 1.

1 Tìm tất cả các hàm số f : R→ R, liên tục trên R và thỏa mãn

f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x, y ∈ R.

2 Tìm các hàm số f : R→ R, đơn điệu trên R và thỏa mãn

f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x, y ∈ R.

3 Tìm tất cả các hàm số f : (0;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn:

f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x, y ∈ (0;+∞) .

4 Tìm tất cả các hàm f : R→ R bị chặn trên đoạn [a; b] và thỏa mãn điều kiện:

f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x, y ∈ R.

5 Tìm tất cả các hàm số liên tục f : [0; 1]→ R thỏa mãn:

f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x, y, x + y ∈ [0; 1].

Bài 2.

1 Tìm các hàm số f : R→ R liên tục trên R và thỏa mãn điều kiện:

f
(

x + y
2

)
=

f (x) + f (y)
2

, ∀x, y ∈ R.

2 Tìm tất cả các hàm số liên tục f : [0; 1]→ R thỏa mãn:

f
(

x + y
2

)
=

f (x) + f (y)
2

, ∀x, y ∈ [0; 1] .

3 Tìm tất cả các hàm số liên tục f : [a; b]→ R thỏa mãn:

f
(

x + y
2

)
=

f (x) + f (y)
2

, ∀x, y ∈ [a; b] .

4 Tìm tất cả hàm số f : (0;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn

f
(

x + y
2

)
=

f (x) + f (y)
2

, ∀x, y > 0.

5 Tìm tất cả các hàm số f : (A;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn

f
(

x + y
2

)
=

f (x) + f (y)
2

, ∀x, y ∈ (A;+∞)
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Bài 3.

1 Tìm tất cả các hàm số f : R→ R thỏa mãn:

f (x f (y) + x) = xy + f (x), ∀x, y ∈ R.

2 Tìm tất cả các hàm số f : (0;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn

f (x f (y) + x) = xy + f (x), ∀x, y ∈ (0;+∞).

Bài 4.

1 Tìm tất cả các hàm số f : R→ R thỏa mãn:

f (x f (y) + f (x)) = 2 f (x) + xy, ∀x, y ∈ R.

(Brazil National Olympiad 2006)

2 Tìm tất cả các hàm số f : (0;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn

f (x f (y) + f (x)) = 2 f (x) + xy, ∀x, y ∈ (0;+∞) .

(Trường Đông Toán Học Miền Nam 2019-2020)

Bài 5.

1 Tìm tất cả các hàm số f : R→ R thỏa mãn:

f (x2 + f (y)) = x f (x) + y, ∀x, y ∈ R.

(Đề nghị thi Olympic 30/04/2011)

2 Tìm tất cả các hàm số f : (0;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn

f
(

x2 + f (y)
)
= x f (x) + y, ∀x, y ∈ (0;+∞).

3 Tìm các hàm số f : N∗ →N∗ thỏa mãn:

f
(

x2 + f (y)
)
= x f (x) + y, ∀x, y ∈N∗.

(Romania National Olympiad 2008, Grade 9)

Bài 6.

1 Tìm tất cả các hàm số f : Z→ Z thỏa mãn:

f (x + y f (x)) = f (x) + x f (y), ∀x, y ∈ Z.

2 Tìm tất cả các hàm số f : R→ R thỏa mãn

f (x + y f (x)) = f (x) + x f (y), ∀x, y ∈ R.

Bài 7.
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1 Tìm tất cả các hàm số f : R→ R thỏa mãn:

f
(

x2 + f (y)
)
= [ f (x)]2 + y, ∀x, y ∈ R.

(IMO 1992)

2 Cho số nguyên n ≥ 2. Tìm tất cả các hàm số f : R→ R thỏa mãn:

f (xn + f (y)) = [ f (x)]n + y, ∀x, y ∈ R.

3 Tìm tất cả các hàm số f : N∗ →N∗ thỏa mãn:

f
(

m2 + f (n)
)
= f (m)2 + n, ∀m, n ∈N∗.

4 Tìm tất cả các hàm số f : (0;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn

f
(

x2 + f (y)
)
= f 2(x) + y, ∀x, y ∈ (0;+∞).

Bài 8.

1 Tìm tất cả các hàm số f : R→ R thỏa mãn điều kiện

f (x f (x) + f (y)) = f 2(x) + y, ∀x, y ∈ R.

(Balkan MO 2000, Argentina TST 2005)

2 Tìm tất cả các hàm số f : (0;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn:

f (x f (x) + f (y)) = f 2(x) + y, ∀x, y ∈ (0;+∞).

Bài 9.

1 Tìm tất cả các hàm f : R→ R thỏa mãn phương trình hàm

f (x + y) + f (x) f (y) = f (x) + f (y) + f (xy), ∀x, y ∈ R.

(Belarus 1997)

2 Tìm tất cả các hàm số f : (0;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn

f (x + y) + f (x) f (y) = f (xy) + f (x) + f (y), ∀x, y ∈ (0;+∞).

Bài 10.

1 Tìm các đơn ánh f : Z→ Z thỏa mãn:

| f (x)− f (y)| ≤ |x− y| , ∀x, y ∈ Z.

(Romania National Olympiad 2013)

2 Tìm tất cả các hàm số f : [a, b]→ [a, b] thỏa mãn

| f (x)− f (y)| ≥ |x− y|, ∀x, y ∈ [a, b].

MỤC LỤC
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3 Tìm tất cả các hàm số f xác định trên [0; 1], nhận giá trị trong R và thỏa mãn:

|x− y|2 ≤ | f (x)− f (y)| ≤ |x− y| , ∀x, y ∈ [0; 1].

(Romania District Olympiad 2011; Azerbaijan IMO TST 2015)

Bài 11.

1 Chứng minh rằng không tồn tại hàm số f : N −→N thỏa mãn

f ( f (n)) = n + 1987, ∀n ∈N.

(IMO 1987)

2 Tìm tất cả các hàm số tăng nghiêm ngặt f : N∗ →N∗ thỏa mãn

f ( f (n)) = n + 1994, ∀n ∈N∗.

(Bài toán T8/202, Toán học và tuổi trẻ tháng 04/1994)

3 Tìm tất cả các số nguyên dương b sao cho tồn tại hàm số f : N→N thỏa mãn

f ( f (n)) = n + b, ∀n ∈N.

Bài 12.

1 Tìm tất cả các hàm số f : N∗ →N∗ thỏa mãn

f (mn) + f (m + n) = f (m) f (n) + 1, ∀m, n ∈N∗.

(Indonesia Mathematics Olympiad 2008)

2 Tìm tất cả các hàm số f : Z→ Z thỏa mãn

f (m + n) + f (mn) = f (m) f (n) + 1, ∀m, n ∈ Z.

3 Tìm tất cả hàm số f : Z→ Z thoả mãn

f (m + n) + f (m) f (n) = f (mn + 1) , ∀m, n ∈ Z.

B. LỜI GIẢI
1.

1 Giả sử tồn tại hàm số f : R→ R, liên tục trên R và thỏa mãn

f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x, y ∈ R. (1)

Trong (1) lấy y = x ta được
f (2x) = 2 f (x), ∀x ∈ R. (2)

Trong (2) lấy x = 0 ta được f (0) = 0. Từ (1) và (2) và bằng phương pháp quy nạp ta
chứng minh được

f (nx) = n f (x), ∀x ∈ R, ∀n ∈N. (3)

MỤC LỤC
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Trong (1) lấy y = −x và sử dụng f (0) = 0 ta được

f (−x) = − f (x), ∀x ∈ R. (4)

Bởi vậy khi n = −1,−2, . . . , sử dụng (3) và (4) ta có

f (nx) = f (−n(−x)) = −n f (−x) = n f (x), ∀x ∈ R. (5)

Từ (3) và (5) suy ra
f (nx) = n f (x), ∀x ∈ R, ∀n ∈ Z. (6)

Với mọi n = 1, 2, . . . , sử dụng (3) ta có

f (x) = f
(

n.
1
n

x
)
= n f

(
1
n

x
)
⇒ f

(
1
n

x
)
=

1
n

f (x), ∀x ∈ R. (7)

Với mọi m, n ∈ Z và n > 0, sử dụng (7) và (6) ta có

f
(m

n
x
)
= f

(
m.

1
n

x
)
= m f

(
1
n

x
)
= m.

1
n

f (x) =
m
n

f (x), ∀x ∈ R.

Bởi vậy
f (rx) = r f (x), ∀x ∈ R, ∀r ∈ Q. (8)

Trong (8) lấy x = 1 ta được
f (r) = r f (1), ∀r ∈ Q. (9)

Với mỗi x ∈ R tồn tại dãy số hữu tỉ {rn}+∞
n=1 sao cho lim

n→+∞
rn = x. Vì f liên tục nên

f (x) = f
(

lim
n→+∞

rn

)
= lim

n→+∞
f (rn) = lim

n→+∞
rn f (1) = f (1) lim

n→+∞
rn = f (1)x.

Vậy
f (x) = ax, ∀x ∈ R (với C là hằng số tùy ý). (10)

Thử lại thấy thỏa mãn. Ta kết luận: tất cả các hàm số cần tìm đều có dạng như ở (10).
Nhận xét 1.

� Hàm số f : R→ R và thỏa mãn (1) được gọi là hàm cộng tính.

� Trong bài toán ??, nếu ta thay giả thiết hàm số f liên tục trên R bởi hàm số f liên
tục tại điểm x0 thì kết quả trên vẫn đúng. Thật vậy, nếu hàm số f liên tục tại điểm
x0 thì lim

t→x0
f (t) = f (x0). Bởi vậy

lim
u→x

f (u) = lim
u−x+x0→x0

f ((u− x + x0) + (x− x0))

= lim
t→x0

f (t + (x− x0)) = lim
t→x0

f (t) + f (x− x0)

= f (x0) + f (x− x0) = f (x0 + x− x0) = f (x),

hay f liên tục tại x ∈ R. Như vậy, nếu hàm số f xác định trên R, liên tục tại điểm
x0 ∈ R và thỏa mãn phương trình hàm Cauchy thì f liên tục trên R.

2 Giả sử tồn tại hàm số f : R→ R, đơn điệu trên R và thỏa mãn

f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x, y ∈ R. (1)

MỤC LỤC
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� Trường hợp 1: f là hàm tăng. Tương tự như bài toán ?? ở trang ?? ta chứng minh
được

f (x) = kx, ∀x ∈ Q. (2)

Với x ∈ R tùy ý, tồn tại hai dãy số hữu tỉ {un}+∞
n=1 , {vn}+∞

n=1 sao cho

un ≤ x ≤ vn, ∀n = 1, 2, . . . ; lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

vn = x.

Vì f là hàm tăng nên kết hợp với (2) ta có

f (un) ≤ f (x) ≤ f (vn)⇒ kun ≤ f (x) ≤ kvn(∀n = 1, 2, . . . ).

Cho n→ +∞ trong bất đẳng thức trên ta được

kx ≤ f (x) ≤ kx ⇒ f (x) = kx.

Vậy f (x) = kx, ∀x ∈ R (k là hằng số bất kì). Thử lại thấy thỏa mãn.

� Trường hợp 2: f là hàm giảm. Tương tự như bài toán ?? ở trang ?? ta chứng minh
được

f (x) = kx, ∀x ∈ Q. (2)

Với x ∈ R tùy ý, tồn tại hai dãy số hữu tỉ {un}+∞
n=1 , {vn}+∞

n=1 sao cho

un ≤ x ≤ vn, ∀n = 1, 2, . . . ; lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

vn = x.

Vì f là hàm giảm nên kết hợp với (2) ta có:

f (un) ≥ f (x) ≥ f (vn)⇒ kun ≥ f (x) ≥ kvn(∀n = 1, 2, . . . ).

Cho n→ +∞ trong bất đẳng thức trên ta được

kx ≥ f (x) ≥ kx ⇒ f (x) = kx.

Vậy f (x) = kx, ∀x ∈ R (k là hằng số bất kì). Thử lại thấy thỏa mãn.

Kết luận: hàm số thỏa mãn yêu cầu đề bài là f (x) = kx, ∀x ∈ R (k là hằng số bất kì).

3 Giả sử tồn tại hàm số f : (0;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn:

f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x, y ∈ (0;+∞) . (1)

Từ (1) cho x = y ta được:

f (2x) = f (x + x) = f (x) + f (x) = 2 f (x), ∀x ∈ (0;+∞) .

Bằng quy nạp ta dễ dàng chứng minh được:

f (nx) = n f (x), ∀x ∈ (0;+∞) , n ∈N∗. (2)

Đặt c = f (1) > 0. Với mọi n = 1, 2, . . . , ta có:

c = f (1) = f (n.
1
n
)

do (2)
= n f

(
1
n

)
⇒ f

(
1
n

)
= c.

1
n

, ∀n ∈N∗. (3)

MỤC LỤC
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Giả sử r ∈ Q, r > 0, khi đó ∃m, n ∈N∗ sao cho: r =
m
n

. Ta có:

f (r) = f
(m

n

)
= f

(
m.

1
n

)
do (2)
= m f

(
1
n

)
do (3)
=

cm
n

= cr. (4)

Từ giả thiết suy ra: f (x + y) > f (x), ∀x, y ∈ (0;+∞), do đó f là hàm tăng trên (0;+∞).
Với mọi số thực x > 0, khi đó tồn tại hai dãy số hữu tỉ dương (αn), (βn) sao cho:

αn ≤ x ≤ βn, ∀n = 1, 2, . . . và lim
n→+∞

αn = x = lim
n→+∞

βn.

Do (4) và do f tăng nghiêm ngặt trên (0;+∞) nên:

f (αn) ≤ f (x) ≤ f (βn), ∀n = 1, 2, . . .
⇒cαn ≤ f (x) ≤ cβn, ∀n = 1, 2, . . . (5)

Từ (5) cho n→ +∞ và sử dụng nguyên lí kẹp ta được:

cx ≤ f (x) ≤ cx, ∀x > 0.

Vậy f (x) = cx, ∀x > 0. Thử lại thấy thỏa mãn các yêu cầu đề bài.

4 Giả sử tồn tại hàm f : R→ R bị chặn trên đoạn [a; b] và thỏa mãn điều kiện:

f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x, y ∈ R. (1)

Do f bị chặn trên đoạn [a; b] nên ∃M ∈ R sao cho

f (x) < M, ∀x ∈ [a; b] .

Ta sẽ chứng minh hàm số f cũng bị chặn trên đoạn [0; b− a].
Thật vậy, với mọi x ∈ [0; b− a] thì x + a ∈ [a; b]. Ta có

f (x + a) = f (x) + f (a)⇒ f (x) = f (x + a)− f (a)⇒ −2M < f (x) < 2M.

Vậy | f (x)| < 2M, ∀x ∈ [0; b− a], hay f cũng bị chặn trên đoạn [0; b− a].

Đặt b− a = d > 0, khi đó f bị chặn trên [0; d]. Đặt c =
f (d)

d
, g(x) = f (x)− cx. Khi đó

với mọi x ∈ R, y ∈ R thì

g(x + y) = f (x + y)− c(x + y) = f (x)− cx + f (y)− cy = g(x) + g(y).

Hơn nữa g(d) = f (d)− cd = 0. Vậy g(x + d) = g(x), ∀x ∈ R, hay g là hàm tuần hoàn,
hơn nữa g cũng bị chặn trên [0; d], kết hợp với tính tuần hoàn của g trên R, suy ra g bị
chặn trên R. Giả sử ∃x0 ∈ R : g(x0) 6= 0. Khi đó với số tự nhiên n thì g(nx0) = ng(x0),
suy ra

|g(nx0)| = n |g(x0)| , ∀n ∈N. (2)

Do g(x0) 6= 0 nên từ (2) ta có lim
n→+∞

|g(nx0)| = lim
n→+∞

|g(x0)| n = +∞, do đó |g(nx0)| lớn

tùy ý (chỉ cần chọn n đủ lớn), trái với điều kiện bị chặn của hàm g. Vậy g(x) = 0, ∀x ∈ R,
do đó f (x) = cx, ∀x ∈ R (c là hằng số). Thử lại thấy thỏa mãn.

MỤC LỤC
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5 Giả sử tồn tại hàm số liên tục f : [0; 1]→ R thỏa mãn:

f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x, y, x + y ∈ [0; 1]. (1)

Từ (1) cho x = y = 0, ta được f (0) = 0. Đặt f (1) = c. Giả sử n ∈ N∗, khi đó 0 <
1
n
≤ 1,

sử dụng (1) nhiều lần, ta được:

f (1) = f

 1
n
+

1
n
+ · · ·+ 1

n︸ ︷︷ ︸
tổng có n số hạng

 = n f
(

1
n

)
⇒ f

(
1
n

)
=

c
n

, ∀n = 1, 2, . . . (2)

Với m ∈N, n ∈N∗ và m ≤ n ta có: 0 ≤ 1
n

,
m
n
≤ 1. Do đó:

f
(m

n

)
= f

 1
n
+

1
n
+ · · ·+ 1

n︸ ︷︷ ︸
tổng có m số hạng

 = m f
(

1
n

)
do (2)
= m · c

n
= c.

m
n

. (3)

Như vậy, với mọi số hữu tỉ r ∈ [0; 1], sử dụng (3), ta được: f (r) = cr. (4)
Giả sử x ∈ [0; 1], khi đó tồn tại dãy số hữu tỉ (rn) ⊂ [0; 1] sao cho lim

n→+∞
rn = x. Vì f là

hàm số liên tục trên [0; 1] nên:

f (x) = f
(

lim
n→+∞

rn

)
= lim

n→+∞
f (rn)

do (4)
= lim

n→+∞
crn = c lim

n→+∞
rn = cx.

Các hàm số thỏa mãn yêu cầu đề bài là: f (x) = cx, ∀x ∈ [0; 1] (c là hằng số). Thử lại thấy
thỏa mãn.

2.

1 Giả sử tồn tại hàm số f : R→ R liên tục trên R và thỏa mãn điều kiện:

f
(

x + y
2

)
=

f (x) + f (y)
2

, ∀x, y ∈ R. (1)

Trong (1) lấy y = 0 ta được

f
(x

2

)
=

f (x) + a
2

, ∀x ∈ R (với a = f (0)). (2)

Từ (2) ta có

f (x + y) + a
2

=
f (x) + f (y)

2
, ∀x, y ∈ R

⇔ f (x + y) + a = f (x) + f (y), ∀x, y ∈ R. (3)

Xét hàm số g : R → R như sau g(x) = f (x)− a, ∀x ∈ R. Vì f liên tục trên R nên g liên
tục trên R. Thay vào (3) ta được

g(x + y) + 2a = g(x) + a + g(y) + a, ∀x, y ∈ R
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⇔g(x + y) = g(x) + g(y), ∀x, y ∈ R. (4)

Từ (4) và sử dụng kết quả bài toán ?? ở trang ??, ta được:

g(x) ≡ bx ⇒ f (x) ≡ bx + a.

Thử lại thấy hàm số

f (x) = bx + a, ∀x ∈ R (a, b là các hằng số)

thỏa mãn các yêu cầu đề bài, vậy đó là đáp số cần tìm.

2 Giả sử tồn tại hàm số liên tục f : [0; 1]→ R thỏa mãn:

f
(

x + y
2

)
=

f (x) + f (y)
2

, ∀x, y ∈ [0; 1] . (1)

Trong (1) lấy y = 0 ta được:

f
(x

2

)
=

f (x) + a
2

, ∀x ∈ [0; 1] (với a = f (0)). (2)

Từ (2) và (1) ta có:

f (x + y) + a
2

=
f (x) + f (y)

2
, ∀x, y ∈ [0; 1]

⇔ f (x + y) + a = f (x) + f (y), ∀x, y ∈ [0; 1]. (3)

Xét hàm số g : R → R như sau: g(x) = f (x)− a, ∀x ∈ R. Vì f liên tục trên [0; 1] nên g
liên tục trên [0; 1]. Thay vào (3) ta được:

g(x + y) + 2a = g(x) + a + g(y) + a, ∀x, y ∈ [0; 1]
⇔g(x + y) = g(x) + g(y), ∀x, y ∈ [0; 1]. (4)

Do {(x; y)|x, y, x + y ∈ [0; 1]} ⊂ {(x; y)|x, y ∈ [0; 1]} nên từ (4), sử dụng kết quả bài toán
?? ở trang ??, ta được:

g(x) ≡ bx ⇒ f (x) ≡ bx + a.

Thử lại thấy hàm số

f (x) = bx + a, ∀x ∈ [0; 1] (a, b là các hằng số)

thỏa mãn các yêu cầu đề bài, vậy đó là đáp số cần tìm.

3 Giả sử tồn tại hàm số liên tục f : [a; b]→ R thỏa mãn:

f
(

x + y
2

)
=

f (x) + f (y)
2

, ∀x, y ∈ [a; b] . (1)

Xét hàm số ϕ : [0; 1]→ [a; b] như sau:

ϕ(t) = (1− t)a + tb, ∀t ∈ [0; 1] .
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Khi đó: g = f ◦ ϕ : [0; 1]→ R là hàm số liên tục trên đoạn [0; 1]. Với mọi x, y thuộc đoạn
[0; 1], ta có:

g(x) + g(y)
2

=
(1− x) a + xb + (1− y) a + yb

2

=

(
1− x + y

2

)
a +

x + y
2

b = g
(

x + y
2

)
(2)

Từ (2), sử dụng bài toán ?? ở trang ??, ta được:

g(x) = mx + n, ∀x ∈ [0; 1]
(
m, n là hằng số

)
.

Theo bài toán ?? (ở trang ??), ta có ϕ là song ánh và:

ϕ−1(t) =
t− a
b− a

, ∀t ∈ [a; b].

Vậy g = f ◦ ϕ⇒ g ◦ ϕ−1. Với mọi x ∈ [a; b], ta có:

f (x) = g
(

ϕ−1(x)
)
= g

(
x− a
b− a

)
= m

x− a
b− a

+ n = Ax + B,

với A =
m

b− a
, B = n− ma

b− a
là những hằng số.

Thử lại thấy hàm số f (x) = Ax + B, ∀x ∈ [a; b] (với A, B là những hằng số) thỏa mãn
các yêu cầu đề bài.

4 Giả sử tồn tại hàm số f : (0;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn

f
(

x + y
2

)
=

f (x) + f (y)
2

, ∀x, y > 0. (1)

Với mọi x > 0, y > 0, z > 0, theo (1) ta có

f
(

x + y + z
2

)
=

f (x) + f (y + z)
2

=
f (x) +

f (2y) + f (2z)
2

2

=
2 f (x) + f (2y) + f (2z)

4
. (2)

Từ (2), ta đảo vị trí của x và y thì vế trái không đổi, trong khi đó vế phải thay đổi, nên ta
thu được 2 f (x) + f (2y) = 2 f (y) + f (2x), hay

f (2x)− 2 f (x) = f (2y)− 2 f (y), ∀x, y > 0.

Suy ra, tồn tại hằng số c sao cho f (2x)− 2 f (x) = c với mọi x > 0. Từ đó, phương trình
hàm (1) đã cho có thể được viết lại thành

f (x + y) = f (x) + f (y) + c, ∀x, y > 0

hay
[ f (x + y) + c] = [ f (x) + c] + [ f (y) + c] , ∀x, y > 0.

Đặt g(x) = f (x) + c thì ta có g cộng tính. Từ đó, bằng quy nạp, ta chứng minh được

g(nx) = ng(x), ∀x > 0
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với mọi n nguyên dương. Do g(nx) = f (nx) + c > c nên

g(x) >
c
n

, ∀x > 0, n = 1, 2, . . . (3)

Từ (3) cho n → +∞, ta được g(x) ≥ 0 với mọi x > 0. Đến đây, tương tự như bài toán ??
(ở trang ??), ta thu được kết quả g(x) = kx với mọi x > 0 (k là hằng số không âm). Suy
ra

f (x) = kx− c, ∀x > 0. (4)

Do f (x) > 0 với mọi x nên từ (4) suy ra c ≤ 0 và k, c không cùng bằng 0. Sau khi thử lại,
ta hết luận: hàm số thỏa mãn các yêu cầu đề bài là

f (x) = kx− c, ∀x > 0,

với k là hằng số không âm, c là hằng số không dương, k và c không cùng bằng 0.

5 Giả sử tồn tại hàm số f : (A;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn

f
(

x + y
2

)
=

f (x) + f (y)
2

, ∀x, y ∈ (A;+∞) .

Đặt g(x) = f (x + A). Khi đó g : (0;+∞)→ (0;+∞) và

g
(

x + y
2

)
= f

(
x + y

2
+ A

)
= f

(
(x + A) + (y + A)

2

)
=

f (x + A) + f (y + A)

2

=
g(x) + g(y)

2
, ∀x, y ∈ (0;+∞) .

Vậy áp dụng bài toán ?? ta được

f (x + A) = ax + c, ∀x ∈ (0;+∞) (với a ≥ 0, c ≥ 0, a + c > 0)

Từ đây thay x bởi x− A ta được

f (x) = ax + c− aA, ∀x ∈ (A;+∞) .

Đặt b = c− aA, khi đó aA + b ≥ 0, a + b + aA > 0.

3.

1 Giả sử tồn tại hàm số f : R→ R thỏa mãn:

f (x f (y) + x) = xy + f (x), ∀x, y ∈ R. (1)

Trong (1) thay x = 1 ta được: f ( f (y) + 1) = y + f (1), ∀y ∈ R. (2)
Trong (2) thay y bởi −1− f (1) ta được f ( f (−1− f (1)) + 1) = −1. Đặt

1 + f (−1− f (1)) = a, f (0) = b.

Ta có f (x f (a) + x) = f (0) = b. Hay

b = f (x f (a) + x) = ax + f (x)⇒ f (x) = −ax + b.
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Thay biểu thức của f (x) vào (1) ta được

− a(x f (y) + x) + b = xy− ax + b, ∀x, y ∈ R

⇔− a[x(−ay + b) + x] + b = xy− ax + b, ∀x, y ∈ R

⇔a2xy− abx− ax + b = xy− ax + b, ∀x, y ∈ R.

Bằng cách đồng nhất các hệ số ta được

{
a2 = 1
ab + a = a ⇔

{
a2 = 1
ab = 0 ⇔


{

a = 1
b = 0{
a = −1
b = 0.

Vậy f (x) = x, ∀x ∈ R và f (x) = −x, ∀x ∈ R. Thử lại thấy thỏa mãn.
Lưu ý. Do f (x f (y) + x) = f (x( f (y) + 1)) nên để có f (0) ta cần chọn y để f (y) = −1.
Trong (1) đã có xy + f (x), vậy sẽ chọn x sao cho xy + f (x) = −1, chẳng hạn chọn
x = 1 ta được y = −1− f (1). Từ đó f ( f (−1− f (1)) + 1) = −1, số y cần tìm ở trên là
f (−1− f (1)) + 1 và ta có lời giải đã trình bày. Nếu chọn x là số khác, ví dụ chọn x = 2,
vẫn với ý tưởng trên ta có lời giải khác:

� Thay x = 2, y =
−1− f (2)

2
ta có f

(
2 f
(−1− f (2)

2

)
+ 2
)
= −1.

� Đặt 2 f
(−1− f (2)

2

)
+ 2 = a. Thay y = a vào giả thiết ta có:

f (0) = f (x f (a) + x) = ax + f (x)⇔ f (x) = f (0)− ax = b− ax.

2 Giả sử tồn tại hàm số f : (0;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn

f (x f (y) + x) = xy + f (x), ∀x, y ∈ (0;+∞). (1)

Từ (1) cho y = 1 ta được

f ( f (y) + 1) = y + f (1), ∀y ∈ (0;+∞). (2)

Từ (2) suy ra, với mỗi t > f (1), sẽ tồn tại x > 0 để f (x) = t (một tính chất không đủ tốt
bằng toàn ánh, nhưng đủ giúp chúng ta hoàn thành lời giải bài toán này). (∗)
Từ (2) thay y bởi f (y) + 1 ta được

f ( f ( f (y) + 1) + 1) = f (y) + 1 + f (1), ∀y ∈ (0;+∞). (3)

Do (2) nên (3) trở thành

f (y + f (1) + 1) = f (y) + 1 + f (1), ∀y ∈ (0;+∞).

Đặt c = 1 + f (1) ta được

f (x + c) = f (x) + c, ∀x ∈ (0;+∞)

⇒ f (x + nc) = f (x) + nc, ∀x ∈ (0;+∞), n ∈N. (4)

Từ (1) thay y bởi y + c và sử dụng (4) ta được

f (x( f (y) + c) + x) = x(y + c) + f (x), ∀x, y ∈ (0;+∞); n ∈N
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⇒ f ((x f (y) + x) + cx) = xy + f (x) + cx, ∀x, y ∈ (0;+∞); n ∈N. (5)

Từ (5) và (1) suy ra

f ((x f (y) + x) + cx) = f (x f (y) + x) + cx, ∀x, y ∈ (0;+∞); n ∈N. (6)

Giả sử x > 0 và z > 0. Do nhận xét (∗) nên ta chọn số tự nhiên n đủ lớn để tồn tại y > 0
sao cho

x f (y) + x = z + nc

(chỉ cần chọn số tự nhiên n đủ lớn để
z + nc
x + 1

> f (1) là đủ). Với y > 0 vừa được chọn ở

trên thì sử dụng (6) ta được

f ((z + nc) + cx) = f (z + nc) + cx, ∀x, z ∈ (0;+∞); n ∈N

⇒ f (z + cx) + nc = f (z) + nc + cx, ∀x, z ∈ (0;+∞); n ∈N

⇒ f (z + cx) = f (z) + cx, ∀x, z ∈ (0;+∞).

Từ đây thay x bởi
x
c

ta được

f (z + x) = f (z) + x, ∀x, z ∈ (0;+∞) . (7)

Từ (7) đổi vai trò của x và z ta được

f (x + z) = f (x) + z, ∀x, z ∈ (0;+∞) . (8)

Từ (7) và (8) ta thu được

f (z) + x = f (x) + z, ∀x, z ∈ (0;+∞)

⇒ f (x)− x = f (z)− z, ∀x, z ∈ (0;+∞) . (9)

Từ (9) cho z = 1 và đặt k = f (1)− 1 ta được

f (x)− x = k, ∀x ∈ (0;+∞)

⇔ f (x) = x + k, ∀x ∈ (0;+∞)

Thay trở lại vào (1) ta được k = 0. Như vậy

f (x) = x, ∀x ∈ (0;+∞) .

4.

1 Giả sử tồn tại hàm số f : R→ R thỏa mãn:

f (x f (y) + f (x)) = 2 f (x) + xy, ∀x, y ∈ R. (1)

Kí hiệu P(u, v) chỉ việc thay x bởi u, thay y bởi v vào (1).

P (1, x− 2 f (1))⇒ f ( f (x− 2 f (1)) + f (1)) = x, ∀x ∈ R.

Suy ra f là toàn ánh. Nếu f (a) = f (b) = c thì{
P(1, a)⇒ f (c + f (1)) = 2 f (1) + a
P(1, b)⇒ f (c + f (1)) = 2 f (1) + b ⇒ a = b.
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Vậy f là đơn ánh, suy ra f là song ánh. Tồn tại u để f (u) = 0. Đặt f (0) = a.

P(u, 0)⇒ f (au) = 0 = f (u)⇒ au = u.

Nếu u = 0 thì a = f (0) = f (u) = 0⇒ f (0) = 0. Do đó

P(x, 0)⇒ f ( f (x)) = 2 f (x), ∀x ∈ R

Dẫn đến f (y) = 2y, ∀y ∈ T, với T là tập giá trị của hàm f , mà f là song ánh nên ta có
f (x) = 2x, ∀x ∈ R. Thử lại thấy không thỏa mãn. Vậy u 6= 0, suy ra a = 1.

P(u, u)⇒ f (0) = u2 ⇒ 1 = u2 ⇒ u ∈ {−1, 1}.

Nếu u = 1 thì P(0,−1)⇒ 0 = 2, vô lí. Vì thế u = −1, dẫn tới f (−1) = 0 và f (0) = 1. Ta
có P(0,−1)⇒ f (1) = 2.

P(−1, x)⇒ f (− f (x)) = −x, ∀x ∈ R.
P (x,− f (1))⇒ f ( f (x)− x) = 2 [ f (x)− x], ∀x ∈ R. (2)

Với mọi x ∈ R, do f là song ánh nên tồn tại z sao cho f (z) = f (x)− x.
Từ (2) suy ra f ( f (z)) = 2 f (z). Từ đó

P(z,−1)⇒ f ( f (z)) = 2 f (z)− z⇒ z = 0⇒ f (z) = 1⇒ f (x) = x + 1.

Thử lại thấy hàm số f (x) = x + 1, ∀x ∈ R thỏa mãn các yêu cầu đề bài.

2 Giả sử tồn tại hàm số f : (0;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn

f (x f (y) + f (x)) = 2 f (x) + xy, ∀x, y ∈ (0;+∞) . (1)

Đặt f (1) = a. Từ (1) cho x = 1 ta được

f ( f (y) + a) = 2a + y, ∀y ∈ (0;+∞) . (2)

Với mỗi t > 2a, theo (2) suy ra tồn tại x > 0 sao cho f (x) = t. Từ (1) thay x bởi 1 và thay
y bởi f (x) + a rồi sử dụng (2) ta được

f (3a + x) = 3a + f (x), ∀x ∈ (0;+∞) (3)
⇒ f (3na + x) = 3na + f (x), ∀x ∈ (0;+∞) , n ∈N. (4)

Với x > 0, y > 0 ta chọn số nguyên dương n đủ lớn sao cho

n >
2ax + f (x)− y

3a
.

Khi đó
y + 3na− f (x)

x
> 2a. Vậy theo trên, tồn tại v > 0 sao cho

f (v) =
y + 3na− f (x)

x
.

Như vậy f (x) + x f (v) = y + 3na. (5)
Từ (1) cho y = v và sử dụng (5) ta được

f (y + 3na) = 2 f (x) + xv.
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Từ (1) cho y = v + 3a và sử dụng (3) ta được

f
(

x(3a + f (v)) + f (x)
)
= 2 f (x) + x (v + 3a)

⇒ f
(
(x f (v) + f (x)) + 3ax

)
= 2 f (x) + xv + 3ax.

Từ đây lại sử dụng (5) ta được

f (y + 3na + 3ax) = 2 f (x) + xv + 3ax.

Như vậy
f (y + 3na + 3ax) = f (y + 3na) + 3ax, ∀x, y ∈ (0;+∞) . (6)

Từ (6) và (4) ta có

f (y + 3ax) + 3na = f (y) + 3na + 3ax, ∀x, y ∈ (0;+∞)

⇒ f (y + 3ax) = f (y) + 3ax, ∀x, y ∈ (0;+∞)

⇒ f (y + x) = f (y) + x, ∀x, y ∈ (0;+∞) . (7)

Từ (7) đổi vai trò của x và y ta được

f (x + y) = f (x) + y, ∀x, y ∈ (0;+∞) . (8)

Từ (7) và (8) ta thu được

f (y) + x = f (x) + y, ∀x, y ∈ (0;+∞)

⇒ f (x)− x = f (y)− y, ∀x, y ∈ (0;+∞) . (9)

Từ (9) cho y = 1 và đặt k = f (1)− 1 ta được

f (x)− x = k, ∀x ∈ (0;+∞)

⇔ f (x) = x + k, ∀x ∈ (0;+∞)

Thay trở lại vào (1) ta được k = 1. Như vậy

f (x) = x + k, ∀x ∈ (0;+∞) .

Lưu ý. Sau khi thu được (4), ta có thể cải tiến một chút cho ngắn gọn và dễ hiểu hơn như
sau: Trong phương trình (1), thay y bởi y + 3a ta được

f (x( f (y) + 3a) + f (x)) = 2 f (x) + x(y + 3a), ∀x, y > 0
⇒ f (x f (y) + f (x) + 3ax) = 2 f (x) + xy + 3ax, ∀x, y > 0 (10)

Từ (10) và (1) suy ra

f (x f (y) + f (x) + 3ax) = f (x f (y) + f (x)) + 3ax, ∀x, y > 0. (11)

Giả sử x > 0 và z > 0, lúc này chọn n ∈N đủ lớn để tồn tại y > 0 sao cho

x f (y) + f (x) = z + 3na

(chỉ cần chọn số tự nhiên n đủ lớn sao cho
z + 3na− f (x)

x
> 2a là được). Thay y vừa có

vào phương trình (11), ta thu được

f (z + 3na + 3ax) = f (z + 3na) + 3ax, ∀x, z > 0
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⇒ f (z + 3ax) + 3na = f (z) + 3na + 3ax, ∀x, z > 0
⇒ f (z + 3ax) = f (z) + 3ax, ∀x, z > 0
⇒ f (z + x) = f (z) + x, ∀x, z > 0.

Phương trình cuối cùng này chính là phương trình (7).

5.

1 Giả sử tồn tại hàm số f : R→ R thỏa mãn:

f (x2 + f (y)) = x f (x) + y, ∀x, y ∈ R. (1)

Đặt f (0) = a. Trong (1) cho y = 0 ta được

f (x2 + a) = x f (x), ∀x ∈ R. (2)

Trong (2) cho x = 0 ta được f (a) = 0. Trong (1) cho x = 0 ta được

f ( f (y)) = y, ∀y ∈ R.

Suy ra nếu f (x1) = f (x2) thì x1 = f ( f (x1)) = f ( f (x2)) = x2. Vậy f là một đơn ánh trên
R. Trong (2) cho x = a ta được

f (a2 + a) = a f (a) = a f ( f (0)) = a.0 = 0 = f (a).

Do đó từ f (a) = f (a2 + a) và f là đơn ánh suy ra a = a2 + a ⇔ a = 0. Vậy f (0) = 0.
Trong (1) cho y = 0 ta được f (x2) = x f (x), ∀x ∈ R. Do đó

f (x2) = x f (x) = f (x). f ( f (x)) = f ( f (x)2), ∀x ∈ R.

Vì f là đơn ánh nên

x2 = [ f (x)]2 ⇔ [ f (x)− x] [ f (x) + x] = 0⇔
[

f (x) = x
f (x) = −x. (3)

Ta dễ dàng kiểm tra được f (x) = x và f (x) = −x thỏa mãn (1). Ta sẽ chứng minh rằng
ngoài ra không còn nghiệm nào khác. Giả sử f (x) là một nghiệm khác với hai nghiệm
trên, nghĩa là tồn tại a 6= 0 sao cho f (a) 6= a và tồn tại b 6= 0 sao cho f (b) 6= −b. Từ (3)
suy ra f (a) = −a và f (b) = b. Bởi vậy từ

f (a2 + f (b)) = a f (a) + b⇒ f (a2 + b) = b− a2.

Ta có f (a2 + b) = a2 + b hoặc f (a2 + b) = −a2 − b. Nếu f (a2 + b) = a2 + b thì

a2 + b = b− a2 ⇔ a = 0 (trái với a 6= 0).

Nếu f (a2 + b) = −a2 − b thì −a2 − b = b− a2 ⇔ b = 0 (trái với b 6= 0). Vậy chỉ có khả
năng {

a2 + b = 0
b− a2 = 0

⇒
{

a2 + a2 = 0
b = a2 ⇒

{
a = 0
b = 0,

điều này cũng mâu thuẫn với a 6= 0 và b 6= 0. Đến đây ta kết luận: Có hai hàm số thỏa
mãn đề bài là

f (x) = x, ∀x ∈ R và f (x) = −x, ∀x ∈ R.
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Cách khác (ngắn gọn hơn). Từ (3) suy ra f (1) = 1 hoặc f (1) = −1. Nếu f (1) = 1 thì
thay x = 1 vào (1) ta được

f (1 + f (y)) = 1 + y⇒ f 2(1 + f (y)) = (1 + y)2

⇒(1 + f (y))2 = (1 + y)2 ⇒ 2 f (y) + y2 = 2y + y2 ⇒ f (y) = y, ∀y ∈ R.

Vậy f (x) ≡ x. Thử lại thấy thỏa mãn (1). Còn nếu f (1) = −1 thì thay x = 1 vào (1) ta
được

f (1 + f (y)) = −1 + y⇒ f 2(1 + f (y)) = (y− 1)2

⇒(1 + f (y))2 = (y− 1)2 ⇒ 2 f (y) + y2 = y2 − 2y⇒ f (y) = −y, ∀y ∈ R.

Vậy f (x) = −x, ∀x ∈ R. Thử lại thấy thỏa mãn (1). Đến đây ta kết luận: Có hai hàm số
thỏa mãn đề bài là

f (x) = x, ∀x ∈ R và f (x) = −x, ∀x ∈ R.

Chú ý 1. Từ (3) chưa thể kết luận về biểu thức của hàm số. Bạn đọc lưu ý rằng (3) chỉ
khẳng định rằng với x ∈ R thì giá trị của hàm số tại điểm x là x hoặc −x, chẳng hạn
hàm f (x) = |x|, ∀x ∈ R thỏa mãn (3).

2 Giả sử tồn tại hàm số f : (0;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn

f
(

x2 + f (y)
)
= x f (x) + y, ∀x, y ∈ (0;+∞). (1)

Từ (1) cho x = 1 ta được

f (1 + f (y)) = f (1) + y, ∀y ∈ (0;+∞)

Từ đây suy ra f là đơn ánh và với mỗi t > f (1), tồn tại x > 0 sao cho f (x) = t. Giả sử
a > 0, u > 0. Từ (1) cho y = a ta được

f
(

x2 + b
)
= x f (x) + a, ∀x ∈ (0;+∞) (với b = f (a)).

Từ (1) cho y = u ta được

f
(

u2 + f (y)
)
= u f (u) + y, ∀y ∈ (0;+∞)

⇒ f ( f (y) + c) = y + d, ∀y ∈ (0;+∞) (với c = u2, d = u f (u)).

Như vậy (1) trở thành

f
(

x2 + f (y)
)
= f

(
x2 + b

)
− a + [ f ( f (y) + c)− d] , ∀x, y ∈ (0;+∞).

Từ đây, thay x bởi
√

x ta được

f (x + f (y)) = f (x + b)− a + [ f ( f (y) + c)− d] , ∀x, y ∈ (0;+∞)

⇒ f (x + z) = f (x + b)− a + [ f (z + c)− d] , ∀x > 0, z > f (1). (2)

Từ (2), đặt a + d = D, M = f (1) ta được

f (x + y) = f (x + b) + f (y + c)− D, ∀x > 0, y > M. (3)
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Từ (3) ta suy ra

f ((x + b) + (y + c)− b− c) = f (x + b) + f (y + c)− D, ∀x, y ∈ (M;+∞)

⇒ f (x + y− b− c) = f (x) + f (y)− D, ∀x, y > M + b + c. (4)

Giả sử x > M + b + c và y > M + b + c, khi đó

f (x + y− b− c) = f
(

x + y
2

+
x + y

2
− b− c

)
(4)
= f

(
x + y

2

)
+ f

(
x + y

2

)
− D,

kết hợp với (4) ta được

f
(

x + y
2

)
+ f

(
x + y

2

)
= f (x) + f (y).

Như vậy f
(

x + y
2

)
=

f (x) + f (y)
2

, ∀x, y > M + b + c. (5)

Từ (5) sử dụng sử dụng bài toán 2 ở trang 1 ta có

f (x) = kx + `, ∀x ∈ (M + c + d;+∞) (6)

với k, ` là những hằng số, k ≥ 0. Bây giờ ta sẽ tìm k và `. Do f là đơn ánh nên f không
thể là hàm hằng, dẫn tới k > 0. Giả sử x và y đủ lớn, khi đó từ (6) và (1) ta có

k
(

x2 + ky + `
)
+ ` = x (kx + `) + y, (7)

Do (7) đúng với mọi x và y đủ lớn nên ta được phép xem nó như hai đa thức hai biến
bằng nhau, từ đó đồng nhất hệ số của y ta được k = 1, đồng nhất hệ số của x ta được
` = 0. Vậy f (x) = x với x đủ lớn. Với x đủ lớn và y > 0, ta cố định x và sử dụng (1) ta
được

x2 + f (y) = x2 + y⇒ f (y) = y.

Vậy f (x) = x, ∀x > 0. Thử lại thấy hàm số này thỏa mãn thỏa mãn các yêu cầu đề bài.

3 Giả sử tồn tại hàm số f : N∗ →N∗ thỏa mãn:

f
(

x2 + f (y)
)
= x f (x) + y, ∀x, y ∈N∗. (1)

Từ (1) lấy x = 1, y = 1, ta được f (1 + f (1)) = f (1) + 1. Đặt c = 1 + f (1), khi đó
f (c) = c. Từ (1) lấy x = 1, ta được

f (1 + f (y)) = f (1) + y, ∀y ∈N∗. (2)

Từ (2) thay y bởi f (y) + 1 ta được

f (1 + f (1) + y) = f (1) + f (y) + 1, ∀y ∈N∗

⇒ f (y + c) = f (y) + c, ∀y ∈N∗.

Giả sử f (y + kc) = f (y) + kc, ∀y ∈N∗ (k ∈N∗). Khi đó

f (y + (k + 1)c) = f (y + c + kc) = f (y + c) + kc = f (y) + c + kc
= f (y) + (k + 1)c, ∀y ∈N∗.
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Theo nguyên lý quy nạp suy ra

f (x + kc) = f (x) + kc, ∀x ∈N∗, ∀k ∈N∗. (3)

Từ (3) lấy x = c, ta được

f ((k + 1)c) = f (c) + kc, ∀k ∈N∗

⇒ f ((k + 1)c) = (k + 1)c, ∀k ∈N∗.

Suy ra f (kc) = kc, ∀k ∈N∗. Từ (1) cho y = c, ta được

f
(

x2 + c
)
= x f (x) + c, ∀x ∈N∗

⇒ f (x2) + c = x f (x) + c, ∀x ∈N∗ (do sử dụng (3)).

Như vậy f (x2) = x f (x), ∀x ∈N∗. Từ đây thay x bởi c + 1, ta được

f (c2 + 2c + 1) = (c + 1) f (c + 1)⇒ f (c2 + 1) + 2c = (c + 1)[ f (1) + c]. (4)

Theo (3) thì f (c2 + 1) = f (1 + c.c) = f (1) + c2. Thay vào (4), ta được

f (1) + c2 + 2c = (c + 1)[ f (1) + c]

⇒ f (1) + c2 + 2c = c f (1) + c2 + f (1) + c⇒ c = c f (1).

Mà c ∈N∗ nên suy ra f (1) = 1 và c = 2. Do đó theo (3) thì

f (x + 2) = f (x) + 2, ∀x ∈N∗. (5)

Từ f (1) = 1, f (2) = 2 và (5), bằng quy nạp, ta chứng minh được

f (x) = x, ∀x ∈N∗. (6)

Thử lại thấy rằng hàm số xác định bởi (6) thỏa mãn các yêu cầu đề bài.

6.

1 Giả sử tồn tại hàm số f : Z→ Z thỏa mãn:

f (x + y f (x)) = f (x) + x f (y), ∀x, y ∈ Z. (1)

Kí hiệu P(u, v) chỉ việc thay x bởi u và thay y bởi v vào (1). Dễ thấy f (x) ≡ 0 là nghiệm
hàm của bài toán. Tiếp theo giả sử f (x) 6≡ 0, ta sẽ chứng minh f (x) ≡ x. Ta có

P(x, 0)⇒ x f (0) = 0, ∀x ∈ Z.

Suy ra f (0) = 0. Nếu f (1) 6= 1 thì P
(

1,
1

1− f (1)

)
⇒ f (1) = 0, mâu thuẫn. Do đó

f (1) = 1.
P(1, y)⇒ f (1 + y) = 1 + f (y), ∀y ∈ Z. (2)

Do f (0) = 0, f (1) = 1 nên từ (2), bằng phương pháp quy nạp, ta chứng minh được:

f (x) = x, ∀x ∈ Z.
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2 Giả sử tồn tại hàm số f : R→ R thỏa mãn

f (x + y f (x)) = f (x) + x f (y), ∀x, y ∈ R. (1)

Dễ thấy f (x) ≡ 0 thỏa mãn yêu cầu đề bài. Tiếp theo xét f (x) 6≡ 0. Từ (1) cho y = 0
và x = 1 được f (0) = 0. Nếu f (x) = 0 thì x f (y) = 0, ∀y ∈ R, suy ra x = 0. Vậy
f (x) = 0⇔ x = 0. Từ (1) cho x = 1 được

f (1 + y f (1)) = f (1) + f (y), ∀y ∈ R. (2)

Nếu f (1) 6= 1 thì thay y =
1

1− f (1)
vào (2) được

f
(

1 +
f (1)

1− f (1)

)
= f (1) + f

(
1

1− f (1)

)
⇔ f (1) = 0 (mâu thuẫn).

Vậy f (1) = 1, do đó (2) trở thành

f (y + 1) = f (y) + 1, ∀y ∈ R. (3)

Từ (3) ta chứng minh được
f (n) = n, ∀n ∈ Z. (4)

Với n ∈ Z, x ∈ R, ta có

f (nx) = f (n + (x− 1)n) = f (n + (x− 1) f (n))
do (1)
= f (n) + n f (x− 1)

= n + n f (x− 1)
do (3)
= n + n [ f (x)− 1] = n f (x). (5)

Nếu a = −b thì

f (a) = f (−1b)
do (5)
= −1 f (b) = − f (b)⇒ f (a) + f (b) = 0 = f (0) = f (a + b).

Nếu a 6= −b thì a + b 6= 0 và f
(

a + b
2

)
6= 0. Vì thế

f (a) = f

 a + b
2

+
a− b

2. f
(

a+b
2

) f
(

a + b
2

) = f
(

a + b
2

)
+

a + b
2

f

 a− b

2. f
(

a+b
2

)


f (b) = f

 a + b
2

+
b− a

2. f
(

a+b
2

) f
(

a + b
2

) = f
(

a + b
2

)
+

a + b
2

f

 b− a

2. f
(

a+b
2

)


Cộng lại ta được f (a) + f (b) = 2 f
(

a + b
2

)
do (5)
= f (a + b). Tóm lại:

f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x, y ∈ R. (6)

Do (6) nên (1) trở thành f (x) + f (y f (x)) = f (x) + x f (y), ∀x, y ∈ R, hay

f (y f (x)) = x f (y), ∀x, y ∈ R. (7)

Từ (7) lấy y = 1 được f ( f (x)) = x, ∀x ∈ R, suy ra f là song ánh. Do đó, với mọi z ∈ R,
tồn tại duy nhất x ∈ R sao cho f (x) = z. Sử dụng (7) cho ta

f (yz) = f (y f (x)) = x f (y) = f ( f (x)) f (y) = f (z) f (y), ∀y, z ∈ R. (8)

Từ (6) và (8), sử dụng bài toán ?? ở trang ?? ta được f (x) = x, ∀x ∈ R. Thử lại đúng. Vậy
có hai hàm số thỏa mãn các yêu cầu đề bài là

f (x) = x, ∀x ∈ R; f (x) = 0, ∀x ∈ R.
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7.

1 Bài toán này chỉ là một trường hợp riêng của bài toán ngay phía sau.

2 Giả sử tồn tại hàm số f : R→ R thỏa mãn:

f (xn + f (y)) = [ f (x)]n + y, ∀x, y ∈ R. (1)

Cách 1. Đặt f (0) = a. Trong (1) cho x = 0 được: f
(

f (y)
)
= y + an, ∀y ∈ R. (2)

Sử dụng (1) và (2), ta được:

f ( f (xn + f ( f (y)))) = xn + f ( f (y)) + an do (2)
= xn + y + 2an, ∀x, y ∈ R. (3)

f ( f (xn + f ( f (y)))) = f
(
[ f (x)]n + f (y)

)
= [ f ( f (x))]n + y

do (2)
= (x + an)n + y, ∀x, y ∈ R. (4)

Từ (3) và (4), suy ra: xn + 2an = (x + an)n, ∀x ∈ R. So sánh hệ số của xn−1 ở hai vế, ta
được: C1

nan = 0⇔ an = 0⇔ a = 0. Do đó (2) trở thành:

f ( f (y)) = y, ∀y ∈ R. (5)

Từ (5) suy ra f là song ánh, do đó f (x) = 0⇔ x = 0.
Từ (1) cho y = 0 ta được: f (xn) = [ f (x)]n, ∀x ∈ R. (6)
Với mọi x ≥ 0 và y ∈ R, ta có:

f (x + y) = f
((

n
√

x
)n

+ f ( f (y))
)
=
[

f
(

n
√

x
)]n

+ f (y)
do (6)
= f (x) + f (y).

Như vậy: f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x ∈ R, y ≥ 0. (7)
Trong (7) lấy y = −x ta được:

0 = f (0) = f (x + (−x)) = f (x) + f (−x)⇒ f (−x) = − f (x), ∀x ∈ R. (8)

Với mọi y ∈ R, x < 0, sử dụng (7) và (8), ta được:

f (x + y)− f (x) = f (x + y) + f (−x) = f ((x + y) + (−x)) = f (y).

Từ đây kết hợp với (7), ta được: f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x, y ∈ R. (9)
Trường hợp n chẵn. Từ (6) thay x = 1, ta được:

f (1) = [ f (1)]n ⇒ [ f (1)]n−1 = 1⇒ f (1) = 1 (do n− 1 lẻ).

Do n chẵn nên từ (6) suy ra với x > 0 thì f (x) > 0. Giả sử x < y, khi đó f (y− x) > 0 ta
có:

f (y) = f (y− x + x)
do (7)
= f (y− x) + f (x) > f (x).

Vậy hàm f đồng biến trên R. Sử dụng bài toán ?? (ở trang ??) suy ra f (x) = kx, ∀x ∈ R.
Do f (1) = 1 nên f (x) = x, ∀x ∈ R. Thử lại thấy đúng.
Trường hợp n lẻ. Từ (6) thay x = 1, ta được:

f (1) = [ f (1)]n ⇒ [ f (1)]n−1 = 1⇒ f (1) = ±1 (do n− 1 chẵn).

Ta chứng minh f đơn điệu. Trước hết, từ (9) và bằng quy nạp, ta có:

f (nx) = n f (x), ∀x ∈ R, ∀n ∈N.
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Đặt f (1) = k ∈ {1,−1}. Ta tính f ((x + 1)n) bằng hai cách.

f
(
(x + 1)n) = [ f (x + 1)]n = [ f (x) + k]n =

n

∑
i=0

Ci
n[ f (x)]n−iki

f
(
(x + 1)n) = f

( n

∑
i=0

Ci
nxn−i

)
= f (xn + C1

nxn−1 + · · ·+ Cn−1
n x + 1)

= f (xn) + C1
n f (xn−1) + · · ·+ Cn−2

n f (x2) + Cn−1
n f (x) + k.

So sánh hai kết quả trên, ta được:

f (xn) + C1
n f (xn−1) + C2

n f (xn−2) + · · ·+ Cn−2
n f (x2) + Cn−1

n f (x) + k

=[ f (x)]n + C1
n[ f (x)]n−1k + · · ·+ Cn−1

n f (x)kn−1 + kn.

Do (6) nên ta có:

C1
n f (xn−1) + C2

n f (xn−2) + · · ·+ Cn−2
n f (x2) + Cn−1

n f (x) + k

=C1
n[ f (x)]n−1k + · · ·+ Cn−1

n f (x)kn−1 + kn.

Do f là hàm cộng tính nên ta có thể viết lại như sau:

f (C1
nxn−1 + C2

nxn−2 + · · ·+ Cn−2
n x2) + Cn−1

n f (x) + k

=C1
n[ f (x)]n−1k + · · ·+ Cn−1

n f (x)kn−1 + kn. (10)

Xét hàm số:

g(x) = C1
nxn−1 + C2

nxn−2 + · · ·+ Cn−2
n x2 = (x + 1)n − xn − nx− 1.

Ta có:

g′(x) = n(x + 1)n−1 − nxn−1 − n, g′′(x) = n(n− 1)(x + 1)n−2 − n(n− 1)xn−2.

Vì n− 2 lẻ nên (x + 1)n−2 > xn−2. Do đó: n(n− 1)(x + 1)n−2 > n(n− 1)xn−2. Vậy

g′′(x) > 0, ∀x ∈ R.

Suy ra g′(x) tăng thực sự, vì vậy phương trình g′(x) = 0 nếu có nghiệm thì nghiệm đó
là duy nhất. Mà g′(0) = 0 nên g′(x) chỉ triệt tiêu tại một điểm duy nhất x = 0.

x −∞ 0 +∞

g′(x) − 0 +

g(x) & 0%

Vậy g(x) ≥ 0, ∀x ∈ R và g(x) = 0⇔ x = 0. Với mọi t > 0 luôn có x0 sao cho t = g(x0).
Có hai trường hợp:
Trường hợp 1: k = 1. Viết lại đẳng thức (10):

f (C1
nxn−1 + C2

nxn−2 + · · ·+ Cn−2
n x2)

=C1
n[ f (x)]n−1 + C2

n[ f (x)]n−2 + · · ·+ Cn−2
n [ f (x)]2.
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Hay viết gọn hơn: f (g(x)) = g( f (x)). Lấy t > 0 tuỳ ý, theo các tính chất của hàm
g ta thấy tồn tại x0 6= 0 sao cho t = g(x0) và do f (x0) 6= 0 nên g( f (x0)) > 0. Vậy:
f (t) = f (g(x0)) = g( f (x0)) > 0. Hay với x > 0 thì f (x) > 0. Với x < y thì

y− x > 0⇒ f (y− x) > 0.

Khi đó ta có:
f (y) = f (y− x + x) = f (y− x) + f (x) > f (x).

Suy ra f là hàm đơn điệu tăng. Như vậy, f cộng tính và đơn điệu trên R nên:

f (x) = kx = x, ∀x ∈ R.

Trường hợp 2: k = −1. Viết lại đẳng thức (10):

f (C1
nxn−1 + C2

nxn−2 + · · ·+ Cn−2
n x2)

=− C1
n[ f (x)]n−1 + C2

n[ f (x)]n−2 − · · · − Cn−2
n [ f (x)]2.

=−
(

C1
n[− f (x)]n−1 + C2

n[− f (x)]n−2 + · · ·+ Cn−2
n [− f (x)]2

)
.

Hay f (g(x)) = −g(− f (x)). Từ sự biến thiên của g(x) ta có: với mỗi t > 0 luôn có x0 6= 0
(đúng hai giá trị x0) sao cho t = g(x0). Với x0 6= 0 thì f (x0) 6= 0 và g(x) > 0, ∀x 6= 0. Do
đó: g(− f (x0)) > 0⇒ −g(− f (x0)) < 0. Vậy:

f (t) = f (g(x0)) = −g(− f (x0)) < 0.

Hay với x > 0 thì f (x) < 0. Bây giờ ta chứng minh f (x) là hàm số giảm. Thật vậy, giả sử
x < y⇒ y− x > 0⇒ f (y− x) < 0, ta có:

f (y) = f (y− x + x) = f (y− x) + f (x) < f (x).

Vậy f cộng tính và giảm trên R nên f (x) = kx = −x, ∀x ∈ R. Thử lại, ta được nghiệm
f (x) = x, ∀x ∈ R và f (x) = −x, ∀x ∈ R.
Kết luận:
• Nếu n chẵn thì có duy nhất một hàm số thỏa mãn yêu cầu đề bài là:

f (x) = x, ∀x ∈ R.

• Nếu n lẻ thì có hai hàm số thỏa mãn yêu cầu đề bài là:

f (x) = x, ∀x ∈ R; f (x) = −x, ∀x ∈ R.

Cách 2. Đặt f (0) = a. Từ giả thiết, ta dễ thấy

f ( f (y)) = y + an, ∀y ∈ R.

Sử dụng kết quả này, ta có

f ( f n(x) + y) = f ( f (xn + f (y))) = xn + f (y) + an, ∀x, y ∈ R.

Trong đẳng thức trên, ta thay y bởi f (y) thì thu được

xn + y + 2an = f ( f n(x) + f (y)) = y + f n ( f (x)) = y + (x + an)n,
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hay
xn + 2an = (x + an)n.

Bằng cách so sánh hệ số của xn−1 ở hai vế, ta dễ dàng suy ra a = 0. Lúc này, ta có
f ( f (y)) = y nên bằng cách thay y bởi f (y) vào giả thiết, ta được

f (xn + y) = f n(x) + f (y), ∀x, y ∈ R.

Thay y = 0 vào đẳng thức trên, ta cũng có

f (xn) = f n(x), ∀x ∈ R. (i)

Do đó, đẳng thức ở trên có thể được viết lại dưới dạng

f (xn + y) = f (xn) + f (y), ∀x, y ∈ R.

� Nếu n lẻ thì xn có thể nhận mọi giá trị trên R nên ta suy ra f cộng tính. Kết hợp với
(i), ta đưa bài toán về trường hợp của bài toán ?? (ở trang ??).

� Nếu n chẵn thì do xn có thể nhận mọi giá trị không âm nên ta suy ra

f (x + y) = f (x) + f (y)

với mọi x ≥ 0 và y ∈ R. Bằng cách thay y = −x, ta dễ thấy f là hàm lẻ. Từ đó, với
mọi x < 0, y ∈ R, ta có

− f (x + y) = f ((−x) + (−y)) = f (−x) + f (−y) = − f (x)− f (y),

hay
f (x + y) = f (x) + f (y).

Vậy f là hàm cộng tính. Kết hợp với (i), ta đưa được bài toán về trường hợp của bài
toán ?? (ở trang ??).

Lưu ý.

� Trường hợp n = 2 của bài toán này chính là đề thi IMO năm 1992. Trường hợp này
và trường hợp n chẵn nói riêng là các trường hợp dễ của bài toán.

� Với n lẻ thì không như vậy, ta sẽ gặp nhiều khó khăn để tính f (0), một mấu chốt
quan trọng để chứng minh f cộng tính. Cách tính f (0) thường gặp là sử dụng tính
song ánh của f để tính một giá trị nào đó theo nhiều cách. Cách đó tương đối phức
tạp và không dễ để thực hiện.

3 Giả sử tồn tại hàm số f : N∗ →N∗ thỏa mãn:

f
(

m2 + f (n)
)
= f (m)2 + n, ∀m, n ∈N∗. (1)

Trong (1), thay m = 1 ta được:

f (1 + f (n)) = f (1)2 + n = a2 + n (với a = f (1)).

Suy ra: f
(
1 + a2 + n

)
= f (1 + f (1 + f (n))) = a2 + 1 + f (n).

Hay: f (n + b) = f (n) + b, (với b = a2 + 1 ≥ 2).
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Bằng quy nạp, ta chứng minh được: f (n + kb) = f (n) + kb, ∀n, k ∈N∗. (2)
Khi đó, ta có:

f (m)2 + n + (2m + b)b = f
(

m2 + f (n)
)
+ (2m + b) b

do
=
(2)

f
(

m2 + f (n) + (2m + b) b
)

= f
(
(m + b)2 + f (n)

)
= f (m + b)2 + n = [ f (m) + b]2 + n

= f (m)2 + 2 f (m) b + b2 + n.

Suy ra: (2m + b) b = 2b f (m) + b2, ∀m ∈ N∗. Do đó: f (m) = m, ∀m ∈ N∗. Thử lại thấy
thỏa mãn. Vậy hàm số thỏa mãn yêu cầu đề bài là:

f (n) = n, ∀n ∈N∗.

Lưu ý. Vì sao lại phải cộng thêm (2m + b) b. Dễ dàng nhẩm ra một nghiệm hàm là:
f (n) = n. Ta để ý rằng: f

(
m2 + f (n)

)
= f (m)2 + n. Nếu thay m bởi m + b ta được:

f
(
(m + b)2 + f (n)

)
= f (m + b)2 + n.

Mà f (m + b) = f (m) + b. Nên suy ra:

f
(
(m + b)2 + f (n)

)
= f (m)2 + 2 f (m) b + b2 + n.

Do ta đã đoán được nghiệm hàm là f (m) = m nên:

f
(
(m + b)2 + f (n)

)
= f (m)2 + 2mb + b2 + n = f

(
m2
)
+ n + (2m + b) b.

4 Giả sử tồn tại hàm số f : (0;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn

f
(

x2 + f (y)
)
= f 2(x) + y, ∀x, y ∈ (0;+∞). (1)

Đặt a = f (1). Từ (1) cho x = 1 ta được

f (1 + f (y)) = y + a2, ∀y > 0. (2)

Từ (1) cho y = 1 ta được

f
(

x2 + a
)
= f 2(x) + 1, ∀x > 0. (3)

Từ (2) suy ra f là đơn ánh. Cũng từ (2) suy ra hàm f nhận mọi giá trị trên khoảng(
a2;+∞

)
; nghĩa là với mỗi t > a2, tồn tại x > 0 sao cho f (x) = t. Kết hợp các kết quả

(1), (2), (3) ta được

f
(

x2 + f (y)
)
= f

(
x2 + a

)
+ f (1 + f (y))− a2 − 1, ∀x, y ∈ (0;+∞). (4)

Do x2 + a có thể nhận mọi giá trị trên (a;+∞) và f (y) + 1 có thể nhận mọi giá trị trên(
a2 + 1;+∞

)
(chú ý là a2 + 1 > a) nên từ (4) suy ra với mọi x > a2 + 1, y > a2 + 1 ta có

f
(
(x2 + a) + ( f (y) + 1)− a− 1

)
= f

(
x2 + a

)
+ f (1 + f (y))− a2 − 1.
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Hay f (x + y− a− 1) = f (x) + f (y)− a2 − 1, ∀x, y ∈
(
a2 + 1;+∞

)
. (5)

Giả sử x > 0 và y > 0, khi đó

f (x + y− a− 1) = f
(

x + y
2

+
x + y

2
− a− 1

)
(5)
= f

(
x + y

2

)
+ f

(
x + y

2

)
− a2 − 1,

từ đây kết hợp với (5) ta được

f
(

x + y
2

)
=

f (x) + f (y)
2

, ∀x, y ∈
(

a2 + 1;+∞
)

. (6)

Từ (6), sử dụng chú ý 2 ở trang 1 ta có

f (x) = cx + d, ∀x ∈
(

a2 + 1;+∞
)

với c, d là những hằng số thỏa mãn c ≥ 0, c(a2 + 1) + d ≥ 0, c(a2 + 1) + c + d > 0. Do
f là đơn ánh nên f không thể là hàm hằng, dẫn tới c > 0. Bây giờ ta sẽ tìm c và d. Trong
(1), xét x > a2 + 1 và y > a2 + 1 thì

x2 + f (y) > x2 > a2 + 1,

do đó lúc này (1) trở thành

c
(

x2 + cy + d
)
+ d = (cx + d)2 + d, ∀x, y ∈ (a2 + 1;+∞).

Đồng nhất hệ số của y2 ở hai vế ta được c = 1. Tiếp theo đồng nhất hệ số của x ở hai vế
ta được d = 0. Do đó

f (x) = x, ∀x > a2 + 1.

Tiếp theo, ta cố định y > 0 và cho x > a2 + 1 vào (1) ta được

x2 + f (y) = x2 + y⇔ f (y) = y.

Như vậy f (y) = y, ∀y > 0. Thử lại thấy hàm số f (x) = x, ∀x > 0 thỏa mãn các yêu cầu
đề bài.

8.

1 Giả sử tồn tại hàm số f : R→ R thỏa mãn điều kiện

f (x f (x) + f (y)) = f 2(x) + y, ∀x, y ∈ R. (1)

Lời giải 1. Từ (1) thay x = 0 được: f ( f (y)) = f 2(0) + y, ∀x, y ∈ R. (2)
Từ (2) cho y = − f 2(0) và đặt a = f (− f 2(0)) ta được f (a) = 0.
Từ (1) cho x = a được f ( f (y)) = y, ∀y ∈ R. (3)
Từ (1) thay x bởi f (x) và sử dụng (3) ta được

f (x f (x) + f (y)) = x2 + y, ∀x, y ∈ R. (4)

Từ (1) và (4) suy ra: f 2(x) = x2, ∀x ∈ R. (5)
Từ (5) suy ra f (1) = 1 hoặc f (1) = −1.
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� Xét f (1) = 1. Từ (1) cho x = 1 được

f (1 + f (y)) = 1 + y, ∀y ∈ R

⇒ f 2 (1 + f (y)) = (1 + y)2, ∀y ∈ R

⇒[1 + f (y)]2 = 1 + 2y + y2, ∀y ∈ R

⇒1 + 2 f (y) + y2 = 1 + 2y + y2, ∀y ∈ R

⇒ f (y) = y, ∀y ∈ R.

Thử lại thấy hàm số f (x) = x, ∀x ∈ R thỏa mãn các yêu cầu đề bài.

� Xét f (1) = −1. Từ (1) cho x = 1 được

f (1− f (y)) = 1 + y, ∀y ∈ R

⇒ f 2 (−1 + f (y)) = (1 + y)2, ∀y ∈ R

⇒[−1 + f (y)]2 = 1 + 2y + y2, ∀y ∈ R

⇒1− 2 f (y) + y2 = 1 + 2y + y2, ∀y ∈ R

⇒ f (y) = −y, ∀y ∈ R.

Thử lại thấy hàm số f (x) = −x, ∀x ∈ R thỏa mãn các yêu cầu đề bài.

Vậy có hai hàm số cần tìm là f (x) ≡ x, f (x) = −x.
Lời giải 2. Ta thay x = 0 vào phương trình (1) đã cho được

f ( f (y)) = f (0)2 + y, ∀y ∈ R.

Thay y = 0 vào phương trình (1) đã cho ta được:

f (x f (x) + f (0)) = f (x)2, ∀x ∈ R. (1i)

Như vậy nhìn vào các đẳng thức trên ta sẽ đi tính giá trị của f (0). Từ

f ( f (y)) = f (0)2 + y, ∀y ∈ R,

suy ra f là toàn ánh, do đó tồn tại a sao cho f (a) = 0. Từ phương trình (1) ban đầu ta
cho x = a được

f ( f (y)) = y, ∀y ∈ R. (2i)

Từ (2i), kết hợp với f ( f (y)) = f (0)2 + y, ∀y ∈ R, suy ra f (0) = 0. Để sử dụng (2i),
trong phương trình (1) ta thay x bởi f (x) ta được:

f ( f (x) f ( f (x)) + f (y)) = f ( f (x))2 + y, ∀x, y ∈ R

⇒ f (x f (x) + f (y)) = x2 + y, ∀x, y ∈ R. (3i)

Từ (2i) ta suy ra f là đơn ánh. Trong đẳng thức (3i) ta thay x bởi −x ta được:

f (−x f (−x) + f (y)) = (−x)2 + y = x2 + y = f (x f (x) + f (y)) , ∀x, y ∈ R

⇒x f (x) + f (y) = −x f (−x) + f (y), ∀x, y ∈ R

⇒x f (x) = −x f (−x) , ∀x ∈ R

⇒ f (x) = − f (−x) , ∀x 6= 0.
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Kết hợp với f (0) = 0 ta được f (−x) = − f (x), ∀x ∈ R. (4i)
Từ (3i) và phương trình (1) ta được:

f (x f (x) + f (y)) = x2 + y = f (x)2 + y, ∀x, y ∈ R

⇒ f (x)2 = x2, ∀x ∈ R. (5i)

Từ (1) và (5i), ta có:

f (x f (x)) = f (x)2 = x2 = f
(

f
(

x2
))
⇒ f

(
x2
)
= x f (x), ∀x ∈ R. (6i)

Từ (2i), (6i) và phương trình (1) ta được:

f (x f (x) + f (y)) = f (x)2 + y, ∀x, y ∈ R

⇔ f
(

f
(

x2
)
+ f (y)

)
= x2 + y, ∀x, y ∈ R

⇔ f
(

f
(

x2
)
+ f (y)

)
= f

(
f
(

x2 + y
))

, ∀x, y ∈ R

⇔ f
(

x2
)
+ f (y) = f

(
x2 + y

)
, ∀x, y ∈ R

⇒ f (x) + f (y) = f (x + y) , ∀x ≥ 0, y ∈ R. (7i)

Từ (4i) và (7i) ta sẽ chỉ ra hàm số f cộng tính. Thật vậy, với x < 0, y ∈ R ta có:

f (x + y) = − f (−x− y) = − [ f (−x) + f (−y)] = − [− f (x)− f (y)]
= f (x) + f (y).

Kết hợp với (7i) ta được: f (x) + f (y) = f (x + y) , ∀x, y ∈ R. (8i)
Dựa vào (6i) và (8i) ta sẽ tính được f (x) theo cách xét giá trị của f

(
(x + 1)2

)
. Thật vậy,

ta có:

f
(
(x + 1)2

)
= (x + 1) f (x + 1) = (x + 1) [ f (x) + f (1)]

f
(
(x + 1)2

)
= f

(
x2 + 2x + 1

)
= f

(
x2
)
+ 2 f (x) + f (1)

= x f (x) + 2 f (x) + f (1).

So sánh hai đẳng thức này ta được f (x) = f (1)x = ax, ∀x ∈ R. Thay lại phương trình
ban đầu ta được a = ±1. Vậy bài toán có hai nghiệm là

f (x) = x, ∀x ∈ R; f (x) = −x, ∀x ∈ R.

Lưu ý. Sau khi chứng minh được (5i), ta có thể xử lí cách khác như sau: Dễ thấy hai hàm
số

f (x) = x, ∀x ∈ R; f (x) = −x, ∀x ∈ R

thỏa mãn các yêu cầu đề bài. Ta sẽ chứng minh ngoài hai hàm số này ra không còn hàm
số nào khác. Giả sử tồn tại hàm số f khác hai hàm số trên và cũng thỏa yêu cầu đề bài.
Do (5) và f (0) = 0 nên tồn tại a 6= 0, b 6= 0 sao cho f (a) = −a và f (b) = b. Từ (1) cho
x = a và y = b, ta được f (a f (a) + f (b)) = f (a)2 + b, do đó

f
(
−a2 + b

)
= a2 + b⇒

[
a2 + b = −a2 + b
a2 + b = a2 − b

⇔
[

a = 0
b = 0.

Điều này mâu thuẫn với a 6= 0 và b 6= 0. Do đó ngoài hai hàm số

f (x) = x, ∀x ∈ R; f (x) = −x, ∀x ∈ R

không còn hàm số nào khác thỏa mãn yêu cầu đề bài.
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2 Giả sử tồn tại hàm số f : (0 : +∞)→ (0;+∞) thỏa mãn:

f (x f (x) + f (y)) = f 2(x) + y, ∀x, y ∈ (0;+∞). (*)

Đặt f (1) = a > 0. Trong (*) lần lượt cho x = 1, y = 1, ta thu được:

f ( f (y) + a) = a2 + y, ∀y ∈ (0;+∞). (1)

f (x f (x) + a) = f 2(x) + 1, ∀x ∈ (0;+∞). (2)

Sử dụng (1), ta được:

f (y) + a + a2 = f
(

f
(

f (y) + a
)
+ a
)
= f

(
y + a + a2

)
, ∀y > 0. (3)

Giả sử f
(
y + n(a + a2)

)
= f (y) + n(a + a2), ∀y > 0 (n ∈N∗). Khi đó:

f
(

y + (n + 1)(a + a2)
)
= f

(
y + n(a + a2) + (a + a2)

)
(3)
= f

(
y + n(a + a2)

)
+ (a + a2)

= f (y) + n(a + a2) + (a + a2)

= f (y) + (n + 1)(a + a2), ∀y > 0.

Theo nguyên lí quy nạp suy ra:

f
(

y + n(a + a2)
)
= f (y) + n(a + a2), ∀y > 0, ∀n ∈N∗. (4)

Mặt khác, sử dụng (1) và (2), ta suy ra:

x f (x) + a + a2 = f
(

f (x f (x) + a) + a
)
= f

(
f 2(x) + 1 + a

)
, ∀x > 0. (5)

Do đó:

f
(

f
(

f 2(x) + 1 + a
)
+ f (y)

) do (5)
= f

(
x f (x) + a + a2 + f (y)

)
do (3)
= f

(
x f (x) + f

(
y + a + a2

))
do (∗)
= f 2(x) + y + a + a2, ∀y > 0. (6)

Từ (1) suy ra hàm số f (x) nhận mọi giá trị lớn hơn a2, do đó hàm f 2(x) + 1+ a nhận mọi
giá trị lớn hơn a4 + a + 1. Trong (6) thay f 2(x) + 1 + a bởi x, ta nhận được:

f ( f (x) + f (y)) = x + y + a2 − 1, ∀y > 0, x > a4 + a + 1. (7)

Với x > 0, y > 0, chọn n ∈ N∗ sao cho: x + n(a + a2) > a4 + a + 1. Khi đó, sử dụng (4)
ta được:

f ( f (x) + f (y)) = f
(

f (x) + f (y) + n(a + a2)
)
− n(a + a2)

(4)
= f

(
f
(

x + n(a + a2)
)
+ f (y)

)
− n(a + a2)

(7)
= x + n(a + a2) + y + a2 − 1− n(a + a2)
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= x + y + a2 − 1.

Như vậy ta đã chứng minh được kết quả mạnh hơn (7), đó là:

f ( f (x) + f (y)) = x + y + a2 − 1, ∀x, y ∈ (0;+∞). (8)

Trong (8) thay x bởi f (x) + a, thay y bởi f (y) + a và sử dụng (1), ta được:

f
(

x + y + 2a2
)
= f (x) + f (y) + a2 + 2a− 1, ∀x, y ∈ (0;+∞). (9)

Sử dụng (9), ta có:

f
(

x + 2a2
)
+ f

(
y− 2a2

) do (9)
= f

(
x + y + 2a2

)
+ 1− a2 − 2a

do (9)
= f (x) + f (y), ∀x > 0, y > 2a2.

Do đó f
(
x + 2a2) − f (x) = f (y) − f

(
y− 2a2) , ∀x > 0, y > 2a2. Từ đây lấy y = 4a2,

suy ra f
(
x + 2a2)− f (x) = b, ∀x > 0, với b là hằng số. (10)

Từ (9) và (10), ta thu được:

f (x + y) = f (x) + f (y) + a2 + 2a− 1− b, ∀x, y ∈ (0;+∞). (11)

Đặt g(x) = f (x) + c, ∀x > 0, trong đó c = a2 + 2a− 1− b.
Thay vào (11), ta được: g(x + y) = g(x) + g(y), ∀x, y ∈ (0;+∞). (12)
Từ (12), bằng quy nạp ta suy ra

g(nx) = ng(x), ∀x > 0, n = 1, 2, . . .

Do đó g(x) =
g(nx)

n
=

f (nx) + c
n

>
c
n

, ∀x > 0, n = 1, 2, . . .

Vậy g(x) >
c
n

, ∀x > 0, n = 1, 2, . . . Cho n→ +∞ ta được

g(x) ≥ 0, ∀x ∈ (0;+∞) . (13)

Từ (13), (12), sử dụng bài toán ?? (ở trang ??), ta được g(x) = ax, ∀x > 0 (a là hằng số
dương). Do đó f (x) = ax − c, ∀x > 0. Do f (x) > 0 với mọi x > 0 và lim

x→0+
ax = 0 nên

c ≤ 0. Thay vào (∗), ta được:

f (x(ax− c) + ay− c) = (ax− c)2 + y, ∀x, y > 0

⇔a (x(ax− c) + ay− c)− c = a2x2 − 2acx + c2 + y, ∀x, y > 0

⇔a
(

ax2 − cx + ay− c
)
− c = a2x2 − 2acx + c2 + y, ∀x, y > 0

⇔a2x2 − acx + a2y− ac− c = a2x2 − 2acx + c2 + y, ∀x, y > 0

⇔acx + (a2 − 1)y− (c + ac + c2) = 0, ∀x, y > 0

⇔


ac = 0
a2 − 1 = 0
c + ac + c2 = 0

⇔
{

c = 0
a = 1.

Vậy có duy nhất một hàm số thỏa mãn yêu cầu đề bài là f (x) = x, ∀x > 0.
Lưu ý. Từ (8), ta có thể hoàn thành lời giải bằng con đường khác như sau: Giả sử có hai
số dương y1 và y2 sao cho f (y1) = f (y2), khi đó

a2 + y1 = f ( f (y1) + a) = f ( f (y2) + a) = a2 + y2 ⇒ y1 = y2,
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suy ra f là đơn ánh. Giả sử x > 0 và y > 0, khi đó

f
(

f
(

x + y
2

)
+ f

(
x + y

2

))
(8)
=

x + y
2

+
x + y

2
+ a2 − 1 = x + y + a2 − 1

(8)
= f ( f (x) + f (y)) ,

mà f là đơn ánh nên

f
(

x + y
2

)
+ f

(
x + y

2

)
= f (x) + f (y)⇒ f

(
x + y

2

)
=

f (x) + f (y)
2

.

Vậy áp dụng bài toán ?? ở trang ?? (phương trình hàm Jensen), ta được

f (x) = ax + b, ∀x > 0 (a ≥ 0, b ≥ 0, a + b > 0) . (14)

Thay (14) và (1) ta được f (x) = x, ∀x > 0.

9.

1 Giả sử tồn tại hàm f : R→ R thỏa mãn phương trình hàm

f (x + y) + f (x) f (y) = f (x) + f (y) + f (xy), ∀x, y ∈ R. (1)

Nếu f là hàm hằng thì từ (1) ta được f (x) ≡ 0, f (x) ≡ 2. Tiếp theo giả sử f không phải
là hàm hằng. Thay y = 0 vào (1) được

f (x) f (0) = 2 f (0), ∀x ∈ R. (2)

Do đang xét f không phải là hàm hằng nên tồn tại x0 ∈ R : f (x0) 6= 2. Trong (2) lấy
x = x0 ta được f (0) = 0. Ta sẽ tính f (x + 2) bằng hai cách. Trong (1) cho y = 1 ta được

f (x + 1) + f (x) f (1) = f (x) + f (1) + f (x), ∀x ∈ R

⇔ f (x + 1) = [2− f (1)] f (x) + f (1), ∀x ∈ R. (3)

Từ (3) cho x = 1 ta được f (2) = [2− f (1)] f (1) + f (1) = [3− f (1)] f (1). Trong (3) thay
x bởi x + 1 và sử dụng (3) ta được

f (x + 2) = [2− f (1)] [(2− f (1)) f (x) + f (1)] + f (1)

= [2− f (1)]2 f (x) + f (2), ∀x ∈ R. (4)

Trong (1) cho y = 2 được

f (x + 2) + f (x) f (2) = f (x) + f (2) + f (2x), ∀x ∈ R

⇔ f (x + 2) = [1− f (2)] f (x) + f (2x) + f (2), ∀x ∈ R. (5)

Từ (4) và (5) suy ra

[2− f (1)]2 f (x) + f (2) = [1− f (2)] f (x) + f (2x) + f (2), ∀x ∈ R

⇔ f (2x) = [3− f (1)] f (x), ∀x ∈ R. (6)

Vậy f (2x) = a f (x), ∀x ∈ R, với a = [3− f (1)] là hằng số khác 0 (vì nếu a = 0 thì f là
hàm hằng). Từ đây ta được

f (4x) = a2 f (x), ∀x ∈ R. (7)
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Trong (1) thay x bởi 2x, thay y bởi 2y và sử dụng các kết quả trên ta được

a f (x + y) + a2 f (x) f (y) = a f (x) + a f (y) + a2 f (xy), ∀x, y ∈ R. (8)

Nhân hai vế của (1) với a2 dẫn đến

a2 f (x + y) + a2 f (x) f (y) = a2 f (x) + a2 f (y) + a2 f (xy), ∀x, y ∈ R. (9)

Từ (8) và (9) suy ra

f (x + y) + a f (x) + a f (y) = a f (x + y) + f (x) + f (y), ∀x, y ∈ R

⇔ (a− 1) f (x + y) = (a− 1) [ f (x) + f (y)], ∀x, y ∈ R. (1)

Nếu a = 1 thì f (1) = 2, thay vào (3) được f (x + 1) = 2, ∀x ∈ R, hay f (x) ≡ 2, không
rơi vào trường hợp ta đang xét, vậy a 6= 1. Do đó từ (10) suy ra

f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x, y ∈ R. (11)

Kết hợp (11) với (1) ta được

f (xy) = f (x) f (y), ∀x, y ∈ R. (12)

Từ (11) và (12), sử dụng bài toán ?? ở trang ?? ta được f (x) = x, ∀x ∈ R. Thử lại đúng.
Vậy có ba hàm số thỏa mãn các yêu cầu đề bài là

f (x) ≡ x, f (x) ≡ 0, f (x) ≡ 2.

2 Giả sử tồn tại hàm số f : (0;+∞)→ (0;+∞) thỏa mãn

f (x + y) + f (x) f (y) = f (xy) + f (x) + f (y), ∀x, y ∈ (0;+∞). (1)

Trong (1) lấy x = y = 2 ta được

f (4) + [ f (2)]2 = f (4) + 2 f (2)⇒ f (2) = 2 (do f (x) > 0, ∀x > 0).

Trong (1) cho x = y = 1 ta được

f (2) + [ f (1)]2 = f (1) + 2 f (1)⇒ [ f (1)]2 − 3 f (1) + 2 = 0⇔
[

f (1) = 1
f (1) = 2.

� Trường hợp f (1) = 2. Trong (1) lấy y = 1 ta được

f (x + 1) + 2 f (x) = f (x) + f (x) + 2⇒ f (x + 1) = 2.

Vậy f (x + 1) = 2, ∀x > 0. Hay f (x) = 2, ∀x > 1. Còn với 0 < x < 1 ta chọn

y =
1
x
> 1, thay vào (1) ta được

f
(

x +
1
x

)
+ f (x) f

(
1
x

)
= f (1) + f (x) + f

(
1
x

)
⇒2 + 2 f (x) = 2 + f (x) + 2⇒ f (x) = 2.

Vậy f (x) = 2, ∀x > 0. Thử lại đúng.
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� Trường hợp f (1) = 1. Thay y = 1 vào (1) ta được

f (x + 1) + f (x) = f (x) + f (x) + 1⇒ f (x + 1) = f (x) + 1, ∀x ∈ (0;+∞). (2)

Từ (2) bằng phép quy nạp đơn giản ta được f (n) = n, ∀n ∈N∗ và

f (x + n) = f (x) + n, ∀x ∈ (0;+∞), ∀n ∈N. (3)

Từ (1) lấy x = n và y =
1
n

ta được

f
(

n +
1
n

)
+ f (n) f

(
1
n

)
= f (1) + f (n) + f

(
1
n

)
, ∀n ∈N∗.

Từ đây sử dụng (2) và (3) ta được

n + f
(

1
n

)
+ n f

(
1
n

)
= 1 + n + f

(
1
n

)
⇒ f

(
1
n

)
=

1
n

, ∀n ∈N∗.

Với mọi số hữu tỉ dương
m
n

, với m, n ∈N∗ Thay x = m, y =
1
n

vào (1) ta được

f
(

m +
1
n

)
+ f (m) f

(
1
n

)
= f

(m
n

)
+ f (m) + f

(
1
n

)
⇒m + f

(
1
n

)
+ m f

(
1
n

)
= f

(m
n

)
+ m + f

(
1
n

)
⇒ f

(m
n

)
=

m
n

.

Vậy ta đã chứng minh được f (x) = x, ∀x ∈ Q, x > 0. Tiếp theo ta chứng minh f
đồng biến trên (0;+∞). Với mọi x > 1 ta chọn

y =
x

x− 1
> 0⇒ yx− y = x ⇒ x + y = xy⇒ f (x + y) = f (xy).

Khi đó (1) trở thành

f (x) f
(

x
x− 1

)
= f (x) + f

(
x

x− 1

)
⇒ f

(
x

x− 1

)
[ f (x)− 1] = f (x)

⇒ f (x)− 1 > 0⇒ f (x) > 1 và f
(

x
x− 1

)
=

f (x)
f (x)− 1

, ∀x > 1. (4)

Từ (4) suy ra với mọi x > 0, ta có

1 + f
(

1
x

)
= f

(
1 +

1
x

)
= f

(
x + 1

(x + 1)− 1

)
=

f (x + 1)
f (x + 1)− 1

=
f (x) + 1

f (x)
.

Vậy

f
(

1
x

)
=

1
f (x)

, ∀x > 0.

Do đó: nếu x > 1 thì f (x) > 1 và nếu 0 < x < 1 thì 0 < f (x) < 1.
• Xét 0 < x < y < 1. Ta có

f (y− x + x) + f (y− x) f (x) = f ((y− x)x) + f (y− x) + f (x).
⇔ f (y) = f ((y− x)x) + f (y− x) + f (x)− f (y− x) f (x)
⇔ f (y) = f (x) + f ((y− x)x) + f (y− x) [1− f (x)].

Để ý rằng 0 < x < 1, do đó f (x) < 1. Vậy f (y) > f (x). Do đó hàm f đồng biến
trên khoảng (0; 1).
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• Xét 1 < x < y. Khi đó

0 <
1
y
<

1
x
< 1⇒ f

(
1
y

)
< f

(
1
x

)
⇒ 1

f (y)
<

1
f (x)

⇒ f (y) > f (x).

Vậy hàm f đồng biến trên khoảng (1;+∞).

Do đó f đồng biến trên khoảng (0;+∞). Cuối cùng, với mỗi x > 0 ta chọn hai dãy
hữu tỉ {un}+∞

n=1 , {vn}+∞
n=1 sao cho:

0 < un ≤ x ≤ vn, ∀n = 1, 2, . . . ; lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

vn = x.

Khi đó do f đồng biến trên khoảng (0;+∞) nên

f (un) ≤ f (x) ≤ f (vn)⇒ un ≤ f (x) ≤ vn, ∀n = 1, 2, . . .

Cho n→ +∞ ta được f (x) = x. Thử lại thấy thỏa mãn.

Tóm lại: Có hai hàm số thỏa mãn đề bài là

f (x) = 2, ∀x ∈ (0;+∞) và f (x) = x, ∀x ∈ (0;+∞).

10.

1 Giả sử tồn tại đơn ánh f : Z→ Z thỏa mãn:

| f (x)− f (y)| ≤ |x− y| , ∀x, y ∈ Z. (1)

Trong (1) thay x bởi y + 1, ta được

| f (y + 1)− f (y)| ≤ 1, ∀y ∈ Z.

Mà | f (y + 1)− f (y)| ∈N∗ nên

| f (y + 1)− f (y)| = 1, ∀y ∈ Z. (2)

Đặt f (0) = a. Từ (2) ta có

| f (1)− f (0)| = 1⇔ | f (1)− a| = 1⇔
[

f (1) = a + 1
f (1) = a− 1.

• Trường hợp 1 : f (1) = a + 1. Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp rằng

f (n) = a + n, ∀n ∈ Z. (3)

Ta có f (0) = a + 0, f (1) = a + 1. Giả sử với k ∈N thì

f (k) = a + k, f (k + 1) = a + (k + 1).

Khi đó sử dụng (2) ta được

| f (k + 2)− f (k + 1)| = 1⇔ | f (k + 2)− a− (k + 1)| = 1

⇔
[

f (k + 2)− a− k− 1 = 1
f (k + 2)− a− k− 1 = −1 ⇔

[
f (k + 2) = a + (k + 2)
f (k + 2) = a + k. (4)
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Do f là đơn ánh và f (k) = a + k nên từ (4) suy ra f (k + 2) = a + (k + 2). Theo nguyên lí
quy nạp suy ra

f (n) = a + n, ∀n ∈N. (5)

Sử dụng (2) ta được

| f (−1)− f (0)| = 1⇒
[

f (−1)− a = 1
f (−1)− a = −1 ⇒

[
f (−1) = a + 1
f (−1) = a− 1.

Mà f (1) = a + 1 và f là đơn ánh nên f (−1) = a− 1. Giả sử với k ∈N thì

f (k) = a + k, f (k− 1) = a + (k− 1).

Khi đó sử dụng (2) ta được | f (k− 1)− f (k− 2)| = 1, hay[
a + k− 1− f (k− 2) = 1
a + k− 1− f (k− 2) = −1 ⇒

[
f (k− 2) = a + (k− 2)
f (k− 2) = a + k.

Do f là đơn ánh và f (k) = a + k nên f (k− 2) = a + (k− 2). Theo nguyên lí quy nạp suy
ra

f (n) = a + n, ∀n = 0,−1,−2,−3, . . . (6)

Từ (5) và (6) suy ra (3) đúng.
• Trường hợp 2 : f (1) = a− 1. Tương tự trường hợp 1, chứng minh được

f (n) = a− n, ∀n ∈ Z. (7)

Thử lại thấy hai hàm số xác định bởi (3) và (7) thỏa mãn các yêu cầu đề bài và đó cũng
là tất cả các hàm số cần tìm.

2 Giả sử tồn tại hàm số f : [a, b]→ [a, b] thỏa mãn

| f (x)− f (y)| ≥ |x− y|, ∀x, y ∈ [a, b]. (1)

Thay x = b và y = a vào bất phương trình trên, ta có

| f (b)− f (a)| ≥ b− a. (2)

Do f : [a, b] → [a, b] nên f (a) và f (b) nằm trong đoạn [a; b], từ đó suy ra trên trục số
(trục Oy) thì khoảng cách giữa hai điểm f (a) và f (b) (khoảng cách giữa hai điểm f (a)
và f (b) là | f (b)− f (a)|) luôn nhỏ hơn hoặc bằng độ dài của đoạn [a; b] (độ dài của đoạn
[a; b] là b− a). Như vậy, từ (2) thấy rằng

| f (b)− f (a)| = b− a.

Tức là chỉ có 2 khả năng sau có thể xảy ra:

� Khả năng 1: f (b) = b và f (a) = a. Trong (1), cho y = a ta được

| f (x)− a| ≥ |x− a| , ∀x ∈ [a; b]
⇒ f (x)− a ≥ x− a, ∀x ∈ [a; b]
⇒ f (x) ≥ x, ∀x ∈ [a; b]. (3)

Trong (1), cho y = b ta được

| f (x)− b| ≥ |x− b| , ∀x ∈ [a; b]
⇒b− f (x) ≥ b− x, ∀x ∈ [a; b]
⇒ f (x) ≤ x, ∀x ∈ [a; b]. (4)

Từ (3) và (4) ta có f (x) = x, ∀x ∈ [a, b].
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� Khả năng 2: f (b) = a và f (a) = b. Đặt g(x) = a + b − f (x), ∀x ∈ [a, b]. Khi đó
g(a) = a, g(b) = b. Rõ ràng g : [a, b]→ [a, b] và

|g(x)− g(y)| ≥ |x− y|, ∀x, y ∈ [a, b]

nên theo trường hợp trên, ta có ngay g(x) = x, ∀a, b ∈ [a, b].
Từ đó f (x) = a + b− x, ∀x ∈ [a, b].

Vậy bài toán có 2 nghiệm hàm, đó là f (x) = x, ∀x ∈ [a, b] và f (x) = a + b− x, ∀x ∈ [a, b].

3 Giả sử tồn tại hàm số f xác định trên [0; 1], nhận giá trị trong R và thỏa mãn:

|x− y|2 ≤ | f (x)− f (y)| ≤ |x− y| , ∀x, y ∈ [0; 1]. (1)

Lời giải 1. Kí hiệu P(u, v) chỉ việc thay x bởi u, thay y bởi v vào (1). Từ (1) cho y → x và
sử dụng nguyên lí kẹp ta được

lim
y→x
| f (x)− f (y)| = 0⇒ lim

y→x
[ f (x)− f (y)] = 0⇒ lim

y→x
f (y) = f (x).

Như vậy f là hàm số liên tục trên [0; 1]. Giả sử a, b là hai số thuộc đoạn [0; 1] sao cho
f (a) = f (b). Khi đó P(a, b) ⇒ (a− b)2 ≤ 0 ⇒ a = b, suy ra f là đơn ánh. Kết hợp với
f liên tục suy ra f đơn điệu thực sự. Nhận xét rằng nếu f (x) thỏa (1) thì f (x) + c và
− f (x) + c cũng thỏa (1), do đó có thể giả sử f (0) = 0 và f là hàm đơn điệu tăng.

P(1, 0)⇒ 1 ≤ | f (1)| ≤ 1⇒ | f (1)| = 1⇒ f (1) = 1 (do f tăng và 0 < 1).

Do hàm số f đồng biến nên với 0 ≤ x ≤ 1, ta có f (0) ≤ f (x) ≤ f (1). Suy ra

f (x) ∈ [0; 1], ∀x ∈ [0; 1] .

Ta có

P(x, 0)⇒ | f (x)| ≤ |x| ⇒ f (x) ≤ x, ∀x ∈ [0; 1]. (2)
P(x, 1)⇒ 1− f (x) ≤ 1− x ⇒ f (x) ≥ x, ∀x ∈ [0; 1]. (3)

Từ (2) và (3) suy ra f (x) = x, ∀x ∈ [0; 1]. Như vậy

f (x) = x + c, ∀x ∈ [0; 1] ; f (x) = −x + b, ∀x ∈ [0; 1]
(
b, c là hằng số

)
.

Thử lại thấy thỏa mãn.
Lưu ý.

� Nhận xét "nếu f (x) thỏa mãn (1) thì f (x) + c và − f (x) + c cũng thỏa (1), do đó có
thể giả sử f (0) = 0 và f là hàm đơn điệu tăng" đã làm cho bài toán trở nên ngắn
gọn và dễ dàng hơn rất nhiều. Đây là một kỹ thuật mà bạn đọc phải hết sức lưu ý
để tận dụng vào những tình huống có thể. Kỹ thuật này còn xuất hiện ở bài toán ??
ở trang ??, bài toán ?? ở trang ??.

� Từ kết quả lời giải 1 thấy rằng ta không thể tính được f (0), do đó có thể vận dụng
một kỹ thuật đã được trình bày ở bài toán ?? ở trang ??, bài toán ?? ở trang ??, bài
toán ?? ở trang ?? để đưa ra lời giải 2 như sau:

MỤC LỤC



37 | Nguyễn Tài Chung - GV THPT Chuyên Hùng Vương Gia Lai

Lời giải 2. Xét hàm số g : [0; 1]→ R như sau:

g(x) = f (x)− f (0), ∀x ∈ [0; 1].

Khi đó g(0) = 0. Thay vào (1), ta được:

|x− y|2 ≤ |g(x)− g(y)| ≤ |x− y| , ∀x, y ∈ [0; 1]. (4)

Từ (4) cho y = 0, ta được:
x2 ≤ |g(x)| ≤ x, ∀x ∈ [0; 1].

Nói riêng, ta có |g(1)| = 1 và −x ≤ g(x) ≤ x, ∀x ∈ [0; 1]. (5)
Thay y = 1 vào (4), ta được:

(1− x)2 ≤ |g(1)− g(x)| ≤ 1− x, ∀x ∈ [0; 1]. (6)

� Trường hợp 1: g(1) = 1. Khi đó (6) trở thành:

(1− x)2 ≤ 1− g(x) ≤ 1− x, ∀x ∈ [0; 1]

⇔x2 − 2x ≤ −g(x) ≤ −x, ∀x ∈ [0; 1]

⇔x ≤ g(x) ≤ 2x− x2, ∀x ∈ [0; 1]. (7)

Từ (7) và (5) suy ra:

x ≤ g(x) ≤ x, ∀x ∈ [0; 1]
⇔g(x) = x, ∀x ∈ [0; 1].

Như vậy f (x) = x + a, ∀x ∈ [0; 1] (a là hằng số tùy ý). Thử lại thấy thỏa mãn.

� Trường hợp 2: g(1) = −1. Khi đó (6) trở thành:

(1− x)2 ≤ 1 + g(x) ≤ 1− x, ∀x ∈ [0; 1]

⇔x2 − 2x ≤ g(x) ≤ −x, ∀x ∈ [0; 1]. (8)

Từ (8) và (5) suy ra:

− x ≤ g(x) ≤ −x, ∀x ∈ [0; 1]
⇔g(x) = −x, ∀x ∈ [0; 1].

Như vậy f (x) = −x + a, ∀x ∈ [0; 1] (a là hằng số tùy ý). Thử lại thấy thỏa mãn.

Như vậy

f (x) = x + c, ∀x ∈ [0; 1] ; f (x) = −x + b, ∀x ∈ [0; 1]
(
b, c là hằng số

)
.

11.

1 Giả sử tồn tại hàm số f : N −→N thỏa mãn

f ( f (n)) = n + 1987, ∀n ∈N.

Theo giả thiết ta có

f ( f (n)) = n + 1987, ∀n ∈N
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⇒ f (n + 1987) = f ( f ( f (n))) = f (n) + 1987, ∀n ∈N.

Vậy f (n + 1987) = f (n) + 1987, ∀n ∈N. Từ đây, bằng qui nạp, chứng minh được

f (n + 1987k) = f (n) + 1987k, ∀n, k ∈N. (1)

Như vậy, f hoàn toàn xác định nếu biết f (k) với k ∈ S = {0, 1, . . . , 1986}. Với a ∈ S, đặt

f (a) = 1987k + b (với b ∈ S và k ∈N). (2)

Khi đó, từ đẳng thức ở giả thiết, ta suy ra

a + 1987 = f ( f (a)) = f (b + 1987k) = f (b) + 1987k.

Suy ra a = f (b) + 1987(k− 1). Nhưng do a ∈ S nên k ∈ {0, 1}. Do đó từ (2) ta có

f (a) ≤ 1987 + 1986, ∀a ∈ S. (3)

Do (3) nên ta xét hai tập hợp sau:

A = {n ∈ S : 0 ≤ f (n) ≤ 1986} ,
B = {n ∈ S : 1987 ≤ f (n) ≤ 1986 + 1987} .

Khi đó A∩ B = ∅, S = A∪ B. Như thế |S| = |A|+ |B|, ở đây |X| chỉ số phần tử của tập
hợp X. Do |S| = 1987 là số lẻ nên |A| và |B| có tính chẵn, lẻ khác nhau. Xét thu hẹp của
f trên A, tức là xét f (n) với n ∈ A. Nếu n ∈ A thì

0 ≤ f (n) ≤ 1986⇒ f (n) ∈ S, (4)

mặt khác, do 0 ≤ n ≤ 1986 nên

1987 ≤ n + 1987 = f ( f (n))
do (3)
≤

do (4)
1986 + 1987⇒ f (n) ∈ B.

Vậy f
∣∣∣

A
: A→ B. Dễ chứng minh f là đơn ánh nên dĩ nhiên f

∣∣∣
A

là đơn ánh. Ta sẽ chứng

minh f
∣∣∣

A
là toàn ánh. Lấy x ∈ B tùy ý, khi đó{

0 ≤ x ≤ 1986
1987 ≤ f (x) ≤ 1986 + 1987 ⇒ 0 ≤ f (x)− 1987 ≤ 1986,

suy ra f (x)− 1987 ∈ S. Lấy số nguyên m ≥ 1987, sử dụng (1) ta được

f (m) = f (m− 1987) + 1987. (5)

Lại để ý rằng f (x) ≥ 1987 nên theo (5) thì

f ( f (x)) = f ( f (x)− 1987) + 1987. (6)

Nhưng f ( f (x)) = x + 1987 nên (6) trở thành x = f ( f (x)− 1987). (7)
Đặt y = f (x)− 1987. Do x ∈ B nên kết hợp với (7) ta được

0 ≤ x = f ( f (x)− 1987) ≤ 1986.

Như thế y ∈ A. Như vậy, với mọi x ∈ B, tồn tại y ∈ A sao cho f (y) = x, tức là f
∣∣∣

A

là toàn ánh. Từ các kết quả trên ta được f
∣∣∣

A
là một song ánh từ A lên B, điều này mâu

thuẫn với việc |A| và |B| có tính chẵn, lẻ khác nhau. Vậy ta có điều phải chứng minh.
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2 Giả sử tồn tại hàm số tăng nghiêm ngặt f : N∗ →N∗ thỏa mãn

f ( f (n)) = n + 1994, ∀n ∈N∗. (1)

Do f : N∗ →N∗ là hàm số tăng nghiêm ngặt nên

f (n + 1) > f (n)⇒ f (n + 1) ≥ f (n) + 1, ∀n = 1, 2, . . . (2)

Sử dụng (1) và (2) ta được

n + 1995 = f
(

f (n + 1)
)
≥ f

(
f (n) + 1

)
≥ f

(
f (n)

)
+ 1

= n + 1995, ∀n = 1, 2, . . .

Do đó f (n + 1) = f (n) + 1, ∀n ∈N∗. Như vậy

f (2) = f (1) + 1
f (3) = f (2) + 1

. . .
f (n) = f (n− 1) + 1.

Cộng theo vế ta được

f (n) = f (1) + (n− 1)⇒ f (n) = n + f (1)− 1, ∀n = 1, 2, . . . (3)

Từ (3) lấy n = f (1), ta được

f ( f (1)) = 2 f (1)− 1⇔ 1995 = 2 f (1)− 1⇔ f (1) = 998. (4)

Từ (3) và (4) ta thu được f (n) = n + 997, ∀n = 1, 2, . . . Thử lại thấy thỏa mãn. Vậy có
duy nhất hàm số thỏa mãn yêu cầu đề bài là

f (n) = n + 997, ∀n = 1, 2, . . .

3 Giả sử tồn tại hàm số f : N→N thỏa mãn

f ( f (n)) = n + b, ∀n ∈N. (1)

Giả sử n1 và n2 là các số tự nhiên sao cho f (n1) = f (n2), khi đó

b + n1 = f ( f (n1)) = f ( f (n2)) = n2 + b⇒ n1 = n2,

suy ra f là đơn ánh. Với m là số tự nhiên, đặt f (m) = n, khi đó

f ( f (m)) = f (n)⇒ m + b = f (n)⇒ f (m + b) = f ( f (n)) = n + b.

Nghĩa là f (m + b) = f (m) + b, ∀m ∈ N. Với mỗi số tự nhiên m cố định, bằng quy nạp
theo số tự nhiên k, ta chứng minh rằng

f (m + kb) = f (m) + kb. (2)

Dễ thấy (2) đúng khi k = 0 và đúng khi k = 1. Giả sử (2) đúng tới k (k ∈N∗), khi đó

f (m + (k + 1)b) = f (m + kb + b) = f (m + kb) + b
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= f (m) + kb + b = f (m) + (k + 1)b,

nghĩa là (2) cũng đúng với k + 1. Vậy (2) đúng với mọi số tự nhiên k. Với mỗi số m ∈N

luôn viết được duy nhất dưới dạng

m = r + kb (0 ≤ r ≤ b− 1, k ∈N) .

Ta có f (m) = f (r + kb)
(2)
= f (r) + kb. Điều này chứng tỏ tất cả các giá trị của hàm số đều

được tính theo các giá trị f (r) (có đúng b giá trị như vậy ứng với r = 0, 1, 2, . . . , b− 1).

� Xét tập hợp G = {0, 1, 2, . . . , b− 1} . Tập G có đúng b phần tử. Ta quan tâm đến
giá trị của hàm số tại mỗi r ∈ G. Với r ∈ G, khi đó lấy f (r) chia cho b, ta được
f (r) = s + kb với k ∈N, s ∈ G và s duy nhất. Ta có

f (r) = s + kb⇒ f ( f (r)) = f (s + kb)
(2)
= f (s) + kb

⇒ r + b = f (s) + kb. (3)

Ta có nhận xét rằng với k ≥ 2 thì

r
(3)
= f (s) + (k− 1)b ≥ f (s) + b (vô lí).

Vậy có hai khả năng:

• Khả năng 1: k = 0, khi đó f (r) = s, f (s) = r + b.
• Khả năng 2: k = 1, khi đó f (r) = s + b, f (s) = r

Rõ ràng trong cả hai trường hợp thì f (r) 6= f (s), suy ra r 6= s (do f là đơn ánh). Từ
đây cho phép ta khẳng định là tập G được chia thành các cặp (r, s) với{

f (r) = s
f (s) = r + b hoặc

{
f (r) = s + b
f (s) = r.

Điều này chỉ có thể xảy ra khi số phần tử của G là chẵn, hay nói cách khác b phải là
số chẵn.

� Phần còn lại của lời giải là tìm cách xây dựng tất cả các hàm số f thỏa mãn điều
kiện bài toán trong trường hợp b chẵn (b = 2h, h ∈ N∗). Theo cách chứng minh
trên, chỉ cần xác định các giá trị của hàm số tại 0, 1, 2,. . ., b− 1. Ta chia tập G thành
h cặp số tùy ý

(a1, b1) , (a2, b2) , . . . , (ah, bh)

và xác định các giá trị của hàm f trên G như sau:

f (ai) = bi, f (bi) = ai + b (i = 1, 2, . . . , h) .

Còn với n ∈N bất kì, giả sử n = a + bk (a, b ∈ G), ta định nghĩa

f (n) = f (a) + bk (giống như (2)) (2’)

Ta chứng minh rằng hàm số f thỏa mãn điều kiện bài toán. Giả sử n ∈ N, khi đó
tồn tại duy nhất r, k sao cho

n = r + kb
(
r ∈ G, k ∈N

)
.
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• Nếu r = ai thì f (n) = f (ai + kb)
(2′)
= f (ai) + kb = bi + kb và vì vậy

f ( f (n)) = f (bi + kb)
(2′)
= f (bi) + kb = ai + b + kb

= (ai + kb) + b
= n + b.

• Nếu r = bi thì f (n) = f (bi + kb)
(2′)
= f (bi) + kb = ai + b + kb và

f ( f (n)) = f (ai + (k + 1)b)
(2′)
= f (ai) + (k + 1)b = bi + (k + 1)b

= (bi + kb) + b
= n + b.

Như vậy tất cả các hàm số f được xây dựng như trên thỏa mãn yêu cầu bài toán.

Kết luận: Điều kiện cần và đủ để tồn tại hàm số f : N→N thỏa mãn

f ( f (n)) = n + b, ∀n ∈N.

là b là số nguyên dương chẵn.
Lưu ý. Từ lời giải trên ta dễ thấy rằng, khi b = 2h là số nguyên dương chẵn thì số hàm
số thỏa mãn yêu cầu đề bài đúng bằng số cặp

(a1, b1) , (a2, b2) , . . . , (ah, bh) ,

tức là bằng
b!(
b
2

)
!
.

12.

1 Giả sử tồn tại hàm số f : N∗ →N∗ thỏa mãn

f (mn) + f (m + n) = f (m) f (n) + 1, ∀m, n ∈N∗. (1)

Kí hiệu P(u, v) chỉ việc thay m bởi u và thay n bởi v vào (1). Thực hiện P(1, n), ta được

f (n) + f (n + 1) = f (1) f (n) + 1, ∀n ∈N∗

⇒ f (n + 1) = [ f (1)− 1] f (n) + 1, ∀n ∈N∗. (*)

Nếu f (1) = 1 thì từ (*) suy ra f (n) = 1, ∀n ∈ N∗. Thử lại thấy thỏa mãn. Tiếp theo giả
sử f (1) ≥ 2. Đặt x = f (1), y = f (2), z = f (3), t = f (4).

P(1, 1)⇒ x + y = x2 + 1 (2)
P(1, 2)⇒ y + z = xy + 1 (3)
P(1, 3)⇒ z + t = xz + 1 (4)

P(2, 2)⇒ 2t = y2 + 1. (5)

Thay (4) vào (5) ta được 2z + y2 + 1 = 2xz + 2 ⇔ z =
y2 − 1

2(x− 1)
. Từ đây kết hợp với (2)

và (3) ta được

x2 − x + 1 +
(x2 − x + 1)2 − 1

2(x− 1)
= x(x2 − x + 1) + 1
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⇔x2 − x +
(x2 − x + 1)2 − 1

2(x− 1)
= x3 − x2 + x

⇒2x3 − 4x2 + 2x + (x2 − x + 1)2 − 1 = 2(x4 − 2x3 + 2x2 − x)

⇒6x3 − 8x2 + 4x + (x2 − x + 1)2 − 1 = 2x4

⇒6x3 − 8x2 + 4x + x4 + x2 − 2x3 − 2x + 2x2 = 2x4

⇒x4 − 4x3 + 5x2 − 2x = 0

⇒x(x− 1)2(x− 2) = 0⇒ x = 2 (do x = f (1) ≥ 2).

Thay f (1) = 2 vào (*) ta được:

f (n + 1) = f (n) + 1, ∀n ∈N∗

⇒ f (n) = f (1) + (n− 1) = n + 1, ∀n ∈N∗.

Thử lại thấy thỏa mãn.
Kết luận : Các hàm số thỏa mãn yêu cầu đề bài là

f (n) = 1, ∀n ∈N∗ và f (n) = n + 1, ∀n ∈N∗.

2 Giả sử tồn tại hàm số f : Z→ Z thỏa mãn

f (m + n) + f (mn) = f (m) f (n) + 1, ∀m, n ∈ Z. (1)

Trong (1) cho m = n = 0 ta được 2 f (0) = f 2(0) + 1 ⇔ f (0) = 1. Trong (1) cho m = 1,

n = −1 ta được 1 + f (−1) = f (1) f (−1) + 1⇔
[

f (−1) = 0
f (1) = 1.

• Trường hợp f (1) = 1. Trong (1) cho n = 1 ta được

f (m + 1) + f (m) = f (m) + 1, ∀m ∈ Z.

Hay f (m + 1) = 1, ∀m ∈ Z, nghĩa là f (m) = 1, ∀m ∈ Z. Thử lại đúng.
• Trường hợp f (−1) = 0. Trong (1) cho n = −1 ta được

f (m− 1) + f (−m) = 1, ∀m ∈ Z. (2)

Trong (1) cho n = 1 và đặt a = f (1) ta được

f (m + 1) + f (m) = a f (m) + 1, ∀m ∈ Z. (3)

◦ Trường hợp a 6= 2. Có thể giả sử a 6= 1 vì nếu a = 1, dẫn tới f (1) = 1, trường hợp này
đã xét ở trên. Khi đó

(3)⇔ f (m + 1)− 1
2− a

= (a− 1)
[

f (m)− 1
2− a

]
, ∀m ∈ Z.

⇔ f (n)− 1
2− a

= (a− 1)
[

f (n− 1)− 1
2− a

]
, ∀n ∈ Z

⇒ f (n)− 1
2− a

= (a− 1)n+1
[

f (−1)− 1
2− a

]
, ∀n ∈ Z

⇒ f (n) =
1− (a− 1)n+1

2− a
, ∀n ∈ Z. (4)
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Đặt b = a− 1⇒ b ∈ Z\ {0, 1}, f (n) =
1− bn+1

1− b
, ∀n ∈ Z. Thay vào (2) được

1− bm

1− b
+

1− b−m+1

1− b
= 1, ∀m ∈ Z

⇔1− bm + 1− b−m+1 = 1− b, ∀m ∈ Z

⇔bm + b−m+1 = 1 + b, ∀m ∈ Z. (5)

Từ (5) cho m = 2 ta được b2 +
1
b
= 1 + b ⇔ (b− 1)2(b + 1) = 0 ⇔ b = −1 (do b 6= 1).

Từ đó f (n) =
1− (−1)n+1

2
, ∀n ∈ Z hay f (n) =

{
0 khi n lẻ
1 khi n chẵn.

Thử lại thấy thỏa mãn.
◦ Trường hợp a = 2 hay f (1) = 2. Trong (1) cho n = 1 ta được

f (m + 1) = f (m) + 1, ∀m ∈ Z. (6)

Từ f (1) = 2 và (6), sử dụng quy nạp ta được f (n) = n + 1, ∀n ∈ Z.
Thử lại thấy thỏa mãn.
Các hàm số thỏa mãn yêu cầu đề bài là:

f (n) ≡ 1, f (n) ≡ 1− (−1)n+1

2
, f (n) ≡ n + 1.

3 Giả sử tồn tại hàm số f : Z→ Z thoả mãn

f (m + n) + f (m) f (n) = f (mn + 1) , ∀m, n ∈ Z. (1)

Dễ thấy, nếu f là hàm hằng thì f (n) = 0, ∀n ∈ Z. Giả sử f không phải là hàm hằng. Từ
(1) cho n = 0 ta được

f (m) (1 + f (0)) = f (1), ∀m ∈ Z.

Từ đây suy ra nếu 1 + f (0) 6= 0 thì f là hàm hằng, ta gặp mâu thuẫn.
Vậy f (0) = −1, và lúc này f (1) = 0. (2)
Thay n = −1 và (1) ta được

f (m− 1) + f (m) f (−1) = f (−m + 1), ∀m ∈ Z. (3)

Từ (3) cho m = 2 ta được f (−1) ( f (2)− 1) = 0. Chỉ có hai trường hợp sau có thể xảy ra:
f (−1) = 0, f (−1) 6= 0.

(a) Trường hợp 1: f (−1) = 0. Lúc này từ (3) ta có

f (m− 1) = f (−m + 1), ∀m ∈ Z

⇔ f (−n) = f (n), ∀n ∈ Z

hay f là hàm chẵn trên Z. Từ (1) cho n = 2 ta được

f (m + 2) + f (m) f (2) = f (2m + 1) , ∀m ∈ Z. (4)

Từ (1) cho n = −2 và sử dụng tính chẵn của hàm f ta được

f (m− 2) + f (m) f (2) = f (2m− 1) , ∀m ∈ Z. (5)
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Từ (5) thay m bởi m + 1 ta được

f (m− 1) + f (m + 1) f (2) = f (2m + 1) , ∀m ∈ Z. (6)

Kết hợp (4) và (6) ta được

f (m + 2) + f (m) f (2) = f (m− 1) + f (m + 1) f (2), ∀m ∈ Z. (7)

Từ (7) ta thu được phương trình sai phân tuyến tính cấp 3, với phương trình đặc
trưng

λ2 − f (2)λ2 + f (2)λ− 1 = 0⇔ (λ− 1)
[
λ2 + (1− f (2)) λ + 1

]
= 0.

Ta có ∆ = (1− f (2))2 − 4 = ( f (2) + 1) ( f (2)− 3) .

� Trường hợp ∆ > 0 hay f (2) /∈ Z\ {−1; 0; 1; 2; 3}. Khi đó phương trình

λ2 + (1− f (2)) λ + 1 = 0

có hai nghiệm thực phân biệt α, β. Theo Viet, ta có

α + β = f (2)− 1, αβ = 1.

Ta có
f (m) = A + Bαm + Cβm (

A, B, C là hằng số
)

. (8)

Từ (8), sử dụng f (−1) = 0 và (2) (tức là f (0) = −1, f (1) = 0) ta được
A + B + C = −1
A + αB + βC = 0

A +
B
α
+

C
β
= 0

⇔


A + B + C = −1
(α− 1)B + (β− 1)C = 1(

1
α
− 1
)

B +

(
1
β
− 1
)

C = 1

⇔


A + B + C = −1 (1i)
(α− 1)B + (β− 1)C = 1 (2i)
β(α− 1)B + α(β− 1)C = −αβ. (3i)

Từ (2i), ta có (α− 1)B = 1− (β− 1)C, thay vào (3i) ta được

β [1− (β− 1)C] + α(β− 1)C = −αβ

⇔β− β(β− 1)C + α(β− 1)C = −1
⇔ [(β− α)(β− 1)]C = β + 1

⇔C =
β + 1

(β− α)(β− 1)
.

Từ đây kết hợp với (2i) ta được

(α− 1)B = 1− (β− 1)C = 1− β + 1
β− α

=
−α− 1
β− α

.

Do đó B = − α + 1
(α− 1)(β− α)

. Để ý rằng

α + 1
α− 1

=

1
β
+ 1

1
β
− 1

= −β + 1
β− 1

,
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từ đó B = C =
β + 1

(β− 1)(β− α)
. Thay vào (1i) ta được

A = −1− 2β + 2
(β− 1)(β− α)

.

Tóm lại:

B = C =
β + 1

(β− 1)(β− α)
, A = −1− 2β + 2

(β− 1)(β− α)
. (9)

Từ (4) và (5) ta thu được

f (m + 2)− f (m− 2) = f (2m + 1)− f (2m− 1), ∀m ∈ Z. (10)

Từ (8), (9), (10), ta thu được

αm+2 + βm+2 −
(

αm−2 + βm−2
)
= α2m+1 + β2m+1 −

(
α2m−1 + β2m−1

)
⇒αm

(
α2 − 1

α2

)
+ βm

(
β2 − 1

β2

)
= α2m

(
α− 1

α

)
+ β2m

(
β− 1

β

)
.

Mà αβ = 1 nên

α− 1
α
= −

(
β− 1

β

)
, α2 − 1

α2 = −
(

β2 − 1
β2

)
.

Do đó

(αm − βm)

(
α2 − 1

α2

)
=
(

α2m − β2m
)(

α− 1
α

)
⇒α +

1
α
= (αm + βm)

⇒αm + βm = α + β.

Từ đây lấy m = 2, ta được

α2 + β2 = α + β⇔ (α + β)2 − 2αβ = α + β

⇔(α + β)2 − (α + β)− 2 = 0⇔
[

α + β = −1
α + β = 2.

Nếu α + β = 2 thì f (2) = 3, mâu thuẫn với f (2) /∈ Z\ {−1; 0; 1; 2; 3}.
Nếu α + β = −1 thì f (2) = 0, cũng mâu thuẫn với f (2) /∈ Z\ {−1; 0; 1; 2; 3}.
Vậy trường hợp f (2) ∈ Z\ {−1; 0; 1; 2; 3} không thể xảy ra.

� Trường hợp f (2) = 0. Lúc này (7) trở thành

f (m + 2) = f (m− 1), ∀m ∈ Z

⇔ f (m) = f (m + 3), ∀m ∈ Z.

Như vậy ta đã có các kết quả:

f (−1) = 0, f (0) = −1, f (1) = 0, f (2) = 0;
f (−n) = f (n), ∀n ∈ Z.
f (m) = f (m + 3), ∀m ∈ Z.

Từ đây, bằng quy nạp ta dễ dàng chứng minh được

f (3m) = −1, f (3m + 1) = 0, f (3m + 2) = 0, ∀m ∈ Z.
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� Trường hợp f (2) = −1. Sử dụng (4) và (5) ta có

f (m + 2)− f (m) = f (2m + 1), ∀m ∈ Z (11)
f (m− 2)− f (m) = f (2m− 1), ∀m ∈ Z (12)

Trong (12) thay m bởi m + 2 ta được

f (m)− f (m + 2) = f (2m + 3), ∀m ∈ Z. (13)

Từ (13) và (11) ta có

f (2m + 1) = − f (2m + 3), ∀m ∈ Z. (14)

Để ý rằng f (−1) = 0 nên từ (14) suy ra f (2m + 1) = 0, ∀m ∈ Z.
Do đó (11) trở thành f (m) = f (m + 2), ∀m ∈ Z.
Để ý rằng f (0) = −1 nên f (2m) = −1, ∀m ∈ Z.
Vậy trường hợp này, ta thu được kết quả

f (2m + 1) = 0, f (2m) = −1, ∀m ∈ Z.

� Trường hợp: f (2) = 3. Chú ý rằng ta đang có f (0) = −1, f (1) = 0. Từ (7) ta có

f (m + 2) + 3 f (m) = f (m− 1) + 3 f (m + 1), ∀m ∈ Z

⇔ f (m + 2) = 3 f (m + 1)− 3 f (m) + f (m− 1), ∀m ∈ Z. (15)

Từ (15) cho m = 1 ta được

f (3) = 3 f (2)− 3 f (1) + f (0) = 9− 1 = 32 − 1.

Vậy ta có (15) và f (0) = −1, f (1) = 0, f (2) = 3, f (3) = 32 − 1 nên quy nạp ta
được

f (n) = n2 − 1, ∀n ∈N.

Kết hợp với tính chẵn của hàm f ta được

f (n) = n2 − 1, ∀n ∈ Z.

� Trường hợp f (2) = 1. Sử dụng (4) và (5) ta có

f (m + 2) + f (m) = f (2m + 1), ∀m ∈ Z (16)
f (m− 2) + f (m) = f (2m− 1), ∀m ∈ Z (17)

Trong (17) thay m bởi m + 2 ta được

f (m) + f (m + 2) = f (2m + 3), ∀m ∈ Z. (18)

Từ (18) và (16) ta có

f (2m + 1) = f (2m + 3), ∀m ∈ Z. (19)

Để ý rằng f (−1) = 0 nên từ (19) suy ra f (2m + 1) = 0, ∀m ∈ Z.
Do đó (16) trở thành f (m) = − f (m + 2), ∀m ∈ Z.
Để ý rằng f (0) = −1 nên f (2m) = (−1)m+1, ∀m ∈ Z.
Vậy trường hợp này, ta thu được kết quả

f (2m + 1) = 0, f (2m) = (−1)m+1, ∀m ∈ Z.
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� Trường hợp: f (2) = 2. Khi đó

λ2 − λ + 1 = 0⇔ λ =
1
2
±
√

3
2

.

Vậy f (n) = a + b cos
nπ

3
+ c sin

nπ

3
, với a, b, c là hằng số. Chú ý rằng ta đang có

f (0) = −1, f (1) = 0, f (2) = 2 nên
A + B = −1

2A + B +
√

3C = 0

2A− B +
√

3C = 4

⇔


A = 1
B = −2
C = 0.

Vậy f (n) = 1− 2 cos
nπ

3
, ∀n ∈N. Kết hợp với tính chẵn của hàm số f ta được

f (n) = 1− 2 cos
nπ

3
, ∀n ∈ Z.

(b) Trường hợp 2: f (−1) 6= 0. Khi đó f (2) = 1. Từ (1) cho m = n = −1 ta được

f (−2) + f (−1)2 = f (2) = 1. (20)

Từ (1) cho m = 2, n = −2 ta được

−1 + f (−2) = f (−3). (21)

Trong (1) m bởi m + 1, thay n bởi m− 1 ta được

f (2m) + f (m− 1) f (m + 1) = f (m2).

Trong (1) n bởi m ta được

f (2m) + f (m)2 = f (m2 + 1).

Do đó
f (m2 + 1)− f (m2) = f (m)2 − f (m− 1) f (m + 1). (22)

Trong (22) thay m bởi −m ta được

f (m2 + 1)− f (m2) = f (−m)2 − f (−m− 1) f (−m + 1).

Từ đây kết hợp với (22) ta được

f (−m)2 − f (−m− 1) f (−m + 1) = f (m)2 − f (m− 1) f (m + 1). (23)

Thay m = 2 vào (23) rồi kết hợp với (21) và (2) ta được

f (−2)2 + [1− f (−2)] f (−1) = 1− f (1) f (3)

⇔ f (−2)2 − f (−1) f (−2) + f (−1)− 1 = 0
⇔[ f (−2)− 1][ f (−2)− f (−1) + 1] = 0.

Chỉ có hai trường hợp sau có thể xảy ra:
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� Trường hợp f (−2) = 1. Thay vào (20) ta được f (−1) = 0, mâu thuẫn với
trường hợp ta đang xét.

� Trường hợp f (−2) 6= 1. Khi đó f (−2) = f (−1)− 1.
Thay vào (20) ta được f (−1) = 1 hoặc f (−1) = −2.
• Nếu f (−1) = −2 thì f (−2) = −3. Thay n = −2 vào (1) ta được

f (m− 2)− 3 f (m) = f (−2m + 1). (24)

Thay n = −1 vào (1) ta được

f (m− 1)− 2 f (m) = f (−m + 1). (25)

Thay m bởi 2m vào (25) ta được

f (2m− 1)− 2 f (2m) = f (−2m + 1) (26)
⇒ f (2m− 1)− 2 f (2m) = f (m− 2)− 3 f (m). (27)

Theo (1) ta có

f (m + 1) + f (2) f (m− 1) = f (2m− 1).

Do đó kết hợp với (27) ta được

2 f (2m) = f (m + 1) + 3 f (m) + f (m− 1)− f (m− 2). (28)

Quy nạp ta được
f (m) = m− 1, ∀m ∈ Z.

• Nếu f (−1) 6= −2 thì f (−1) = 1. Khi đó f (−2) = 0. Lại quy nạp ta được

f (3m) = −1, f (3m + 1) = 0, f (3m + 2) = 1, ∀m ∈ Z.

Sau khi thử lại, ta được các hàm số thỏa mãn yêu cầu đề bài là:

f (m) = 0, ∀m ∈ Z;
f (m) = m− 1, ∀m ∈ Z;

f (m) = m2 − 1, ∀m ∈ Z;
f (3m) = −1, f (3m + 1) = 0, f (3m + 2) = 0, ∀m ∈ Z;
f (2m + 1) = 0, f (2m) = −1, ∀m ∈ Z;

f (2m + 1) = 0, f (2m) = (−1)m+1, ∀m ∈ Z;

f (m) = 1− 2 cos
mπ

3
, ∀m ∈ Z;

f (3m) = −1, f (3m + 1) = 0, f (3m + 2) = 1, ∀m ∈ Z.
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