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§3 Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng 

AA..    bbµµii  ggii¶¶nngg 

1. ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng  

§Þnh lý 1: Trong kh«ng gian Oxyz, ®êng th¼ng (d) ®i qua ®iÓm M0(x0; y0; z0) vµ cã vtcp 
a


(a1; a2; a3) cã ph¬ng tr×nh: 

(d): 
0 1

0 2

0 3

x x a t

y y a t

z z a t

= +
 = +
 = +

, t ∈  .     (1) 

VËy, ta ®îc: 

(d): 
0 0 0 0

1 2 3

Qua M (x ;y ;z )

vtcpa(a ;a ;a )





  ⇔ (d): 
0 1

0 2

0 3

x x a t

y y a t

z z a t

= +
 = +
 = +

, t ∈  . 

Ph¬ng tr×nh (1) víi ®iÒu kiÖn 2
1a  + 2

2a  + 2
3a  > 0 ®îc gäi lµ ph¬ng tr×nh tham 

sè cña ®êng th¼ng. 

Ho¹t ®éng Chøng minh kÕt qu¶ trªn. 

ThÝ dô 1: Trong kh«ng gian Oxyz, viÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d), biÕt: 

a. (d) ®i qua ®iÓm A(1; 2; 3) vµ cã vtcp a


(2; −1; 0). 

b. (d) ®i qua hai ®iÓm A(2; 1; −3) vµ B(3; −1; 5). 

 Gi¶i 
a. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch: 

C¸ch 1 (Sö dông c«ng thøc): §êng th¼ng (d) ®îc cho bëi: 

(d): 
Qua A(1;2;3)

vtcp a(2; 1; 0)




−
  ⇔ (d): 

x 1 2t

y 2 t

z 3

= +
 = −
 =

, t ∈  . 

C¸ch 2 (Sö dông ph¬ng ph¸p quÜ tÝch): §iÓm M(x; y; z) ∈ (d) khi: 

AM // a
 

 ⇔ AM ta=
 

 ⇔ 

x 1 2t

y 2 t

z 3 0

− =
 − = −
 − =

 ⇔ 

x 1 2t

y 2 t

z 3

= +
 = −
 =

, t ∈  . 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (d) cÇn t×m. 

 Chó ý:  Lêi gi¶i trong c¸ch 2 chÝnh lµ ý tëng ®Ó chøng minh ®Þnh lÝ trªn. 
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b. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch: 

C¸ch 1 (Sö dông c«ng thøc): §êng th¼ng (d) ®îc cho bëi: 

(d): 
Qua A(2;1; 3)

Qua B(3; 1; 5)

−
 −

 ⇔ (d): 
Qua A(2;1; 3)

vtcp AB(1; 2; 8)

−


−
  ⇔ (d): 

x 2 t

y 1 2t

z 3 8t

= +
 = −
 = − +

, t ∈  . 

C¸ch 2 (Sö dông ph¬ng ph¸p quÜ tÝch): §iÓm M(x; y; z) ∈ (d) khi: 

AM // AB
 

 ⇔ AM tAB=
 

 ⇔ 

x 2 t

y 1 2t

z 3 8t

− =
 − = −
 + =

 ⇔ 

x 2 t

y 1 2t

z 3 8t

= +
 = −
 = − +

, t ∈  . 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (d) cÇn t×m. 

Ho¹t ®éng ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d), biÕt: 

a. (d) ®i qua ®iÓm A(3; −2; −1) vµ cã vtcp a


(−3; −1; 2). 
b. (d) ®i qua hai ®iÓm A(−3; 2; 6) vµ B(5; 4; −2). 

2. ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®êng th¼ng  

Cho ®êng th¼ng (d) cã ph¬ng tr×nh tham sè cho bëi (1) suy ra: 

0

1

x x

a

−
 = 0

2

y y

a

−
 = 0

3

z z

a

−
.     (2) 

Ph¬ng tr×nh (2) víi ®iÒu kiÖn a1a2a3 ≠ 0 ®îc gäi lµ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña 
®êng th¼ng. 

VËy, ta ®îc: 

(d): 
0 0 0 0

1 2 3

Qua M (x ;y ;z )

vtcpa(a ;a ;a )





  ⇔ (d): 0

1

x x

a

−
 = 0

2

y y

a

−
 = 0

3

z z

a

−
. 

Tõ ®ã, ®êng th¼ng (d) ®i qua hai ®iÓm M1(x1; y1; z1) vµ M2(x2; y2; z2), ta cã: 

(d): 1 1 1 1

2 2 2 2

Qua M (x ;y ;z )

Qua M (x ;y ;z )





 ⇔ (d): 
1 1 1 1

1 2 2 1 2 1 2 1

Qua M (x ;y ;z )

vtcp M M (x x ;y y ;z z )




− − −
  

⇔ (d): 
1 2 1

1 2 1

1 2 1

x x (x x )t

y y (y y )t

z z (z z )t

= + −
 = + −
 = + −

, t ∈    hoÆc (d): 1

2 1

x x

x x

−
−

 = 1

2 1

y y

y y

−
−

 = 1

2 1

z z

z z

−
−

. 

ThÝ dô 2: Trong kh«ng gian Oxyz, cho hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) cã ph¬ng tr×nh: 

(P): 2x + 2y + z − 4 = 0,  (Q): 2x − y − z + 5 = 0. 
a. Chøng tá r»ng hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) c¾t nhau. Gäi (d) lµ giao tuyÕn cña 

hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q).  
b. H·y t×m täa ®é cña mét ®iÓm thuéc (d) vµ x¸c ®Þnh täa ®é cña mét vtcp cña (d). 
c. ViÕt ph¬ng tr×nh tham sè vµ chÝnh t¾c cña ®êng th¼ng (d). 



 3 

 Gi¶i 

a. Gäi Pn


, Qn


 theo thø tù lµ vtpt cña c¸c mÆt ph¼ng (P), (Q), ta cã: 

Pn


(2; 2; 1), Qn


(2; −1; −1) ⇒ Pn


 vµ Qn


 kh«ng cïng ph¬ng 

⇔ (P) ∩ (Q) = (d). 
b. §êng th¼ng (d) gåm c¸c ®iÓm M(x; y; z) tháa m·n hÖ ph¬ng tr×nh: 

2x 2y z 4 0

2x y z 5 0

+ + − =
 − − + =

 ⇒ A(0; −1; 6) ∈ (d). 

Gäi u


 lµ mét vtcp cña ®êng th¼ng (d), ta cã:  

P

Q

u n

u n

 ⊥


⊥

 

   ⇔ P Qu n , n =  
  

 = 
2 1 1 2 2 2

; ;
1 1 1 2 2 1

 
 − − − − 

 = (−1; 4; −6). 

c. Ta cã: 

(d): 
Qua A(0; 1;6)

vtcp u( 1;4; 6)

−


− −
  ⇔ (d): 

x t

y 1 4t

z 6 6t

= −
 = − +
 = −

, t ∈   

hoÆc (d): 
x y 1 z 6

1 4 6

+ −
= =

− −
. 

 Chó ý: NÕu thÝ dô trªn kh«ng cã c©u b) th× ®Ó "ViÕt ph¬ng tr×nh tham sè vµ 
chÝnh t¾c cña ®êng th¼ng (d)" ngoµi c¸ch gi¶i nh trong c) chóng ta cßn cã thÓ thùc 
hiÖn theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: Täa ®é c¸c ®iÓm thuéc ®êng th¼ng (d) tháa m·n hÖ ph¬ng tr×nh: 

2x 2y z 4 0

2x y z 5 0

+ + − =
 − − + =

 ⇒ A(0; −1; 6) ∈ (d) vµ B(−1; 3; 0) ∈ (d). 

Khi ®ã, ta ®îc: 
Qua A

(d) :
Qua B





 ⇔ 
Qua A(0; 1;6)

(d) :
vtcp AB( 1;4; 6)

−


− −
   

⇔ (d): 

x t

y 1 4t

z 6 6t

= −
 = − +
 = −

, t ∈   hoÆc (d): 
x y 1 z 6

1 4 6

+ −
= =

− −
. 

C¸ch 2: Täa ®é c¸c ®iÓm thuéc ®êng th¼ng (d) tháa m·n hÖ ph¬ng tr×nh: 
2x 2y z 4 0

2x y z 5 0

+ + − =
 − − + =

.       (I) 

Trong hÖ (I) cho x = t, ta ®îc: 
2y z 4 2t

y z 5 2t

+ = −
 + = +

 ⇔ 
y 1 4t

z 6 6t

= − −
 = +

. 
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VËy, ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (d) cã d¹ng: 

(d): 

x t

y 1 4t

z 6 6t

=
 = − −
 = +

, t ∈  .      (II) 

Tõ hÖ (II), b»ng c¸ch rót t, ta ®îc: 

x
t

1
y 1

t
4

z 6
t

6

 =


+ =
−
−

=

  ⇒ 
x y 1 z 6

1 4 6

+ −
= =

−
. 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®êng th¼ng (d). 
Ho¹t ®éng Cho hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) cã ph¬ng tr×nh: 

(P): x + 2y + 3z − 6 = 0,  (Q): 3x − y − z − 1 = 0. 
a. Chøng tá r»ng hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) c¾t nhau. 
b. Gäi (d) lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q). H·y 

t×m täa ®é cña mét ®iÓm thuéc (d) vµ x¸c ®Þnh täa ®é 
cña mét vtcp cña (d). 

c. ViÕt ph¬ng tr×nh tham sè vµ chÝnh t¾c cña ®êng 
th¼ng (d). 

ThÝ dô 3: Trong kh«ng gian Oxyz, cho bèn ®iÓm A(1; 2; 3), B(2; 2; 2), C(4; 1; 1) 
vµ D(4; 1; 4). 

a. Chøng minh r»ng A, B, C, D lµ bèn ®Ønh cña mét h×nh tø diÖn. 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh tham sè ®êng cao tø diÖn ABCD h¹ tõ D. 
c. T×m täa ®é h×nh chiÕu H cña D trªn mÆt ph¼ng (ABC). 

 Gi¶i 
a. Ta cã AB



(1; 0; −1), AC


(3; −1; −2), AD


(3; −1; 1), tõ ®ã suy ra: 

AB,AC 
 
 

 = 
0 1 1 1 1 0

; ;
1 2 2 3 3 1

 − −
 − − − − 

 = (−1; −1; −1), 

AB,AC AD 
 
  

 = (−1; −1; −1)(3; −1; 1) = −3 + 1 − 1 = −3 ≠ 0 

⇔ Ba vÐct¬ AB


, AC


 vµ AD


 kh«ng ®ång ph¼ng. 
VËy, bèn ®iÓm A, B, C, D lµ bèn ®Ønh cña mét h×nh tø diÖn. 

b. Gäi (d) lµ ®êng cao cña tø diÖn h¹ tõ D, ta cã: 

(d): 
Qua D

(d) (ABC)


 ⊥

 ⇔ (d): 
Qua D

vtcp a AB, AC


  =  

    

⇔ (d): 
Qua D(4;1;4)

vtcp a( 1; 1; 1)




− − −
  ⇔ (d): 

x 4 t

y 1 t

z 4 t

= −
 = −
 = −

, t ∈  . 



 5 

c. Gäi n


 lµ vtpt cña mÆt ph¼ng (ABC), ta cã: 

n AB

n AC

 ⊥


⊥









 ⇔ n


 = AB, AC 
 
 

 = (−1; −1; −1) chän n


(1; 1; 1). 

MÆt ph¼ng (ABC) ®îc cho bëi: 

(ABC): 
Qua A(1;2;3)

vtpt n(1;1;1)





  ⇔ (ABC): x + y + z − 6 = 0. 

Khi ®ã, h×nh chiÕu H cña D trªn mÆt ph¼ng (ABC) chÝnh lµ giao ®iÓm cña (d) víi 
(ABC), ta ®îc: 

(4 − t) + (1 − t) + (4 − t) − 6 = 0 ⇔ t = 1 ⇒ H(3; 0; 3). 
Ho¹t ®éng Cho bèn ®iÓm A(5; 3; −1), B(2; 3; −4), C(1; 2; 0), D(3; 1; −2). 

a. Chøng minh r»ng A, B, C, D lµ bèn ®Ønh cña mét h×nh 
tø diÖn. 

b. ViÕt ph¬ng tr×nh tham sè ®êng cao tø diÖn ABCD h¹ 
tõ D. 

c. T×m täa ®é h×nh chiÕu H cña D trªn mÆt ph¼ng (ABC). 
d. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu ngo¹i tiÕp tø diÖn ABCD. 

ThÝ dô 4: Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®iÓm M(1; 1; 5) vµ hai ®êng th¼ng (d1) 
vµ (d2) cã ph¬ng tr×nh: 

(d): 
x 1 t

y 2 2t

z 3 t

= +
 = +
 = +

, t ∈    vµ  (d2): 
x y 1 z 1

2 3 5

+ −
= =

−
. 

a. ViÕt ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (d3) ®i qua M vµ song song víi (d2). 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®êng th¼ng (d) ®i qua M, vu«ng gãc víi 

c¶ (d1) vµ (d2). 

 Gi¶i 

Gäi 1u


 vµ 2u


 theo thø tù lµ vtcp cña ®êng th¼ng (d1) vµ (d2), ta cã: 

1u


(1; 2; 1) vµ 2u


(−2; 3; 5). 
a. Ta cã ngay: 

(d3): 
2

Qua M(1;1;5)

vtcp u ( 2;3;5)




−
  ⇔ (d3): 

x 1 2t

y 1 3t

z 5 5t

= −
 = +
 = +

, t ∈  . 

b. Gäi u


 lµ vtcp cña ®êng th¼ng, ta cã: 

1

2

(d) (d )

(d) (d )

⊥
 ⊥

 ⇔ 1

2

u u

u u

 ⊥


⊥

 

 

 ⇒ u


 = 1 2u , u 
 
 

 = (7; −7; 7) chän u


(1; −1; 1). 

Tõ ®ã, ta cã: 

(d): 
Qua M(1;1;5)

vtcp u(1; 1;1)




−
  ⇔ (d): 

x 1 y 1 z 5

1 1 1

− − −
= =

−
. 
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Ho¹t ®éng Cho hai ®êng th¼ng: 

(d1): 
x y 1 z 6

1 2 3

− −
= =  vµ (d2): 

x 1 t

y 2 t

z 3 t

= +
 = − +
 = −

, t ∈  . 

a. ViÕt ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®êng th¼ng ®i qua 
®iÓm M(1; 2; 3), vu«ng gãc víi c¶ (d1) vµ (d2). 

b. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng song song víi Oz, c¾t c¶ 
(d1) vµ (d2). 

3. VÞ trÝ t¬ng ®èi gi÷a hai ®êng th¼ng 

Trong kh«ng gian Oxyz, cho hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) cã: 
 (d1) ®i qua ®iÓm M1(x1; y1; z1) vµ cã vtcp 1u



(a1; b1; c1), 

 (d2) ®i qua ®iÓm M2(x2; y2; z2) vµ cã vtcp 2u


(a2; b2; c2). 

Khi ®ã, xÐt ba vect¬ 1u


, 2u


 vµ 1 2M M


 ta cã kÕt qu¶: 

1. (d1) vµ (d2) ®ång ph¼ng khi vµ chØ khi ba vect¬ 1u


, 2u


 vµ 1 2M M


 ®ång ph¼ng. 
Nh vËy: 

(d1) vµ (d2) ®ång ph¼ng ⇔ [ 1u


, 2u


]. 1 2M M


  = 0. 
2. (d1) vµ (d2) c¾t nhau khi vµ chØ khi chóng ®ång ph¼ng vµ c¸c vtcp cña chóng 

kh«ng cïng ph¬ng. Nh vËy: 
(d1) vµ (d2) c¾t nhau ⇔ [ 1u



, 2u


]. 1 2M M


  = 0 vµ a1: b1: c1 ≠ a2: b2: c2. 

3. (d1) vµ (d2) song song víi nhau khi vµ chØ khi 1u


vµ 2u


 cïng ph¬ng vµ (d1), (d2) 
kh«ng cã ®iÓm chung. Nh vËy: 

(d1) // (d2)  ⇔ a1: b1: c1 = a2: b2: c2 ≠ (x2 − x1): (y2 − y1): (y2 − y1). 
4. (d1) vµ (d2) trïng nhau khi vµ chØ khi 1u



vµ 2u


 cïng ph¬ng vµ (d1), (d2) cã ®iÓm 
chung. Nh vËy: 

(d1) ≡ (d2)  ⇔ a1: b1: c1 = a2: b2: c2 = (x2 − x1): (y2 − y1): (y2 − y1). 

5. (d1) vµ (d2) chÐo nhau khi vµ chØ khi ba vect¬ 1u


, 2u


 vµ 1 2M M


 kh«ng ®ång 
ph¼ng. Nh vËy: 

(d1) vµ (d2) chÐo nhau ⇔ [ 1u


, 2u


]. 1 2M M


  ≠ 0. 

 Chó ý: NÕu biÕt ph¬ng tr×nh cña hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) th× còng cã thÓ 
xÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña chóng b»ng c¸ch gi¶i hÖ gåm c¸c ph¬ng tr×nh x¸c ®Þnh 
(d1) vµ (d2) ®Ó t×m giao ®iÓm vµ khi ®ã: 

a. NÕu hÖ cã nghiÖm duy nhÊt th× (d1) vµ (d2) c¾t nhau. 
b. NÕu hÖ cã v« sè nghiÖm th× (d1) vµ (d2) trïng nhau. 
c. NÕu hÖ v« nghiÖm th× (d1) vµ (d2) song song hoÆc chÐo nhau, song song 

nÕu hai vtcp cña chóng cïng ph¬ng, chÐo nhau nÕu hai vect¬ ®ã kh«ng 
cïng ph¬ng. 
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ThÝ dô 5: Trong kh«ng gian Oxyz, cho hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) cã ph¬ng tr×nh: 

(d1): 
x 1 t

y 2 3t

z 3 4t

= +
 = +
 = +

, t ∈  , (d2): 
x 2 y 5 z 7

1 3 4

− − −
= = . 

a. X¸c ®Þnh vÞ trÝ t¬ng ®èi cña hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2). 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng ®i qua gèc O vµ chøa ®êng th¼ng (d1). 

 Gi¶i 
a. Ta lÇn lît cã: 

 Víi (d1) cã vtcp 1u


(1; 3; 4) vµ ®iÓm M1(1; 2; 3) ∈ (d1). 

 Víi (d2) cã vtcp 2u


(1; 3; 4) vµ ®iÓm M2(2; 5; 7) ∈ (d2). 

suy ra c¸c vect¬ 1u


, 2u


 vµ 1 2M M


(1; 3; 4) cïng ph¬ng. 

VËy, hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) trïng nhau. 

b. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 

C¸ch 1: LÊy thªm ®iÓm N1(0; −1; −1) ∈ (d1). Khi ®ã, mÆt ph¼ng (P) ®i qua gèc O vµ 
chøa ®êng th¼ng (d1) t¬ng øng víi viÖc ®i qua ba ®iÓm O, M1, N1. 

Gäi n


 lµ vtpt cña mÆt ph¼ng (P), ta ®îc: 

1OM


(1; 2; 3) vµ 1ON


(0; −1; −1) ⇒ n


 = 1 1OM , ON 
 
 

 = (1; 1; −1). 

Ph¬ng tr×nh  mÆt ph¼ng (P) ®îc cho bëi: 

(P): 
qua O(0;0;0)

vtpt n(1;1; 1)


 −



 ⇔ (P): x + y − z = 0. 

C¸ch 2: LÊy thªm ®iÓm N1(0; −1; −1) ∈ (d1). Khi ®ã, mÆt ph¼ng (P) ®i qua gèc O vµ 
chøa ®êng th¼ng (d1) t¬ng øng víi viÖc ®i qua ba ®iÓm O, M1, N1. 

Gi¶ sö mÆt ph¼ng (P) cã ph¬ng tr×nh: 
(P): Ax + By + Cz + D = 0 víi A2 + B2 + C2 > 0. 

V× O, M1, N1 thuéc (P), ta ®îc: 

A 2B 3C D 0

B C D 0

D 0

+ + + =
− − + =
 =

 ⇔ 

A 2B 3C 0

B C 0

D 0

+ + =
− − =
 =

⇔ 

A C

B C

D 0

= −
 = −
 =

. 

Tõ ®ã, ta ®îc: 

(P): −Cx − Cy + Cz = 0 ⇔ (P): x + y − z = 0. 

C¸ch 3: Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng tháa m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi th× (P) sÏ cã cÆp vtcp lµ 1u


 vµ 

1OM


. Gäi n


 lµ vtpt cña mÆt ph¼ng (P), ta ®îc: 

n


 = 1 1u , OM 
 
 

 = (1; 1; −1). 
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Ph¬ng tr×nh  mÆt ph¼ng (P) ®îc cho bëi: 

(P): 
qua O(0;0;0)

vtpt n(1;1; 1)


 −



 ⇔ (P): x + y − z = 0. 

Ho¹t ®éng Cho hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) cã ph¬ng tr×nh: 

(d1): 

x t

y 1 2t

z 2 3t

=
 = +
 = +

, t ∈  , (d2): 
x 1 y 3 z 5

1 2 3

− − −
= = . 

a. X¸c ®Þnh vÞ trÝ t¬ng ®èi cña hai ®êng th¼ng (d1), (d2). 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng ®i qua gèc O vµ chøa ®êng 

th¼ng (d2). 

ThÝ dô 6: Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®êng th¼ng (d1) cã ph¬ng tr×nh: 

(d1): 
x 1 y 1 z 2

1 1 4

− − −
= =

−
, 

vµ ®êng th¼ng (d2) lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng: 

(P1): x + y − 1 = 0 vµ (P2): 4y + z + 1 = 0. 
a. Chøng tá r»ng hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) song song víi nhau. 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®êng th¼ng (d) n»m trong mÆt ph¼ng 

((d1), (d2)) vµ c¸ch ®Òu (d1), (d2). 

 Gi¶i 
a. Ta lÇn lît cã: 

 Víi (d1) cã vtcp 1u


(1; −1; 4) vµ ®iÓm M1(1; 1; 2) ∈ (d1). 

 C¸c mÆt ph¼ng (P1), (P2) theo thø tù cã vtpt 1n


(1; 1; 0), 2n


(0; 4; 1). Khi ®ã 

vtcp 2u


 cña ®êng th¼ng (d2) ®îc cho bëi: 

2 1 2u n , n =  
  

 = (1; −1; 4). 

Vµ lÊy ®iÓm M2(1; 0; −1) ∈ (d2). 

Suy ra, c¸c vect¬ 1u


, 2u


 cïng ph¬ng vµ kh«ng cïng ph¬ng víi vect¬ 

1 2M M


(0; −1; −3). 

VËy, hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) song song víi nhau. 

b. §o¹n th¼ng M1M2 cã trung ®iÓm 
1 1

M 1; ;
2 2

 
 
 

. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(d): 

1

1 1
qua M 1; ;

2 2

vtcp u (1; 1;4)

  
 
 

 −


 ⇔ (d): 

1 1
y zx 1 2 2

1 1 4

− −−
= =

−
. 
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Ho¹t ®éng Cho ®êng th¼ng (d1) cã ph¬ng tr×nh: 

(d1): 

x t

y 3 4t

z 3 3t

=
 = − −
 = − −

, t ∈  , 

vµ ®êng th¼ng (d2) lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng: 
(P1): x + y − z = 0 vµ (P2): 2z − y + 2z = 0. 

a. Chøng tá r»ng hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) song song 
víi nhau. 

b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa hai ®êng th¼ng (d1) 
vµ (d2). 

c. ViÕt ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®êng th¼ng (d) n»m 
trong mÆt ph¼ng ((d1), (d2)) vµ c¸ch ®Òu (d1), (d2). 

ThÝ dô 7: Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®êng th¼ng (d1) cã ph¬ng tr×nh: 

(d1): 
x 1 t

y t

z 2 3t

= − +
 = −
 = − +

, t ∈  , 

vµ ®êng th¼ng (d2) lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng: 
(P1): x + 2y + 3 = 0 vµ (P2): 3y − z + 10 = 0. 

a. Chøng tá r»ng hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) c¾t nhau. 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) chøa hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2). 

 Gi¶i 
Ta cã thÓ lùa chän mét trong c¸c c¸ch sau: 

C¸ch 1: Ta lÇn lît cã: 
a. Ta cã: 
 Víi (d1) cã vtcp 1u



(1; −1; 3) vµ ®iÓm M1(−1; 0; −2) ∈ (d1), 

 C¸c mÆt ph¼ng (P1), (P2) theo thø tù cã vtpt 1n


(1; 2; 0), 2n


(0; 3; −1).  

Khi ®ã vtcp 2u


 cña ®êng th¼ng (d2) ®îc cho bëi: 

2 1 2u n , n =  
  

 = (−2; 1; 3). 

Vµ lÊy ®iÓm M2(1; −2; 4) ∈ (d2). 
Suy ra c¸c vect¬ 1u



, 2u


 kh«ng cïng ph¬ng, vµ ta cã: 

1 2u , u 
 
 

. 1 2M M


 = (−6; −9; −1).(−2; 2; −6) = 0 ⇔ (d1) vµ (d2) c¾t nhau. 

b. Gäi n


 lµ vtpt cña mÆt ph¼ng (P), ta ®îc: 

n


 = 1 2u , u 
 
 

 = (−6; −9; −1) chän n


 = (6; 9; 1). 

Ph¬ng tr×nh  mÆt ph¼ng (P) ®îc cho bëi: 

(P): 1qua M ( 1;0; 2)

vtpt n(6;9;1)

− −





 ⇔ (P): 6x + 9y + z + 8 = 0. 
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C¸ch 2: Ta lÇn lît cã: 
a. XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (d1), (P1) vµ (P2): 

x 1 t

y t

z 2 3t

x 2y 3 0

3y z 10 0

= − +
 = − = − +
 + + =

− + =

⇔ 

x 1 t

y t

z 2 3t

1 t 2( t) 3 0

3( t) ( 2 3t) 10 0

= − +
 = − = − +
− + + − + =

− − − + + =

⇔ 

t 2

x 1

y 2

z 4

=
 =
 = −
 =

. 

VËy, hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) c¾t nhau t¹i ®iÓm A(1; −2; 4). 

b. LÊy c¸c ®iÓm M1(−1; 0; −2) ∈ (d1) vµ M2(−3; 0; 10) ∈ (d2). 

MÆt ph¼ng (P) sÏ cã cÆp vtcp lµ 1AM


 vµ 2AM


. Gäi n


 lµ vtpt cña mÆt ph¼ng (P), ta 
®îc: 

n


 = 1 2AM , AM 
 
 

 =  (24; 36; 4) chän n


 = (6; 9; 1). 

Ph¬ng tr×nh  mÆt ph¼ng (P) ®îc cho bëi: 

(P): 1qua M ( 1;0; 2)

vtpt n(6;9;1)

− −





 ⇔ (P): 6x + 9y + z + 8 = 0. 

Ho¹t ®éng Cho ®êng th¼ng (d1) cã ph¬ng tr×nh: 

(d1): 

x 1 t

y 2 2t

z 3

= −
 = +
 =

, t ∈  , 

vµ ®êng th¼ng (d2) lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng: 
(P1): x + y = 0 vµ (P2): 2x − y + z − 15 = 0. 

a. Chøng tá r»ng hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) c¾t nhau. 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) chøa hai ®êng th¼ng 

(d1) vµ (d2). 

ThÝ dô 8: Trong kh«ng gian Oxyz, cho hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) cã ph¬ng tr×nh: 

(d1): 

x 2t 1

y t 2

z 3t 3

= +
 = +
 = −

 vµ (d2): 

x u 2

y 3 2u

z 3u 1

= +
 = − +
 = +

, t, u ∈  . 

a. Chøng tá r»ng hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) chÐo nhau. 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) song song vµ c¸ch ®Òu c¸ch ®Òu (d1), (d2). 

 Gi¶i 

a. Ta lÇn lît cã: 

 Víi (d1) cã vtcp 1u


(2; 1; 3) vµ ®iÓm M1(1; 2; −3) ∈ (d1). 

 Víi (d2) cã vtcp 2u


(1; 2; 3) vµ ®iÓm M2(2; −3; 1) ∈ (d2). 
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suy ra c¸c vect¬ 1u


, 2u


 kh«ng cïng ph¬ng, khi ®ã: 

1 2u , u 
 
 

. 1 2M M


 = (−3; −3; 3).(1; −5; 4) = 24 ⇔ (d1) vµ (d2) chÐo nhau. 

b. §o¹n th¼ng M1M2 cã trung ®iÓm 
3 1

M ; ; 1
2 2

 − − 
 

. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(P): 
1 2

qua M

cãcÆp vtcp u vµ u





   ⇔ (P): 
1 2

qua M

vtpt n u , u ( 3; 3; 3)


  = = − −  

    

⇔ (P): 
3 1

qua M ; ; 1
2 2

vtpt n(1;1; 1)

  − −  
 

 −


 ⇔ (P): x + y − z = 0. 

Ho¹t ®éng Cho ®êng th¼ng (d1) cã ph¬ng tr×nh: 

(d1): 

x 1 t

y 2 t

z 3 t

= +
 = − +
 = −

, t ∈  , 

vµ ®êng th¼ng (d2) lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng: 
(P1): x + y − z + 5 = 0 vµ (P2): 2x − y + 1 = 0. 

a. Chøng tá r»ng hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) chÐo nhau. 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (R) song song vµ c¸ch ®Òu 

c¸ch ®Òu (d1), (d2). 
c. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) chøa ®êng th¼ng (d1) 

vµ song song víi ®êng th¼ng (d2). 
d. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) chøa ®êng th¼ng (d2) 

vµ song song víi ®êng th¼ng (d1). 

4. mét sè bµi to¸n vÒ tÝnh kho¶ng c¸ch 

Bµi to¸n 1: Cho ®iÓm M vµ ®êng th¼ng (d) cã vtcp a


 vµ ®i qua ®iÓm M0. TÝnh 
kho¶ng c¸ch h tõ ®iÓm M ®Õn ®êng th¼ng (d). 

 Gi¶i 

Gäi A lµ ®iÓm sao cho 0M A a=




. 
Khi ®ã, diÖn tÝch h×nh b×nh hµnh cã hai c¹nh lµ M0M vµ 

MA ®îc cho bëi: 

S = 0M M,a 
 
 

  = MH.M0A = h. a


 ⇔ 
0M M,a

h
a

 
 =

 


. 

 Chó ý: C¸c em häc sinh cã thÓ ghi nhí c«ng thøc trªn ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n 
liªn quan tíi kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm tíi mét ®êng th¼ng.  

M 

M0 A 

(d) 

H 
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ThÝ dô 9: Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®iÓm M(3; −1; 3) vµ ®êng th¼ng (d) cã 
ph¬ng tr×nh: 

(d): 
x 1 y 1 z 2

1 1 2

− − −
= =

−
, 

a. TÝnh kho¶ng c¸ch tõ M tíi ®êng th¼ng (d). 
b. T×m täa ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®iÓm M trªn (d). 

 Gi¶i 
a. §êng th¼ng (d) ®i qua ®iÓm M0(1; 1; 2) vµ cã vtcp a



(1; −1; 2). 
Ta cã ngay: 

d(M, (d)) = 
0M M,a

a

 
 
 


 = 

( 3; 3; 0)

(1; 1; 2)

− −
−

 = 
18

6
 = 3 . 

b. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: ChuyÓn ph¬ng tr×nh (d) vÒ d¹ng tham sè: 

(d): 

x 1 t

y 1 t

z 2 2t

= +
 = −
 = +

, t ∈  . 

Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña M lªn ®êng th¼ng (d), suy ra: 

H(1 + t; 1 − t; 2 + 2t) ⇒ MH


(t − 2; 2 − t; 2t − 1), 

MH ⊥ (d) ⇔ MH


 ⊥ a


 ⇔ MH


. a


 = 0  
⇔ 1.(t − 2) − 1.(2 − t) + 2(2t − 1) = 0 ⇔ t = 1 ⇒ H(2; 0; 4). 

C¸ch 2: Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng tho¶ m·n: 

(P): 
qua M

(P) (d)


 ⊥

 ⇔ (P): 
qua M(3; 1;3)

vtpt a(1; 1;2)

−


−
  ⇔ (P): x − y + 2z − 10 = 0. 

Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña M lªn (d), suy ra {H} = (d) ∩ (P), do ®ã to¹ ®é H 
lµ nghiÖm hÖ ph¬ng tr×nh: 

x 1 y 1 z 2

1 1 2
x y 2z 10 0

− − − = =
−

 − + − =

 ⇔ 
x y 2

2x z 0

x y 2z 10

+ =
 + =
 − + =

⇔ 

x 2

y 0

z 4

=
 =
 =

 ⇒ H(2; 0; 4). 

C¸ch 3: (Dùa vµo kÕt qu¶ c©u a): ChuyÓn ph¬ng tr×nh (d) vÒ d¹ng tham sè: 

(d): 

x 1 t

y 1 t

z 2 2t

= +
 = −
 = +

, t ∈  . 

Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña M lªn ®êng th¼ng (d), suy ra: 

H(1 + t; 1 − t; 2 + 2t) ⇒ MH


(t − 2; 2 − t; 2t − 1). 

V× ®é dµi MH 3=  nªn ta ®îc: 
3 = MH2 = (t − 2)2 + (2 − t)2 + (2t − 1)2  ⇔ t2 − 2t + 1 = 0 ⇔ t = 1 ⇒ H(2; 0; 4). 



 13 

 NhËn xÐt: Th«ng qua lêi gi¶i cña thÝ dô trªn c¸c em häc sinh cÇn ghi nhËn ba 
ph¬ng ph¸p ®Ó t×m täa ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc cña mét ®iÓm lªn 
mét ®êng th¼ng. 

Ho¹t ®éng Cho ®iÓm M(4; −3; 2) vµ ®êng th¼ng (d) cã ph¬ng tr×nh: 

(d): 
x 1 y z 1

3 2 1

− +
= =

−
, 

a. TÝnh kho¶ng c¸ch tõ M tíi ®êng th¼ng (d). 
b. T×m täa ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®iÓm M trªn (d). 

Bµi to¸n 2: TÝnh kho¶ng c¸ch h gi÷a hai ®êng th¼ng chÐo nhau (d1), (d2), biÕt 
®êng th¼ng (d1) cã vtcp 1u



 vµ ®i qua ®iÓm M1; ®êng th¼ng (d2) cã vtcp 2u


 vµ ®i 
qua ®iÓm M2. 

 Gi¶i 
Gäi A1, a2 lµ c¸c ®iÓm sao cho: 

1 1 1M A u=
 

,  2 2 2M A u=
 

. 

Khi ®ã, thÓ tÝch khèi hép cã ba c¹nh lµ M1M2, 
M1A1 vµ M2A2 ®îc cho bëi: 

V = 1 2 1 2u ,u .M M 
 
  

  = h.S = 1 2h. u ,u 
 
 

 ⇔ 
1 2 1 2

1 2

u ,u .M M
h

u ,u

 
 =

 
 

  

 

. 

 Chó ý: C¸c em häc sinh cã thÓ ghi nhí c«ng thøc trªn ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n 
liªn quan tíi kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm tíi mét ®êng th¼ng.  

ThÝ dô 10: Trong kh«ng gian Oxyz, cho hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d1) cã ph¬ng tr×nh: 

(d1): 
x y 1 z 6

1 2 3

− −
= = ,  (d): 

x 1 t

y 2 t

z 3 t

= +
 = − +
 = −

, t ∈  . 

a. TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2). 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) chøa ®êng th¼ng (d1) vµ song song víi 

®êng th¼ng (d2). 
c. Gäi (d) lµ ®êng vu«ng gãc chung cña (d1) vµ (d2). Gäi H1, H2 theo thø tù lµ 

giao ®iÓm cña (d) víi c¸c ®êng th¼ng (d1), (d2). X¸c ®Þnh täa ®é c¸c ®iÓm 
H1 vµ H2. 

 Gi¶i 
a. Ta lÇn lît cã: 
 §êng th¼ng (d1) ®i qua ®iÓm M1(0; 1; 6) vµ cã vtcp 1u



(1; 2; 3). 

 §êng th¼ng (d2) ®i qua ®iÓm M2(1; −2; 3) vµ cã vtcp 2u


(1; 1; −1). 

M1 

M2 A2 

A1 

(d2) 

(d1) 

S 
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Suy ra: 

d((d1), (d2)) = 
1 2 1 2

1 2

u ,u .M M

u ,u

 
 

 
 

  

 

 = 
( 5;4; 1).(1; 3; 3)

( 5;4; 1)

− − − −
− −

 = 
14

42
. 

b. MÆt ph¼ng (P) sÏ cã cÆp vtcp lµ 1u


 vµ 2u


. Gäi n


 lµ vtpt cña mÆt ph¼ng (P), ta ®îc: 

n


 = 1 2u , u 
 
 

 = (−5; 4; −1) chän n


 = (5; −4; 1). 

Ph¬ng tr×nh  mÆt ph¼ng (P) ®îc cho bëi: 

(P): 1qua M (0;1;6)

vtpt n(5; 4;1)




−


 ⇔ (P): 5x − 4y + z  − 2 = 0. 

c. ChuyÓn ph¬ng tr×nh cña (d1) vÒ d¹ng tham sè: 

(d1): 

x u

y 1 2u

z 6 3u

=
 = +
 = +

, u ∈   ⇒ H1(u; 1 + 2u; 6 + 3u). 

V× H2 ∈ (d2) nªn H2(1 + t; t − 2; 3 − t), suy ra: 

1 2H H


(t − u + 1; t − 2u − 3; −t − 3u − 3). 

Tõ ®iÒu kiÖn: 





⊥
⊥

)d()d(

)d()d(

2

1  ⇔ 1 2 1

1 2 2

H H u

H H u

 ⊥


⊥

 

 

⇔ 1 2 1

1 2 2

H H .u 0

H H .u 0

 =


=

 

 

  

⇔ 
(t u 1) 2(t 2u 3) 3(t 3u 3) 0

(t u 1) (t 2u 3) (t 3u 3) 0

− + + − − − + + =
 − + + − − + + + =

 ⇔ 
u 1

t 1/ 3

= −
 = −

. 

Khi ®ã, b»ng c¸ch thay u, t theo thø tù vµo c¸c ph¬ng tr×nh tham sè cña (d1), (d2) 

ta ®îc H1(−1; −1; 3), 2

2 7 10
H ; ;

3 3 3
 − 
 

. 

Ho¹t ®éng Cho hai ®êng th¼ng: 

(d1): 
x y z 5 0

2x y 1 0

+ − + =
 − + =

 vµ (d2): 

x 1 t

y 2 t

z 3 t

= +
 = − +
 = −

, t ∈  . 

a. Chøng minh r»ng hai ®êng th¼ng ®ã chÐo nhau. T×m gãc 
gi÷a chóng. 

b. TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a (d1) vµ (d2). 
c. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng vu«ng gãc chung cña (d1) vµ (d2). 
d. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng song song víi Oz, c¾t c¶ 

(d1) vµ (d2). 
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BB..    pphh¬¬nngg  pphh¸̧pp  ggii¶¶ii  CC¸̧cc  dd¹¹nngg  ttoo¸̧nn  tthhêênngg  ggÆÆpp  

Bµi to¸n 1: Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng. 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Ta cã: 
1. Ph¬ng tr×nh: 

0 1

0 2

0 3

x x a t

y y a t

z z a t

= +
 = +
 = +

, t ∈   

 lµ ph¬ng tr×nh tham sè cña mét ®êng th¼ng khi vµ chØ khi: 
2
1a  + 2

2a  + 2
3a  > 0. 

Khi ®ã, nã ®i qua mét ®iÓm M0(x0; y0; z0) vµ cã vtcp a


(a1; a2; a3). 
2. Ph¬ng tr×nh: 

0

1

x x

a

−
 = 0

2

y y

a

−
 = 0

3

z z

a

−
 

 lµ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña mét ®êng th¼ng khi vµ chØ khi: 
a1a2a3 ≠ 0. 

Khi ®ã, nã ®i qua mét ®iÓm M0(x0; y0; z0) vµ cã vtcp a


(a1; a2; a3). 

 Chó ý: §i kÌm víi hä ®êng th¼ng (dm) thêng cã thªm c¸c c©u hái phô: 
C©u hái  1:  T×m ®iÓm cè ®Þnh mµ hä ®êng th¼ng (dm) lu«n ®i qua. 
C©u hái 3: Cho ®iÓm M cã tÝnh chÊt K, biÖn luËn theo vÞ trÝ cña M sè ®êng th¼ng 

cña hä (dm) ®i qua M. 
C©u hái 3:  Chøng minh r»ng  hä ®êng th¼ng (dm) lu«n thuéc mét mÆt ph¼ng cè  

®Þnh, ®Ó thùc hiÖn yªu cÇu nµy chóng ta lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1:  Khö m tõ hÖ cña ph¬ng tr×nh (d), ta ®îc:  

Ax + By + Cz + D = 0     (1) 
Khi ®ã (1) chÝnh lµ ph¬ng tr×nh cña mÆt ph¼ng cè ®Þnh (P) 
chøa c¸c ®êng th¼ng cña hä (dm). 

C¸ch 2:  Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc sau: 
Bíc 1: C¸c ®iÓm M(x; y; z) thuéc (dm) cã täa ®é tháa m·n ph¬ng tr×nh: 

α[A1(m)x + B1(m)y + C1(m)z + D1(m)] +  
 + β[A2(m)x + B2(m)y + C2(m)z + D2(m)] = 0. (2) 

Bíc 2: Lùa chän c¸c gi  ̧trÞ thÝch hîp cña α, β, ®a (2) vÒ d¹ng:  
Ax + By + Cz + D = 0    (3) 

Bíc 3: Khi ®ã (3) chÝnh lµ ph¬ng tr×nh cña mÆt ph¼ng cè ®Þnh (P) 
chøa c¸c ®êng th¼ng cña hä (dm). 

C¸ch 3:  Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc sau: 
Bíc 1: T×m ®iÓm cè ®Þnh M0(x0; y0; z0) mµ hä ®êng th¼ng (dm) 

lu«n ®i qua. 

T×m vect¬ cè ®Þnh n


(A; B; C) ≠ 0


 vu«ng gãc víi hä ®êng 
th¼ng (dm). 
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Bíc 2: Khi ®ã, ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng cè ®Þnh (P) lµ: 

(P): 0 0 0 0Qua M (x ;y ;z )

vtpt n(A;B;C)





   

⇔ (P): A(x − x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0. 

VVÝÝ  ddôô  11::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ph¬ng tr×nh: 

x 1 (m 1)t

y 2 mt

z (m 1)t

= + +
 = +
 = −

, t ∈  .     (1) 

a. T×m ®iÒu kiÖn cña m ®Ó ph¬ng tr×nh trªn lµ ph¬ng tr×nh cña mét hä ®êng 
th¼ng kÝ hiÖu lµ (dm), tõ ®ã chØ ra ®iÓm cè ®Þnh mµ hä (dm) lu«n ®i qua. 

b. §iÓm A(3; 3; 1) cã thuéc ®êng th¼ng nµo cña hä (dm) kh«ng. 
c. Chøng minh r»ng hä ®êng th¼ng (dm) lu«n thuéc mét mÆt ph¼ng (P) cè  

®Þnh, t×m ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P). 

 Híng dÉn: Sö dông kiÕn thøc trong phÇn ph¬ng ph¸p gi¶i to¸n. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

2
1a  + 2

2a  + 2
3a  = (m + 1)2 + m2 +  (m − 1)2 = 3m2 + 2 > 0, ∀m 

VËy víi mäi m, ph¬ng tr×nh (1) lµ ph¬ng tr×nh tham sè cña hä ®êng th¼ng (dm) 
vµ dÔ nhËn thÊy hä (dm) lu«n ®i qua ®iÓm cè ®Þnh M0(1; 2; 0), øng víi t = 0 khi thay 
vµo ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng. 

b. §iÓm A(3; 3; 1) thuéc mét ®êng th¼ng cña hä khi hÖ sau cã nghiÖm: 

3 1 (m 1)t

3 2 mt

1 (m 1)t

= + +
 = +
 = −

 ⇔ 

mt t 2

mt 1

mt t 1

+ =
 =
 − =

 ⇔ 

t 1

mt 1

t 0

=
 =
 =

, v« nghiÖm. 

VËy, ®iÓm A(3; 3; 1) kh«ng thuéc ®êng th¼ng nµo cña hä (dm). 
c. Ta lùa chän mét trong ba c¸ch lËp luËn sau: 
C¸ch 1: Tõ hÖ (1) b»ng c¸ch rót theo t, ta ®îc:  

x 1
t

m 1
y 2

t
m
z

t
m 1

− = +
− =




= −

 ⇔ 

x 1 y 2

m 1 m
y 2 z

m m 1

− − = +
 − =
 −

 ⇔ 
m(x y 1) y 2

m(y z 2) y 2

− + = −
 − − = −

 

⇒ 
x y 1

1
y z 2

− +
=

− −
 ⇒ x − 2y + z + 3 = 0. 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) cè ®Þnh chøa hä ®êng th¼ng (dm). 
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C¸ch 2: Tõ hÖ (1) b»ng c¸ch céng ph¬ng tr×nh thø nhÊt víi ph¬ng tr×nh thø ba, ta ®îc:  
x z 1 2mt

y 2 mt

+ = +
 = +

 ⇒ 
x z 1 2mt

2y 4 2mt

+ = +
 = +

 ⇒ x − 2y + z + 3 = 0. 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) cè ®Þnh chøa hä ®êng th¼ng (dm). 
C¸ch 3: Hä (dm) cã vtcp a



(m + 1; m; m − 1) vµ víi vect¬ n


(1; −2; 1) ta cã nhËn xÐt: 
a


. n


 = m + 1 − 2m + m − 1 = 0, ∀m ⇔ a
 ⊥ n



, ∀m. 
Do ®ã, hä (dm) thuéc mÆt ph¼ng (P) cè ®Þnh cã ph¬ng tr×nh ®îc cho bëi: 

(P): 0Qua M (1;2;0)

vtpt n(1; 2;1)




−
   ⇔ (P): x − 2y + z + 3 = 0. 

 NhËn xÐt: Nh vËy, víi c©u hái c) chóng ta ®· tr×nh bµy theo ba c¸ch: 

  ë c¸ch 1, chóng ta thùc hiÖn viÖc chuyÓn ph¬ng tr×nh cña hä (dm) vÒ 
d¹ng chÝnh t¾c råi d¹ng tæng qu¸t (giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng) vµ tõ 
®ã khö m ®Ò nhËn ®îc ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng cè ®Þnh (P). C«ng viÖc 
nµy thùc chÊt lµ khö dÇn c¸c tham sè t vµ m. 

  ë c¸ch 2, chóng ta thùc hiÖn liªn tiÕp hai phÐp khö  cho c¸c tham sè t 
vµ mt vµ ®©y lµ c¸ch gi¶i mµ c¸c em häc sinh h·y ghi nhËn ®Ó ¸p dông 
cho c¸c bµi tËp t¬ng tù. 

  ë c¸ch 3, ®Ó t×m ®îc vect¬ n


chóng ta thùc hiÖn nh sau: 
Gi¶ sö n



(A; B; C) vµ khi ®ã: 
a


. n


 = 0, ∀m ⇔ A(m + 1) + Bm + C(m − 1) = 0, ∀m 
⇔ (A + B + C)m + A − C = 0, ∀m 

⇔ 
A B C 0

A C 0

+ + =
 − =

 ⇔ 
A C

B 2C

=
 = −

. 

Tõ ®ã, chän C = 1 ta ®îc n


(1; −2; 1). 

VVÝÝ  ddôô  22::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ph¬ng tr×nh: 
1 x y 1 z 2

1 m m 1

− + +
= =

−
.     (1) 

a. T×m ®iÒu kiÖn cña m ®Ó ph¬ng tr×nh (1) lµ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña mét 
®êng th¼ng, gäi lµ hä (dm). Khi ®ã, t×m ®iÓm cè ®Þnh mµ hä (dm) lu«n ®i qua. 

b. Chøng tá r»ng hä ®êng th¼ng (dm) lu«n thuéc mÆt ph¼ng (P) cè ®Þnh. 
c. TÝnh thÓ tÝch khèi tø diÖn giíi h¹n bëi mÆt ph¼ng (P) vµ c¸c mÆt ph¼ng to¹ ®é. 

 Híng dÉn: Sö dông kiÕn thøc trong phÇn ph¬ng ph¸p gi¶i to¸n. 

 Gi¶i 
a. §Ó ph¬ng tr×nh (1) lµ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña mét ®êng th¼ng ®iÒu kiÖn lµ: 

m(m − 1) ≠ 0 ⇔ m ≠ 0 vµ m ≠ 1.     (*) 
Víi ®iÒu kiÖn (*) ta thÊy ngay hä ®êng th¼ng (dm) lu«n ®i qua ®iÓm cè ®Þnh 

M0(1; −1; −2). 
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b. Ta lùa chän mét trong hai c¸ch lËp luËn sau: 
C¸ch 1: Tõ (1), ta ®îc:  

1 x y 1

1 m
1 x z 2

1 m 1

− + =
 − + =
 −

 ⇔ 
m(1 x) y 1

m(1 x) x z 3

− = +
 − = − + +

 ⇒ y + 1 = −x + z + 3 

⇔ x + y − z − 2 = 0. 
§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) cè ®Þnh chøa hä ®êng th¼ng (dm). 

C¸ch 2: C¸c ®êng th¼ng thuéc hä (dm) cã vtcp ( )u 1; m; m 1− −


. 

Víi vect¬ n(1;1; 1)−


 ta cã nhËn xÐt: 

u.n 1.1 m.1 (m 1)( 1) 1 m m 1 0= − + + − − = − + − + =
 

 ⇔ u n, m⊥ ∀
 

. 

VËy, hä ®êng th¼ng (dm) lu«n thuéc mÆt ph¼ng cè ®Þnh (P) cã ph¬ng tr×nh ®îc 
cho bëi: 

(P): 
0Qua M (1; 1; 2)

vtpt n(1;1; 1)

− −


−
  ⇔ (P): x + y − z − 2 = 0. 

c. Ta cã: 
(P) ∩ Ox = {A(2; 0; 0)}, (P) ∩ Oy = {B(0; 2; 0)},  
(P) ∩ Oz = {C(0; 0; −2)}. 

ThÓ tÝch khèi tø diÖn OABC ®îc cho bëi: 
1

V OA.OB.OC
6

=  = 
1

.2.2. 2
6

−  = 
4

3
 (®vtt). 

 NhËn xÐt: Víi mÆt ph¼ng (Q) chóng ta cßn gÆp mét d¹ng to¸n lµ "T×m ®êng 
th¼ng cè ®Þnh lu«n thuéc hä mÆt ph¼ng (Q)". ThÝ dô víi mÆt ph¼ng 
(Q): x + my − 3mz − m − 1 = 0 ta thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi: 

(Q): x − 1 + m(y − 3z − 1) = 0 
Tõ ®ã, suy ra ®êng th¼ng cè ®Þnh thuéc hä mÆt ph¼ng (Q) cã 
ph¬ng tr×nh: 

(d): 
x 1 0
y 3z 1 0

− =
 − − =

. 

Nh vËy, ®Ó chøng minh hä mÆt ph¼ng (Pm) lu«n ®i qua mét ®êng 
th¼ng (d) cè ®Þnh, ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: BiÕn ®æi ph¬ng tr×nh cña hä (Pm) vÒ d¹ng: 

f(x, y, z) + mg(x, y, z) = 0. 
Bíc 2: VËy, hä (Pm) lu«n ®i qua mét ®êng th¼ng (d) cè ®Þnh cã 

ph¬ng tr×nh: 

(d): 
f (x, y,z) 0
g(x, y,z) 0

=
 =

. 
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Bµi to¸n 2: ChuyÓn d¹ng ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng. 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

1. Víi (d) cho díi d¹ng tham sè: 

(d): 
0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
 = +
 = +

, t ∈  .      (1) 

B»ng c¸ch rót t tõ hÖ, ta sÏ nhËn ®îc ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®êng th¼ng 
(d), cô thÓ: 

(1) ⇔ 

0

1

0

2

0

3

x x t
a

y y t
a

z z t
a

 −
=


 − =

 −

=


 ⇒ 0

1

x x
a
−

 = 0

2

y y
a
−

 = 0

3

z z
a
−

. 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®êng th¼ng (d). 
2. Víi (d) cho díi d¹ng chÝnh t¾c: 

(d): 0

1

x x
a
−

 = 0

2

y y
a
−

 = 0

3

z z
a
−

.     (2) 

B»ng viÖc sö dông tham sè trung gian t ta nhËn ®îc ph¬ng tr×nh tham sè 
cña ®êng th¼ng (d), cô thÓ: 

(2) ⇔ 0

1

x x
a
−

 = 0

2

y y
a
−

 = 0

3

z z
a
−

 = t ⇔ (d): 
0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
 = +
 = +

, t ∈  . 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (d). 
3. Víi (d) cho díi d¹ng lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng c¾t nhau: 

(P1): A1x + B1y + C1z + D1 = 0,   (P2): A2x + B2y + C2z + D2 = 0 
Khi ®ã, ®êng th¼ng (d) gåm c¸c ®iÓm M(x; y; z) tho¶ m·n hÖ ph¬ng tr×nh: 

1 1 1 1

2 2 2 2

A x B y C z D 0
A x B y C z D 0

+ + + =
 + + + =

. 

§Ó cã ®îc ph¬ng tr×nh d¹ng tham sè, chÝnh t¾c cña (d) ta lùa chän mét trong 
hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Thùc hiÖn theo c¸c bíc sau: 

Bíc 1: Gäi u


 lµ vtcp, ta cã: 

1 2u n , n =  
  

 = 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

B C C A A B
, ,

B C C A A B
 
  
 

. 

Bíc 2: T×m mét ®iÓm M(x0 ; y0 ; z0) ∈ (d). 
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Bíc 3: VËy, ta ®îc: 

(d): 
0 0 0qua M(x ; y ;z )

vtcp u





 . 

Tõ ®ã ta cã ®îc: 
 Ph¬ng tr×nh tham sè cña (d). 
 Ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña (d). 

C¸ch 2: Thùc hiÖn theo c¸c bíc sau: 
Bíc 1: T×m hai ®iÓm A, B ∈ (d). 
Bíc 2: VËy, ta ®îc: 

(d): 
Qua A

vtcp AB




 . 

Tõ ®ã ta cã ®îc: 
 Ph¬ng tr×nh tham sè cña (d). 
 Ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña (d). 

Lu ý: Víi yªu cÇu x¸c ®Þnh ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (d) chóng ta 
cã thÓ thùc hiÖn ®¬n gi¶n h¬n b»ng c¸ch ®Æt x = t (hoÆc y = t hoÆc z = t) 
tõ ®ã suy ra y vµ z theo t. 

VVÝÝ  ddôô  11::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®êng th¼ng (d) cã ph¬ng tr×nh: 
x 2 t

(d) : y 4 2t , t .

z 1 t

= −
 = + ∈
 = −

  

a. ViÕt ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña (d). 
b. T×m to¹ ®é c¸c giao ®iÓm A, B, C cña (d) víi c¸c mÆt ph¼ng to¹ ®é. 
c. TÝnh tØ sè diÖn tÝch cña hai tam gi¸c OAB vµ OAC. 

 Híng dÉn: Víi c©u a), sö dông kiÕn thøc trong phÇn ph¬ng ph¸p gi¶i to¸n. 

 Gi¶i 

a. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: B»ng c¸ch rót t tõ hÖ, ta ®îc: 

(d): 

x 2 t

y 4 2t

z 1 t

− = −
 − =
 − = −

 ⇔ 
x 2 y 4 z 1

(d) :
1 2 1

− − −
= =

− −
. 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®êng th¼ng (d). 
C¸ch 2: Tõ ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (d), ta ®îc: 

Qua M(2; 4; 1)
(d) :

vtcp u( 1; 2; 1)




− −
  ⇔ 

x 2 y 4 z 1
(d) :

1 2 1

− − −
= =

− −
. 

b. Ta lÇn lît: 
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 To¹ ®é giao ®iÓm A cña (d) víi mÆt ph¼ng (Oxy) lµ nghiÖm cña hÖ: 

x 2 t

y 4 2t

z 1 t 0

= −
 = +
 = − =

 ⇒ 

x 2 1 1

y 4 2 6

z 0

= − =
 = + =
 =

 ⇔ A(1; 6; 0). 

 To¹ ®é giao ®iÓm B cña (d) víi mÆt ph¼ng (Oxz) lµ nghiÖm cña hÖ: 

x 2 t

y 4 2t 0

z 1 t

= −
 = + =
 = −

 ⇒ 

x 2 2 4

y 0

z 1 2 3

= + =
 =
 = + =

 ⇔ B(4; 0; 3). 

 To¹ ®é giao ®iÓm C cña (d) víi mÆt ph¼ng (Oyz) lµ nghiÖm cña hÖ: 

x 2 t 0

y 4 2t

z 1 t

= − =
 = +
 = −

 ⇒ 

x 0

y 4 2.2 8

z 1 2 1

=
 = + =
 = − = −

 ⇔ C(0; 8; −1). 

c. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: Ta lÇn lît cã: 

OAB
1 1 909S OA, OB (18; 3; 24)
2 2 2∆  = = − − = 
 

, 

OAC
1 1 101S OA, OC ( 6; 1; 8)
2 2 2∆  = = − = 
 

. 

Tõ ®ã, suy ra: 

OAB

OAB

S 909 / 2 3.
S 101 / 2

∆

∆

= =  

C¸ch 2: Ta cã: 

AB
OAB

OAB
AC

1 h .ABS d(O, AB).AB d(O, (d)).AB AB 542 3.1S d(O, AC).AC d(O, (d)).AC AC 6h .AC
2

∆

∆

= = = = = =  

VVÝÝ  ddôô  22::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®êng th¼ng (d) cã ph¬ng tr×nh: 
x 1 y 1 1 z

(d) :
1 1 1

− − −
= = . 

a. ViÕt ph¬ng tr×nh tham sè cña (d). 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) chøa (d) vµ c¾t chiÒu d¬ng c¸c trôc to¹ 

®é t¹i c¸c ®iÓm A, B, C sao cho tø diÖn OABC cã thÓ tÝch b»ng 6. 

 Híng dÉn: Víi c©u a), sö dông kiÕn thøc trong phÇn ph¬ng ph¸p gi¶i to¸n. 

 Gi¶i 
a. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
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C¸ch 1: B»ng viÖc sö dông tham sè trung gian t , ta ®îc: 

x 1 y 1 1 z
t

1 1 1

− − −
= = =  ⇔ 

x 1 t

(d) : y 1 t , t

z 1 t

= +
 = + ∈
 = −

 . 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (d). 
C¸ch 2: Tõ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®êng th¼ng (d), ta ®îc: 

Qua M(1; 1; 1)
(d) :

vtcp u(1; 1; 1)




−
  ⇔ 

x 1 t

(d) : y 1 t , t

z 1 t

= +
 = + ∈
 = −

 . 

b. DÔ thÊy ®êng th¼ng (d) ®i qua hai ®iÓm M(1; 1; 1) vµ N(0; 0; 2). 
Víi ba ®iÓm A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c) víi a, b, c > 0, ta ®îc ph¬ng tr×nh: 

x y z
(P) : 1

a b c
+ + =  ⇔ (P) : bcx acy abz abc+ + = .   (1) 

Ta lÇn lît: 
 ThÓ tÝch tø diÖn OABC b»ng 6, ta ®îc: 

VOABC = 6 ⇔ 
1 1OA.OB.OC 6 a.b.c 6 abc 36.
6 6

= ⇔ = ⇔ =   (2) 

 MÆt ph¼ng (P) chøa (d) khi nã chøa c¸c ®iÓm N, M, ta ®îc: 

2ac abc
bc ac ab abc

=
 + + =

 
(2)

c 2
2b 2a ab 36
ab 18

=
⇔ + + =
 =

 ⇔ 

c 2
a b 9
ab 18

=
 + =
 =

. 

Tõ hÖ trªn, suy ra a, b lµ nghiÖm cña ph¬ng tr×nh: 

t2 − 9t + 18 = 0 ⇔ 1

2

t 3
t 6

=
 =

 ⇒ 
a 3 v b 6
a 6 v b 3

µ

µ

= =
 = =

. 

Khi ®ã: 
 Víi a = 3, b = 6 vµ c = 2 thay vµo (1), ta ®îc: 

(P1): 6.2x + 3.2y + 3.6z = 3.6.2 ⇔ (P1): 2x + y + 3z − 6 = 0. 
 Víi a = 6, b = 3 vµ c = 2 thay vµo (1), ta ®îc: 

(P2): 3.2x + 6.2y + 6.3z = 6.3.2 ⇔ (P2): x + 2y + 3z − 6 = 0. 
VËy, tån t¹i hai mÆt ph¼ng (P1), (P2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

 Chó ý:  C¸c em häc sinh cÇn tr¸nh sai lÇm khi cho r»ng ®êng th¼ng (d) cã vtcp 

lµ u(1; 1; 1)−


. 

VVÝÝ  ddôô  33::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) cã ph¬ng tr×nh: 
(P): x + 4y − 2z − 6 = 0,  (Q): x − 2y + 4z − 6 = 0. 

a. Chøng tá r»ng hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) c¾t nhau theo giao tuyÕn (d). H·y 
t×m täa ®é cña mét vtcp cña (d). 

b. ViÕt ph¬ng tr×nh tham sè vµ chÝnh t¾c cña ®êng th¼ng (d). 
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c. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) chøa (d) vµ c¾t c¸c trôc to¹ ®é t¹i c¸c 
®iÓm A, B, C sao cho h×nh chãp O.ABC lµ h×nh chãp ®Òu. 

 Híng dÉn: Víi c©u a), sö dông kiÕn thøc trong phÇn ph¬ng ph¸p gi¶i to¸n. 

 Gi¶i 

a. Gäi Pn


, Qn


 theo thø tù lµ vtpt cña c¸c mÆt ph¼ng (P), (Q), ta cã: 

Pn


(1; 4; −2), Qn


(1; −2; 4) ⇒ Pn


 vµ Qn


 kh«ng cïng ph¬ng ⇔ (P) ∩ (Q) = (d). 

§Ó t×m mét vtcp u


 cña giao tuyÕn (d) ta cã thÓ sö dông c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: Giao tuyÕn (d) gåm c¸c ®iÓm M(x; y; z) tháa m·n hÖ ph¬ng tr×nh: 

x 4y 2z 6 0

x 2y 4z 6 0

+ − − =
 − + − =

.       (I) 

Suy ra M(6; 0; 0) ∈ (d) vµ N(2; 2; 2) ∈ (d) nªn u MN ( 4; 2; 2)= = −
 

. 

C¸ch 2: Gäi u


 lµ mét vtcp cña ®êng th¼ng (d), ta cã:  

P Qu n , n (12; 6; 6) = = − − 
  

 chän  u(2; 1; 1)− −


. 

b. Ta cßn cã thÓ thùc hiÖn theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: Ta cã: 

Qua M(6;0;0)
(d) :

Qua N(2;2;2)





 ⇔ 
Qua M(6;0;0)

(d) :
vtcp MN( 4;2;2) chän (2; 1; 1)




− − −
   

⇔ 

x 6 2t

(d) : y t , t

z t

= +
 = − ∈
 = −

   hoÆc 
x 6 y z

(d) :
2 1 1

−
= =

− −
. 

C¸ch 2: Ta cã: 

Qua M(6;0;0)
(d) :

vtcp u(2; 1; 1)




− −
  ⇔ 

x 6 2t

(d) : y t , t

z t

= +
 = − ∈
 = −

    

hoÆc 
x 6 y z

(d) :
2 1 1

−
= =

− −
. 

C¸ch 3: Trong hÖ (I) cho z = t, ta ®îc: 
x 4y 2t 6 0

x 2y 4t 6 0

z t

+ − − =
 − + − =
 =

 ⇔ 

x 6 2t

y t

z t

= −
 =
 =

.     (II) 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (d). 
Tõ hÖ (II), b»ng c¸ch rót t, ta ®îc: 

6 x y z
t

2 1 1

−
= = =  ⇒ 

x 6 y z

2 1 1

−
= =

−
. 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ®êng th¼ng (d). 
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c. DÔ thÊy ®êng th¼ng (d) ®i qua hai ®iÓm M(6; 0; 0) vµ N(2; 2; 2). 
Víi ba ®iÓm A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c), ta ®îc ph¬ng tr×nh: 

x y z
(P) : 1

a b c
+ + = .       (1) 

Ta lÇn lît: 
 H×nh chãp O.ABC lµ h×nh chãp tam gi¸c ®Òu, ta ®îc: 

OA = OB = OC ⇔ a = b = c.    (2) 
 MÆt ph¼ng (P) chøa (d) khi nã chøa c¸c ®iÓm N, M, ta ®îc: 

6
1

a
2 2 2

1
a b c

 =

 + + =


 
(2)

a 6
1 1 1
b c 3
b c 6

 =

⇔ + =

 = =

 ⇔ a = b = c = 6. 

VËy, mÆt ph¼ng (P): x + y + z − 6 = 0 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
 

Bµi to¸n 3: ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng. 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

§Ó viÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d), ta sö dông c¸c kÕt qu¶: 
1. §êng th¼ng ®i qua mét ®iÓm vµ biÕt vtcp: 

(d): 
0 0 0 0

1 2 3

Qua M (x ;y ;z )

vtcpa(a ;a ;a )





  

suy ra: 
 Ph¬ng tr×nh tham sè cña (d) cã d¹ng: 

(d): 
0 1

0 2

0 3

x x a t
y y a t
z z a t

= +
 = +
 = +

, t ∈  . 

 Ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña (d) cã d¹ng: 

(d): 0

1

x x
a
−

 = 0

2

y y
a
−

 = 0

3

z z
a
−

. 

2. §êng th¼ng ®i qua hai ®iÓm: 

(d): 1 1 1 1

2 2 2 2

Qua M (x ; y ;z )
Qua M (x ; y ;z )





 ⇔ (d): 1 1 1 1

1 2 2 1 2 1 2 1

Qua M (x ; y ;z )

vtcp M M (x x ; y y ;z z )



− − −
  

suy ra: 
 Ph¬ng tr×nh tham sè cña (d) cã d¹ng: 

(d): 
1 2 1

1 2 1

1 2 1

x x (x x )t
y y (y y )t
z z (z z )t

= + −
 = + −
 = + −

, t ∈  . 
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 Ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña (d) cã d¹ng: 

(d): 1

2 1

x x

x x

−
−

 = 1

2 1

y y

y y

−
−

 = 1

2 1

z z

z z

−
−

. 

3. §êng th¼ng ®îc coi lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng (P), (Q) chøa nã. Vµ khi 
®ã c¸c em häc sinh cÇn thùc hiÖn viÖc chuyÓn d¹ng ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng. 

VVÝÝ  ddôô  11::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®iÓm M(3; −5; 7) vµ mÆt ph¼ng: 
(P): x 2y 3z 6 0− + − = . 

a. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) qua M vµ vu«ng gãc víi (P). 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®êng th¼ng (d) trªn mçi mÆt 

ph¼ng to¹ ®é. 
c. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) chøa (d) vµ c¾t c¸c trôc to¹ ®é t¹i c¸c 

®iÓm A, B, C sao cho h×nh chãp O.ABC lµ h×nh chãp tam gi¸c ®Òu. 

 Híng dÉn: Víi c©u a), sö dông ®iÒu kiÖn mÆt ph¼ng (P) qua M vµ cã vtcp lµ vtpt cña (P) 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

Qua M
(d) :

(d) (P)

 ⊥

⇔ 
P

Qua M(3; 5;7)
(d) :

vtcp n (1; 2;3)

−


−
  ⇔ 

x 3 t
(d) : y 5 2t , t

z 7 3t

= +
 = − − ∈
 = +

 . 

b. Ta lÇn lît cã: 
 H×nh chiÕu vu«ng gãc cña (d) lªn (Oxy) cã ph¬ng tr×nh: 

1

x 3 t
(d ) : y 5 2t , t

z 0

= +
 = − − ∈
 =

  

 T¬ng tù, h×nh chiÕu vu«ng gãc (d2), (d3) cña (d) lªn c¸c mÆt ph¼ng (Oyz) vµ 
(Oxz) cã ph¬ng tr×nh: 

2

x 0
(d ) : y 5 2t , t

z 7 3t

=
 = − − ∈
 = +

 , 3

x 3 t
(d ) : y 0 , t

z 7 3t

= +
 = ∈
 = +

  

c. DÔ thÊy ®êng th¼ng (d) ®i qua hai ®iÓm M(3; −5; 7) vµ N(1; −1; 1). 
Víi ba ®iÓm A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c), ta ®îc ph¬ng tr×nh: 

x y z
(Q) : 1

a b c
+ + = .       (1) 

Ta lÇn lît: 
 MÆt ph¼ng (Q) chøa (d) khi nã chøa c¸c ®iÓm N, M, ta ®îc: 

3 5 7
1

a b c
1 1 1

1
a b c

 − + =

 − + =


.       (I) 
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 Tø diÖn OABC ®Òu, ta ®îc: 
OA = OB = OC ⇔ a = b = c.    (2) 

Khi ®ã: 
− NÕu a = b th× hÖ (I) cã d¹ng: 

3 5 7
1

a a c
1 1 1

1
a a c

 − + =

 − + =


 ⇔ 

2 7
1

a c
1

1
c

− + =

 =


 ⇔ 
1

a
3

c 1

 =

 =

  

lo¹i v× kh«ng tho¶ m·n (2). 
− NÕu a = −b th× hÖ (I) cã d¹ng: 

3 5 7
1

a a c
1 1 1

1
a a c

 + + =

 + + =


⇔ 

8 7
1

a c
2 1

1
a c

 + =

 + =


⇔ 

1
1

a
1

1
c

 =

 = −


⇔ 
a 1

c 1

=
 = −

 tho¶ m·n (2). 

VËy, mÆt ph¼ng (Q): x − y − z − 1 = 0 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

 NhËn xÐt:  
1. Chóng ta biÕt r»ng giao ®iÓm H cña ®êng th¼ng (d) víi mÆt ph¼ng (P) trong c©u 

a) chÝnh lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®iÓm M trªn (P). Nh vËy, chóng ta cã thªm 
mét ph¬ng ph¸p ®Ó "T×m to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®iÓm M trªn mÆt 
ph¼ng (P) cho tríc".  

2. §iÒu kiÖn vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (P) trong c©u a) cã thÓ ®îc ®æi thµnh "Song 
song víi mét ®êng th¼ng (∆)", vÝ dô tiÕp theo sÏ minh ho¹ ®iÒu nµy 

3. §Ó "ViÕt ph¬ng tr×nh tæng qu¸t h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®êng th¼ng (d) trªn 
mçi mÆt ph¼ng täa ®é " chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: ChuyÓn ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) vÒ tham sè: 

(d): 
0 1

0 2

0 3

x x a t

y y a t

z z a t

= +
 = +
 = +

, t ∈  . 

Bíc 2: Khi ®ã: 
 H×nh chiÕu vu«ng gãc cña (d) lªn (Oxy) cã ph¬ng tr×nh: 

(d): 
0 1

0 2

x x a t

y y a t

z 0

= +
 = +
 =

, t ∈  . 

 H×nh chiÕu vu«ng gãc cña (d) lªn (Oyz) cã ph¬ng tr×nh: 

(d): 0 2

0 3

x 0

y y a t

z z a t

=
 = +
 = +

, t ∈  . 
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 H×nh chiÕu vu«ng gãc cña (d) lªn (Oxz) cã ph¬ng tr×nh: 

(d): 
0 1

0 3

x x a t

y 0

z z a t

= +
 =
 = +

, t ∈  . 

Tuy nhiªn, khi thay mÆt ph¼ng täa ®é b»ng mét mÆt ph¼ng (P) nµo ®ã 
th× chóng ta cÇn mét ph¬ng ph¸p kh¸c (sÏ ®îc tr×nh bµy ë phÝa sau). 

4. C©u c) cña vÝ dô trªn cßn cã thÓ ®îc ph¸t biÓu díi d¹ng "ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt 
ph¼ng ®i qua ®iÓm M, vu«ng gãc víi (P) vµ c¾t c¸c trôc to¹ ®é t¹i c¸c ®iÓm A, B, 
C sao cho h×nh chãp O.ABC lµ h×nh chãp tam gi¸c ®Òu". Vµ khi ®ã ®Ó cã ®îc lêi 
gi¶i ®äc lËp víi c©u a) chóng ta thùc hiÖn nh sau: 
Víi ba ®iÓm A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c), ta ®îc ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) 
®i qua ba ®iÓm A, B, C cã d¹ng: 

x y z
(Q) : 1

a b c
+ + = .       (1) 

Ta lÇn lît: 
 MÆt ph¼ng (Q) ®i qua ®iÓm M, ta ®îc: 

3 5 7
1

a b c
− + = .       (2) 

 MÆt ph¼ng (Q) vu«ng gãc víi (P), ta ®îc 
1 2 3

0
a b c

− + = .  (3) 

 Tø diÖn OABC ®Òu, ta ®îc: 
OA = OB = OC ⇔ a = b = c.    (4) 

Khi ®ã: 
− NÕu a = b th× hÖ t¹o bëi (2) vµ (3) cã d¹ng: 

3 5 7
1

a a c
1 2 3

0
a a c

 − + =

 − + =


 ⇔ 

2 7
1

a c
1 3

0
a c

− + =

− + =


  ⇔ 
1

a
3

c 1

 =

 =

  

lo¹i v× kh«ng tho¶ m·n (4). 
− NÕu a = −b th× hÖ (I) cã d¹ng: 

3 5 7
1

a a c
1 2 3

0
a a c

 + + =

 + + =


⇔

8 7
1

a c
1 1

0
a c

 + =

 + =


⇔ 

1
1

a
1

1
c

 =

 = −


⇔ 
a 1

c 1

=
 = −

 tho¶ m·n (4). 

VËy, mÆt ph¼ng (Q): x − y − z − 1 = 0 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

VVÝÝ  ddôô  22::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®iÓm M(4; −2; 2) vµ ®êng th¼ng (∆) cã 
ph¬ng tr×nh: 

x 3 y 2 z 1
( ):

2 1 2

− − −
∆ = = . 

a. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) qua M vµ song song víi (∆). 
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b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) qua M vµ c¸ch (∆) mét kho¶ng b»ng 
9 .
5

 

 Híng dÉn: Ta lÇn lît: 
a. Víi c©u a) ®êng th¼ng (d) sÏ qua M vµ cã vtcp lµ vtcp cña (∆). 
b. Víi c©u b) víi ph¬ng tr×nh tæng qu¸t cña (P) ta sö dông c¸c gi¶ thiÕt 

theo thø tù: 
 M thuéc (P). 
 MÆt ph¼ng (P) song song víi ®êng th¼ng (∆). 
 Kho¶ng c¸ch tõ M tíi mÆt ph¼ng (P). 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

Qua M
(d) :

(d) //( )


 ∆

 ⇔ 
Qua M(4; 2;2)

(d) :
vtcp u (2;1;2)∆

−



  ⇔ 

x 4 2t

(d) : y 2 t , t

z 2 2t

= +
 = − + ∈
 = +

 . 

b. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: LÊy ®iÓm N(0; −4; −2) thuéc (d) vµ A(3; 2; 1) thuéc (∆). MÆt ph¼ng (P) cÇn 
dùng sÏ song song víi (∆) nªn chøa (d) vµ do ®ã nã ®i qua ®iÓm N.  

Gi¶ sö mÆt ph¼ng (P) cã ph¬ng tr×nh: 
(P): Ax + By + Cz + D = 0, víi A2 + B2 + C2 > 0. 

Ta lÇn lît cã: 
 V× M, N thuéc (P) nªn: 

4A 2B 2C D 0
4B 2C D 0

− + + =
− − + =

 ⇔ 
2A B 2C
D 4B 2C

= − −
 = +

. 

 §Ó d((∆), (P)) = 1 ®iÒu kiÖn lµ: 
9d(A, (P))
5

=  ⇔ 
2 2 2

3A 2B C D 9
5A B C

+ + +
=

+ +
 

⇔ ( )2 2 2 25 3A 2B C 4B 2C 81(A B C )+ + + + = + +   

⇔ ( )2 2 2 25 A 2B C 9(A B C )+ + = + +   

⇔ ( )2 2 2 25 2A 4B 2C 9(4A 4B 4C )+ + = + +   

⇔ ( )2 2 2 25 B 2C 4B 2C 9( B 2C) 9(4B 4C )− − + + = − − + +   

⇔ 2 2 245B 45B 36BC 72C= + + ⇔ BC + 2C2 = 0 ⇔ 
C 0
C 2B

=
 = −

. 

Khi ®ã: 
 Víi C = 0 th× 2A = −B vµ D = 4B = −8A nªn: 

(P1): Ax − 2Ay − 8A = 0 ⇔ (P1): x − 2y − 8 = 0. 
 Víi B = −2C th× A = 0 vµ D = −6C nªn: 

(P2): −2Cy + Cz − 6C = 0 ⇔ (P2): 2y − z + 6 = 0. 
VËy, tån t¹i hai mÆt ph¼ng (P1) vµ (P2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
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C¸ch 2: (§éc lËp víi c©u a): Gi¶ sö mÆt ph¼ng (P) cã ph¬ng tr×nh: 
(P): Ax + By + Cz + D = 0, víi A2 + B2 + C2 > 0. 

Ta lÇn lît cã: 
 LÊy ®iÓm A(3; 2; 1) thuéc (∆) vµ v× M thuéc (P) nªn: 

4A 2B 2C D 0− + + = .      (1) 
 MÆt ph¼ng (P) cÇn dùng sÏ song song víi (∆) nªn: 

P Pn u n .u 0∆ ∆⊥ ⇔ =
   

 ⇔ 2A + B + 2C = 0 
(1) B 2A 2C

D 8A 6C
= − −

⇔  = − −
. 

 §Ó d((∆), (P)) = 1 ®iÒu kiÖn lµ: 
9d(A, (P))
5

=  ⇔ 
2 2 2

3A 2B C D 9
5A B C

+ + +
=

+ +
 

⇔ 
2 2 2

3A 2( 2A 2C) C 8A 6C 9
5A ( 2A 2C) C

+ − − + − −
=

+ − − +
 

⇔ 
2 2

9A 9C 9
55A 4AC 5C

− −
=

+ +
 ⇔ 4AC = 0 ⇔ 

C 0
A 0

=
 =

. 

Khi ®ã: 
 Víi C = 0 th× B = −2A vµ D = −8A nªn: 

(P1): Ax − 2Ay − 8A = 0 ⇔ (P1): x − 2y − 8 = 0. 
 Víi A = 0 th× B = −2C vµ D = −6C nªn: 

(P2): −2Cy + Cz − 6C = 0 ⇔ (P2): 2y − z + 6 = 0. 
VËy, tån t¹i hai mÆt ph¼ng (P1) vµ (P2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

 Chó ý: Chóng ta biÕt r»ng "§êng th¼ng (∆) cã thÓ ®îc coi lµ giao tuyÕn cña 
hai mÆt ph¼ng (P1) vµ (P2)", khi ®ã ®êng th¼ng (d) sÏ song song víi (P1), (P2) vµ nh 
vËy c©u a) cña vÝ dô trªn sÏ ®îc më réng díi d¹ng "ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng 
(d) ®i qua ®iÓm M vµ song song víi hai mÆt ph¼ng c¾t nhau (P1) vµ (P2) cho tríc". 
Víi yªu cÇu nµy chóng ta lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: T×m c¸c vtpt 1n


 vµ 2n


 cña c¸c mÆt ph¼ng (P1) vµ (P2). 

Bíc 2: Gäi u


 lµ vtcp cña ®êng th¼ng (d), ta cã: 

1 2u n , n =  
  

. 

Bíc 3: Khi ®ã, ta ®îc: 

(d): 
Qua A

vtcp u





  . 

C¸ch 2: Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: ViÕt ph¬ng tr×nh c¸c mÆt ph¼ng: 

 (Q1) qua A vµ song song víi (P1). 
 (Q2) qua A vµ song song víi (P2). 
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Bíc 2: Khi ®ã, ®êng th¼ng (d) cÇn dùng chøa c¸c ®iÓm M(x; y; z) tho¶ m·n hÖ: 

1

2

(Q )

(Q )





.       (*) 

ChuyÓn hÖ (*) vÒ d¹ng tham sè. 

VVÝÝ  ddôô  33::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®iÓm M(1; −1; 2) vµ hai mÆt ph¼ng (P1), (P2) cã 
ph¬ng tr×nh: 

(P1): x + 2y + 2z − 4 = 0, (P2): x + y − 2z + 2 = 0. 
a. T×m gãc gi÷a hai mÆt ph¼ng (P1), (P2). 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®i qua ®iÓm M vµ song song víi hai mÆt 

ph¼ng (P1), (P2). 
c. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) chøa hai ®êng th¼ng (d1), (d2) ®i qua ®iÓm 

M vµ theo thø tù vu«ng gãc víi hai mÆt ph¼ng (P1), (P2). 

 Gi¶i 

a. Gäi 1n


, 2n


 theo thø tù lµ vtpt cña c¸c mÆt ph¼ng (P1), (P2), ta cã: 

1n


(1; 2; 2), 2n


(1; 1; −2). 

Khi ®ã c«sin gãc α t¹o bëi (P1) vµ (P2) ®îc cho bëi: 

2 2 2 2 2 2

1.1 2.1 2.( 2) 1cos
3 61 2 2 . 1 1 ( 2)

+ + −
α = =

+ + + + −
. 

b. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 

C¸ch 1: Gäi u


 lµ mét vtcp cña ®êng th¼ng (d), ta cã:  

1

2

(d) //(P )

(d) //(P )





 ⇔ 1

2

u n

u n

 ⊥


⊥

 

 

 ⇔ 1 2u n , n =  
  

 =  (−6; 4; −1). 

Khi ®ã: 

(d): 
Qua M(1; 1;2)

vtcp u( 6;4; 1)

−


− −
  ⇔ (d): 

x 1 6t

y 1 4t

z 2 t

= −
 = − +
 = −

, t ∈  .   

C¸ch 2: Gäi (Q1), (Q2) theo thø tù lµ c¸c mÆt ph¼ng ®i qua M vµ song song víi (P1), 
(P2), ta lÇn lît cã:  
 Ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q1) ®îc cho bëi: 

(Q1): 
1

Qua M(1; 1;2)

vtpt n (1;2;2)

−



  ⇔ (Q1): x + 2y + 2z − 3 = 0. 

 Ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q2) ®îc cho bëi: 

(Q2): 
2

Qua M(1; 1;2)

vtpt n (1;1; 2)

−


−
  ⇔ (Q2): x + y − 2z + 4 = 0. 
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Khi ®ã, ®êng th¼ng (d) cÇn dùng chÝnh lµ giao tuyÕn cña (Q1) vµ (Q2), nã chøa 
c¸c ®iÓm M(x; y; z) tho¶ m·n hÖ: 

x 2y 2z 3 0

x y 2z 4 0

+ + − =
 + − + =

.       (*) 

B»ng viÖc ®Æt z = t (t ∈  ), ta biÕn ®æi hÖ (*) vÒ d¹ng: 
x 2y 2t 3 0

x y 2t 4 0

z t

+ + − =
 + − + =
 =

 ⇔ 

x 11 6t

y 7 4t

z t

= − +
 = −
 =

, t ∈  . 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (d) cÇn dùng. 
c. Gäi Qn



 lµ mét vtpt cña mÆt ph¼ng (Q), ta cã:  

1 1

2 2

(Q) (d ) (P )

(Q) (d ) (P )

⊃ ⊥
 ⊃ ⊥

 ⇔ 1

2

(Q) (P )

(Q) (P )

⊥
 ⊥

 ⇔ 
Q 1

Q 2

n n

n n

 ⊥


⊥

 

 

  

⇔ Q 1 2n n , n =  
  

 =  (−6; 4; −1) chän Qn (6; 4; 1)−


. 

Khi ®ã: 

Q

Qua M(1; 1;2)
(Q) :

vtpt n (6; 4;1)

−


−
  ⇔ (Q): 6x − 4y + z − 12 = 0.   

 Chó ý: C¸c em häc sinh cÇn lu ý tíi viÖc ë c©u b) cã thÓ thay ®æi ®iÒu kiÖn song 
song víi mÆt ph¼ng (P1) (hoÆc (P2)) b»ng yªu cÇu vu«ng gãc víi ®êng th¼ng (d1) (hoÆc 
(d2)). §Ó "ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®i qua ®iÓm A vµ vu«ng gãc víi hai 
®êng th¼ng (d1) vµ (d2) cho tríc" chóng ta lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: T×m c¸c vtcp 1u


 vµ 2u


 cña c¸c ®êng th¼ng (d1) vµ (d2). 

Bíc 2: Gäi u


 lµ vtcp cña ®êng th¼ng (d), ta cã: 

u


 = 1 2u , u 
 
 

. 

Bíc 3: Khi ®ã, ta ®îc: 

(d): 
Qua A

vtcp u





  . 

C¸ch 2: Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: ViÕt ph¬ng tr×nh c¸c mÆt ph¼ng: 

 (P1) qua A vµ vu«ng gãc víi (d1). 
 (P2) qua A vµ vu«ng gãc víi (d2). 

Bíc 2: Khi ®ã, ®êng th¼ng (d) cÇn dùng chøa c¸c ®iÓm M(x; y; z) tho¶ m·n hÖ: 

1

2

(P )

(P )





.       (*) 

ChuyÓn hÖ (*) vÒ d¹ng tham sè. 
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VVÝÝ  ddôô  44::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®iÓm M(1; 2; 1) vµ hai ®êng th¼ng (d1) vµ 
(d2) cã ph¬ng tr×nh: 

1
x y 1 2 z(d ) :
1 1 1

− −
= = ,  2

x 1 1 y z(d ) :
1 2 1
− −

= = . 

a. T×m gãc vµ kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®êng th¼ng (d1), (d2). 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng ®i qua ®iÓm A vµ vu«ng gãc víi c¶ (d1), (d2). 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 
 §êng th¼ng (d1) cã vtcp 1v (1; 1; 1)−



 vµ ®i qua ®iÓm M1(0; 1; 2). 

 §êng th¼ng (d2) cã vtcp 2v (1; 2; 1)−


 vµ ®i qua ®iÓm M2(1; 1; 0). 
Khi ®ã, ta lÇn lît cã: 
 C«sin gãc α gi÷a hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) ®îc cho bëi: 

cosα  = 
1 2

1 2

v .v

v . v

 

 
 = 

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2
181 1 ( 1) . 1 ( 2) 1

− −
=

+ + − + − +
. 

 Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) ®îc cho bëi: 

1 2 1 2

1 2

1 2

v , v .M M
d((d ), (d ))

v , v

 
 =

 
 

  

 

( 1; 2; 3)(1; 0; 2) 5
.

( 1; 2; 3) 14

− − − −
= =

− − −
 

b. Gäi (d) lµ ®êng th¼ng cÇn dùng, ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: Gi¶ sö (d) cã vtcp u



, ta cã: 

1

2

(d) ( )
(d) ( )

⊥ ∆
 ⊥ ∆

⇔ 1

2

u v

u v

 ⊥


⊥

 

 

⇒ 1 2u v , v ( 1; 2; 3) = = − − − 
  

 chän u(1; 2; 3)


. 

Tõ ®ã, ta cã: 

Qua M(1;2;1)
(d) :

vtcp u(1;2;3)




  ⇔ 

x 1 t

(d) : y 2 2t , t

z 1 3t

= +
 = + ∈
 = +

 . 

C¸ch 2: Ta lÇn lît: 
 Gäi (P1) lµ mÆt ph¼ng ®i qua A vµ vu«ng gãc víi (d1) th×: 

(P1): 
1

Qua M(1;2;1)

vtpt v (1;1; 1)



−
  ⇔ (P1): x + y − z − 2 = 0. 

 Gäi (P2) lµ mÆt ph¼ng ®i qua A vµ vu«ng gãc víi (d2) th×: 

(P2): 
2

Qua M(1;2;1)

vtpt v (1; 2;1)



−
  ⇔ (P2): x − 2y + z + 2 = 0. 

Khi ®ã, ®êng th¼ng (d) cÇn dùng chøa c¸c ®iÓm M(x; y; z) tho¶ m·n hÖ: 
x y z 2 0
x 2y z 2 0

+ − − =
 − + + =

.       (*) 
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B»ng viÖc ®Æt x = t, ta biÕn ®æi hÖ (*) vÒ d¹ng: 
x t
t y z 2 0
t 2y z 2 0

=
 + − − =
 − + + =

 ⇔ 

x t

y 2t , t

z 2 3t

=
 = ∈
 = − +

 . 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (d) cÇn dùng. 

 Chó ý: §Ó "ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®i qua ®iÓm A c¾t hai ®êng 
th¼ng (d1) vµ (d2) chÐo nhau cho tríc", ta cã thÓ lùa chän mét trong c¸c c¸ch: 
C¸ch 1:  Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: Gi¶ sö ®êng th¼ng (d) c¾t (d1) vµ (d2) theo thø tù t¹i B, C. Khi ®ã to¹ 
®é B, C theo thø tù tho¶ m·n c¸c ph¬ng tr×nh cña (d1) vµ (d2). 

Bíc 2: Tõ ®iÒu kiÖn A, B, C th¼ng hµng ta x¸c ®Þnh ®îc to¹ ®é B, C. 
Bíc 3: ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®i qua A, B. 

C¸ch 2:  Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P1) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn:  

(P1): 
1 1

Qua A
(d ) (P )


 ∈

. 

Bíc 2: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn:  

(P2): 
2 2

Qua A
(d ) (P )


 ∈

. 

Bíc 3: §êng th¼ng (d) chÝnh lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng (P1) vµ (P2). Vµ 
tõ ®©y, chóng ta ®· biÕt c¸c c¸ch x¸c ®Þnh d¹ng ph¬ng tr×nh cho ®êng 
th¼ng (d). 

C¸ch 3:  Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn:  

(P): 
1

Qua A
(d ) (P)


 ⊂

. 

Bíc 2: X¸c ®Þnh giao ®iÓm C cña (d2) vµ (P). 
Bíc 3: ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn: 

(d): 
Qua A

vtcp AC




 . 

§iÒu kiÖn ®i qua ®iÓm A trong bµi to¸n trªn cã thÓ ®îc thay bëi ®iÒu 
kiÖn song song víi mét ®êng th¼ng (∆) hoÆc vu«ng gãc víi mét mÆt 
ph¼ng (P) cho tríc. 

VVÝÝ  ddôô  55::  Cho mÆt ph¼ng (P) vµ hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) cã ph¬ng tr×nh: 
(P): 3x + 3y − 4y = 0, 

1

x 1 y 3 z 2
(d ) :

1 2 1

− − +
= = ,  2

x 2 y 1 z 1
(d ) :

3 1 2

− − −
= =

− −
. 

a. TÝnh c«sin gãc gi÷a mÆt ph¼ng (P) víi c¸c ®êng th¼ng (d1), (d2). 
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b. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (P) vµ c¾t c¶  hai 
®êng th¼ng (d1), (d2). 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 
 MÆt ph¼ng (P) cã vtpt Pn (3; 3; 4)−



. 

 §êng th¼ng (d1) cã vtcp 1u (1; 2; 1)


 vµ ®i qua ®iÓm M1(1; 3; −2). 

 §êng th¼ng (d2) cã vtcp 2u (3; 1; 2)− −


 vµ ®i qua ®iÓm M2(2; 1; 1). 
Ta lÇn lît: 
 Gäi α lµ gãc gi÷a (d1) víi (P) th×: 

1 P

1 P

u .n
sin

u . n
α =

 

 

2 2 2 2 2 2

1.3 2.3 1( 4) 5

4761 2 1 . 3 3 ( 4)

+ + −
= =

+ + + + −
 

⇒ 2 25 451
cos 1 sin 1 .

476 476
α = − α = − =  

 Gäi β lµ gãc gi÷a (d1) víi (P) th×: 

2 P

2 P

u .n
sin

u . n
β =

 

 

2 2 2 2 2 2

3.3 1.3 2( 4) 7

1193 ( 1) ( 2) . 3 3 ( 4)

− − −
= =

+ − + − + + −
 

⇒ 2 49 70 10
cos 1 sin 1 .

119 119 17
β = − β = − = =  

b. Ta cã thÓ lùa chän mét trong c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: ChuyÓn ph¬ng tr×nh c¸c ®êng th¼ng (d1), (d2) vÒ d¹ng tham sè: 

(d1): 

x 1 t

y 3 2t

z 2 t

= +
 = +
 = − +

 (t ∈  ),  (d2): 

x 2 3u

y 1 u

z 1 2u

= +
 = −
 = −

 (u ∈  ). 

Gi¶ sö (∆) lµ ®êng th¼ng cÇn dùng vµ (∆) c¾t (d1) vµ (d2) theo thø tù t¹i c¸c ®iÓm 
E, F. Khi ®ã: 
 §iÓm E ∈ (d1) suy ra E(1 + t; 3 + 2t; t − 2). 
 §iÓm F ∈ (d2) suy ra F(2 + 3u; 1 − u; 1 − 2u). 
 V× EF vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (P) cã vtpt Pn (3; 3; 4)−



 ta ®îc: 

PEF kn=
 

 ⇔ 
3u t 1 u 2t 2 2u t 3

3 3 4

− + − − − − − +
= =

−
  

⇒ t = 1 ⇒ ( )E 2;5; 1− . 
Khi ®ã, ®êng th¼ng (∆) ®îc cho bëi: 

(∆): 
( )

Qua E(2;5; 1)

vtcp u ' 3;3; 4

−


−
  ⇔ (∆): 

x 2 3t

y 5 3t

z 1 4t

= +
 = +
 = − −

, t ∈  . 
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C¸ch 2: Gi¶ sö (∆) lµ ®êng th¼ng cÇn dùng, khi ®ã (∆) lµ giao tuyÕn cña hai mÆt 
ph¼ng (Q1) vµ (Q2), trong ®ã:  

(Q1): 
1

1 1

(P) (Q )

(d ) (Q )

⊥
 ⊂

vµ (Q2): 
2

2 2

(P) (Q )

(d ) (Q )

⊥
 ⊂

. 

 Ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q1) ®îc cho bëi: 

(Q1): 
1

P 1

Qua M (1;3; 2)

CÆp vtcp n vµ u

−



 ⇔ (Q1): 
1

Q1 P 1

Qua M (1;3; 2)

vtpt n [ n , u ] (11; 7;3)

−


= = −
     

⇔ (Q1): 11x − 7y + 3z + 16 = 0. 
 Ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q2) ®îc cho bëi: 

(Q2): 
2

P 2

Qua M (2;1;1)

CÆp vtcp n vµ u





 ⇔ (Q2): 
2

Q2 P 1

Qua M (2;1;1)

vtpt n [ n , u ] ( 10; 6; 12)




= = − − −
    

⇔ (Q2): 5x + 3y + 6z − 19 = 0. 
VËy, ®êng th¼ng (∆) chøa c¸c ®iÓm M(x; y; z) tho¶ m·n hÖ: 

11x 7y 3z 16 0

5x 3y 6z 19 0

− + + =
 + + − =

.       (I) 

B»ng viÖc ®Æt x = 3t + 2, ta biÕn ®æi hÖ (I) vÒ d¹ng: 
x 3t 2

11(3t 2) 7y 3z 16 0

5(3t 2) 3y 6z 19 0

= +
 + − + + =
 + + + − =

 ⇔ 

x 2 3t

y 5 3t

z 1 4t

= +
 = +
 = − −

, t ∈  . 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (∆) cÇn dùng. 
C¸ch 3: Gi¶ sö (∆) lµ ®êng th¼ng cÇn dùng vµ (∆) c¾t (d2) t¹i F. 
 Gäi (Q1) lµ mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi (P) vµ chøa (d1), ta cã: 

(Q1): 
1

P 1

Qua M (1;3; 2)

CÆp vtcp n vµ u

−



 ⇔ (Q1): 
1

Q1 P 1

Qua M (1;3; 2)

vtpt n [ n , u ] (11; 7;3)

−


= = −
     

⇔ (Q1): 11x − 7y + 3z + 16 = 0. 
 Täa ®é ®iÓm F lµ nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh: 

x 2 y 1 z 1

3 1 2
11x 7y 3z 16 0

− − − = =
− −

 − + + =

⇔
x 5 3y

z 2y 1

11(5 3y) 7y 3(2y 1) 16 0

= −
 = −
 − − + − + =

 ⇒ ( )F 1;2;3− . 

VËy, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (∆) cã d¹ng: 

(∆): 
( )P

Qua F( 1;2;3)

vtcp n 3;3; 4

−


−
  ⇔ 

x 1 y 2 z 3
( ) :

3 3 4

+ − −
∆ = =

−
. 

C¸ch 4: Gi¶ sö (∆) lµ ®êng th¼ng cÇn dùng vµ (∆) c¾t (d1) t¹i E. 
 Gäi (Q2) lµ mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi (P) vµ chøa (d2), ta cã: 

(Q2): 
2

P 2

Qua M (2;1;1)

CÆp vtcp n vµ u





   ⇔ (Q2): 



= = − − −
  

2

Q2 P 2

Qua M (2;1;1)

vtpt n [ n , u ] ( 10; 6; 12)
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⇔ (Q2): 5x + 3y + 6z − 19 = 0. 
 Täa ®é ®iÓm E lµ nghiÖm cña hÖ ph¬ng tr×nh: 

x 1 y 3 z 2

1 2 1
5x 3y 6z 19 0

− − + = =

 + + − =

⇔
y 2x 1

z x 3

5x 3(2x 1) 6(x 3) 19 0

= +
 = −
 + + + − − =

 

⇒ ( )E 2;5; 1− . 

VËy, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (∆) cã d¹ng: 

(∆): 
( )P

Qua E(2;5; 1)

vtcp n 3;3; 4

−


−
  ⇔ 

x 2 y 5 z 1
( ) :

3 3 4

− − +
∆ = =

−
. 

 Chó ý: KÕt hîp ®iÒu kiÖn vu«ng gãc vµ c¾t ®êng th¼ng chóng ta nhËn ®îc 
d¹ng to¸n "ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®i qua ®iÓm A  vu«ng gãc víi ®êng 
th¼ng (d1) vµ c¾t ®êng th¼ng (d2) chÐo nhau cho tríc", vÝ dô sÏ sau minh ho¹ 
ph¬ng ph¸p thùc hiÖn. 

VVÝÝ  ddôô  66::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®iÓm M(2; 2; 1) vµ hai ®êng th¼ng (d1) vµ 
(d2) cã ph¬ng tr×nh: 

1

x y 1 z 2
(d ) :

2 1 2

− −
= = ,  2

x 3 y 2 z
(d ) :

1 2 3

− −
= = . 

a. Chøng minh r»ng hai ®êng th¼ng (d1), (d2) chÐo nhau. 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®i qua M vu«ng gãc víi (d1) vµ c¾t (d2). 

c. T×m c¸c ®iÓm A, B thuéc (d) sao cho ∆OAB c©n t¹i O vµ cã diÖn tÝch b»ng 
17
2

. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 
 §êng th¼ng (d1) cã vtcp 1v (2; 1; 2)



 vµ ®i qua ®iÓm M1(0; 1; 2). 

 §êng th¼ng (d2) cã vtcp 2v (1; 2; 3)


 vµ ®i qua ®iÓm M2(3; 2; 0). 
NhËn xÐt r»ng: 

( )1 2 1 2v , v .M M 1; 2; 3 (3; 1; 2) 11  = − − − = − 
  

 ⇒ (d1) vµ (d2) chÐo nhau. 

b. Gäi (d) lµ ®êng th¼ng cÇn dùng, ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: ChuyÓn ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d2) vÒ d¹ng tham sè: 

(d2): 

x 3 t

y 2 2t

z 3t

= +
 = +
 =

 (t ∈  ). 

Gi¶ sö (d) c¾t (d2) t¹i ®iÓm N, khi ®ã: 
 §iÓm N ∈ (d2) suy ra N(3 + t; 2 + 2t; 3t). 
 §iÒu kiÖn ®Ó (d) vu«ng gãc víi ®êng th¼ng (d1) lµ: 

1MN v⊥
 

 ⇔ 1MN.v 0=
 

 ⇔ 2(1 + t) + 2t + 2(3t − 1) = 0 

⇔ 10t = 0 ⇔ t = 0 ⇒ N(3; 2; 0). 
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Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®îc cho bëi: 

( )
Qua M(2;2;1)

(d) :
vtcp MN 1;0; 1




−
  ⇔ 

x 2 t

(d) : y 2 , t

z 1 t

= +
 = ∈
 = −

 . 

C¸ch 2: Ta lÇn lît: 
 Gäi (R1) lµ mÆt ph¼ng ®i qua M vµ vu«ng gãc víi (d1) th×: 

1
1

Qua M(2;2;1)
(R ) :

vtpt v (2;1;2)




  ⇔ (R1): 2x + y + 2z − 8 = 0. 

 Gäi (R2) lµ mÆt ph¼ng ®i qua M vµ chøa (d2) th×: 

2
2 2

Qua M(2;2;1)
(R ) :

C vtcp MM v vÆp µ





     

⇔ 2
2 2 2 2

Qua M(2;2;1)
(R ) :

vtpt n [MM , v ] (2; 4;2) ch n (1; 2;1)än




= = − −
      

⇔ (R2): x − 2y + z + 1 = 0. 
Khi ®ã, ®êng th¼ng (d) cÇn dùng chøa c¸c ®iÓm M(x; y; z) tho¶ m·n hÖ: 

2x y 2z 8 0
x 2y z 1 0

+ + − =
 − + + =

.       (*) 

B»ng viÖc ®Æt x = t, ta biÕn ®æi hÖ (*) vÒ d¹ng: 
x t
2t y 2z 8 0
t 2y z 1 0

=
 + + − =
 − + + =

 ⇔ 

x t
y 2 , t
z 3 t

=
 = ∈
 = −

  

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (d) cÇn dùng. 

 Lu ý:  Chóng ta cã thÓ tèi u lêi gi¶i trong c¸ch 2 nh sau: 
Gi¶ sö (d) víi vtcp u



 lµ ®êng th¼ng cÇn dùng, khi ®ã (d) lµ giao tuyÕn 
cña hai mÆt ph¼ng (R1) vµ (R2), trong ®ã:  

(R1): 
1 1

Qua A
(d ) (R )


 ⊥

 vµ (R2): 
2 2

Qua A
(d ) (R )


 ⊂

. 

 MÆt ph¼ng (R1) cã vtpt 1v (2; 1; 2)


. 

 MÆt ph¼ng (R2) cã vtpt 2n


 ®îc cho bëi: 

2 2 2n [MM , v ] (2; 4;2)= = −
  

 chän 2n (1; 2;1)= −


. 

 vtcp u


 cña ®êng th¼ng (d) ®îc cho bëi: 

1 2u v , n (5; 0; 5) = = − 
  

 chän u (1;0; 1)= −


. 
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Khi ®ã, ®êng th¼ng (d) ®îc cho bëi: 

( )
Qua M(2;2;1)

(d) :
vtcp u 1;0; 1




−
  ⇔ 

x 2 t
(d) : y 2 , t

z 1 t

= +
 = ∈
 = −

 . 

C¸ch 3: Ta lÇn lît: 
 Gäi (R1) lµ mÆt ph¼ng ®i qua M vµ vu«ng gãc víi (d1) th×: 

1
1

Qua M(2;2;1)
(R ) :

vtpt v (2;1;2)




  ⇔ (R1): 2x + y + 2z − 8 = 0. 

 MÆt ph¼ng (R1) c¾t (d2) t¹i ®iÓm N th× to¹ ®é cña N lµ nghiÖm cña hÖ:  
x 3 y 2 z

1 2 3
2x y 2z 8 0

− − = =

 + + − =

⇔ 

y 2x 4
z 3x 9
2x y 2z 8 0

= −
 = −
 + + − =

 ⇔ 

x 3
y 2
z 0

=
 =
 =

  

⇒ N(5; 0; −2). 
Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®îc cho bëi: 

( )
Qua M(2;2;1)

(d) :
vtcp MN 1;0; 1




−
  ⇔ 

x 2 t
(d) : y 2 , t

z 1 t

= +
 = ∈
 = −

 . 

c. C¸c ®iÓm A, B thuéc (d) nªn: 
A(2 + t1; 2; 1 − t1) vµ B(2 + t2; 2; 1 − t2) víi t1 ≠ t2. 

Ta lÇn lît: 
 ∆OAB c©n t¹i O khi OA = OB do ®ã: 

OA2 = OB2 ⇔ (2 + t1)2 + 4 + (1 − t1)2 = (2 + t2)2 + 4 + (1 − t2)2 
⇔ 2 2

1 1 2 22t 2t 2t 2t+ = +  ⇔ (t1 − t2)(t1 + t2 + 1) = 0 
1 2t t

1 2t t 1 0.
≠

⇔ + + =        (1) 

 ∆OAB cã diÖn tÝch b»ng 
17
2

 khi: 

1 17OA, OB
2 2

  = 
 

 ⇔ 1 2 1 2 1 2(2t 2t ; 3t 3t ; 2t 2t ) 17− − + − =  

⇔ (t1 − t2)2 = 1  

⇔ 1 2

1 2

t t 1
t t 1

− =
 − = −

 
(1)

1 2

1 2

t 1 v t 0
t 0 v t 1

µ

µ

= =
⇔  = =

 ⇔ 
A(3; 2; 0) v B(2; 2; 1)
A(2; 2; 1) v B(3; 2; 0)

µ

µ





 

VËy, hai ®iÓm A(3; 2; 0) và B(2; 2; 1) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
 Chó ý: KÕt hîp ®iÒu kiÖn vu«ng gãc vµ c¾t víi mét ®êng th¼ng chóng ta nhËn 
®îc d¹ng to¸n "ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®i qua ®iÓm A vu«ng gãc vµ c¾t 
®êng th¼ng (∆) cho tríc", ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: NhËn xÐt r»ng ®êng th¼ng (d) cÇn dùng sÏ ®i qua h×nh chiÕu vu«ng 
gãc H cña A trªn (∆). 
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Bíc 2: X¸c ®Þnh to¹ ®é H b»ng hai c¸ch ®· biÕt. 
Bíc 3: Suy ra ®êng th¼ng (AH) lµ ®êng th¼ng cÇn dùng. 
Ngoµi ra, ta còng cã thÓ thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: ViÕt ph¬ng tr×nh c¸c mÆt ph¼ng: 

 (P) qua A vµ chøa (∆). 
 (Q) qua A vµ vu«ng gãc víi (∆). 

Bíc 3: Khi ®ã, ®êng th¼ng (d) cÇn dùng chøa c¸c ®iÓm M(x; y; z) tho¶ m·n hÖ: 
(P)

(Q)





.       (*) 

ChuyÓn hÖ (*) vÒ d¹ng tham sè. 

VVÝÝ  ddôô  77::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®iÓm M(1; 2; −1) vµ hai mÆt ph¼ng (P), 
(Q) cã ph¬ng tr×nh: 

(P): x + y + z − 3 = 0,   (Q): y + z − 1 = 0. 
a. Chøng tá r»ng hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) c¾t nhau theo giao tuyÕn (d). ViÕt 

ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (d). 
b. X¸c ®Þnh to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc cña M trªn ®êng th¼ng (d). Tõ ®ã, 

suy ra täa ®é ®iÓm M1 ®èi xøng víi M qua (d). 
c. LËp ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng ®i qua M vu«ng gãc víi (d) vµ c¾t (d). 

 Gi¶i 

a. Gäi Pn


, Qn


 theo thø tù lµ vtpt cña c¸c mÆt ph¼ng (P), (Q), ta cã: 

Pn


(1; 1; 1), Qn


(0; 1; 1) ⇒ Pn


 vµ Qn


 kh«ng cïng ph¬ng ⇔ (P) ∩ (Q) = (d). 

§Ó viÕt ph¬ng tr×nh tham sè cña(d) ta cã thÓ sö dông c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: Giao tuyÕn (d) gåm c¸c ®iÓm A(x; y; z) tháa m·n hÖ ph¬ng tr×nh: 





=−+
=−++

01zy

03zyx
.       (I) 

Trong hÖ (I) cho y = t (t ∈  ), ta ®îc: 
y t
x t z 3 0
t z 1 0

=
 + + − =
 + − =

 ⇔ 

x 2

y t

z 1 t

=
 =
 = −

, t ∈  . 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (d). 
C¸ch 2: §iÓm A(2; 0; 1) thuéc (P) vµ (Q) nªn thuéc (d). 

Gäi u


 lµ mét vtcp cña ®êng th¼ng (d), ta cã:  

Q Pu n , n (0; 1; 1) = = − 
  

. 

Ta cã: 

Qua A(2;0;1)
(d) :

vtcp u(0; 1;1)




−
  ⇔ 

x 2

(d) : y t , t

z 1 t

=
 = ∈
 = −

 . 
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b. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña M lªn ®êng th¼ng (d), suy ra: 

H(2; t; 1 − t) ⇒ MH


(1; t − 2; 2 − t), 
MH ⊥ (d) ⇔ MH u MH.u 0⊥ ⇔ =

   

 ⇔ t − 2 + t − 2 = 0 ⇔ t = 2 ⇒ H(2; 2; −1). 

V× H lµ trung ®iÓm cña MM1 nªn ta cã M1(3; 2; −1). 
C¸ch 2: Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng tho¶ m·n: 

(P): 
Qua M

(P) (d)


 ⊥

 ⇔ (P): 
Qua M(1;2; 1)

vtpt u(0; 1; 1)

−


−
  ⇔ (P): y − z − 3 = 0. 

Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña M trªn (d), suy ra {H} = (d) ∩ (P), to¹ ®é H lµ 
nghiÖm hÖ ph¬ng tr×nh: 

x 2

y t

z 1 t

y z 3 0

=
 =
 = −
 − − =

 ⇒ 

x 2

y 2

z 1

=
 =
 = −

⇒ H(2; 2; −1). 

V× H lµ trung ®iÓm cña MM1 nªn ta cã M1(3; 2; −1). 
c. Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng ®i qua M vu«ng gãc víi (d) vµ c¾t (d) lµ: 

(∆): 
Qua M(1;2; 1)

vtcp MH(1;0;0)

−



 ⇔ (∆): 

x 1 t

y 2

z 1

= +
 =
 = −

, t ∈  . 

 Chó ý: §Ó t¨ng ®é khã cho d¹ng to¸n "ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®i qua 
®iÓm A vu«ng gãc vµ c¾t ®êng th¼ng (∆) cho tríc", ngêi ta thêng thay ®iÒu kiÖn 
vu«ng gãc b»ng t¹o víi (∆) mét gãc α, khi ®ã ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: T×m vtcp u∆



 cña (∆) vµ mét ®iÓm B thuéc (∆). 

Gi¶ sö ®êng th¼ng (d) cÇn dùng cã vtcp du (a; b; c)


. 
Bíc 2: Ta lÇn lît cã: 

 Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng qua A vµ chøa (∆) th× (P) cã vtpt Pn


 ®îc cho bëi: 

Pn AB, u =  
  

. 

 V× (d) c¾t (∆) nªn n»m trong (P), do ®ã: 
d P d Pu n u .n 0⊥ ⇔ =
   

.     (1) 

 §Ó gãc gi÷a (d) vµ (∆) b»ng α ®iÒu kiÖn lµ: 

d

d

u .u
cos

u . u

∆

∆

α =

 

 
.     (2) 

Tõ (1) vµ (2) chóng ta sÏ nhËn ®îc to¹ ®é cña vect¬ du


. 

Bíc 3: ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) qua A cã vtcp du


. 
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Ngoµi ra, trong mét vµi trêng hîp ®Æc biÖt chóng ta cßn cã thÓ sö dông ph¬ng 
ph¸p t×m ®iÓm. 

VVÝÝ  ddôô  88::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®iÓm A(4; 1; −1) vµ ®êng th¼ng (∆) cã 
ph¬ng tr×nh: 

x 0

( ) : y 1 t , t

z 1 t

=
∆ = + ∈
 = +

 . 

a. Chøng tá r»ng ®iÓm A kh«ng thuéc ®êng th¼ng (∆). 

b. LËp ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng ®i qua A c¾t (∆) vµ t¹o víi (∆) mét gãc 
b»ng 450. 

 Gi¶i 

a. Thay to¹ ®é cña A vµo ph¬ng tr×nh tham sè cña (∆), ta ®îc: 

4 0

1 1 t , v« nghiÖm

1 1 t

=
 = +
− = +

 ⇒ A ∉ (∆). 

b. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 

C¸ch 1: §êng th¼ng (∆) ®i qua ®iÓm B(0; 1; 1) vµ cã vtcp u (0; 1; 1).∆



 

Gi¶ sö ®êng th¼ng (d) cÇn dùng cã vtcp du (a; b; c)


, ta lÇn lît cã: 

 Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng qua A vµ chøa (∆) th× (P) cã vtpt Pn


 ®îc cho bëi: 

Pn AB, u ( 2; 4; 4) = = − − 
  

 chän Pn (1; 2; 2)−


. 

 V× (d) c¾t (∆) nªn n»m trong (P), do ®ã: 

d P d Pu n u .n 0⊥ ⇔ =
   

 ⇔ a − 2b + 2c = 0 ⇔ a = 2b − 2c.  (1) 

 §Ó gãc gi÷a (d) vµ (∆) b»ng 459 ®iÒu kiÖn lµ: 

d0

d

u .u
cos45

u . u

∆

∆

=

 

 
 ⇔ 

2 2 2 2 2

b c1

2 a b c . 1 1

+
=

+ + +
 

⇔ (b + c)2 = (2b − 2c)2 + b2 + c2 ⇔ 2b2 − 5bc + 2c2 = 0  

⇔ b = 2c hoÆc c = 2b. 
Khi ®ã: 

 Víi b = 2c th× a = 2c nªn du (2c; 2c; c)


 chän du (2; 2; 1)


, tõ ®ã: 

(d1): 
d

Qua A(4;1; 1)

vtcp u (2;2;1)

−



 ⇔ 1

x 4 2t

(d ) : y 1 2t , t

z 1 t

= +
 = + ∈
 = − +

 . 
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 Víi c = 2b th× a = −2b nªn du ( 2b; b; 2b)−


 chän du ( 2; 1; 2)−


, tõ ®ã: 

(d2): 
d

Qua A(4;1; 1)

vtcp u ( 2;1;2)

−


−
 ⇔ 2

x 4 2t

(d ) : y 1 t , t

z 1 2t

= −
 = + ∈
 = − +

 . 

VËy, tån t¹i hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
C¸ch 2: §êng th¼ng (∆) ®i qua ®iÓm B(0; 1; 1) vµ cã vtcp u (0; 1; 1).∆



 

Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña A trªn (∆), ta lÇn lît cã: 
 Gäi (Q) lµ mÆt ph¼ng qua A vµ vu«ng gãc víi (∆), ta cã: 

(Q): 
Qua A(4;1; 1)

vtpt u (0; 1; 1)∆

−



  ⇔ (Q): y + z = 0. 

 V× {H} = (∆) ∩ (Q) nªn to¹ ®é H lµ nghiÖm hÖ ph¬ng tr×nh: 
x 0

y 1 t

z 1 t

y z 0

=
 = +
 = +
 + =

 ⇒ x = y = z = 0 ⇒ H(0; 0; 0). 

Gi¶ sö ®êng th¼ng (d) cÇn dùng c¾t (∆) t¹i M(0; 1 + t; 1 + t) th× ∆HAM vu«ng 
c©n t¹i H, suy ra: 

HM = HA ⇔ HM2 = HA2 ⇔ (1 + t)2 + (1 + t)2 = 42 + 12 + (−1)2 

⇔ (1 + t)2 = 9 ⇔ 
1 t 3
1 t 3

+ = −
 + =

 ⇔ 1

2

t 4
t 2

= −
 =

. 

Khi ®ã: 
 Víi t1 = −4 th× M1(0; −3; −3), tõ ®ã: 

(d1): 
1

Qua A(4;1; 1)

vtcp M A(4;4;2) chän (2;2;1)

−



 ⇔ 1

x 4 2t

(d ) : y 1 2t , t

z 1 t

= +
 = + ∈
 = − +

 . 

 Víi t2 = 2 th× M1(0; 3; 3), tõ ®ã: 

(d2): 
2

Qua A(4;1; 1)

vtcp AM ( 4;2;4)chän ( 2;1;2)

−


− −
 ⇔ 2

x 4 2t

(d ) : y 1 t , t

z 1 2t

= −
 = + ∈
 = − +

 . 

VËy, tån t¹i hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

C¸ch 3: §êng th¼ng (∆) ®i qua ®iÓm B(0; 1; 1) vµ cã vtcp u (0; 1; 1).∆



 
Ta lÇn lît cã: 
 Kho¶ng c¸ch d tõ A ®Õn (∆) ®îc cho bëi: 

AB,u
d 18.

u

∆

∆

 
 = =
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 Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña A trªn (∆) vµ gi¶ sö ®êng th¼ng (d) cÇn 
dùng c¾t (∆) t¹i M(0; 1 + t; 1 + t) th× ∆HAM vu«ng c©n t¹i H, suy ra: 

2 2AM AH 2 AM 2AH= ⇔ =  ⇔ (−4)2 + t2 + (2 + t)2 = 2.18 

⇔ t2 + 2t − 8 = 0 ⇔ t1 = −4 hoÆc t2 = 2. 
Khi ®ã: 
 Víi t1 = −4 th× M1(0; −3; −3), tõ ®ã: 

(d1): 
1

Qua A(4;1; 1)

vtcp M A(4;4;2) chän (2;2;1)

−



 ⇔ 1

x 4 2t

(d ) : y 1 2t , t

z 1 t

= +
 = + ∈
 = − +

 . 

 Víi t2 = 2 th× M1(0; 3; 3), tõ ®ã: 

(d2): 
2

Qua A(4;1; 1)

vtcp AM ( 4;2;4)chän ( 2;1;2)

−


− −
 ⇔ 2

x 4 2t

(d ) : y 1 t , t

z 1 2t

= −
 = + ∈
 = − +

 . 

VËy, tån t¹i hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
 

Bµi to¸n 4: §iÓm vµ ®êng th¼ng. 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

§Ó t×m ®iÓm M thuéc ®êng th¼ng (d) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn K, ta lùa chän mét 
trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1:  Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: ChuyÓn ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) vÒ d¹ng tham sè: 

(d): 
0

0

0

x x at
y y bt
y z ct

= +
 = +
 = +

, t ∈   (cã vtcp u(a; b; c)


). 

Bíc 2: §iÓm M ∈ (d), suy ra M(x0 + at; y0 + bt; z0 + ct) 
Bíc 3: ThiÕt lËp tÝnh chÊt K cho ®iÓm M. 

C¸ch 2: Sö dông ®iÒu kiÖn K kh¼ng ®Þnh M thuéc ®êng (L), khi ®ã: 
(d) ∩ (L) = {M}. 

Chóng thêng gÆp: 
1. T×m trªn ®êng th¼ng (d) ®iÓm M(xM; yM; zM) sao cho 2

Mx + 2
My + 2

Mz  nhá nhÊt 
(hoÆc ®îc ph¸t biÓu díi d¹ng "T×m to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc M cña O 
trªn (d)").  
Khi ®ã, nÕu sö dông c¸ch 1 th× bíc 3 cã néi dung: 

2 2 2
M M Mx y z+ +  = (x0 + at)2 + (y0 + bt)2 + (z0 + ct)2 

 = At2 + Bt + C ≥ 
4A
∆

 

VËy, ta ®îc ( )2 2 2
M M M Min

x y z
4A
∆

+ + = −  ®¹t ®îc khi 
bt

2A
= −  ⇒ M. 
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2. X¸c ®Þnh to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®iÓm A lªn ®êng th¼ng (d). 
Khi ®ã: 
 NÕu sö dông c¸ch 1 th× bíc 3 cã néi dung: 

AM ⊥ (d) ⇔ AM u⊥
 

 ⇔ AM.u 0=
 

 ⇒ Gi¸ trÞ t ⇒ To¹ ®é H. 
 NÕu sö dông c¸ch 2 th× thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: X¸c ®Þnh vtcp a  cña ®êng th¼ng (d). 
Bíc 2: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) tho¶ m·n: 

(P): 
qua A
(P) (d)


 ⊥

 . 

Bíc 3: H×nh chiÕu vu«ng gãc M cña A lªn ®êng th¼ng (d) lµ giao 
®iÓm cña (d) vµ (P). 

Tõ viÖc x¸c ®Þnh ®îc to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc cña A lªn (d), chóng ta 
thùc hiÖn ®îc viÖc: 

 T×m to¹ ®é ®iÓm M thuéc (d) sao cho ®é dµi AM ng¾n nhÊt. 

 T×m to¹ ®é ®iÓm A1 ®èi xøng víi ®iÓm A qua (d), cô thÓ ta thùc hiÖn theo 
c¸c bíc: 

Bíc 1: X¸c ®Þnh to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc M cña A lªn (d). 
Bíc 2: Suy ra to¹ ®é ®iÓm A1 tõ ®iÒu kiÖn M lµ trung ®iÓm cña AA1. 

Tuy nhiªn, yªu cÇu nµy cßn cã thÓ thùc hiÖn b»ng c¸ch: 
Bíc 1: X¸c ®Þnh vtcp u



 cña ®êng th¼ng (d). 
Bíc 2: Gi¶ sö A1(x; y; z), suy ra: 

1

1

Trung i m M c a AA thu c(d)
AA (d)

® Ó ñ é
 ⊥

 

⇔ 
A A A

1

x x y y z zM ; ; (d)
2 2 2

AA .u 0

 + + + ∈ 
 

 =
 

⇒ To¹ ®é A1. 

 ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng ®i qua A vu«ng gãc víi (d) vµ c¾t (d), cô 
thÓ ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: X¸c ®Þnh to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc M cña A lªn (d). 
Bíc 2: Suy ra ®êng th¼ng (AM) lµ ®êng th¼ng cÇn dùng. 

Tuy nhiªn, yªu cÇu nµy cßn cã thÓ thùc hiÖn b»ng c¸ch: 
Bíc 1: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) ®i qua A vµ chøa ®êng th¼ng 

(d). 
Bíc 2: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) ®i qua A vµ vu«ng gãc víi 

®êng th¼ng (d). 
Bíc 3: §êng th¼ng cÇn t×m chÝnh lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng (P) 

vµ (Q). 
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 ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu t©m A vµ tiÕp xóc víi (d), cô thÓ ta thùc hiÖn 
theo c¸c bíc: 
Bíc 1: X¸c ®Þnh to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc M cña A lªn (d). 
Bíc 2: MÆt cÇu (S) t©m A vµ tiÕp xóc víi (d) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(S): 
T
B

©m A

¸n kÝnh R=AM





. 

Tuy nhiªn, yªu cÇu nµy cßn cã thÓ thùc hiÖn b»ng c¸ch: 
Bíc 1: Gäi R lµ b¸n kÝnh mÆt cÇu (S) t©m A vµ tiÕp xóc víi (d) th× ta cã: 

R = d(A, (d)). 
Bíc 2: Ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(S): 
T
B

©m A

¸n kÝnh R





. 

 ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu t©m A vµ c¾t (d) t¹i hai ®iÓm E, F sao cho EF 
= l, cô thÓ ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: X¸c ®Þnh to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc M cña A lªn (d). Ta cã 

M lµ trung ®iÓm cña ®o¹n EF. 
Bíc 2: MÆt cÇu (S) cÇn dùng ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(S): 
T

B EM2 2

©m A

¸n kÝnh R=AE= AM




+
 

⇔ (S): 

T

EFB
2

2
2

©m A

¸n kÝnh R= AM



  +  

 

. 

Tuy nhiªn, yªu cÇu nµy cßn cã thÓ thùc hiÖn b»ng c¸ch: 
Bíc 1: Gäi M lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña A trªn (d) (khi ®ã M lµ 

trung ®iÓm cña ®o¹n EF) vµ R lµ b¸n kÝnh mÆt cÇu (S) cÇn dùng 
th× ta cã: 

EM2 2R=AE= AM +  = 
EF(A, (d))
2

2
2d

 +  
 

. 

Bíc 2: Ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(S): 
T
B

©m A

¸n kÝnh R





. 

VVÝÝ  ddôô  11::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®iÓm A(2; 6; 2) vµ ®êng th¼ng (d) cã 
ph¬ng tr×nh: 

x 3 y 1 z 1(d) :
2 1 2
− − −

= =
−

. 

a. T×m trªn ®êng th¼ng (d) ®iÓm M(xM; yM; zM) sao cho tæng  2 2 2
M M Mx y z+ +  

®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt. 
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b. T×m to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®iÓm A lªn ®êng th¼ng (d). 
c. T×m täa ®é ®iÓm A1 ®èi xøng víi ®iÓm A qua ®êng th¼ng (d). 
d. ViÕt ph¬ng tr×nh chÝnh t¾c ®êng th¼ng ®i qua ®iÓm A vu«ng gãc víi  (d) 

vµ c¾t (d). 
e. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu t©m A vµ tiÕp xóc víi (d). 
f. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu t©m A vµ c¾t ®êng th¼ng (d) t¹i hai ®iÓm E, F 

sao cho EF = 6. 

 Híng dÉn: Sö dông kiÕn thøc trong phÇn ph¬ng ph¸p gi¶i to¸n. 

 Gi¶i 
ChuyÓn ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) vÒ d¹ng tham sè: 

(d): 
x 3 2t
y 1 t
z 1 2t

= −
 = +
 = +

, t ∈  . 

a. §iÓm M ∈ (d), suy ra M(3 − 2t ; 1 + t; 1 + 2t). 
Khi ®ã: 

2 2 2
M M Mx y z+ +  = (3 − 2t)2 + (1 + t)2 + (1 + 2t)2 = 9t2 − 6t + 11  

 = (3t − 1)2 + 10 ≥ 10. 

Tõ ®ã, suy ra ( )2 2 2
M M M Min

x y z 10+ + =  ®¹t ®îc khi: 

3t − 1 = 0 ⇔ 
1t
3

=  ⇒ To¹ ®é ®iÓm 
7 4 5M ; ;
3 3 3

 
 
 

. 

b. Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña A lªn ®êng th¼ng (d), ta cã thÓ tr×nh bµy theo 
hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: §êng th¼ng (d) cã vtcp u( 2; 1; 2)−



. 

V× H ∈ (d) nªn H(3 − 2t ; 1 + t; 1 + 2t), suy ra AH(1 2t; t 5; 2t 1)− − −


. 
§Ó H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña A lªn (d) ®iÒu kiÖn lµ: 

AH ⊥ (d) ⇔ AH u⊥
 

 ⇔ AH.u 0=
 

  
⇔ 2(1 2t) (t 5) 2(2t 3) 0− − + − + − =  ⇔ t = 1 ⇒ H(1; 2; 3). 

C¸ch 2: §êng th¼ng (d) cã vtcp u( 2; 1; 2)−


. 
Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng tho¶ m·n: 

(P): 
Qua A
(P) (d)


 ⊥

 ⇔ (P): 
Qua A(2; 6; 2)

vtpt u( 2; 1; 2)



−
  ⇔ (P): 2x − y − 2z + 6 = 0. 

V× {H} = (d) ∩ (P) nªn to¹ ®é H lµ nghiÖm hÖ ph¬ng tr×nh: 
x 3 2t
y 1 t
z 1 2t
2x y 2z 6 0

= −
 = +
 = +
 − − + =

 ⇔ 

x 3 2t
y 1 t
z 1 2t
9t 9 0

= −
 = +
 = +
 − =

 ⇒ 

x 1
y 2
z 3
t 1

=
 =
 =
 =

⇒ H(1; 2; 3). 
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c. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: (Dùa vµo kÕt qu¶ c©u b): V× H lµ trung ®iÓm cña AA1 nªn A1(0; −2; 4). 
C¸ch 2: (§éc lËp víi c©u b): §êng th¼ng (d) cã vtcp u( 2; 1; 2)−



 vµ gi¶ sö ®iÓm    
A1(x; y; z), suy ra: 

1

1

Trung i m Hc a AA thu c(d)
AA (d)

® Ó ñ é
 ⊥

 ⇔ 

1

x 2 y 6 z 2H ; ; (d)
2 2 2

AA .u 0

 + + + ∈ 
 

 =
 

 

⇔ 

x 2 3 2t
2

y 6 1 t
2

z 2 1 2t
2
2(x 2) (y 6) 2(z 2) 0

+ = −


+ = +

 +

= +

− − + − + − =

 ⇔ 

x 4 4t
y 2t 4
z 4t
t 1 0

= −
 = −
 =
 − =

⇒

x 0
y 2
z 4
t 1

=
 = −
 =
 =

⇒ A1(0; −2; 4). 

d. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: (Dùa vµo kÕt qu¶ c©u b): Gäi (d’) lµ ®êng th¼ng cÇn dùng th×: 

(d’): 
Qua A
Qua H





 ⇔ (d’): 
Qua A(2; 6; 2)

vtcp HA(1; 4; 1)



−
   

⇔ 
x 2 y 6 z 2(d ') :

1 4 1
− − −

= =
−

. 

C¸ch 2: (§éc lËp víi c©u b): Gäi (d’) cã vtcp u '


 lµ ®êng th¼ng cÇn dùng. 

LÊy ®iÓm B(3; 1; 1) thuéc (d) vµ gäi (P) = (A, (d))  th× (P) cã vtpt Pn


 ®îc cho bëi: 

Pn AB, u ( 9; 0; 9) = = − − 
  

 chän Pn (1; 0; 1)


. 

Khi ®ã, ta nhËn thÊy: 

(d ') (P)
(d ') (d)

⊂
 ⊥

 ⇔ Pu ' n

u ' u

 ⊥


⊥

 

 

 ⇔ Pu ' n , u ( 1; 4;1) = = − − 
  

. 

VËy, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d’) ®îc cho bëi: 

(d’): 
Qua A(2; 6; 2)

vtcp u '( 1; 4; 1)



− −
  ⇔ 

x 2 y 6 z 2(d ') :
1 4 1

− − −
= =

− −
. 

e. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: (Dùa vµo kÕt qu¶ c©u b): MÆt cÇu (S) t©m A vµ tiÕp xóc víi (d) ®îc x¸c 
®Þnh bëi: 

(S): 
T

B

©m A(2; 6; 2)

¸n kÝnh R=AH= 18





 ⇔ (S): (x − 2)2 + (y − 6)2 + (z − 2)2 = 18. 
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C¸ch 2: (§éc lËp víi c©u b): §êng th¼ng (d) cã vtcp u(1; 2; 2)−


 vµ ®i qua ®iÓm   
B(3;  1; 1). Gäi R lµ b¸n kÝnh mÆt cÇu (S) t©m A vµ tiÕp xóc víi (d), ta cã: 

R = d(A, (d)) = 
AB,u

u

  
 


 = 18 . 

Ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(S): 
T

B

©m A(2; 6; 2)

¸n kÝnh R= 18





 ⇔ (S): (x − 2)2 + (y − 6)2 + (z − 2)2 = 18. 

f. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: (Dùa vµo kÕt qu¶ c©u b): V× H lµ trung ®iÓm cña EF nªn mÆt cÇu (T) cÇn dùng 
cã b¸n kÝnh R ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

R = AE = 2 2AH EH+  = 
2

2 EFAH
2

 +  
 

 = 18 9 27+ = . 

Ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (T) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(T): 
T

B

©m A(2; 6; 2)

¸n kÝnh R= 27





 ⇔ (T): (x − 2)2 + (y − 6)2 + (z − 2)2 = 27. 

C¸ch 2: (§éc lËp víi c©u b): V× H lµ trung ®iÓm cña EF nªn mÆt cÇu (T) cÇn dùng cã 
b¸n kÝnh R ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

EM2 2R=AE= AM +
EF(A, (d))
2

2
2d

 +  
 

 = 18 9 27+ = . 

Ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (T) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(T): 
T

B

©m A(2; 6; 2)

¸n kÝnh R= 27





 ⇔ (T): (x − 2)2 + (y − 6)2 + (z − 2)2 = 27. 

 Chó ý: TiÕp tôc øng dông h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®iÓm trªn ®êng th¼ng 
chóng ta xÐt c¸c d¹ng to¸n sau: 

 Cho hai ®iÓm A, B vµ ®êng th¼ng (d). T×m to¹ ®é ®iÓm M trªn ®êng th¼ng 
(d) ®Ó: 

a. MA MB+
 

 ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt.  

b. MA2 + MB2 ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt.  
Khi ®ã: 
a. Chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: Gäi I lµ trung ®iÓm cña AB, ta cã: 

MA MB 2 MI 2MI+ = =
  

. 

Tõ ®ã, ta thÊy MA MB+
 

 ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt khi MI nhá nhÊt, tøc 

M lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña I trªn (d). 
Bíc 2: T×m to¹ ®é cña M. 
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b. Ta cã thÓ lùa chän c¸c c¸ch gi¶i sau: 
C¸ch 1: Chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Gäi I lµ trung ®iÓm cña AB, ta cã: 

MA2 + MB2 = 
2 2

MA MB+
  ( ) ( )2 2

MI IA MI IB= + + +
   

 

2 2 2 2MI 2MI.IA IA MI 2MI.IB IB= + + + + +
   

 

( )
2

2 AB2MI 2MI IA IB
2

= + + +
  

2
2 AB2MI

2
= + . 

Tõ ®ã, ta thÊy MA2 + MB2 ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt khi MI nhá nhÊt, tøc 
M lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña I trªn (d). 

Bíc 2: T×m to¹ ®é cña M. 
C¸ch 2: Sö dông ph¬ng tr×nh tham sè (gi¶ sö lµ t) cña ®êng th¼ng (d) chóng ta 
biÕn ®æi biÓu thøc MA2 + MB2 vÒ d¹ng (ta lu«n cã a > 0): 

MA2 + MB2 = at2 + bt + c 
4a
∆

≥ − . 

Tõ ®ã, ta thÊy (MA2 + MB2)Min = 
4a
∆

− , ®¹t ®îc khi 
bt
2a

= − , suy ra to¹ ®é 

®iÓm M. 
 Më réng víi ba ®iÓm A, B, C kh«ng th¼ng hµng (hoÆc tø diÖn ABCD) chóng ta 

sö dông träng t©m G cña ∆ABC ((hoÆc träng t©m G cña tø diÖn ABCD)). Cô thÓ 
"Cho ba ®iÓm A, B, C kh«ng th¼ng hµng vµ ®êng th¼ng (d). T×m to¹ ®é ®iÓm 
M trªn ®êng th¼ng (d) ®Ó: 

a. MA MB MC+ +
  

 ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt.  

b. MA2 + MB2 + MC2 ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt.  
ë ®©y, chóng ta thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi: 

MA MB MC 3MG+ + =
   

. 

MA2 + MB2 + MC2 = 
2 2 2

MA MB MC+ +
  

 =  

( ) ( ) ( )2 2 2
MG GA MG GB MG GC= + + + + +
     

 

( )2 2 2 23MG 2MG GA GB GC GA GB GC= + + + + + +
   

  

2 2 2 23MG GA GB GC= + + + . 

VVÝÝ  ddôô  22::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ba ®iÓm A(3; −1; 3), B(1; −3; 3),        
C(−10; 4; 9) vµ ®êng th¼ng (d) cã ph¬ng tr×nh: 

x 2 y 1 z 3
(d) :

1 2 1

− − −
= =

−
. 

a. T×m to¹ ®é ®iÓm M trªn ®êng th¼ng (d) ®Ó MA2 + MB2 ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt. 

b. T×m to¹ ®é ®iÓm N trªn ®êng th¼ng (d) ®Ó NA NB NC+ +
  

 ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt. 
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 Gi¶i 
a. Ta cã thÓ lùa chän c¸c c¸ch gi¶i sau: 

C¸ch 1: §o¹n th¼ng AB cã trung ®iÓm I(2; −2; 3), ta cã: 

MA2 + MB2 = 
2 2

MA MB+
  ( ) ( )2 2

MI IA MI IB= + + +
   

 

 2 2 2 2MI 2MI.IA IA MI 2MI.IB IB= + + + + +
   

 

 ( )
2

2 AB2MI 2MI IA IB
2

= + + +
  

 
2

2 AB2MI
2

= + . 

Tõ ®ã, ta thÊy MA2 + MB2 ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt khi MI nhá nhÊt, tøc M lµ h×nh 
chiÕu vu«ng gãc cña I trªn (d). 

ChuyÓn ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) vÒ d¹ng tham sè: 

x 2 t

(d) : y 1 2t , t

z 3 t

= +
 = − ∈
 = +

  ⇒ M(2 + t; 1 − 2t; 3 + t) ⇒ ( )IM t; 3 2t; t−


. 

Tõ ®iÒu kiÖn: 

d dIM u IM.u 0 t 2(3 2t) t 0⊥ ⇔ = ⇔ − − + =
   

 ⇔ 6t − 6 = 0 ⇔ t = 1 ⇒ M(3; −1; 4). 

VËy, víi ®iÓm M(3; −1; 4) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
C¸ch 2: ChuyÓn ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) vÒ d¹ng tham sè: 

x 2 t

(d) : y 1 2t , t

z 3 t

= +
 = − ∈
 = +

  ⇒ M(2 + t; 1 − 2t; 3 + t). 

Ta cã: 

MA2 + MB2 = (t − 1)2 + (2 − 2t)2 + t2 + (1 + t)2 + (4 − 2t) + t2 

 = 12t2 − 24t + 22 = 12(t − 1)2 + 10 ≥ 10. 
Tõ ®ã, ta thÊy (MA2 + MB2)Min = 10, ®¹t ®îc khi: 

t − 1 = 0 ⇔ t = 1 ⇒ M(3; −1; 4). 

VËy, víi ®iÓm M(3; −1; 4) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

b. Tam gi¸c ABC cã träng t©m G(−2; 0; 5), ta cã: 

NA NB NC 3 NG 3NG+ + = =
   

. 

Tõ ®ã, ta thÊy NA NB NC+ +
  

 ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt khi NG nhá nhÊt, tøc N lµ 

h×nh chiÕu vu«ng gãc cña G trªn (d). Ta lÇn lît: 
 Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng qua G vµ vu«ng gãc víi (d), khi ®ã: 

d

Qua G( 2;0;5)
(P) :

vtpt u (1; 2; 1)

−


−
  ⇔ (P): x − 2y + z − 3 = 0. 
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 V× (P) ∩ (d) = {N} nªn to¹ ®é cña B lµ nghiÖm cña hÖ: 

x 2 y 1 z 3

1 2 1
x 2y z 3 0

− − − = =
−

 − + − =

 ⇔ 

2x y 5

x z 1

x 2y z 3

+ =
 − = −
 − + =

 ⇒ N(2; 1; 3). 

 Chó ý: §Ó t¨ng ®é khã cho d¹ng to¸n "ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®i qua 
®iÓm A vu«ng gãc vµ c¾t ®êng th¼ng (∆) cho tríc", ngêi ta thêng thay ®iÒu kiÖn 
vu«ng gãc b»ng t¹o víi (∆) mét gãc α, khi ®ã ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: T×m vtcp u∆



 cña (∆) vµ mét ®iÓm B thuéc (∆). 

Gi¶ sö ®êng th¼ng (d) cÇn dùng cã vtcp du (a; b; c)


. 
Bíc 2: Ta lÇn lît cã: 

 Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng qua A vµ chøa (∆) th× (P) cã vtpt Pn


 ®îc cho 

bëi Pn AB, u =  
  

. 

 V× (d) c¾t (∆) nªn n»m trong (P), do ®ã: 
d P d Pu n u .n 0⊥ ⇔ =
   

.     (1) 

 §Ó gãc gi÷a (d) vµ (∆) b»ng α ®iÒu kiÖn lµ: 

d

d

u .u
cos

u . u
∆

∆

α =

 

 
.     (2) 

Tõ (1) vµ (2) chóng ta sÏ nhËn ®îc to¹ ®é cña vect¬ du


. 

Bíc 3: ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) qua A cã vtcp du


. 
Ngoµi ra, trong mét vµi trêng hîp ®Æc biÖt chóng ta cßn cã thÓ sö dông 

ph¬ng ph¸p t×m ®iÓm. 

VVÝÝ  ddôô  33::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®iÓm A(4; −1; 1) vµ ®êng th¼ng (∆) cã 
ph¬ng tr×nh: 

x 0
( ) : y 1 t , t

z 1 t

=
∆ = + ∈
 = +

 . 

a. Chøng tá r»ng ®iÓm A kh«ng thuéc ®êng th¼ng (∆). 
b. LËp ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng ®i qua A c¾t (∆) vµ t¹o víi (∆) mét gãc 

b»ng 450. 

 Gi¶i 
a. Thay to¹ ®é cña A vµo ph¬ng tr×nh tham sè cña (∆), ta ®îc: 

4 0
1 1 t , v

1 1 t
« nghiÖm

=
− = +
 = +

 ⇒ A ∉ (∆). 
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b. Ta cã thÓ lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: §êng th¼ng (∆) ®i qua ®iÓm B(0; 1; 1) vµ cã vtcp u (0; 1; 1).∆



 

Gi¶ sö ®êng th¼ng (d) cÇn dùng cã vtcp du (a; b; c)


, ta lÇn lît cã: 

 Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng qua A vµ chøa (∆) th× (P) cã vtpt Pn


 ®îc cho bëi: 

Pn AB, u ( 2; 4; 4) = = − − 
  

 chän Pn (1; 2; 2)−


. 

 V× (d) c¾t (∆) nªn n»m trong (P), do ®ã: 
d P d Pu n u .n 0⊥ ⇔ =
   

 ⇔ a + 2b − 2c = 0 ⇔ a = −2b + 2c. (1) 

 §Ó gãc gi÷a (d) vµ (∆) b»ng 459 ®iÒu kiÖn lµ: 

d0

d

u .u
cos 45

u . u
∆

∆

=

 

 
 ⇔ 

2 2 2 2 2

b c1
2 a b c . 1 1

+
=

+ + +
 

⇔ (b + c)2 = (−2b + 2c)2 + b2 + c2 ⇔ 2b2 − 5bc + 2c2 = 0 
⇔ b = 2c hoÆc c = 2b. 

Khi ®ã: 
 Víi b = 2c th× a = −2c nªn du ( 2c; 2c; c)−



 chän du ( 2; 2; 1)−


, tõ ®ã: 

(d1): 
d

Qua A(4; 1;1)

vtcp u ( 2;2;1)

−


−
 ⇔ 1

x 4 2t
(d ) : y 1 2t , t

z 1 t

= −
 = − + ∈
 = +

 . 

 Víi c = 2b th× a = 2b nªn du (2b; b; 2b)


 chän du (2; 1; 2)


, tõ ®ã: 

(d2): 
d

Qua A(4; 1;1)

vtcp u (2;1;2)

−



 ⇔ 2

x 4 2t
(d ) : y 1 t , t

z 1 2t

= +
 = − + ∈
 = +

 . 

VËy, tån t¹i hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
C¸ch 2: §êng th¼ng (∆) ®i qua ®iÓm B(0; 1; 1) vµ cã vtcp u (0; 1; 1).∆



 

Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña A trªn (∆), ta lÇn lît cã: 
 Gäi (Q) lµ mÆt ph¼ng qua A vµ vu«ng gãc víi (∆), ta cã: 

(Q): 
Qua A(4; 1;1)

vtpt u (0; 1; 1)∆

−



  ⇔ (Q): y + z = 0. 

 V× {H} = (∆) ∩ (Q) nªn to¹ ®é H lµ nghiÖm hÖ ph¬ng tr×nh: 
x 0
y 1 t
z 1 t
y z 0

=
 = +
 = +
 + =

 ⇒ x = y = z = 0 ⇒ H(0; 0; 0). 

Gi¶ sö ®êng th¼ng (d) cÇn dùng c¾t (∆) t¹i M(0; 1 + t; 1 + t) th× ∆HAM vu«ng 
c©n t¹i H, suy ra: 

HM = HA ⇔ HM2 = HA2 ⇔ (1 + t)2 + (1 + t)2 = 42 + (−1)2 + 12 
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⇔ (1 + t)2 = 9 ⇔ 
1 t 3
1 t 3

+ = −
 + =

 ⇔ 1

2

t 4
t 2

= −
 =

. 

Khi ®ã: 
 Víi t1 = −4 th× M1(0; −3; −3), tõ ®ã: 

(d1): 
1

Qua A(4; 1;1)

vtcp M A(4;2;4) ch (2;1;2)än

−



 ⇔ 1

x 4 2t
(d ) : y 1 t , t

z 1 2t

= +
 = − + ∈
 = +

 . 

 Víi t2 = 2 th× M1(0; 3; 3), tõ ®ã: 

(d2): 
2

Qua A(4; 1;1)

vtcp AM ( 4;4;2)ch ( 2;2;1)än 

−


− −
 ⇔ 2

x 4 2t
(d ) : y 1 2t , t

z 1 t

= −
 = − + ∈
 = +

 . 

VËy, tån t¹i hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

C¸ch 3: §êng th¼ng (∆) ®i qua ®iÓm B(0; 1; 1) vµ cã vtcp u (0; 1; 1).∆



 
Ta lÇn lît cã: 
 Kho¶ng c¸ch d tõ A ®Õn (∆) ®îc cho bëi: 

AB,u
d 18.

u

∆

∆

  = =

 


 

 Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña A trªn (∆) vµ gi¶ sö ®êng th¼ng (d) cÇn 
dùng c¾t (∆) t¹i M(0; 1 + t; 1 + t) th× ∆HAM vu«ng c©n t¹i H, suy ra: 

2 2AM AH 2 AM 2AH= ⇔ =  ⇔ (−4)2 + (2 + t)2 + t2 = 2.18 

⇔ t2 + 2t − 8 = 0 ⇔ 1

2

t 4
t 2

= −
 =

. 

Khi ®ã: 
 Víi t1 = −4 th× M1(0; −3; −3), tõ ®ã: 

(d1): 
1

Qua A(4; 1;1)

vtcp M A(4;2;4) ch (2;1;2)än

−



 ⇔ 1

x 4 2t
(d ) : y 1 t , t

z 1 2t

= +
 = − + ∈
 = +

 . 

 Víi t2 = 2 th× M1(0; 3; 3), tõ ®ã: 

(d2): 
2

Qua A(4; 1;1)

vtcp AM ( 4;4;2)ch ( 2;2;1)än 

−


− −
 ⇔ 2

x 4 2t
(d ) : y 1 2t , t

z 1 t

= −
 = − + ∈
 = +

 . 

VËy, tån t¹i hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

 Yªu cÇu: C¸c em häc sinh h·y ®Ò xuÊt ph¬ng ph¸p ®Ó thùc hiÖn yªu cÇu "T×m 
®iÓm M trªn ®êng th¼ng (d) sao cho tæng  MA + MB nhá nhÊt, víi 
A, B cho tríc". 
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Bµi to¸n 5: §iÓm vµ mÆt ph¼ng. 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

§Ó t×m ®iÓm M thuéc ®êng th¼ng (d) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn K, ta lùa chän mét 
trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1:   Sö dông ph¬ng tr×nh ban ®Çu cña mÆt ph¼ng. 
C¸ch 2:  Sö dông ®iÒu kiÖn K kh¼ng ®Þnh M thuéc ®êng (L), khi ®ã: 

(P) ∩ (L) = {M}. 
Chóng thêng gÆp: 
1. X¸c ®Þnh to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc H cña ®iÓm A lªn mÆt ph¼ng (P). 

Khi ®ã: 
 NÕu sö dông c¸ch 1 th×: 

Bíc 1: X¸c ®Þnh vtpt n


 cña mÆt ph¼ng (P). 
Bíc 2: Gi¶ sö H(x; y; z) lµ chiÕu vu«ng gãc H cña A lªn (P), suy ra: 

H (P)
AH (P)

∈
 ⊥

⇔ 
H (P)

AH // n

∈


    ⇒ To¹ ®é cña H. 

 NÕu sö dông c¸ch 2 th×: 
Bíc 1: X¸c ®Þnh vtpt n



 cña mÆt ph¼ng (P). 
Bíc 2: ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) tho¶ m·n: 

(d): 
Qua A
(d) (P)


 ⊥

 ⇔ (d): 
Qua A

vtcp n




   

⇒ Ph¬ng tr×nh tham sè (d). 
Bíc 3: H×nh chiÕu vu«ng gãc H cña A lªn (P) chÝnh lµ giao ®iÓm cña 

(d) vµ (P). 
Tõ viÖc x¸c ®Þnh ®îc to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc cña A lªn (P), chóng ta 
thùc hiÖn ®îc viÖc: 

 T×m to¹ ®é ®iÓm H thuéc (P) sao cho ®é dµi AH ng¾n nhÊt. 
 T×m to¹ ®é ®iÓm A1 ®èi xøng víi ®iÓm A qua (P), cô thÓ ta thùc hiÖn theo 

c¸c bíc: 
Bíc 1: X¸c ®Þnh to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc H cña A lªn (P). 
Bíc 2: Suy ra to¹ ®é A1 tõ ®iÒu kiÖn H lµ trung ®iÓm cña AA1. 

Tuy nhiªn, yªu cÇu nµy cßn cã thÓ thùc hiÖn b»ng c¸ch: 
Bíc 1: X¸c ®Þnh vtpt n



 cña mÆt ph¼ng (P). 
Bíc 2: Gi¶ sö A1(x; y; z), suy ra: 

1

1

Trung i m M c a AA thu c(P)
AA (P)

® Ó ñ é
 ⊥

 

⇔ 
A A A

1

x x y y z zH ; ; (P)
2 2 2

AA // n 0

 + + + ∈ 
 

 =
 

⇒ To¹ ®é A1. 
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 T×m trªn mÆt ph¼ng (P) ®iÓm M(xM; yM; zM) sao cho 2
Mx + 2

My + 2
Mz  nhá 

nhÊt bëi nã ®îc ph¸t biÓu l¹i díi d¹ng "T×m to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng 
gãc M cña O trªn (P)"). 

 Cho hai ®iÓm A, B vµ mÆt ph¼ng (P). T×m trªn (P) ®iÓm M sao cho 

MA MB+
 

 ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt, cô thÓ ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: Gäi I lµ trung ®iÓm cña AB, suy ra to¹ ®é cña I. 
Bíc 2: NhËn xÐt r»ng: 

MA MB 2MI 2MI+ = =
  

. 

 Tõ ®ã: 

MA MB+
 

 ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt ⇔ MI nhá nhÊt 

⇔ M lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña I trªn (P). 
Bíc 3:  X¸c ®Þnh to¹ ®é ®iÓm M. 

Më réng víi ba ®iÓm A, B, C kh«ng th¼ng hµng (hoÆc tø diÖn ABCD) 
chóng ta sö dông träng t©m G cña ∆ABC ((hoÆc träng t©m G cña tø diÖn 
ABCD)). Cô thÓ "Cho ba ®iÓm A, B, C kh«ng th¼ng hµng vµ mÆt ph¼ng 
(P). T×m to¹ ®é ®iÓm M trªn (O) ®Ó: 

a. MA MB MC+ +
  

 ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt.  

b. MA2 + MB2 + MC2 ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt.  

 ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu t©m A vµ tiÕp xóc víi (P), cô thÓ ta thùc hiÖn 
theo c¸c bíc: 
Bíc 1: X¸c ®Þnh to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc H cña A lªn (P). 
Bíc 2: MÆt cÇu (S) t©m A vµ tiÕp xóc víi (P) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(S): 
T
B

©m A

¸n kÝnh R=AH





. 

Tuy nhiªn, yªu cÇu nµy cßn cã thÓ thùc hiÖn b»ng c¸ch: 
Bíc 1: Gäi R lµ b¸n kÝnh mÆt cÇu (S) t©m A vµ tiÕp xóc víi (P) th× ta 

cã: 
R = d(A, (P)). 

Bíc 2: Ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(S): 
T
B

©m A

¸n kÝnh R





. 

 ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh nhá nhÊt ®i qua A vµ tiÕp xóc víi 
(P). Khi ®ã, mÆt cÇu cÇn dùng chÝnh lµ mÆt cÇu ®êng kÝnh AH. 

 ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh nhá nhÊt ®i qua A vµ c¾t (P) theo 
thiÕt diÖn lµ ®êng trßn lín.  Khi ®ã, mÆt cÇu cÇn dùng chÝnh lµ mÆt cÇu 
t©m H b¸n kÝnh AH. 
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 ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu t©m A vµ c¾t (P) theo thiÕt diÖn lµ ®êng trßn (C) 
cã b¸n kÝnh b»ng r (hoÆc biÕt chu vi ®êng trßn hoÆc biÕt diÖn tÝch h×nh trßn 
®ã), cô thÓ ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: X¸c ®Þnh to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc H cña A lªn (P). Ta cã H 

lµ t©m ®êng trßn (C). 
Bíc 2: MÆt cÇu (S) cÇn dùng ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(S): 
T

B r2 2

©m A

¸n kÝnh R= AH




+
. 

Tuy nhiªn, yªu cÇu nµy cßn cã thÓ thùc hiÖn b»ng c¸ch: 
Bíc 1: Gäi M lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña A trªn (P) (khi ®ã M lµ t©m 

®êng trßn (C)) vµ R lµ b¸n kÝnh mÆt cÇu (S) cÇn dùng th× ta cã: 

EH2 2R= AH +  = (A, (P)) r2 2d + . 

Bíc 2: Ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(S): 
T
B

©m A

¸n kÝnh R





. 

2. T×m ®iÓm M trªn mÆt ph¼ng (P) sao cho: 
a. MA + MB ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt. 
b. MA − MB ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt. 

VVÝÝ  ddôô  11::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho hai ®iÓm A(4; 3; 6), B(−2; 3; 8) vµ mÆt 
ph¼ng (P) cã ph¬ng tr×nh: 

(P): x + 2y + 3z − 14 = 0. 
a. T×m to¹ ®é h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®iÓm A lªn mÆt ph¼ng (P). 
b. T×m täa ®é ®iÓm A1 ®èi xøng víi ®iÓm A qua mÆt ph¼ng (P). 
c. T×m trªn mÆt ph¼ng (P) ®iÓm M(xM; yM; zM) sao cho tæng  2 2 2

M M Mx y z+ +  ®¹t 

gi¸ trÞ nhá nhÊt. 

d. T×m trªn (P) ®iÓm N sao cho NA NB+
 

 ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt. 

e. T×m trªn (P) ®iÓm E sao cho EA + EB ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt. 
f. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu t©m A vµ tiÕp xóc víi (P). 
g. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh nhá nhÊt ®i qua A vµ tiÕp xóc víi (P). 
h. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh nhá nhÊt ®i qua A vµ c¾t (P) theo 

thiÕt diÖn lµ ®êng trßn lín. 
i. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu t©m A vµ c¾t (P) theo thiÕt diÖn lµ ®êng trßn 

(C) cã b¸n kÝnh r 42= . 

 Híng dÉn: Sö dông kiÕn thøc trong phÇn ph¬ng ph¸p gi¶i to¸n. 

 Gi¶i 
a. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: MÆt ph¼ng (P) cã vtpt n(1; 2; 3)



. 



 57 

Gi¶ sö H(x; y; z) lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña A lªn (P), suy ra: 
H (P)
AH (P)

∈
 ⊥

 ⇔ 
H (P)

AH(x 4; y 3; z 6) // n(1; 2; 3)

∈


− − −
   

⇔
x 2y 3z 14 0
x 4 y 3 z 6

1 2 3

+ + − =


− − −
= =

⇔ 

x 2y 3z 14
2x y 5
3x z 6

+ + =
 − =
 − =

⇔
x 3
y 1
z 3

=
 =
 =

⇒ H(3; 1; 3). 

C¸ch 2: MÆt ph¼ng (P) cã vtpt n(1; 2; 3)


. Gäi (d) lµ ®êng th¼ng tho¶ m·n: 

(d): 
Qua A

(d) (P)


 ⊥

 ⇔ (d): 
Qua A(4; 3; 6)

vtcp n(1; 2; 3)





  ⇔ (d): 

x 4 t

y 3 2t

z 6 3t

= +
 = +
 = +

, t ∈  . 

V× {H} = (d) ∩ (P) nªn to¹ ®é H lµ nghiÖm hÖ ph¬ng tr×nh: 
x 4 t

y 3 2t

z 6 3t

x 2y 3z 14 0

= +
 = +
 = +
 + + − =

 ⇒ 

x 3

y 1

z 3

t 1

=
 =
 =
 = −

⇒ H(3; 1; 3). 

b. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: (Dùa vµo kÕt qu¶ c©u a): V× H lµ trung ®iÓm cña AA1 nªn A1(2; −1; 0). 
C¸ch 2: MÆt ph¼ng (P) cã vtpt n(1; 2; 3)



 vµ gi¶ sö A1(x; y; z), suy ra: 

1

1

Trung®iÓm H cña AA thuéc(P)

AA (P)




⊥
 ⇔ 

1

x 4 y 3 z 6
H ; ; (P)

2 2 2

AA // n

 + + + ∈ 
 



 

 

⇔ 

x 4 y 3 z 6
2. 3. 14 0

2 2 2
x 4 y 3 z 6

1 2 3

+ + + + + − =


− − − = =


⇔ 

x 2y 3z 0
2x y 5
3x z 6

+ + =
 − =
 − =

 ⇒ 

x 2

y 1

z 0

=
 = −
 =

 

 ⇒ A1(2; −1; 0). 
c. NhËn xÐt r»ng: 

2 2 2
M M Mx y z+ +  = ( ) ( ) ( )2 2 2

M M Mx 0 y 0 z 0− + − + −  = OM2. 

Tõ ®ã, suy ra: 
( )2 2 2

M M M Min
x y z+ +  ⇔ OM nhá nhÊt  

⇔ M lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña O trªn (P). 
Gäi (∆) lµ ®êng th¼ng tho¶ m·n: 

(∆): 
Qua O

( ) (P)


 ∆ ⊥

 ⇔ (∆): 
Qua O(0; 0; 0)

vtcp n(1; 2; 3)





  ⇔ (∆): 

x t

y 2t

z 3t

=
 =
 =

, t ∈  . 
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V× {M} = (∆) ∩ (P) nªn b»ng c¸ch ph¬ng tr×nh tham sè cña (∆) vµo ph¬ng tr×nh 
cña (P), ta ®îc: 

t + 4t + 9t − 14 = 0 ⇔ 14t − 14 = 0 ⇔ t = 1 ⇒ M(1; 2; 3). 

VËy, víi ®iÓm M(1; 2; 3) th× ( )2 2 2
M M M Min

x y z 14+ + = . 

d. Gäi I lµ trung ®iÓm cña AB, suy ra I(1; 3; 7). NhËn xÐt r»ng: 

NA NB 2NI 2NI+ = =
  

. 

 Tõ ®ã: 

NA NB+
 

 ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt ⇔ NI nhá nhÊt  

⇔ N lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña I trªn (P). 
 X¸c ®Þnh to¹ ®é ®iÓm N: Gäi (d’) lµ ®êng th¼ng tho¶ m·n: 

(d’): 
Qua I

(d ') (P)


 ⊥

 ⇔ (d’): 
Qua I(1; 3; 7)

vtcp n(1; 2; 3)





  ⇔ (d’): 
x 1 t

y 3 2t

z 7 3t

= +
 = +
 = +

. 

V× {N} = (d’) ∩ (P) nªn b»ng c¸ch ph¬ng tr×nh tham sè cña (d’) vµo ph¬ng tr×nh 
cña (P), ta ®îc: 

(1 + t) + 2(3 + 2t) + 3(7 + 3t) − 14 = 0 ⇔ 14t + 14 = 0  
⇔ t = −1 ⇒ N(0; 1; 4). 

VËy, víi ®iÓm N(0; 1; 4) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
e. (Dùa vµo kÕt qu¶ c©u b): NhËn xÐt r»ng: 

tA.tB = 14.14 = 196 > 0 ⇔ A, B ë vÒ cïng mét phÝa víi (P). 
Ph©n tÝch: Gäi A1 lµ ®iÓm ®èi xøng víi A qua (P) vµ {F} = (A1B) ∩ (P), khi ®ã víi 

®iÓm E bÊt kú thuéc (P), ta cã:  

EA + EB = EA1 + EB ≥ A1B = FA + FB.  

VËy, ta ®îc EA + EB nhá nhÊt khi E ≡ F.  

Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (A1B) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(A1B): 
1

1

Qua A (2; 1; 0)

vtcp A B( 4; 4; 8) ch 1; 2än ( 1; )

−


− −
 ⇔ (A1B): 

x 2 t
y 1 t
z 2t

= −
 = − +
 =

. 

Khi ®ã, ®Ó t×m to¹ ®é F ta thay x, y, z tõ ph¬ng tr×nh tham sè cña (A1B) vµo 
ph¬ng tr×nh cña (P) ®îc:  

2 − t + 2(−1 + t) + 6t − 14 = 0 ⇔ t = 2 ⇒ F(0; 1; 4). 
VËy, ®iÓm E(0; 1; 4) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

f. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: (Dùa vµo kÕt qu¶ c©u a): MÆt cÇu (S) t©m A vµ tiÕp xóc víi (P) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(S): 
T 3 6

B

©m A(4; ; )

¸n kÝnh R=AH= 14





 ⇔ (S): (x − 4)2 + (y − 3)2 + (z − 6)2 = 14. 

F 

A 

A1 

H 

B 
E 
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C¸ch 2: (§éc lËp víi c©u a): Gäi R lµ b¸n kÝnh mÆt cÇu (S) t©m A vµ tiÕp xóc víi (P) 
th× ta cã: 

R = d(A, (P)) = 14 . 
Ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(S): 
T 3 6

B

©m A(4; ; )

¸n kÝnh R=AH= 14





 ⇔ (S): (x − 4)2 + (y − 3)2 + (z − 6)2 = 14. 

g. MÆt cÇu (S) cã b¸n kÝnh nhá nhÊt ®i qua A vµ tiÕp xóc víi (P) chÝnh lµ mÆt cÇu 
®êng kÝnh AH, ta cã ngay: 

(S): 
T

B

©m I lµ trung ®iÓm AH

AH
¸n kÝnh R=

2






 ⇔ (S): 

T

B

5 5 9
©m I ; ;

2 2 2

14
¸n kÝnh R=

2

  
   





  

⇔ 
2 2 25 5 9 7(S) : x y z

2 2 2 2
     − + − + − =     
     

. 

h. MÆt cÇu (S)  cã b¸n kÝnh nhá nhÊt ®i qua A vµ c¾t (P) theo thiÕt diÖn lµ ®êng 
trßn lín chÝnh lµ ®êng trßn t©m H vµ b¸n kÝnh AH nªn: 

(S): (x − 3)2 + (y − 1)2 + (z − 3)2 = 14. 
i. MÆt cÇu (T) cÇn dùng cã b¸n kÝnh lµ: 

R2 = d(A, (P)) + r2 = 14 + 42 = 56 ⇔ R 2 14= . 
Ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (T) ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(S): 
T 3 6

B

©m A(4; ; )

¸n kÝnh R=2 14





 ⇔ (S): (x − 4)2 + (y − 3)2 + (z − 6)2 = 56. 

 

Bµi to¸n 6: §iÓm vµ mÆt cÇu. 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

§Ó t×m ®iÓm M thuéc mÆt cÇu (S) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn K, ta lùa chän mét trong 
hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Sö dông ph¬ng tr×nh ban ®Çu cña mÆt cÇu. 
C¸ch 2: ThiÕt lËp ®iÒu kiÖn ®Ó M lµ giao ®iÓm cña mét ®èi tîng kh¸c ®èi víi 
mÆt cÇu (thêng lµ ®êng th¼ng). 

VVÝÝ  ddôô  11::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®iÓm A(4; 3; 4) vµ mÆt cÇu (S) cã ph¬ng tr×nh: 
(S): (x − 1)2 + y2 + (z − 1)2 = 3. 

a. Chøng tá r»ng ®iÓm A n»m ngoµi mÆt cÇu (S). 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®i qua A c¾t (S) t¹i hai ®iÓm B, C sao 

cho BC cã ®é dµi lín nhÊt. 
c. T×m ®iÓm M thuéc (S) sao cho MA ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt, nhá nhÊt. 
d. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng tiÕp xóc víi (S) vµ c¸ch A mét kho¶ng lín nhÊt. 
e. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu t©m A vµ tiÕp xóc víi (S). 
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f. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh nhá nhÊt, ®i qua A vµ tiÕp xóc víi (S). 
g. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh lín nhÊt, ®i qua A vµ tiÕp xóc víi (S). 

 Gi¶i 

a. MÆt cÇu (S) cã t©m I(1; 0; 1) vµ b¸n kÝnh R 3= , ta cã: 

IA2 = (4 − 1)2 + 32 + (4 − 1)2 = 27 ⇔ IA 3 3 R= > . 
VËy, ®iÓm A n»m ngoµi mÆt cÇu (S). 

b. Hai ®iÓm B, C thuéc (S) cã ®é dµi lín nhÊt khi BC lµ mét ®êng kÝnh cña (S), do 
®ã ®êng th¼ng (d) cÇn dùng ®îc cho bëi: 

Qua A(4; 3; 4)
(d) :

vtcp IA(3; 3; 3) chän (1; 1; 1)





  ⇔ 

x 1 t

(d) : y t

z 1 t

= +
 =
 = +

, t ∈  . 

c. NhËn xÐt r»ng: 

MA ≥ IA − IM = IA R 3 3 3 2 3− = − =  ⇒ MAMin = 2 3 ,  

®¹t ®îc khi M, I, A th¼ng hµng. 
MA ≤ IA + IM = IA R 3 3 3 4 3+ = + =  ⇒ MAMax = 4 3 ,  
®¹t ®îc khi M, I, A th¼ng hµng. 

Tøc trong c¶ hai trêng hîp {M} = (IA) ∩ (S) = (d) ∩ (S). 
Thay ph¬ng tr×nh tham sè cña (d) vµo (S), ta ®îc: 

t2 + t2 + t2 = 3 ⇔ t2 = 1 ⇔ t = ±1 ⇒ 1

2

M (2; 1; 2)
M (0; 1; 0)


 −

⇒ 1

2

AM 2 3

AM 4 3

 =


=
. 

VËy, ta cã kÕt luËn: 
 MAMin = 2 3 , ®¹t ®îc t¹i ®iÓm M1(2; 1; 2). 

 MAMax = 4 3 , ®¹t ®îc t¹i ®iÓm M2(0; −1; 0). 
d. MÆt ph¼ng (P) cÇn dùng tiÕp xóc víi (S) vµ c¸ch A mét kho¶ng lín nhÊt chÝnh lµ 
mÆt ph¼ng tiÕp xóc víi (S) t¹i ®iÓm M2, do ®ã: 

2Qua M (0; 1; 0)
(P) :

vtpt IA(3; 3; 3) chän (1; 1; 1)

−



  ⇔ (P): x + y + z + 1 = 0. 

e. MÆt cÇu t©m A cã thÓ tiÕp xóc trong vµ tiÕp xóc ngoµi víi (S), nªn ta cã: 
 MÆt cÇu (T1) t©m A tiÕp xóc ngoµi víi (S) ®îc cho bëi: 

1

T 3 4
(T ) :

B 2 31

©m A(4; ; )

¸n kÝnh R=AM




=
  

⇔ (T1): (x − 4)2 + (y − 3)2 + (z − 4)2 = 12. 
 MÆt cÇu (T2) t©m A tiÕp xóc trong víi (S) ®îc cho bëi: 

2

T 3 4
(T ) :

B 4 32

©m A(4; ; )

¸n kÝnh R=AM




=
  

⇔ (T2): (x − 4)2 + (y − 3)2 + (z − 4)2 = 48. 
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f. MÆt cÇu (S1) cã b¸n kÝnh nhá nhÊt, ®i qua A vµ tiÕp xóc víi (S) chÝnh lµ mÆt cÇu 
®êng kÝnh AM1, do ®ã: 

1
1

T
(S ) :

B

1 1

1

©m I  lµ trung ®iÓm AM

AM
¸n kÝnh R =

2






 ⇔ 
( )1

1
1

T
(S ) :

B

©m I 3; 2; 3

¸n kÝnh R = 3





  

⇔ ( ) ( ) ( )2 2 2
1(S ) : x 3 y 2 z 3 3− + − + − = . 

g. MÆt cÇu (S2) cã b¸n kÝnh lín nhÊt, ®i qua A vµ tiÕp xóc víi (S) chÝnh lµ mÆt cÇu 
®êng kÝnh AM2, do ®ã: 

2
2

T
(S ) :

B

2 2

2

©m I  lµ trung ®iÓm AM

AM
¸n kÝnh R =

2






 ⇔ 
( )2

2
2

T 1 2
(S ) :

B

©m I 2; ;

¸n kÝnh R =2 3





  

⇔ ( ) ( ) ( )2 2 2
2(S ) : x 2 y 1 z 2 12− + − + − = .  

 Chó ý: NÕu ®iÓm A n»m trong hoÆc n»m trªn mÆt cÇu (S) th× mäi ®êng th¼ng 
hoÆc mÆt ph¼ng ®i qua A ®Òu c¾t (S). NhËn ®Þnh nµy gîi ý mét c¸ch chøng minh 
®êng th¼ng hoÆc mÆt ph¼ng c¾t mÆt cÇu. 

VVÝÝ  ddôô  22::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®iÓm A(2; 1; 2) vµ mÆt cÇu (S) cã ph¬ng tr×nh: 
(S): x2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 = 9. 

a. Chøng tá r»ng mäi ®êng th¼ng ®i qua ®iÓm A ®Òu c¾t mÆt cÇu (S). 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) ®i qua A c¾t (S) theo thiÕt diÖn lµ ®êng 

trßn cã b¸n kÝnh nhá nhÊt. 
c. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng ®i qua A c¾t (S) t¹i hai ®iÓm B, C sao cho 

BC cã ®é dµi lín nhÊt. 
d. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng ®i qua A vu«ng gãc víi ®êng th¼ng 

x y z( ) :
2 1 1

∆ = =
−

 vµ c¾t (S) t¹i hai ®iÓm E, F sao cho EF 3 2= . 

 Gi¶i 
a. MÆt cÇu (S) cã t©m I(0; 1; 1) vµ b¸n kÝnh R = 3, ta cã: 

IA2 = 22 + (1 − 1)2 + (2 − 1)2 = 5 ⇔ IA 5 R= < . 
VËy, mäi ®êng th¼ng ®i qua ®iÓm A ®Òu c¾t mÆt cÇu (S). 

b. Gäi r lµ b¸n kÝnh cña ®êng trßn (C), ta cã nhËn xÐt: 
r2 = R2 − d2(I, (P)) ≤ R2 − IA2 = 4 ⇔ r ≤ 2. 

Suy ra rMin = 2, ®¹t ®îc khi: 
d(I, (P)) = IA ⇔ IA ⊥ (P). 

Do ®ã, mÆt ph¼ng (P) cÇn dùng ®îc cho bëi: 
Qua A(2; 1; 2)

(P) :
vtcp IA(2; 0; 1)





  ⇔ (P): 2x + z − 6 = 0. 
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c. Hai ®iÓm B, C thuéc (S) cã ®é dµi lín nhÊt khi BC lµ mét ®êng kÝnh cña (S), do 
®ã ®êng th¼ng (d) cÇn dùng ®îc cho bëi: 

Qua A(2; 1; 2)
(d) :

vtcp IA(2; 0; 1)





  ⇔ 

x 2 2t

(d) : y 1

z 2 t

= +
 =
 = +

, t ∈  . 

d. Gi¶ sö ®êng th¼ng (d) cÇn dùng cã vtcp u(a; b; c)


, ta lÇn lît cã: 
 §êng th¼ng (d) vu«ng gãc víi (∆) víi vtcp u (2; 1; 1)∆ −



 khi: 
u u u.u 0 2a b c 0 b 2a c.∆ ∆⊥ ⇔ = ⇔ − + = ⇔ = +
   

 
 Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®îc cho bëi: 

Qua A(2; 1; 2)
(d) :

vtcp u(a; b; c)





  ⇔ 

x 2 at

(d) : y 1 bt

z 2 ct

= +
 = +
 = +

, t ∈  . 

 To¹ ®é c¸c ®iÓm E, F ®îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch thay ph¬ng tr×nh tham sè cña 
(d) vµ (S), ta cã: 

(at + 2)2 + b2t2 + (ct + 1)2 = 9  
⇔ (a2 + b2 + c2)t2 + 2(2a + c)t − 4 = 0.    (1) 

 Ph¬ng tr×nh cã hai nghiÖm t1, t2 tho¶ m·n: 

1 2 2 2 2

1 2 2 2 2

2(2a c)t t
a b c

4t t
a b c

+ + = − + +

 = −
 + +

. 

 Víi E(at1 + 2; bt1 + 1; ct1 + 2) vµ F(at2 + 2; bt2 + 1; ct2 + 2) th×: 
EF 3 2=   
⇔ 18 = EF2 = (at1 − at2)2 + (bt1 − bt2)2 + (ct1 − ct2)2 

= (a2 + b2 + c2)(t1 − t2)2 = (a2 + b2 + c2)[(t1 + t2)2 − 4t1t2] 

= ( )
( )

2
2 2 2

2 2 2 22 2 2

4(2a c) 16a b c
a b ca b c

 + + + +
 + ++ + 

= 
2

2 2 2

4(2a c) 16
a b c

+
+

+ +
 

⇔ 
2

2 2 2

2(2a c)1
a b c

+
=

+ +
 ⇔ a2 + c2 + (2a + c)2 = 2(2a + c)2 

⇔ 3a2 + 4ac = 0 ⇔ a = 0 hoÆc 
4a c
3

= − . 

Khi ®ã: 
 Víi a = 0 th× b = c nªn u(0; c; c)



 chän u(0; 1; 1)


, do ®ã ta ®îc: 

1

x 2

(d ) : y 1 t , t .

z 2 t

=
 = + ∈
 = +
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 Víi 
4a c
3

= −  th× 
5b c
3

= −  nªn 
4 5u c; c; c
3 3

 − − 
 



 chän u(4; 5; 3)−


, do ®ã ta ®îc: 

2

x 2 4t

(d ) : y 1 5t , t .

z 2 3t

= +
 = + ∈
 = −

  

VËy, tån t¹i hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

VVÝÝ  ddôô  33::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho ®iÓm A(2; 2; 4) vµ mÆt cÇu (S) cã ph¬ng tr×nh: 

(S): x2 + (y − 1)2 + (z − 2)2 = 9. 
a. Chøng tá r»ng ®iÓm A n»m trªn mÆt cÇu (S). 
b. T×m ®iÓm B thuéc (S) sao cho AB ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt. 
c. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng tiÕp xóc víi (S) t¹i A. 
d. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng tiÕp xóc víi (S) t¹i A vµ vu«ng gãc víi vect¬ 

v(1; 0; 1)−


. 

e. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng tiÕp xóc víi (S) t¹i A vµ t¹o víi ®êng th¼ng 
x y 1 z 2( ) :
2 2 1

− −
∆ = =

−
 mét gãc 450. 

f. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng ®i qua A vu«ng gãc víi ®êng th¼ng 
x 2 y 1 z 2(a) :

1 2 1
− − −

= =
−

 vµ c¾t (S) t¹i ®iÓm B sao cho AB 2 5= . 

 Gi¶i 
a. MÆt cÇu (S) cã t©m I(0; 1; 2) vµ b¸n kÝnh R = 3, ta cã: 

IA2 = 22 + 12 + 22 = 9 ⇔ IA = 3 = R. 
VËy, ®iÓm A n»m trªn mÆt cÇu (S). 

b. §iÓm B thuéc (S) cã ®é dµi lín nhÊt khi AB lµ mét ®êng kÝnh cña (S), do ®ã B 
®èi xøng víi A qua t©m I, suy ra B(−2; 0; 0). 
c. MÆt ph¼ng (P) cÇn dùng ®îc cho bëi: 

Qua A(2; 2; 4)
(P) :

vtcp IA(2; 1; 2)





  ⇔ (P): 2x + y + 2z − 14 = 0. 

d. Gi¶ sö ®êng th¼ng (d) cÇn dùng cã vtcp u


, ta cã: 

u IA
u IA, v ( 1; 4; 1)

u v

 ⊥  ⇔ = = − −  ⊥

 

  

 

. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®îc cho bëi: 

Qua A(2; 2; 4)
(d) :

vtcp u( 1; 4; 1)




− −
  ⇔ 

x 2 t

(d) : y 2 4t

z 4 t

= −
 = +
 = −

, t ∈  . 
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e. Gi¶ sö ®êng th¼ng (d) cÇn dùng cã vtcp du (a; b; c)


, ta lÇn lît cã: 
 V× (d) tiÕp xóc víi (S) t¹i A nªn: 

d du IA u .IA 0⊥ ⇔ =
   

 ⇔ 2a + b + 2c = 0 ⇔ b = −2a − 2c. 

 §Ó gãc gi÷a (d) vµ (∆) b»ng 459 ®iÒu kiÖn lµ: 

d0

d

u .u
cos45

u . u

∆

∆

=

 

 
 ⇔ 

2 2 2 2 2 2

2a 2b c1

2 a b c . 2 2 ( 1)

+ −
=

+ + + + −
 

⇔ 9[a2 + (−2a − 2c)2 + c2] = 2[2a + 2(−2a − 2c) − c]2  
⇔ 9[5a2 + 8ac + 5c2] = 2(−2a − 5c)2  

⇔ 37a2 + 32bc − 5c2 = 0 ⇔ a = −c hoÆc 
5a c

37
= . 

Khi ®ã: 
 Víi a = −c th× b = 0 nªn du ( c; 0; c)−



 chän du ( 1; 0; 1)−


, tõ ®ã: 

(d1): 
d

Qua A(2;2;4)

vtcp u ( 1;0;1)




−
 ⇔ 1

x 2 t

(d ) : y 2 , t

z 4 t

= −
 = ∈
 = +

 . 

 Víi 
5a c

37
=  th× 

84b c
37

= −  nªn d
5 84u c; c; c

37 37
 − 
 



 chän du (5; 84; 37)−


, tõ ®ã: 

(d2): 
d

Qua A(2;2;4)

vtcp u (5; 84;37)




−
 ⇔ 2

x 2 5t

(d ) : y 2 84t , t

z 4 37t

= +
 = − ∈
 = +

 . 

VËy, tån t¹i hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

f. Gi¶ sö ®êng th¼ng (d) cÇn dùng cã vtcp u(a; b; c)


, ta lÇn lît cã: 
 §êng th¼ng (d) vu«ng gãc víi (a) víi vtcp au (1; 2; 1)−



 khi: 

a au u u.u 0 a 2b c 0 c a 2b.⊥ ⇔ = ⇔ + − = ⇔ = +
   

 

 Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®îc cho bëi: 

Qua A(2; 2; 4)
(d) :

vtcp u(a; b; c)





  ⇔ 

x 2 at

(d) : y 2 bt

z 4 ct

= +
 = +
 = +

, t ∈  . 

 To¹ ®é ®iÓm B (B ≠ A) ®îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch thay ph¬ng tr×nh tham sè 
cña (d) vµ (S), ta cã: 

(at + 2)2 + (bt + 1)2 + (ct + 2)2 = 9  

⇔ (a2 + b2 + c2)t2 + 2(2a + b + 2c)t = 0 
t 0

2 2 2

2(2a b 2c)t
a b c

≠ + +
⇔ = −

+ +
. 

 Víi A(2; 2; 4) vµ B(at + 2; bt + 2; ct + 4) th×: 

AB 2 5=   
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⇔ 20 = AB2 = a2t2 + b2t2 + (c2t2 = (a2 + b2 + c2)t2  

= ( )
( )

2
2 2 2

22 2 2

4(2a b 2c)a b c .
a b c

+ +
+ +

+ +
 = 

2

2 2 2

4(2a b 2c)
a b c

+ +
+ +

 

⇔ 5[a2 + b2 + (a + 2b)2] = [2a + b + 2(a + 2b)]2 
⇔ 5(2a2 + 5b2 + 4ab) = (4a + 5b)2 

⇔ 6a2 + 20ab = 0 ⇔ a = 0 hoÆc 
10a b
3

= − . 

Khi ®ã: 

 Víi a = 0 th× c = 2b nªn u(0; b; 2b)


 chän u(0; 1; 2)


, do ®ã ta ®îc: 

1

x 2

(d ) : y 2 t , t .

z 4 2t

=
 = + ∈
 = +

  

 Víi 
10a b
3

= −  th× 
4c b
3

= −  nªn 
10 4u b; b; b
3 3

 − − 
 



 chän u(10; 3; 4)−


, do ®ã 

ta ®îc: 

2

x 2 10t

(d ) : y 2 3t , t .

z 4 4t

= +
 = − ∈
 = +

  

VËy, tån t¹i hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
 

Bµi to¸n 7: VÞ trÝ t¬ng ®èi cña hai ®êng th¼ng. 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Víi hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2): 

(d1): 1

1

x x

a

−
 = 1

1

y y

b

−
 = 1

1

z z

c

−
 

⇒ cã vtcp 1u


(a1; b1; c1) vµ ®i qua M1(x1; y1; z1), 

(d2): 2

2

x x

a

−
 = 2

2

y y

b

−
 = 2

2

z z

c

−
 

⇒ cã vtcp 2u


(a2; b2; c2) vµ ®i qua M2(x2; y2; z2), 

®Ó xÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña (d1) vµ (d2) ta sö dông c¸c kÕt qu¶ sau: 

a. (d1) vµ (d2) ®ång ph¼ng ⇔ [ 1u


, 2u


]. 1 2M M


 = 0. 

 (d1) vµ (d2) c¾t nhau ⇔ 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

[u ,u ].M M 0

a : b : c a : b : c

 =


≠

  

. 

 (d1) vµ (d2) song song víi nhau 
⇔ a1: b1: c1 =  a2: b2: c2 ≠ (x1 − x2): (y1 − y2): (z1 − z2). 
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  (d1) vµ (d2) trïng nhau 
⇔ a1: b1: c1 =  a2: b2: c2 = (x1 − x2): (y1 − y2): (z1 − z2). 

b. (d1) vµ (d2) chÐo nhau ⇔ [ 1u


, 2u


]. 1 2M M


 ≠ 0. 

Nh vËy, víi yªu cÇu " XÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña 2 ®êng th¼ng (d1) vµ (d2)", thuËt 
to¸n ®îc thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: Thùc hiÖn: 
 Víi ®êng th¼ng (d1) chØ ra vtcp 1u



 vµ ®iÓm M1∈(d1). 

 Víi ®êng th¼ng (d2) chØ ra vtcp 2u


 vµ ®iÓm M2∈(d2). 
Bíc 2: KiÓm tra: 

 NÕu 1u


, 2u


, 1 2M M


 cïng ph¬ng th× kÕt luËn  (d1) vµ (d2) trïng 
nhau. 

 NÕu 1u


, 2u


 cïng ph¬ng vµ kh«ng cïng ph¬ng víi 1 2M M


 th× kÕt 
luËn  (d1) vµ (d2) song song víi nhau. 

 NÕu 1u


, 2u


 kh«ng cïng ph¬ng, thùc hiÖn bíc 3. 

Bíc 3: X¸c ®Þnh [ 1u


, 2u


]. 1 2M M


, khi ®ã: 

 NÕu [ 1u


, 2u


]. 1 2M M


 = 0 th× kÕt luËn  (d1) vµ (d2) c¾t nhau. 

 NÕu [ 1u


, 2u


]. 1 2M M


 ≠ 0 th× kÕt luËn  (d1) vµ (d2) chÐo nhau. 

VVÝÝ  ddôô  11::   XÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2), biÕt: 

a. (d1): 
x 1 t
y 2 2t
z 3 2t

= +
 = +
 = −

 vµ (d2): 
x t
y 2t
z 5 2t

= −
 = −
 = +

, t ∈  . 

b. 1
x y 3 z 3(d ) :
1 4 3

+ +
= =

− −
 vµ (d2) lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng: 

c. (P): x + y − z + 2 = 0 vµ (Q): 2x − y + 2z − 3 = 0. 

d. 1
x 1 y 7 z 3(d ) :

2 1 4
− − −

= =  vµ 2
x 6 y 1 z 2(d ) :

3 2 1
− + +

= =
−

. 

e. 1
x 1 2 y z(d ) :

2 2 1
− −

= =  vµ 2

x 2t

(d ) : y 8 3t , t

z 4 t

= −
 = − + ∈
 = +

  

 Gi¶i 
a. Ta cã: 
 §êng th¼ng (d1) cã vtcp 1u (1; 2; 2)−



 vµ ®i qua ®iÓm M1(1; 2; 3). 

 §êng th¼ng (d2) cã vtcp 2u ( 1; 2; 2)− −


 vµ ®i qua ®iÓm M2(0; 0; 5). 

NhËn xÐt r»ng c¸c vect¬ 1 2 1 2u , u , M M ( 1; 2; 2)− −
  

 cïng ph¬ng nªn hai ®êng 
th¼ng (d1) vµ (d2) trïng nhau. 
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b. Ta cã: 
 §êng th¼ng (d1) cã vtcp 1u (1; 4; 3)− −



 vµ ®i qua ®iÓm M1(0; −3; −3). 

 C¸c mÆt ph¼ng (P), (Q) cã vtpt Pn (1;1; 1)−


, Qn (2; 1;2)−


 nªn ®êng th¼ng (d2) 

cã vtcp 2u


 ®îc cho bëi: 

2 P Qu n , n =  
  

 = (1; −4; −3) ⇒ 1 2u // u
 

.   (1) 

 §êng th¼ng (d2) chøa c¸c ®iÓm M(x; y; z) tho¶ m·n hÖ: 
x y z 2 0

2x y 2z 3 0

+ − + =
 − + − =

.      (I) 

NhËn xÐt r»ng to¹ ®é ®iÓm M1 kh«ng tho¶ m·n hÖ (I) nªn M1 ∉ (d2). 
Tõ ®ã kÕt hîp víi (1) suy ra (d1) vµ (d2) song song víi nhau. 

c. Ta cã: 
 §êng th¼ng (d1) cã vtcp 1u (2; 1; 4)



 vµ ®i qua ®iÓm M1(1; 7; 3). 

 §êng th¼ng (d2) cã vtcp 2u (3; 2; 1)−


 vµ ®i qua ®iÓm M2(6; −1; −2). 
NhËn xÐt r»ng: 

1 2 1 2u , u .M M 0  = 
  

 ⇒ (d1) vµ (d2) c¾t nhau. 

d. Ta cã: 
 §êng th¼ng (d1) cã vtcp 1u (2; 2; 1)−



 vµ ®i qua ®iÓm M1(1; 2; 0). 

 §êng th¼ng (d2) cã vtcp 2u ( 2; 3; 1)−


 vµ ®i qua ®iÓm M2(0; −8; 4). 
NhËn xÐt r»ng: 

1 2 1 2u , u .M M 54  = 
  

 ⇒ (d1) vµ (d2) chÐo nhau. 

 Chó ý:  Víi hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) song song víi nhau, chóng ta thêng 
gÆp thªm c¸c yªu cÇu: 
1. TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a (d1) vµ (d2), chóng ta cã ngay: 

d((d1), (d2)) = d(M1, (d2)) = 
1 2 2

2

M M ,u

u

 
 
 


, 

víi M1 ∈ (d1), M2 ∈ (d2) vµ 2u


 lµ mét vtcp cña (d2). 

2. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa (d1) vµ (d2), chóng ta cã thÓ lùa chän nh÷ng 
c¸ch gi¶i sau ®Ó thùc hiÖn: 
C¸ch 1:  Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Gäi 1u



 lµ vtcp cña (d1) vµ lÊy M1∈(d1) vµ M2∈(d2). 
Bíc 2: MÆt ph¼ng (P) ®îc cho bëi: 

(P): 
1

1 2 1

Qua M

C p vtcp M M v uÆ µ





   ⇔ (P): 
1 1 2

Qua M

vtpt n u , M M


  =  

   .   
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C¸ch 2:  Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: LÊy A, M1 ∈ (d1) vµ M2 ∈ (d2). 
Bíc 2: Gi¶ sö mÆt ph¼ng (P) cã ph¬ng tr×nh: 

(P): Ax + By + Cz + D = 0, víi A2 + B2 + C2 > 0. 
Bíc 3: V× ba ®iÓm A, M1, M2 ∈ (P) ⇒ Ph¬ng tr×nh cña (P). 

3. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) chøa (d1) vµ c¸ch (d2) mét kho¶ng b»ng h, chóng 
ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: LÊy A, M1 ∈ (d1) vµ M2 ∈ (d2). 
Bíc 2: Gi¶ sö mÆt ph¼ng (P) cã ph¬ng tr×nh: 

(P): Ax + By + Cz + D = 0, ®iÒu kiÖn A2 + B2 + C2 > 0. 
Bíc 3: V× ®iÓm A, M1 ∈ (P) vµ d(M2, (P)) = h, suy ra ph¬ng tr×nh cña (P). 

4. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) thuéc mÆt ph¼ng chøa (d1), (d2) vµ song 
song, c¸ch ®Òu (d1), (d2), chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Gäi 1u



 lµ vtcp cña (d1) vµ lÊy M1∈(d1) vµ M2∈(d2). 
Suy ra täa ®é trung ®iÓm M cña M1M2. 

Bíc 2: §êng th¼ng (d) ®îc cho bëi: 

(d): 
1

Qua M

vtcp u




 . 

5. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) cã b¸n kÝnh nhá nhÊt tiÕp xóc víi (d1) t¹i ®iÓm 
E vµ tiÕp xóc víi (d2), chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Gäi F lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña E trªn (d2) th× mÆt cÇu (S) cÇn dùng 

chÝnh lµ mÆt cÇu ®êng kÝnh EF. 
Bíc 2: Ta lÇn lît: 

 T×m to¹ ®é ®iÓm F. 
 ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu ®êng kÝnh EF. 

6. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) tiÕp xóc víi c¶ (d1), (d2) vµ cã t©m thuéc ®êng 
th¼ng (∆), chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: V× (d1) vµ (d2) song song víi nhau nªn t©m I cña mÆt cÇu (S) thuéc mÆt 

ph¼ng (R) song song, c¸ch ®Òu (d1), (d2) vµ vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng 
chøa (d1), (d2). 
ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (R). 

Bíc 2: Khi ®ã: 
 T©m I chÝnh lµ giao ®iÓm cña (Q) vµ (∆). 
 B¸n kÝnh cña mÆt cÇu lµ R = d(I, (d1)). 

Bíc 3: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S). 
Lu ý:  Chóng ta cßn cã mét ph¬ng ph¸p tæng qu¸t ®Ó thùc hiÖn yªu cÇu nµy sÏ 
®îc tæng kÕt l¹i trong chó ý cña hai ®êng th¼ng chÐo nhau. 

VVÝÝ  ddôô  22::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) cã ph¬ng tr×nh: 

1

x 1 2t

(d ) : y 2 t

z 3 t

= +
 = +
 = +

, t ∈   vµ 2
x 2 1 y z 2(d ) :

2 1 1
− − −

= =
−

. 
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a. Chøng minh r»ng hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) song song víi nhau. TÝnh 
kho¶ng c¸ch gi÷a (d1) vµ (d2). 

b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) chøa (d1) vµ (d2). 

c. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) chøa (d1) vµ c¸ch (d2) mét kho¶ng b»ng 3 . 
d. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) n»m trong mÆt ph¼ng (P) vµ song song, 

c¸ch ®Òu (d1), (d2). 
e. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh nhá nhÊt tiÕp xóc víi (d1) vµ tiÕp xóc 

víi (d2) t¹i ®iÓm B(4; 2; 3). 
f. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu tiÕp xóc víi (d1), (d2) vµ cã t©m thuéc ®êng th¼ng 

x 2 y 1 z 1( ) :
1 2 2

+ − +
∆ = =

− −
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 

 §êng th¼ng (d1) cã vtcp 1u (2; 1; 1)


 vµ ®i qua ®iÓm M1(1; 2; 3). 

 §êng th¼ng (d2) cã vtcp 2u (2; 1; 1)


 vµ ®i qua ®iÓm M2(2; 1; 2). 

NhËn xÐt r»ng c¸c vect¬ 1 2u , u
 

 cïng ph¬ng vµ ®iÓm M1 kh«ng thuéc (d2) nªn 
hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) song song víi nhau. 

Ta cã: 

d((d1), (d2)) = d(M1, (d2)) = 
1 2 2

2

M M ,u (0; 3; 3)
3

(2; 1; 1)u

  −  = =

 


. 

b. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: Gäi Pn



 lµ mét vtpt cña mÆt ph¼ng (P), ta cã: 

P 1 2

P 2

n M M

n u

 ⊥


⊥

 

 

⇒ P 1 2 2n M M , u (0; 3; 3) = = − 
  

 chän Pn (0; 1; 1)−


. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) ®îc cho bëi: 

(P): 
1

P

Qua M (1;2;3)

vtpt n (0;1; 1)




−
  ⇔ (P): y − z + 1 = 0. 

C¸ch 2: LÊy thªm ®iÓm A(3; 3; 4) thuéc (d1), gi¶ sö mÆt ph¼ng (P) cã: 
(P): Ax + By + Cz + D = 0, víi A2 + B2 + C2 > 0. 

Tõ ®iÒu kiÖn M1, M2, A thuéc (P) ta ®îc: 

A 2B 3C D 0
2A B 2C D 0
3A 3B 4C D 0

+ + + =
 + + + =
 + + + =

 ⇔ 

A 2B 3C D 0
A B C 0
A 2B 2C 0

+ + + =
 − − =
 + + =

 
Chän C=1

⇔   ⇔ 

A 0
B 1
C 1
D 1

=
 = −
 =
 =

. 
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Khi ®ã, ta ®îc ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) cã d¹ng:  
(P): −y + z − 1 = 0 ⇔ (P): y − z + 1 = 0. 

c. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: LÊy thªm ®iÓm A(3; 3; 4) thuéc (d1), gi¶ sö mÆt ph¼ng (Q) cã ph¬ng tr×nh: 

(Q): Ax + By + Cz + D = 0, víi A2 + B2 + C2 > 0. 
Ta lÇn lît cã: 
 V× A, M1 thuéc (Q) nªn: 

A 2B 3C D 0
3A 3B 4C D 0

+ + + =
 + + + =

⇔ 
A 2B 3C D 0
2A B C 0

+ + + =
 + + =

⇔ 
D 5A B
C 2A B

= +
 = − −

. 

 §Ó d((d2), (Q)) = 1 ®iÒu kiÖn lµ: 

d(M2, (Q)) = 3  ⇔ 
2 2 2

2A B 2C D
3

A B C

+ + +
=

+ +
 

⇔ ( )2 2 2 22A B 4A 2B 5A B 3 A B ( 2A B) + − − + + = + + − −    

⇔ 2 2A 2AB B 0+ + =  ⇔ A = −B. 

Khi ®ã chän A = 1 ta ®îc B = −1, C = −1 vµ D = 4 nªn: 
(Q): x − y − z + 4 = 0. 

C¸ch 2: Tõ gi¶ thiÕt ta thÊy: 

3  = d((d1), (d2)) = d((Q), (d2)) ⇒ 1(d ) (Q)
(P) (Q)

⊂
 ⊥

. 

Gäi Qn


 lµ mét vtpt cña mÆt ph¼ng (Q), ta cã: 

Q P

Q 1

n n

n u

 ⊥


⊥

 

 

⇒ Q 1 Pn u , n ( 2; 2; 2) = = − 
  

 chän Qn (1; 1; 1)− −


. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) ®îc cho bëi: 

(Q): 
1

Q

Qua M (1;2;3)

vtpt n (1; 1; 1)




− −
  ⇔ (Q): x − y − z + 4 = 0. 

d. Gäi M lµ trung ®iÓm M1M2, suy ra 
3 3 5M ; ;
2 2 2

 
 
 

. 

Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) cÇn dùng ®îc cho bëi: 

(d): 

1

3 3 5Qua M ; ;
2 2 2

vtcp u (2; 1; 1)

  
 
 






 ⇔ 

3 3 5x y z
2 2 2(d) :

2 1 1

− − −
= = . 

e. Gäi A lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña B trªn (d1) th× mÆt cÇu (S) cÇn dùng chÝnh lµ 
mÆt cÇu ®êng kÝnh AB. Ta lÇn lît: 
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 X¸c ®Þnh to¹ ®é ®iÓm A b»ng viÖc sö dông mét trong c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: Ta cã: 

(P’): 
1

Qua B

(R) (d )


 ⊥

⇔ (P’):
( )1

Qua B(4;2;3)

vtpt u 2;1; 1





 ⇔ (P’): 2x + y + z − 13 = 0. 

V× {A} = (d1) ∩ (P’) nªn to¹ ®é B lµ nghiÖm hÖ ph¬ng tr×nh: 
x 1 2t

y 2 t

z 3 t

2x y z 13 0

= +
 = +
 = +
 + + − =

 ⇔ 

x 3

y 3

z 4

t 1

=
 =
 =
 =

 ⇒ A(3; 3; 4) vµ AB = 3 . 

C¸ch 2: V× A ∈ (d1) nªn: 
A(1 + 2t ; 2 + t ; 3 + t) ⇒ AB(2t 3; t; t)−



. 

Tõ ®iÒu kiÖn 1AB (d )⊥


 ta cã: 

1AB u⊥
 

 ⇔ 1AB.u 0=
 

 ⇔ 2(2t 3) t t 0− + + =  ⇔ t = 1 

⇒ A(3; 3; 4) vµ AB( 1; 1; 1)−


 nªn AB = 3 . 
 Ph¬ng tr×nh mÆt cÇu ®êng kÝnh AB ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(S): 
T©m I lµ trung®iÓm AB

AB
B¸n kÝnh R

2





=

 ⇔ (S): 

7 5 7
T©m I ; ;

2 2 2

3
R

2

  
   


 =

 

⇔ 
2 2 27 5 7 3(S) : x y z

2 2 2 4
     − + − + − =     
     

. 

Lu ý: Ph¬ng tr×nh mÆt cÇu ®êng kÝnh AB cßn ®îc x¸c ®Þnh b»ng ph¬ng ph¸p quÜ 
tÝch − §Ò nghÞ b¹n ®äc tù thùc hiÖn b»ng c¸ch xem l¹i bµi häc 1. 

f. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: V× (d1) vµ (d2) song song víi nhau nªn t©m I cña mÆt cÇu (S) thuéc mÆt 
ph¼ng (R) song song, c¸ch ®Òu (d1), (d2) vµ vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng chøa (d1), (d2). 

Ta lÇn lît: 
 Ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (R) ®îc cho bëi: 

(R): 

Q

3 3 5Qua M ; ;
2 2 2

vtpt n (1; 1; 1)

  
   

 − −


 ⇔ (R): 2x − 2y − 2z + 5 = 0. 

V× {I} = (∆) ∩ (R) nªn to¹ ®é I lµ nghiÖm hÖ ph¬ng tr×nh: 

x 2 y 1 z 1
1 2 2

2x 2y 2z 5 0

+ − + = =
− −

 − − + =

 ⇔ 

2x y 5
y z 0
2x 2y 2z 5

− = −
 + =
 − − = −

 ⇒ 
5I ; 0; 0
2

 − 
 

. 
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 §é dµi b¸n kÝnh R cña mÆt cÇu (S) ®îc cho bëi: 

R = d(I, (d1)) = 
1 1

1

M I,u 5

2u

 
  =

 


. 

 Ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) ®îc cho bëi: 

(S): 

5
T©m I ; 0; 0

2

5
R

2

  −   

 =

 ⇔ 
2

2 25 5(S) : x y z
2 4

 + + + = 
 

. 

C¸ch 2: ChuyÓn ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d2) vµ (∆) vÒ d¹ng tham sè: 

2

x 2 2u

(d ) : y 1 u

z 2 u

= +
 = +
 = +

, 

x v 2

( ) : y 1 2v

z 2v 1

= −
∆ = −
 = −

, u , v ∈  . 

Gi¶ sö mÆt cÇu (S) cã t©m I vµ tiÕp xóc víi (d1), (d2) theo thø tù t¹i A vµ B, suy ra: 
I(v − 2; 1 − 2v; 2v − 1),  A(1 + 2t; 2 + t; 3 + t),  B(2 + 2u; 1 + u; 2 + u) 

⇒ 
AI(v 2t 3; 2v t 1; 2v t 4)

BI(v 2u 4; 2v u; 2v u 3)

 − − − − − − −


− − − − − −





. 

Ta lÇn lît cã c¸c ®iÒu kiÖn: 
 (S) tiÕp xóc víi (d1) t¹i A khi: 

AI ⊥ (d1) ⇔ 1AI u⊥
 

 ⇔ 1AI.u 0=
 

  

⇔ 2(v 2t 3) 2v t 1 2v t 4 0− − − − − + − − =  

⇔ 2v − 6t − 11 = 0 ⇔ 2v = 6t + 11.    (1) 
 (S) tiÕp xóc víi (d2) t¹i B khi: 

BI ⊥ (d2) ⇔ 2BI u⊥
 

 ⇔ 2BI.u 0=
 

  

⇔ 2(v 2u 4) 2v u 2v u 3 0− − − − + − − =  

⇔ 2v − 6u − 11 = 0 ⇔ 2v = 6u + 11 
(1)
⇒ u = t.   (2) 

 (S) tiÕp xóc víi c¶ (d1) vµ (d2) khi: 

AI = BI ⇔ AI2 = BI2  

⇔ 2 2 2(v 2t 3) ( 2v t 1) (2v t 4)− − + − − − + − − =  
2 2 2(v 2u 4) ( 2v u) (2v u 3)= − − + − − + − −  

⇔ 2 2 2(v 2t 3) ( 2v t 1) (2v t 4)− − + − − − + − − =  
2 2 2(v 2t 4) ( 2v t) (2v t 3)= − − + − − + − −  

⇔ 2v + 1 = 0 ⇔ 
1v
2

= −  ( )5t 2 I ; 0; 0 v A 3; 0; 1
2

µ
 ⇒ = − ⇒ − − 
 

. 
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Ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) ®îc cho bëi: 

(S): 

5
T©m I ; 0; 0

2

5
R IA

2

  −   

 = =

 ⇔ 
2

2 25 5(S) : x y z
2 4

 + + + = 
 

. 

 Chó ý:   Víi hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) c¾t nhau t¹i M, chóng ta thêng gÆp 
thªm c¸c yªu cÇu: 
1. TÝnh gãc gi÷a (d1) vµ (d2), chóng ta cã ngay: 
 Víi (d1) cã vtcp 1u



(a1; b1; c1) vµ (d2) cã vtcp lµ 2u


(a2; b2; c2). 

 Gäi α lµ gãc t¹o bëi hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) (0 ≤ α ≤ 
2
π

), ta cã: 

cosα  = 
1 2

1 2

u .u

u . u

 

 
 = 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

a a b b c c

a b c . a b c

+ +

+ + + +
. 

Lu ý: §Ó (d1) ⊥ (d2) ⇔ cosα = 0 ⇔ a1a2 +  b1b2 +  c1c2 = 0. 

2. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) chøa (d1) vµ (d2), chóng ta cã thÓ lùa chän 
nh÷ng c¸ch gi¶i sau ®Ó thùc hiÖn: 
C¸ch 1:  Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: X¸c ®Þnh c¸c vtcp 1u



, 2u


 cña ®êng th¼ng (d1) vµ (d2). 
Bíc 2: MÆt ph¼ng (P) ®îc cho bëi: 

(P): 
1 2

Qua M

C vtcp u v uÆp µ





    ⇔ (P): 
1 2

Qua M

vtpt n u , u


  =  

   . 

C¸ch 2:  Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: LÊy hai ®iÓm  M1 ∈ (d1) vµ M2 ∈ (d2) kh«ng trïng víi giao ®iÓm M cña 

(d1) vµ (d2). 
Bíc 2: Gi¶ sö mÆt ph¼ng (P) cã ph¬ng tr×nh: 

(P): Ax + By + Cz + D = 0, víi A2 + B2 + C2 > 0. 
V× ba ®iÓm M, M1, M2 ∈ (P), suy ra ph¬ng tr×nh cña (P). 

3. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) chøa (d1) vµ t¹o víi (d2) mét gãc lín nhÊt, 
chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Ta cã nhËn xÐt: 

g((d2), (Q)) ≤ g((d2), (d1)) 
do ®ã Max[g((d2), (Q))] = g((d2), (d1)) ®¹t ®îc khi (d1) lµ h×nh chiÕu 
vu«ng gãc cña (d2) trªn (Q), tøc lµ: 

(Q) ⊥ ((d1), (d2)) = (P) ⇒ 
Q P

Q 1

n n

n u

 ⊥


⊥

 

 

⇒ Q 1 Pn u , n =  
  

. 

Bíc 2: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) qua M víi vtpt Qn


. 
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4. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) chøa (d1) vµ t¹o víi (d2) mét gãc α, chóng ta 
thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Gi¶ sö mÆt ph¼ng (Q) cã vtpt Qn (a; b; c)



, ta lÇn lît cã: 

 V× (d1) thuéc (Q) nªn: 

Q 1 Q 1n u n .u 0⊥ ⇔ =
   

.     (1) 

 V× g((d2), (Q)) = α nªn: 

Q 2

Q 2

n .u
sin

n . u
α =

 

 
.     (2) 

Tõ (1) vµ (2) chóng ta nhËn ®îc vect¬ Qn


. 

Bíc 2: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) qua M víi vtpt Qn


. 

5. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng ph©n gi¸c cña gãc t¹o bëi (d1) vµ (d2), chóng ta cã thÓ 
lùa chän nh÷ng c¸ch gi¶i sau ®Ó thùc hiÖn: 
C¸ch 1:  Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: X¸c ®Þnh täa ®é giao ®iÓm M cña (d1) vµ (d2). 

LÊy ®iÓm A ∈ (d1), víi A ≠ M. 
Bíc 2: LÊy ®iÓm B ∈ (d2) tho¶ m·n AI = BI, Tõ ®ã, nhËn ®îc to¹ ®é hai ®iÓm 

B1, B2. 
Bíc 3: Ta cã: 

 Víi B1 th× suy ra to¹ ®é trung ®iÓm K1 cña AB1.  
Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng ph©n gi¸c thø nhÊt lµ: 

(∆1): 
1

Qua M

vtcp MK




 . 

 Víi B2 th× suy ra to¹ ®é trung ®iÓm K2 cña AB2.  
Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng ph©n gi¸c thø hai lµ: 

(∆2): 
2

Qua M

vtcp MK




 . 

Lu ý:  Víi c¸ch gi¶i nµy, ta cã c¸c lu ý sau: 
1. Ta cã kÕt qu¶: 

a. NÕu 1MA.MB
 

 > 0 th× (∆1) vµ (∆2) theo thø tù lµ ph¬ng tr×nh 
®êng ph©n gi¸c gãc nhän, gãc tï cña gãc t¹o bëi (d1), (d2).  

b. NÕu 1MA.MB
 

 < 0 th× (∆1) vµ (∆2) theo thø tù lµ ph¬ng tr×nh 
®êng ph©n gi¸c gãc tï, gãc nhän cña gãc t¹o bëi (d1), (d2). 

2. NÕu bµi to¸n yªu cÇu l©p ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng ph©n gi¸c (Q) cña 
gãc t¹o bëi (d1), (d2), ta cã: 

(Q): 
Qua M

vtpt AB




 . 
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C¸ch 2:  Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: X¸c ®Þnh t¹o ®é giao ®iÓm M cña (d1) vµ (d2). 

LÊy A ∈ (d1) vµ B ∈ (d2), víi A, B ≠ I. 
Bíc 2: Gäi K1, K2 theo thø tù lµ ch©n ®êng vu«ng gãc ngoµi, trong h¹ tõ M 

xuèng AB. 
Ta lÇn lît cã: 

 §iÓm K1(x1; y1; z1) chia AB theo tØ sè t = 
IA
IB

 

⇔ 1

1

AK
BK



  = 
IA
IB

 ⇒ To¹ ®é K1. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng ph©n gi¸c ngoµi ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(IK1): 
1

qua I

vtcp IK




 . 

 §iÓm K2(x2; y2; z2) chia AB theo tØ sè − IA
IB

 

⇔ 2

2

AK
BK



  = − IA
IB

 ⇒ To¹ ®é K2. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng ph©n gi¸c trong ®îc x¸c ®Þnh bëi: 

(IK2): 
2

qua I

vtcp IK




 . 

6. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh R tiÕp xóc víi (d1), (d2) t¹i ®iÓm M, 
chóng ta thÊy ngay ®ã chÝnh lµ "MÆt cÇu cã b¸n kÝnh R tiÕp xóc víi mÆt ph¼ng 
(P) t¹i ®iÓm M" vµ ®©y lµ d¹ng to¸n chóng ta ®· biÕt c¸ch thùc hiÖn. 

7. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu tiÕp xóc víi c¶ (d1), (d2) vµ cã t©m thuéc ®êng 
th¼ng (∆), chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: V× (d1) vµ (d2) c¾t nhau nªn t©m I cña mÆt cÇu (S) thuéc mÆt ph¼ng 

ph©n gi¸c (Q) cña gãc t¹o bëi (d1), (d2). 
ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q). 

Bíc 2: Khi ®ã: 
 T©m I chÝnh lµ giao ®iÓm cña (Q) vµ (∆). 
 B¸n kÝnh cña mÆt cÇu lµ R = d(I, (d1)). 

Bíc 3: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S). 
Lu ý:  Chóng ta cßn cã mét ph¬ng ph¸p tæng qu¸t ®Ó thùc hiÖn c¸c yªu cÇu 
d¹ng (7), (8) sÏ ®îc tr×nh bµy trong chó ý cña hai ®êng th¼ng chÐo nhau. 

VVÝÝ  ddôô  33::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) cã ph¬ng tr×nh: 

1

x 1 2t

(d ) : y 1 2t

z 1 t

= − +
 = − +
 = +

, t ∈   vµ 2

x 3 2u

(d ) : y 2 u

z 4 2u

= +
 = +
 = +

, u ∈  . 
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a. Chøng minh r»ng (d1) c¾t (d2) t¹i ®iÓm M. T×m to¹ ®é cña M vµ tÝnh gãc 
gi÷a (d1), (d2). 

b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) chøa (d1) vµ (d2). 
c. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) chøa (d1) vµ t¹o víi (d2) mét gãc lín nhÊt. 
d. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (R) chøa (d1) vµ t¹o víi (d2) mét gãc α biÕt 

4sin .
9

α =  

e. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng ph©n gi¸c cña gãc t¹o bëi (d1) vµ (d2). 

f. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh R 17=  tiÕp xóc víi (d1), (d2) t¹i 
®iÓm M. 

g. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu tiÕp xóc víi c¶ (d1), (d2) vµ cã t©m thuéc ®êng 
th¼ng (∆) cã ph¬ng tr×nh:  

x 2 v
( ) : y 0 , v

z 1 2v

= − +
∆ = ∈
 = −

 . 

 Gi¶i 
Ta cã: 

 §êng th¼ng (d1) cã vtcp 1u (2; 2; 1)


 vµ ®i qua ®iÓm M1(−1; −1; 1). 

 §êng th¼ng (d2) cã vtcp 2u (2; 1; 2)


 vµ ®i qua ®iÓm M2(3; 2; 4). 

a. B»ng c¸ch thay ph¬ng tr×nh tham sè cña (d2) vµo (d1), ta ®îc: 
1 2t 3 2u

1 2t 2 u

1 t 4 2u

− + = +
− + = +
 + = +

 ⇒ t = 1 ⇒ (d1) ∩ (d2) = {M(1; 1; 2)}. 

Gäi α lµ gãc t¹o bëi hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2), ta cã: 

cosα  = 
1 2

1 2

u .u

u . u

 

 
 = 

8
9

. 

b. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: Gäi Pn



 lµ mét vtpt cña mÆt ph¼ng (P), ta cã: 

P 1

P 2

n u

n u

 ⊥


⊥

 

 

⇒ P 1 2n u , u (3; 2; 2) = = − − 
  

. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P) ®îc cho bëi: 

(P): 
1

P

Qua M ( 1; 1;1)

vtpt n (3; 2; 2)

− −


− −
  ⇔ (P): 3x − 2y − 2z + 3 = 0. 

C¸ch 2: Gi¶ sö mÆt ph¼ng (P) cã ph¬ng tr×nh: 
(P): Ax + By + Cz + D = 0, víi A2 + B2 + C2 > 0. 
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Tõ ®iÒu kiÖn M, M1, M2 thuéc (P) ta ®îc: 
A B 2C D 0

A B C D 0
3A 2B 4C D 0

+ + + =
− − + + =
 + + + =

 
Chän A=1

⇔  

B 2C D 1
B C D 1

2B 4C D 3

+ + = −
− + + =
 + + = −

 ⇔ 
2B C
3

D 1

 = =

 =

. 

Khi ®ã, ta ®îc ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P): 3x − 2y − 2z + 3 = 0. 
c. Ta cã nhËn xÐt: 

g((d2), (Q)) ≤ g((d2), (d1)) 
do ®ã Max[g((d2), (Q))] = g((d2), (d1)) ®¹t ®îc khi (d1) lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña 
(d2) trªn (Q), tøc lµ: 

(Q) ⊥ ((d1), (d2)) = (P) ⇒ 
Q P

Q 1

n n

n u

 ⊥


⊥

 

 

⇒ Q P 1n n , u (2; 7; 10). = = − 
  

 

Ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) ®îc cho bëi: 

1

Q

Qua M ( 1; 1;1)
(Q) :

vtpt n (2; 7;10)

− −


−
  ⇔ (Q): 2x − 7y + 10z − 15 = 0. 

d. Gi¶ sö mÆt ph¼ng (R) cã vtpt Rn (a; b; c)


, ta lÇn lît cã: 

 V× (d1) thuéc (R) nªn: 

R 1 R 1n u n .u 0⊥ ⇔ =
   

 ⇔ 2a + 2b + c = 0 ⇔ c = −2a − 2b. (1) 

 V× g((d2), (R)) = α cã 
4sin
9

α =  nªn: 

Q 2

2 2 2
Q 2

n .u 2a b 2c4
9 n . u 3 a b c

+ +
= =

+ +

 

 
 ⇔ 16(a2 + b2 + c2) = 9(2a + b + 2c)2 

[ ]
(1)

2 2 216(a b ) 16( 2a 2b) 9 2a b 2( 2a 2b)⇔ + + − − = + + − −  

⇔ 44a2 + 20ab − b2 = 0 ⇔ b = −2a hoÆc b = 22a. 
Khi ®ã: 
 Víi b = −2a th× c = 2a nªn Rn (a; 2a; 2a)−



 chän Rn (1; 2; 2)−


, tõ ®ã ta ®îc: 

1

1

R

Qua M ( 1; 1;1)
(R ) :

vtpt n (1; 2;2)

− −


−
  ⇔ (R1): x − 2y + 2z − 3 = 0. 

 Víi b = 22a th× c = −46a nªn Rn (a; 22a; 46a)−


 chän Rn (1; 22; 46)−


, tõ ®ã ta 
®îc: 

1

2

R

Qua M ( 1; 1;1)
(R ) :

vtpt n (1;22; 46)

− −


−
  ⇔ (R2): x + 22y − 46z + 69 = 0. 

VËy, tån t¹i hai mÆt ph¼ng (R1), (R2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
e. Gäi N ∈ (d2) sao cho MN = MM1, ta lÇn lît cã: 

N(3 + 2u; 2 + u; 4 + 2u), 
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2 2
1MN MM=  ⇔ (2u + 2)2 + (u + 1)2 + (2u + 2)2 = 9 ⇔ 9(u + 1)2 = 9 

⇔ u + 1 = ±1 ⇔ u1 = 0 hoÆc u2 = −2. 
Khi ®ã: 

 Víi u1 = 0 th× N1(3; 2; 4) vµ trung ®iÓm cña M1N1 lµ 1
1 5K 1; ;
2 2

 
 
 

 , tõ ®ã ta 

®îc ph¬ng tr×nh ®êng ph©n gi¸c (∆1): 

(∆1): 
( )

( ) ( )1

Qua M 1; 1; 2

vtcp MK 0; 1/ 2; 1/ 2 ch 0; 1; 1än vtcp 




− −
   

⇔ 1

x 1
( ) : y 1 t

z 2 t

=
∆ = +
 = −

, t ∈  . 

 Víi u2 = −2 th× N2(−1; 0; 0) vµ trung ®iÓm cña M1N2 lµ 2
1 1K 1; ;
2 2

 − − 
 

 , tõ ®ã ta 

®îc ph¬ng tr×nh ®êng ph©n gi¸c (∆2): 

(∆2): 
( )

( ) ( )2

Qua M 1; 1; 2

vtcp MK 2; 3/ 2; 3/ 2 ch 4; 3; 3än vtcp 





   

⇔ 2

x 1 4t
( ) : y 1 3t

z 2 3t

= +
∆ = +
 = +

, t ∈  . 

f. MÆt cÇu (S) cÇn dùng víi t©m I sÏ tiÕp xóc víi mÆt ph¼ng (P) t¹i M. 
Gäi (∆) lµ ®êng th¼ng qua M vµ vu«ng gãc víi (P), ta cã: 

(∆): 
( )

P

Qua M 1; 1; 2

vtcp n (3; 2; 2)




− −


 ⇔ 

x 1 3t
( ) : y 1 2t

z 2 2t

= +
∆ = −
 = −

, t ∈  . 

V× t©m I thuéc (∆) nªn I(1 + 3t; 1 − 2t; 2 − 2t), tõ ®ã: 
IM = R ⇔ IM2 = R2 ⇔ 9t2 + 4t2 + 4t2 = 17 ⇔ t2 = 1 ⇔ t1, 2 = ±1. 

Khi ®ã: 
 Víi t1 = 1 th× I1(4; −1; 0), tõ ®ã ta ®îc: 

(S1): 
( )1T I 4; 1;0

B

©m

¸n kÝnh R= 17

 −



 ⇔ (S1): (x − 4)2 + (y + 1)2 + z2 = 17. 

 Víi t2 = −1 th× I2(−2; 3; 4), tõ ®ã ta ®îc: 

(S2): 
( )2T I 2; 3; 4

B

©m

¸n kÝnh R= 17

 −



 ⇔ (S2): (x + 2)2 + (y − 3)2 + (z − 4)2 = 16. 

VËy, tån t¹i hai mÆt cÇu (S1), (S2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
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g. Ta lÇn lît: 
 Víi ®êng ph©n gi¸c (∆1) ta cã ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng ph©n gi¸c (Q1): 

(Q1): 
( )

( )1 1

Qua M 1; 1; 2

vtpt M N 4; 3; 3





  ⇔ (Q1): 4x + 3y + 3z − 13 = 0. 

Khi ®ã, ta cã: 
- To¹ ®é t©m T1 cña mÆt cÇu (T1) lµ nghiÖm cña hÖ: 

x 2 v
y 0
z 1 2v
4x 3y 3z 13 0

= − +
 =
 = −
 + + − =

 ⇔ 

x 11

y 0

z 19

v 9

= −
 =
 =
 =

 ⇒ T1(−11; 0; 19). 

- B¸n kÝnh R1 ®îc cho bëi: 

R1 = d(T1, (d1)) = 
1 1 1

1

M T ,u
424

u

 
  =

 


. 

Tõ ®ã, ta cã ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (T1) nh sau: 
2 2 2

1(T ) : (x 11) y (z 19) 424+ + + − = . 

 Víi ®êng ph©n gi¸c (∆2) ta cã ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng ph©n gi¸c (Q2): 

(Q2): 
( )

( )1 2

Qua M 1; 1; 2

vtpt M N 0; 1; 1




−
  ⇔ (Q2): y − z + 1 = 0. 

Khi ®ã, ta cã: 
- To¹ ®é t©m T2 cña mÆt cÇu (T2) lµ nghiÖm cña hÖ: 

x 2 v
y 0
z 1 2v
y z 1 0

= − +
 =
 = −
 − + =

 ⇔ 

x 2
y 0
z 1
v 0

= −
 =
 =
 =

 ⇒ T2(−2; 0; 1). 

- B¸n kÝnh R2 ®îc cho bëi: 

R1 = d(T2, (d1)) = 
1 2 1

1

M T ,u
2

u

 
  =

 


. 

Tõ ®ã, ta cã ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (T2) nh sau: 
2 2 2

2(T ) : (x 2) y (z 1) 2+ + + − = . 
VËy, tån t¹i hai mÆt cÇu (T1), (T2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

 Chó ý: Víi hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) chÐo nhau, chóng ta thêng gÆp thªm 
c¸c yªu cÇu: 
1. TÝnh gãc gi÷a hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2), chóng ta thùc hiÖn t¬ng tù nh 

trong phÇn chó ý vÒ hai ®êng th¼ng c¾t nhau. 
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2. TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2), chóng ta cã kÕt qu¶: 
 (d1) ®i qua ®iÓm M1(x1; y1; z1) vµ cã vtcp 



1u (a1; b1; c1). 

 (d2) ®i qua ®iÓm M2(x2; y2; z2) vµ cã vtcp 


2u (a2; b2; c2). 
Khi ®ã, kho¶ng c¸ch gi÷a (d1), (d2) ®îc cho bëi: 

d((d1), (d2)) = 
 
 

 
 

  

 

1 2 1 2

1 2

u ,u .M M

u ,u
. 

Ngoµi ra, cßn cã thÓ sö dông kÕt qu¶ trong yªu cÇu (3) hoÆc yªu cÇu (6). 

3. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q1) chøa (d1) vµ song song víi (d2), chóng ta thùc 
hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: T×m 1u



 vµ 2u


 lµ vtcp cña (d1) vµ (d2) vµ lÊy ®iÓm M1 ∈ (d1). 
Bíc 2: MÆt ph¼ng (Q1) ®îc cho bëi: 

(Q1): 
1

1 1 2

Qua M

vtpt n u , u


  =  

   . 

Më réng yªu cÇu trªn lµ "ViÕt ph¬ng tr×nh c¸c mÆt ph¼ng (Q1), (Q2) theo thø 
tù chøa (d1), (d2) vµ song song víi nhau". 

4. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) song song vµ c¸ch ®Òu (d1), (d2), chóng ta thùc hiÖn 
theo c¸c bíc: 
Bíc 1: T×m 1u



 vµ 2u


 lµ vtcp cña (d1) vµ (d2).  

LÊy M1 ∈ (d1) vµ M2 ∈ (d2), suy ra täa ®é trung ®iÓm M cña M1M2. 
Bíc 2: MÆt ph¼ng (Q) ®îc cho bëi: 

(Q): 
1 2

Qua M

vtpt n u , u


  =  

   . 

5. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng vu«ng gãc chung cña (d1) vµ (d2), chóng ta cã thÓ lùa 
chän nh÷ng c¸ch gi¶i sau ®Ó thùc hiÖn: 
C¸ch 1:  Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Gi¶ sö A, B theo thø tù lµ ch©n ®êng vu«ng gãc chung trªn (d1) vµ (d2). 
Bíc 2: ChuyÓn ph¬ng tr×nh (d1) vµ (d2) vÒ d¹ng tham sè, suy ra täa ®é cña A, B theo 

ph¬ng tr×nh tham sè cña (d1) vµ (d2). 
Bíc 3: Tõ ®iÒu kiÖn: 

1

2

(d) (d )
(d) (d )

⊥
 ⊥

 ⇔ 1

2

AB u

AB u

 ⊥


⊥

 

 

 ⇔ 1

2

AB.u 0

AB.u 0

 =


=

 

 

 ⇒ 
t
u





 

⇒ To¹ ®é A, B 
Bíc 4: Khi ®ã ph¬ng tr×nh ®êng vu«ng gãc chung (d) ®îc cho bëi: 

(d): 
qua B

vtcpAB




 . 



 81 

C¸ch 2:  Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: T×m 1u



 vµ 2u


 lµ vtcp cña (d1) vµ (d2). Gäi u


 lµ vtcp cña ®êng vu«ng 
gãc chung (d), ta cã: 

1

2

u u

u u

 ⊥


⊥

 

 

 ⇒ 1 2u u , u =  
  

. 

Bíc 2: Gäi (P1) lµ mÆt ph¼ng chøa (d) vµ (d1), khi ®ã: 

(P1): 
1 1

1

Qua M (d )

C vtcp u v uÆp µ

∈



   ⇔ (P1): 
1 1

1 1

qua M (d )

vtpt n [u,u ]

∈


=
    ⇒ (P1). 

Bíc 3: Gäi (P2) lµ mÆt ph¼ng chøa (d) vµ (d2), khi ®ã: 

(P2): 
2 2

2

Qua M (d )

C vtcp u v uÆp µ

∈



   ⇔ (P2): 
2 2

2 2

qua M (d )

vtpt n [u,u ]

∈


=
   ⇒ (P2). 

Bíc 4: §êng th¼ng chung (d) chÝnh lµ giao tuyÕn cña (P1) vµ (P2) nªn gåm 
c¸c ®iÓm M(x; y; z) tho¶ m·n hÖ: 

1

2

(P )
(P )





 ⇒ Ph¬ng tr×nh tham sè hoÆc chÝnh t¾c cña (d). 

C¸ch 3:  Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: T×m 1u



 vµ 2u


 lµ vtcp cña (d1) vµ (d2). Gäi u


 lµ vtcp cña ®êng vu«ng 
gãc chung (d), ta cã: 

1

2

u u

u u

 ⊥


⊥

 

 

 ⇒ 1 2u u , u =  
  

. 

Bíc 2: Gäi (P1) lµ mÆt ph¼ng chøa (d) vµ (d1), khi ®ã: 

(P1): 
1 1

1

Qua M (d )

C vtcp u v uÆp µ

∈



   ⇔ (P1): 
1 1

1 1

qua M (d )

vtpt n [u,u ]

∈


=
    ⇒ (P1). 

Bíc 3: Gi¶ sö (d)∩(d2) = {B} suy ra (P1)∩(d2) = {B} ⇒ to¹ ®é B. 
Bíc 4: Khi ®ã ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) ®îc cho bëi: 

(d): 
qua B

vtcpu




 . 

C¸ch 4:  (¸p dông trong trêng hîp hai ®êng th¼ng (d1), (d2) chÐo nhau vµ 
vu«ng gãc víi nhau): Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Dùng mÆt ph¼ng (P1) tho¶ m·n:  

1 1

1 2

(d ) (P )
(P ) (d )

⊂
 ⊥

. 

Bíc 2: Dùng mÆt ph¼ng (P2) tho¶ m·n:  

2 2

2 1

(d ) (P )
(P ) (d )

⊂
 ⊥

. 
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Bíc 3: §êng th¼ng chung (d) chÝnh lµ giao tuyÕn cña (P1) vµ (P2) nªn gåm 
c¸c ®iÓm M(x; y; z) tho¶ m·n hÖ: 

1

2

(P )
(P )





 ⇒ Ph¬ng tr×nh tham sè hoÆc chÝnh t¾c cña (d). 

6. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh nhá nhÊt tiÕp xóc víi c¶ (d1) vµ (d2), 
chóng ta ®i viÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu ®êng kÝnh AB víi A, B theo thø tù lµ 
ch©n ®êng vu«ng gãc chung trªn (d1) vµ (d2). 

7. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu tiÕp xóc víi c¶ (d1), (d2) vµ cã t©m thuéc ®êng 
th¼ng (∆), chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: ChuyÓn ph¬ng tr×nh c¸c ®êng th¼ng (∆), (d1) vµ (d2) vÒ d¹ng tham sè 

vµ t×m c¸c vtcp t¬ng øng 1u


, 2u


. 

Bíc 2: Gi¶ sö mÆt cÇu (S) cã t©m I vµ tiÕp xóc víi (d1), (d2) theo thø tù t¹i A vµ 
B, suy ra to¹ ®é I, A, B theo c¸c ph¬ng tr×nh tham sè. 

Bíc 3: Ta cã ®iÒu kiÖn: 

1

2

IA (d )

IB (d )
IA IB

 ⊥
 ⊥
 =





 ⇔ 

1

2

IA u

IB u
IA IB

 ⊥
 ⊥
 =

 

 

 ⇔ 

1

2
2 2

IA.u 0

IB.u 0
IA IB

 =
 =
 =

 

 

 ⇒ 
To I
R IA

¹ ®é
 =

 

Bíc 4: MÆt cÇu (S) ®îc cho bëi: 

(S): 
T m I
B nh R

©

¸n kÝ





. 

VVÝÝ  ddôô  44::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) cã ph¬ng tr×nh: 

1

x 2 y 3 z 5
(d ) :

1 1 2

− − −
= = ,  2

x 1 y 3 z 2
(d ) :

2 1 3

− − +
= = . 

a. Chøng minh r»ng hai ®êng th¼ng (∆1), (∆2) chÐo nhau. TÝnh  gãc gi÷a chóng. 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P2) chøa (d2) vµ song song víi (d1). 
c. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) song song vµ c¸ch ®Òu (d1), (d2). 
d. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng vu«ng gãc chung cña (d1) vµ (d2). 
e. TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2). 
f. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh nhá nhÊt tiÕp xóc víi c¶ (d1) vµ (d2). 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 
 §êng th¼ng (d1) cã vtcp 1u (1; 1; 2)



 vµ ®i qua ®iÓm M1(2; 3; 5). 

 §êng th¼ng (d2) cã vtcp 2u (2; 1; 3)


 vµ ®i qua ®iÓm M2(1; 3; −2). 
NhËn xÐt r»ng: 

1 2 1 2u , u .M M 6  = 
  

 ⇒ (∆1) vµ (∆2) chÐo nhau. 
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C«sin gãc α gi÷a hai ®êng th¼ng (∆1) vµ (∆2) ®îc cho bëi: 

cosα  = 
1 2

1 2

u .u

u . u

 

 
 = 

9

84
. 

b. Gäi n


 lµ vect¬ tho¶ m·n: 

1 2n u , u (1; 1; 1) = = − 
  

. 

Khi ®ã, ta cã: 

(P2): 
2Qua M (1; 3; 2)

vtpt n(1; 1; 1)

−


−
  ⇔ (P2): x + y − z − 6 = 0. 

c. Gäi M lµ trung ®iÓm M1M2 th× 
3 3M ; 3;
2 2

 
 
 

. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) ®îc cho bëi: 

(Q): 

3 3
Qua M ; 3;

2 2

vtpt n(1; 1; 1)

  
  

 
 −



 ⇔ (Q): x + y − z − 3 = 0. 

d. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: ChuyÓn ph¬ng tr×nh cña (d1), (d2) vÒ d¹ng tham sè: 

(d1): 

x 2 t

y 3 t

z 5 2t

= +
 = +
 = +

,  (d2): 

x 1 2u

y 3 u

z 2 3u

= +
 = +
 = − +

, (t, u ∈  ). 

Gi¶ sö A, B theo thø tù lµ ch©n ®êng vu«ng gãc chung trªn (d1) vµ (d2) th×: 
A(2 + t; 3 + t; 5 + 2t) vµ B(1 + 2u; 3 + u; −2 + 3u)  
⇒ AB


(2u − t − 1; u − t; 3u − 2t − 7). 
Tõ ®iÒu kiÖn: 





⊥
⊥

)d()d(

)d()d(

2

1 ⇔ 1

2

AB u

AB u

 ⊥


⊥

 

 

⇔ 1

2

AB.u 0

AB.u 0

 =


=

 

 

 ⇔ 
3u 2t 5

14u 9t 23

− =
 − =

 ⇔ 
u 1
t 1

=
 = −

 

⇒ ( ) ( )A 1; 2; 3 vµ B 3; 4; 1 . 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng vu«ng gãc chung (d) ®îc cho bëi: 

(d): 
( )

( ) ( )
Qua A 1; 2; 3

vtcp AB 2; 2; 2 chän 1; 1; 1




− −
 ⇔ (d): 

x 1 t

y 2 t

z 3 t

= +
 = +
 = −

, t ∈  . 

C¸ch 2: Gäi (d) lµ ®êng vu«ng gãc chung cña (d1) vµ (d2), khi ®ã mét vtcp u


 cña 
(d) tháa m·n: 

1

2

u u

u u

 ⊥


⊥

 

 

⇒ 1 2u u , u (1; 1; 1) = = − 
  

. 
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Ta lÇn lît: 
 Gäi (P1) lµ mÆt ph¼ng chøa (d) vµ (d1), khi ®ã: 

(P1): 
1

1

Qua M (2;3;5)

CÆp vtcp u vµ u





   ⇔ (P1): 
1

1 1

Qua M (2;3;5)

vtpt n u, u (3; 3; 0)


  = = −  

    

⇔ (P1): x − y + 1 = 0. 
 Gäi (P2) lµ mÆt ph¼ng chøa (d) vµ (d2), khi ®ã: 

(P2): 
2

2

Qua M (1;3; 2)

CÆp vtcp u vµ u

−



   ⇔ (P2): 
2

2 2

Qua M (1;3; 2)

vtpt n u, u (4; 5; 1)

−
  = = − −  

    

⇔ (P2): 4x − 5y − z + 9 = 0. 
V× (d) chÝnh lµ giao tuyÕn cña (P1) vµ (P2) nªn ®êng th¼ng (d) cÇn dùng chøa c¸c 

®iÓm M(x; y; z) tho¶ m·n hÖ: 
x y 1 0

4x 5y z 9 0

− + =
 − − + =

.       (*) 

B»ng viÖc ®Æt x = t, ta biÕn ®æi hÖ (*) vÒ d¹ng: 
x t

t y 1 0

4t 5y z 9 0

=
 − + =
 − − + =

 ⇔ 

x t

y 1 t

z 4 t

=
 = +
 = −

, t ∈  . 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (d) cÇn dùng. 

C¸ch 3: Gäi (d) lµ ®êng vu«ng gãc chung cña (d1), (d2) vµ gi¶ sö (d) c¾t (d2) t¹i B, 
khi ®ã mét vtcp u



 cña (d) tháa m·n: 

1 2u u , u (1; 1; 1) = = − 
  

. 

Ta lÇn lît: 
 Gäi (P1) lµ mÆt ph¼ng chøa (d) vµ (d1), khi ®ã: 

(P1): 
1

1

Qua M (2;3;5)

CÆp vtcp u vµ u





   ⇔ (P1): 
1

1 1

Qua M (2;3;5)

vtpt n u, u (3; 3; 0)


  = = −  

    

⇔ (P1): x − y + 1 = 0. 
 V× (P1) ∩ (d2) = {B} nªn to¹ ®é cña B lµ nghiÖm cña hÖ: 

x 1 y 3 z 2

2 1 3
x y 1 0

− − + = =

 − + =

 ⇔ 
x 2y 5

z 3y 11

x y 1

− = −
 − = −
 − = −

 ⇒ ( )B 3; 4; 1 . 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng vu«ng gãc chung (d) ®îc cho bëi: 

(d): 
( )
( )

Qua B 3; 4; 1

vtcp u 1; 1; 1




−
 ⇔ (d): 

x 3 t

y 4 t

z 1 t

= +
 = +
 = −

, t ∈  . 
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C¸ch 4: Gäi (d) lµ ®êng vu«ng gãc chung cña (d1), (d2) vµ gi¶ sö (d) c¾t (d1) t¹i A, 
khi ®ã mét vtcp u



 cña (d) tháa m·n: 

1

2

u u

u u

 ⊥


⊥

 

 

⇒ 1 2u u , u (1; 1; 1) = = − 
  

. 

Ta lÇn lît: 
 Gäi (P2) lµ mÆt ph¼ng chøa (d) vµ (d2), khi ®ã: 

(P2): 
2

2

Qua M (1;3; 2)

CÆp vtcp u vµ u

−



   ⇔ (P2): 
2

2 2

Qua M (1;3; 2)

vtpt n u, u (4; 5; 1)

−
  = = − −  

    

⇔ (P2): 4x − 5y − z + 9 = 0. 
 V× (P2) ∩ (d1) = {A} nªn to¹ ®é cña A lµ nghiÖm cña hÖ: 

x 2 y 3 z 5

1 1 2
4x 5y z 9 0

− − − = =

 − − + =

 ⇔ 
x y 1

z 2y 1

4x 5y z 9 0

= −
 = −
 − − + =

 ⇒ ( )A 1; 2; 3 . 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng vu«ng gãc chung (d) ®îc cho bëi: 

(d): 
( )
( )

Qua A 1; 2; 3

vtcp u 1; 1; 1




−
 ⇔ (d): 

x 1 t

y 2 t

z 3 t

= +
 = +
 = −

, t ∈  . 

e. Kho¶ng c¸ch gi÷a (d1) vµ (d2) ®îc cho bëi: 

d((d1), (d2)) = 
1 2 1 2

1 2

u ,u .M M

u ,u

 
 

 
 

  

 

 2 3=  

hoÆc d((d1), (d2)) = d(M1, (P2)) 2 3=  
f. MÆt cÇu (S) ®êng kÝnh AB víi A, B theo thø tù lµ ch©n ®êng vu«ng gãc chung 
trªn (d1) vµ (d2) chÝnh lµ mÆt cÇu cÇn dùng. §Ó  viÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) ta cã 
thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: MÆt cÇu (S) víi ®êng kÝnh AB cã: 

(S): 
T©m I lµ trung®iÓm AB

B¸n kÝnh R AB / 2




=
 ⇔ (S): 

( )T©m I 2; 3; 2

R 3




=
 

⇔ ( ) ( ) ( )2 2 2(S) : x 2 y 3 z 2 3− + − + − = . 

C¸ch 2: MÆt cÇu (S) víi ®êng kÝnh AB gåm: 

M(x; y; z) ∈ (S) ⇔ AM ⊥ BM ⇔ AM.BM 0=
 

  
⇔ (x − 1; y − 2; z − 3).(x − 3; y − 4; z − 1) = 0 
⇔ (x − 1)(x − 3) + (y − 2)(y − 4) + (z − 3)(z − 1) = 0  
⇔ x2 + y2 + z2 − 4x − 6y − 4z − 14 = 0. 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) cÇn t×m. 



 86 

C¸ch 3: MÆt cÇu (S) víi ®êng kÝnh AB gåm: 
M(x; y; z) ∈ (S) ⇔ ∆MAB vu«ng t¹i M ⇔ AM2 + BM2 = AB2  
⇔ (x − 1)2 + (y − 2)2 + (z − 3)2 + (x − 3)2 + (y − 4)2 + (z − 1)2 = 12 
⇔ x2 + y2 + z2 − 4x − 6y − 4z − 14 = 0. 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) cÇn t×m. 

VVÝÝ  ddôô  55::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) cã ph¬ng tr×nh: 

(d1): 
x 2 2t

y 4 t

z 1 t

= +
 = −
 = +

,  (d2): 
x 1 u

y 3 2u

z 3 u

= +
 = +
 = −

, (t, u ∈  ). 

a. Chøng minh r»ng hai ®êng th¼ng (d1), (d2) chÐo nhau.TÝnh gãc gi÷a hai 
®êng th¼ng (d1) vµ (d2). 

b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) tiÕp xóc víi c¶ (d1), (d2) vµ cã t©m thuéc 

®êng th¼ng 
x 1 y 2 z 1

( ) :
1 1 1

− − −
∆ = =

−
. 

 Gi¶i 
a. Ta cã: 
 §êng th¼ng (d1) cã vtcp 1u (2; 1; 1)−



 vµ ®i qua ®iÓm M1(2; 4; 1). 

 §êng th¼ng (d2) cã vtcp 2u (1; 2; 1)−


 vµ ®i qua ®iÓm M2(1; 3; 3). 
NhËn xÐt r»ng: 

1 2 1 2u , u .M M 8  = 
  

 ⇒ (d1) vµ (d2) chÐo nhau. 

C«sin gãc α gi÷a hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) ®îc cho bëi: 

cosα  = 
1 2

1 2

u .u

u . u

 

 
 = 

2 2 1 1
66. 6

− −
= . 

b. ChuyÓn ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (∆) vÒ d¹ng tham sè: 
x 1 v

( ) : y 2 v

z 1 v

= +
∆ = −
 = +

, v ∈  . 

Gi¶ sö (S) cã t©m I vµ tiÕp xóc víi (d1), (d2) theo thø tù t¹i A vµ B, suy ra: 
I(1 + v; 2 − v; 1 + v),  A(2 + 2t; 4 − t; 1 + t),  B(1 + u; 3 + 2u; 3 − u) 
⇒ AI(v 2t 1; v t 2; v t)− − − + − −


 vµ BI(v u; v 2u 1; v u 2)− − − − + −


. 
Ta lÇn lît cã c¸c ®iÒu kiÖn: 
 (S) tiÕp xóc víi (d1) t¹i A khi: 

AI ⊥ (d1) ⇔ 1AI u⊥
 

 ⇔ 1AI.u 0=
 

  

⇔ 2(v 2t 1) ( v t 2) (v t) 0− − − − + − + − =  ⇔ 2v = 3t  

⇔ 
2t v
3

=  ⇒ 
v v vAI 1; 2;
3 3 3

 − − − − 
 



. 
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 (S) tiÕp xóc víi (d2) t¹i B khi: 

BI ⊥ (d2) ⇔ 2BI u⊥
 

 ⇔ 2BI.u 0=
 

  

⇔ (v u) 2( v 2u 1) (v u 2) 0− + − − − − + − = ⇔ v = −3u ⇔ 
1u v
3

= −  

⇒ 
4v v 2vBI ; 1; 2
3 3 3

 − − − − 
 



. 

 (S) tiÕp xóc víi c¶ (d1) vµ (d2) khi: 
AI = BI ⇔ AI2 = BI2  

⇔ 
2 2 2 2 2 2v v v 4v v 2v1 2 1 2

3 3 3 3 3 3
           + + + + = + + + +           
           

 

⇔ ( ) ( )2 22 2v 6 v 16v 2v 6+ + = + +  ⇔ 18v2 + 12v = 0 

⇔ v1 = 0 hoÆc 2
2v
3

= − . 

Khi ®ã: 
 Víi v1 = 0 th× t = 0 nªn I1(1; 2; 1), A(2; 4; 1), tõ ®ã ta ®îc: 

(S1): 
( )1T I 1; 2; 1

B

©m

¸n kÝnh R=IA= 5





 ⇔ (S1): (x − 1)2 + (y − 2)2 + (z − 1)2 = 5. 

 Víi 2
2v
3

= −  th× 
4t
9

= −  nªn 2
1 8 1I ; ;
3 3 3

 
 
 

, 
10 40 5A ; ;
9 9 9

 
 
 

, tõ ®ã ta ®îc: 

(S2): 
2

1 8 1T I ; ;
3 3 3

B

©m

309
¸n kÝnh R=IA=

9

  
   





 ⇔ 
2 2 21 8 1 103(S) : x y z

3 3 3 27
     − + − + − =     
     

. 

VËy, tån t¹i hai mÆt cÇu (S1), (S2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
 

Bµi to¸n 8: VÞ trÝ t¬ng ®èi cña ®êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng. 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

§Ó xÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña ®êng th¼ng (d) vµ mÆt ph¼ng (P) (hoÆc x¸c ®Þnh ®iÒu 
kiÖn vÒ vÞ trÝ t¬ng ®èi gi÷a ®êng th¼ng (d) vµ mÆt ph¼ng (P)), ta thêng lùa chän 
mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: (Ph¬ng ph¸p ®¹i sè): Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (d) vµ (P). 
Bíc 2: BiÖn luËn: 

 NÕu hÖ cã nghiÖm duy nhÊt , khi ®ã (d) ∩ (P) = {A} cã to¹ ®é 
lµ nghiÖm cña hÖ. 

 NÕu hÖ v« nghiÖm, khi ®ã (d) ∩ (P) = ∅ ⇔ (d) // (P). 
 NÕu hÖ cã v« sè nghiÖm, khi ®ã (d) ⊂ (P). 
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C¸ch 2: (Ph¬ng ph¸p h×nh häc): Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Gi¶ sö: 

 (d) cã vtcp u


(a; b; c) vµ ®i qua M0(x0; y0; z0). 

 (P) cã vtpt n


(A; B; C). 
Bíc 2: Khi ®ã: 

1. §Ó (d) c¾t (P) ®iÒu kiÖn lµ: 

u


. n


 ≠ 0 ⇔ Aa + Bb + Cc ≠ 0. 
2. §Ó (d) song song víi (P) ®iÒu kiÖn lµ: 

0

u n
M (P)

 ⊥


∉

 

 ⇔ 
0

u.n 0
M (P)

 =


∉

 

⇔ 
0 0 0

Aa Bb Cc 0
Ax By Cz D 0

+ + =
 + + + ≠

. 

3. §Ó (d) n»m trong (P) ®iÒu kiÖn lµ: 

0

u n
M (P)

 ⊥


∈

 

 ⇔ 
0

u.n 0
M (P)

 =


∈

 

⇔ 
0 0 0

Aa Bb Cc 0
Ax By Cz D 0

+ + =
 + + + =

. 

HoÆc cã thÓ lÊy hai ®iÓm ph©n biÖt M, N thuéc (d) vµ thiÕt 
lËp ®iÒu kiÖn M, N thuéc (P). 

4. §Ó (d) vu«ng gãc víi (P) ®iÒu kiÖn lµ a: b: c = A: B: C. 

VVÝÝ  ddôô  11::  XÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña mÆt ph¼ng (P) vµ ®êng th¼ng (d), biÕt: 

a. (P): x + y + 2z − 1 = 0 vµ (d): 
x t

y 1 t

z 2 3t

=
 = +
 = −

, t ∈  . 

b. (P): 2x + 5y + z − 1 = 0 vµ 
x 1 1 y z 2

(d) :
2 1 1

+ − −
= = . 

c. (P): x + y + z − 6 = 0 vµ (d) lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng: 

(P1): x + 2y + z − 8 = 0 vµ (P2): x + z − 4 = 0. 

 Híng dÉn: Sö dông kiÕn thøc trong phÇn ph¬ng ph¸p gi¶i to¸n. 

 Gi¶i 

a. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Thay ph¬ng tr×nh cña (d) vµo (P), ta ®îc: 

t + 1 + t + 2(2 − 3t) − 1 = 0 ⇔ −4t + 4 = 0 ⇔ t = 1. 

Thay t = 1 vµo ph¬ng tr×nh tham sè cña (d) ta kÕt luËn (d) c¾t (P) t¹i M(1; 2 ; −1). 

C¸ch 2: MÆt ph¼ng (P) cã vtpt n(1; 1; 2)


 vµ ®êng th¼ng (d) cã vtcp u(1; 1; 3)−


, ta cã: 

u.n 1.1 1.1 2( 3) 4 0= + + − = − ≠
 

. 

Suy ra (d) c¾t (P). 
b. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau: 
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C¸ch 1: XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (d) vµ (P) lµ: 

x 1 1 y z 2

2 1 1
2x 5y z 1 0

+ − − = =

 + + − =

 ⇔ 

x 2y 1

y z 3

2x 5y z 1

+ =
 + =
 + + =

.      (I) 

HÖ (I) v« nghiÖm, do ®ã (d) song song víi (P). 

C¸ch 2: MÆt ph¼ng (P) cã vtpt n(2; 5; 1)


 vµ ®êng th¼ng (d) cã vtcp u(2; 1;1)−


, ta cã: 

u.n 2.2 5( 1) 1.1 0= + − + =
 

 ⇔ u n⊥
 

.     (1) 

LÊy A(−1; 1; 2) ∈ (d), ta cã nhËn xÐt A ∉ (P).    (2) 
Tõ (1) vµ (2) suy ra (d) song song víi (P). 

c. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: §êng th¼ng (d) chøa c¸c ®iÓm M(x; y; z) tho¶ m·n hÖ: 

x 2y z 8 0

x z 4 0

+ + − =
 + − =

. 

XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (d) vµ (P) lµ: 

x 2y z 8 0

x z 4 0

x y z 6 0

+ + − =
 + − =
 + + − =

 ⇔ 
y 2

x z 4 0

=
 + − =

.     (II) 

HÖ (II) cã v« sè nghiÖm, do ®ã (d) n»m trong (P). 
C¸ch 2: §êng th¼ng (d) chøa c¸c ®iÓm M(x; y; z) tho¶ m·n hÖ: 

x 2y z 8 0

x z 4 0

+ + − =
 + − =

 ⇒ Hai ®iÓm A(1; 2; 3) vµ B(3; 2; 1) thuéc (d). 

NhËn xÐt r»ng A, B còng thuéc (P) nªn (d) n»m trong (P). 

C¸ch 3: C¸c mÆt ph¼ng (P), (P1), (P2) cã vtpt n(1; 1; 1)


, 1n (1; 2; 1)


, 2n (1; 0; 1)


. 

§êng th¼ng (d) cã vtcp u


 ®îc cho bëi: 

1 2u n , n =  
  

 = (2; 0; −2). 

NhËn xÐt r»ng: 

u.n 2.1 2.1 0= − =
 

 ⇔ u n⊥
 

.      (3) 
LÊy A(1; 2; 3) ∈ (d), ta cã nhËn xÐt A ∈ (P).    (4) 
Tõ (3) vµ (4) suy ra (d) n»m trong (P). 

 Chó ý:  Trong trêng hîp ®êng th¼ng (d) n»m trong mÆt ph¼ng (P) chóng ta 
thêng gÆp thªm c¸c c¸c yªu cÇu: 
1. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa (d) vµ vu«ng gãc víi (P), chóng ta thùc hiÖn 

theo c¸c bíc: 
Bíc 1: T×m mét vtcp u



 cña ®êng th¼ng (d) vµ lÊy ®iÓm A thuéc (d). 

T×m mét vtpt n


 cña mÆt ph¼ng (P). 
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Gäi Qn


 lµ mét vtpt cña mÆt ph¼ng (Q), ta cã: 

Q

Q

n u

n n

 ⊥


⊥

 

 

⇒ Qn u, n =  
  

. 

Bíc 2: Khi ®ã, ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) ®îc cho bëi: 

(Q): 
Q

Qua A

vtpt n





 . 

2. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa (d) vµ t¹o víi (P) mét gãc α, chóng ta thùc 
hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: T×m mét vtcp u


 cña ®êng th¼ng (d) vµ lÊy ®iÓm A thuéc (d). 

T×m mét vtpt n


 cña mÆt ph¼ng (P). 

Gäi Qn


(a; b; c) lµ mét vtpt cña mÆt ph¼ng (Q), ta lÇn lît cã: 

Qn u⊥
 

 ⇔ Qn .u 0=
 

.      (1) 

g((P), (Q)) = α ⇔ 
Q

Q

n .n
cos

n . n
= α

 

 
.    (2) 

Gi¶i hÖ t¹o bëi (1) vµ (2) chóng ta nhËn ®îc to¹ ®é cña Qn


. 

Bíc 2: Khi ®ã, ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) ®îc cho bëi: 

(Q): 
Q

Qua A

vtpt n





 . 

3. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh R tiÕp xóc víi (d) vµ (P) t¹i ®iÓm M th× 
bµi to¸n ®îc chuyÓn vÒ d¹ng "ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh R tiÕp xóc 
víi (P) t¹i ®iÓm M", ®©y lµ d¹ng to¸n mµ chóng ta ®· biÕt c¸ch thùc hiÖn. 

4. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh R tiÕp xóc víi (d) t¹i ®iÓm M vµ c¾t (P) 
theo thiÕt diÖn lµ ®êng trßn lín, chóng ta cã thÓ lùa chän mét trong c¸c c¸ch: 
C¸ch 1:  Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: Gi¶ sö I(x; y; z) lµ t©m mÆt cÇu (S), khi ®ã: 

I (P)

MI (d)

MI R

∈
 ⊥
 =

 ⇔ 
2 2

I (P)

MI.u 0

IM R

∈


=
 =

 

 ⇒ To¹ ®é t©m I. 

Bíc 2: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) víi t©m I b¸n kÝnh R. 
C¸ch 2:  Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: LËp ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (∆) n»m trong (P) 
vµ vu«ng gãc víi (d) t¹i M. 

Bíc 2: Gi¶ sö I lµ t©m mÆt cÇu (S), khi ®ã: to¹ ®é t©m I tho¶ m·n 
ph¬ng tr×nh tham sè cña (∆). 
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Sö dông ®iÒu kiÖn: 
MI = R ⇒ To¹ ®é t©m I. 

Bíc 3: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) víi t©m I b¸n kÝnh R. 
5. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh R tiÕp xóc víi (d) t¹i ®iÓm M vµ c¾t (P) 

theo thiÕt diÖn lµ ®êng trßn cã b¸n kÝnh b»ng r, chóng ta thùc hiÖn theo c¸c 
bíc: 
Bíc 1: Gi¶ sö I(x; y; z) lµ t©m mÆt cÇu (S), khi ®ã: 

2 2

MI (d)

MI R

d(I, (P)) R r

 ⊥


=


= −

 ⇒ To¹ ®é t©m I. 

Bíc 2: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) víi t©m I b¸n kÝnh R. 

VVÝÝ  ddôô  22::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho mÆt ph¼ng (P) vµ ®êng th¼ng (d) cã 
ph¬ng tr×nh: 

(P): 2x + y + 2z − 1 = 0, 
x 1 t

(d) : y 1 , t .

z 1 t

= −
 = ∈
 = − +

  

a. Chøng minh r»ng ®êng th¼ng (d) n»m trong mÆt ph¼ng (P). 
b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) chøa (d) vµ vu«ng gãc víi (P). 
c. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (R) chøa (d) vµ t¹o víi (P) mét gãc α cã 

6cos
3

α = . 

d. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh R 18=  tiÕp xóc víi (d) t¹i ®iÓm 
M(0; 1; 0) vµ c¾t (P) theo thiÕt diÖn lµ ®êng trßn lín. 

e. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) cã b¸n kÝnh R 2=  tiÕp xóc víi (d) t¹i ®iÓm 
N(−1; 1; 1) vµ c¾t (P) theo thiÕt diÖn lµ ®êng trßn cã b¸n kÝnh b»ng 

2r
3

= . 

 Gi¶i 
a. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: XÐt hÖ ph¬ng tr×nh t¹o bëi (d) vµ (P) b»ng c¸ch thay ph¬ng tr×nh tham sè 
cña (d) vµo (P), ta ®îc: 

2(1 − t) + 1 + 2(−1 + t) − 1 = 0 ⇔ 0 = 0. 
Tøc hÖ cã v« sè nghiÖm, do ®ã (d) n»m trong (P). 

C¸ch 2: §êng th¼ng (d) ®i qua hai ®iÓm A(1; 1; −1) vµ B(0; 1; 0). 
NhËn xÐt r»ng A, B còng thuéc (P) nªn (d) n»m trong (P). 

C¸ch 3: §êng th¼ng (d) cã vtcp u( 1; 0; 1)−


 vµ ®i qua ®iÓm A(1; 1; −1). 

MÆt ph¼ng (P) cã vtpt n(2; 1; 2)


. 
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NhËn xÐt r»ng: 

u.n 1.2 1.2 0= − + =
 

 ⇔ u n⊥
 

.      (1) 
2 + 1 − 2 − 1 = 0 ⇒ A ∈ (P).      (2) 

Tõ (1) vµ (2) suy ra (d) n»m trong (P). 
b. Ta cã: 

 §êng th¼ng (d) cã vtcp u( 1; 0; 1)−


 vµ ®i qua ®iÓm A(1; 1; −1). 

 MÆt ph¼ng (P) cã vtpt n(2; 1; 2)


. 

MÆt ph¼ng (Q) cã vtpt Qn


 tho¶ m·n: 

Q

Q

n u

n n

 ⊥


⊥

 

 

⇒ Qn n, u (1; 4; 1) = = − 
  

. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) ®îc cho bëi: 

( )
Q

Qua A 1; 1; 1
(Q) :

vtpt n (1; 4; 1)

 −


−
  ⇔ (Q): x − 4y + z + 4 = 0. 

c. Gi¶ sö mÆt ph¼ng (R) cã vtpt Rn (a; b; c)


 ≠ 0


, ta lÇn lît: 

 §Ó (R) chøa (d) ®iÒu kiÖn lµ: 

Rn u⊥
 

 ⇔ Rn .u 0=
 

 ⇔ −a + c = 0 ⇔ c = a. 

 (R) t¹o víi (P) mét gãc α cã 
6cos

3
α =  ®iÒu kiÖn lµ: 

2 2 2 2 2 2

2a b 2c 6

3a b c . 2 1 2

+ +
=

+ + + +
 ⇔ 

2 2 2

2a b 2c
6

a b c

+ +
=

+ +
 

⇔ 2 2 2(4a b) 6(2a b )+ = +  ⇔ 4a2 + 8ab − 5b2 = 0 

⇔ 
1 5a b ho a b
2 2

Æc= = − . 

Khi ®ã: 

 Víi 
1a b
2

=  th× chän b = 2 ta ®îc a = c = 1 nªn Rn (1; 2; 1)


, tõ ®ã: 

( )
1

R

Qua A 1; 1; 1
(R ) :

vtpt n (1; 2; 1)

 −





 ⇔ (R1): x + 2y + z − 2 = 0. 

 Víi 
5a b
2

= −  th× chän b = −2 ta ®îc a = c = 5 nªn Rn (5; 2; 5)−


, tõ ®ã: 

( )
2

R

Qua A 1; 1; 1
(R ) :

vtpt n (5; 2; 5)

 −


−


 ⇔ (R2): 5x − 2y + 5z + 2 = 0. 

VËy, tån t¹i hai mÆt ph¼ng (R1), (R2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
d. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
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C¸ch 1: Gi¶ sö I(x; y; z) lµ t©m mÆt cÇu (S) cÇn dùng, khi ®ã: 

I (P)

MI (d)

MI R

∈
 ⊥
 =

 ⇔ 
2 2

I (P)

MI.u 0

IM R

∈


=
 =

 

 ⇔ 
2 2 2

2x y 2z 1 0

x z 0

x (y 1) z 18

+ + − =
− + =
 + − + =

 

⇔ 
2 2 2

y 1 4x

z x

x (1 4z 1) x 18

= −
 =
 + − − + =

⇔
2

y 1 4x

z x

18x 18

= −
 =
 =

 ⇔ 
x 1, y 3, z 1
x 1, y 5, z 1

= = − =
 = − = = −

 

Khi ®ã: 
 Víi I1(1; −3; 1), tõ ®ã ta ®îc mÆt cÇu: 

(S1): 
( )1T©m I 1; 3; 1

B¸n kÝnh R= 18

 −



 ⇔ (S1): (x − 1)2 + (y + 3)2 + (z − 1)2 = 18. 

 Víi I2(−1; 5; −1), tõ ®ã ta ®îc mÆt cÇu: 

(S2): 
( )2T©m I 1; 5; 1

B¸n kÝnh R= 18

 − −



 ⇔ (S2): (x + 1)2 + (y − 5)2 + (z + 1)2 = 18. 

VËy, tån t¹i hai mÆt cầu (S1), (S2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
C¸ch 2: Gi¶ sö I lµ t©m mÆt cÇu (S) cÇn dùng, khi ®ã I thuéc ®êng th¼ng (∆) cã vtcp 

u∆



 n»m trong (P) vµ vu«ng gãc víi (d) t¹i M. 
Ta cã: 

u u

u n

∆

∆

 ⊥


⊥

 

 

⇒ u u, n (1; 4; 1)∆
 = = − 

  

. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (∆) ®îc cho bëi: 

(∆): 
( )

Qua M(0;1;0)

vtcp u 1; 4; 1∆




−
  ⇔ (∆): 

x t

y 1 4t

z t

=
 = −
 =

, t ∈  . 

Tõ ®ã t©m I(t; 1 − 4t; t) vµ ®iÒu kiÖn: 
MI = R ⇔ MI2 = R2 ⇔ t2 + 16t2 + t2 = 18 ⇔ t2 = 1 ⇔ t = ±1. 

Khi ®ã: 
 Víi t = 1 th×  I1(1; −3; 1), tõ ®ã ta ®îc: 

(S1): 
( )1T©m I 1; 3; 1

B¸n kÝnh R= 18

 −



 ⇔ (S1): (x − 1)2 + (y + 3)2 + (z − 1)2 = 18. 

 Víi t = −1 th× I2(−1; 5; 1), tõ ®ã ta ®îc: 

(S2): 
( )2T©m I 1; 5; 1

B¸n kÝnh R= 18

 − −



 ⇔ (S2): (x + 1)2 + (y − 5)2 + (z + 1)2 = 18. 

VËy, tån t¹i hai mÆt cầu (S1), (S2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
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e. Gi¶ sö K(x; y; z) lµ t©m mÆt cÇu (T) cÇn dùng, khi ®ã ta lÇn lît cã: 
 V× NK ⊥ (d) nªn: 

NK.u 0=
 

 ⇔ −(x + 1) + z − 1 = 0 ⇔ x − z + 2 = 0.   (3) 
 V× NK = R nªn (x + 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 = 2.   (4) 

 V× 2 2d(K, (P)) R r= −  nªn: 

2 2 2

2x y 2z 1 22
92 1 2

+ + −
= −

+ +
 ⇔ 

2x y 2z 1 4
3 3

+ + −
=   

⇔ 
2x y 2z 1 4
2x y 2z 1 4

+ + − =
 + + − = −

 ⇔ 
2x y 2z 5
2x y 2z 3

+ + =
 + + = −

. 

Tõ ®ã: 
 Víi 2x + y + 2z = 5 kÕt hîp víi (3) ta ®îc: 

2x y 2z 5

x z 2 0

+ + =
 − + =

 ⇔ 
z x 2

y 1 4x

= +
 = −

.     (I) 

Thay (I) vµo (4) ta ®îc: 
(x + 1)2 + (−4x)2 + (x + 1)2 = 2 

⇔ 18x2 + 4x = 0 ⇔ x = 0 hoÆc 
2x
9

= − . 

Khi ®ã: 
- Víi x = 0 th× y = 1 vµ z = 2 nªn K1(0; 1; 2), suy ra mÆt cÇu: 

(T1): x2 + (y − 1)2 + (z − 2)2 = 2. 

- Víi 
2x
9

= −  th× 
17y
9

=  vµ 
16z
9

=  nªn 2
2 17 16K ; ;
9 9 9

 − 
 

, suy ra mÆt cÇu: 

2 2 2

2
2 17 16(T ) : x y z 2.
9 9 9

     + + − + − =     
     

 

 Víi 2x + y + 2z = −3 kÕt hîp víi (4) ta ®îc: 
2x y 2z 3

x z 2 0

+ + = −
 − + =

 ⇔ 
z x 2

y 4x 7

= +
 = − −

.     (II) 

Thay (II) vµo (5) ta ®îc: 

(x + 1)2 + (−4x − 8)2 + (x + 1)2 = 2 ⇔ 9x2 + 34x + 32 = 0 ⇔ x = −2 hoÆc 
16x
9

= − . 

Khi ®ã: 
- Víi x = −2 th× y = 1 vµ z = 0 nªn K3(−2; 1; 0), suy ra mÆt cÇu: 

(T3): (x + 2)2 + (y − 1)2 + z2 = 2. 

- Víi 
16x
9

= −  th× 
2y
9

=  vµ 
1z
9

=  nªn 4
16 2 1K ; ;
9 9 9

 − 
 

, suy ra mÆt cÇu: 

2 2 2

4
16 2 1(T ) : x y z 2.
9 9 9

     + + − + − =     
     

 

VËy, tån t¹i bèn mÆt cầu (T1), (T2), (T3), (T4) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
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 Chó ý:  Trong trêng hîp ®êng th¼ng (d) song song víi mÆt ph¼ng (P) chóng 
ta thêng gÆp thªm c©u hái: 
1. TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a (d) vµ (P), chóng ta cã ngay: 

d(d, (P)) = d(A, (P)), víi A ∈ (d). 
2. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa (d) vµ song song víi (P), chóng ta cã ngay: 

(Q): 
P

Qua A (d)

vtpt n

∈



 . 

3. ViÕt ph¬ng tr×nh h×nh chiÕu vu«ng gãc cña (d) trªn (P), chóng ta cã c¸c c¸ch 
gi¶i sau: 
C¸ch 1: Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: LÊy ®iÓm A ∈ (d), tõ ®ã x¸c ®Þnh to¹ ®é ®iÓm HA lµ h×nh 
chiÕu vu«ng gãc cña A lªn (P). 

Bíc 2: Ph¬ng tr×nh h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®êng th¼ng (d) lªn mÆt 
ph¼ng (P) lµ ®êng th¼ng (d1) ®îc cho bëi: 

(d1): 
A

1

qua H

(d ) //(d)





. 

C¸ch 2: Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) chøa (d) vµ vu«ng gãc víi 

(P). 
Bíc 2: Khi ®ã, h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®êng th¼ng (d) lªn mÆt 

ph¼ng (P) chÝnh lµ giao tuyÕn cña (P) vµ (Q). 

4. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa (d) vµ t¹o víi (P) mét gãc α, chóng ta thùc 
hiÖn t¬ng tù nh trong trong hîp ®êng th¼ng (d) n»m trong mÆt ph¼ng (P). 

5. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh nhá nhÊt tiÕp xóc víi (P) vµ tiÕp xóc 
víi (d) t¹i ®iÓm M, chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Gäi (S) lµ mÆt cÇu cÇn dùng, suy ra (S) chÝnh lµ mÆt cÇu ®êng kÝnh MN 

víi N lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña M trªn (P). 
Bíc 2: X¸c ®Þnh to¹ ®é ®iÓm N. 
Bíc 3: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu ®êng kÝnh MN. 

6. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu tiÕp xóc víi (d) vµ tiÕp xóc víi (P) t¹i ®iÓm M, 
chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Gi¶ sö mÆt cÇu (S) cÇn dùng cã t©m I, b¸n kÝnh R vµ tiÕp xóc víi ®êng 

th¼ng (d) t¹i N. 
V× N ∈ (d) nªn tho¶ m·n ph¬ng tr×nh tham sè cña (d). 

Bíc 2: ViÕt ph¬ng tr×nh tham sè cña ®êng th¼ng (∆) qua M vµ vu«ng gãc 
víi (P). 
V× I ∈ (∆) nªn tho¶ m·n ph¬ng tr×nh tham sè cña (∆). 

Bíc 3: ThiÕt lËp ®iÒu kiÖn IN ⊥ (d) vµ R = IM = IN chóng ta sÏ nhËn ®îc to¹ 
®é t©m I vµ ®é dµi b¸n kÝnh R. 

Bíc 4: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) t©m I b¸n kÝnh R. 
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7. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh R tiÕp xóc víi (d) t¹i ®iÓm M vµ tiÕp xóc 
víi (P)", chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: Gi¶ sö mÆt cÇu (S) cÇn dùng cã t©m I(a; b; c), khi ®ã I thuéc mÆt 
ph¼ng: 

M
M

Qua M
(P ) :

(P ) (d)


 ⊥

 ⇔ M

d

Qua M
(P ) :

vtpt u





 . 

Bíc 2: Ta lÇn lît cã: 

I ∈ (PM). 

MI = R ⇔ MI2 = R2. 
d(I, (P)) = R. 

Tõ ®©y suy ra to¹ ®é t©m I. 

Bíc 3: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) t©m I b¸n kÝnh R. 

VVÝÝ  ddôô  33::  Trong kh«ng gian Oxyz, cho mÆt ph¼ng (P) vµ ®êng th¼ng (d) cã 
ph¬ng tr×nh: 

(P): x + y − 6 = 0, 
x 1

(d) : y 1 , t .

z 4 t

=
 = ∈
 = +

  

a. Chøng minh r»ng ®êng th¼ng (d) song song víi mÆt ph¼ng (P). TÝnh 
kho¶ng c¸ch gi÷a (d) vµ (P). 

b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa (d) vµ song song víi (P). 
c. ViÕt ph¬ng tr×nh h×nh chiÕu vu«ng gãc cña (d) trªn (P). 
d. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa (d) vµ t¹o víi (P) mét gãc α cã 

3cos
10

α = . 

e. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh nhá nhÊt tiÕp xóc víi (P) vµ tiÕp 
xóc víi (d) t¹i ®iÓm A(1; 1; 1). 

f. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh R 2 2=  tiÕp xóc víi (P) vµ tiÕp 
xóc víi (d) t¹i ®iÓm A(1; 1; 1). 

g. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu tiÕp xóc víi ®êng th¼ng (d) vµ tiÕp xóc víi mÆt 
ph¼ng (P) t¹i ®iÓm E(5; 1; 1). 

 Gi¶i 
Ta cã: 

 MÆt ph¼ng (P) cã vtpt n(1; 1; 0)


. 

 §êng th¼ng (d) cã vtcp u(0; 0; 1)


 vµ ®i qua ®iÓm M(1; 1; 4).  
a. Ta lÇn lît: 
 §Ó chøng minh (d) song song víi (P) ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
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C¸ch 1: B»ng c¸ch thay ph¬ng tr×nh tham sè cña (d) vµo (P), ta thÊy: 
1 + 1 − 6 = 0, m©u thuÉn ⇒ (d) song song víi (P). 

C¸ch 2: Ta cã: 

n.u 0=
 

 ⇔ n u⊥
 

.      (1) 
NhËn xÐt M ∉ (P).       (2) 
Tõ (1) vµ (2) suy ra (d) song song víi (P). 

 Kho¶ng c¸ch giøa (d) vµ (P) ®îc cho bëi: 

d(d, (P)) = d(M, (P)) = 
2 2

1 1 6
2 2

1 1

+ −
=

+
. 

b. Gäi (Q) lµ mÆt ph¼ng cÇn dùng, khi ®ã: 

(Q): 
( )Qua M 1; 1; 4

vtpt n(1; 1; 0)







 ⇔ (Q): x + y − 2 = 0. 

c. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña M trªn (P), ta cã: 

(MH): 
( )

Qua M(1;1;4)

vtcp n 1;1; 0





  ⇔ (MH): 

x 1 t

y 1 t

z 4

= +
 = +
 =

, t ∈  . 

V× {H} = (MH) ∩ (P), to¹ ®é H lµ nghiÖm hÖ ph¬ng tr×nh: 

x 1 t

y 1 t

z 4

x y 6 0

= +
 = +
 =
 + − =

 ⇔ 

x 3

y 3

z 4

t 2

=
 =
 =
 =

 ⇒ H(3; 3; 4). 

Tõ ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d’) lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña (d) trªn (P) 
®îc cho bëi: 

(d’): 
( )Qua H 3; 3; 4

vtcp u(0; 0; 1)







 ⇔ 

x 3

(d ') : y 3 , t .

z 4 t

=
 = ∈
 = +

  

C¸ch 2: Gäi H(x; y; z) lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña M trªn (P), ta cã: 

H (P)

MH // n

∈


   ⇔ 

H (P)

MH kn

∈


=
   ⇔ 

x y 6 0

x 1 k

y 1 k

z 4 0

+ − =
 − =
 − =
 − =

 ⇔ 

x 3

y 3

z 4

k 2

=
 =
 =
 =

 ⇒ H(3; 3; 4). 

Tõ ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d’) lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña (d) trªn (R) 
®îc cho bëi: 

(d’): 
( )Qua H 3; 3; 4

vtcp u(0; 0; 1)







 ⇔ 

x 3

(d ') : y 3 , t .

z 4 t

=
 = ∈
 = +
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C¸ch 3: Gäi (P’) víi vtpt n '


 lµ mÆt ph¼ng chøa (d) vµ vu«ng gãc víi (P), ta cã: 

n ' u

n ' n

 ⊥


⊥

 

 

⇒ n ' u, n ( 1; 1; 0) = = − 
  

. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P’) ®îc cho bëi: 

(P’): 
( )Qua M 1; 1; 4

vtpt n '( 1; 1; 0)




−


 ⇔ (P’): x − y = 0. 

Tõ ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d’) lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña (d) trªn (P) 
gåm c¸c ®iÓm M(x; y; z) tho¶ m·n hÖ: 

x y 6 0

x y 0

+ − =
 − =

 ⇔ x = y = 3. 

VËy, ®êng th¼ng (d’) lu«n cã ph¬ng tr×nh tham sè lµ: 
x 3

(d ') : y 3 , t .

z 4 t

=
 = ∈
 = +

  

d. Gi¶ sö mÆt ph¼ng (R) cã vtpt Rn (a; b; c)


 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi, ta lÇn lît: 
 §Ó (R) chøa (d) ®iÒu kiÖn lµ: 

Rn u⊥
 

 ⇔ Rn .u 0=
 

 ⇔ c = 0. 

 (P) t¹o víi (P) mét gãc α cã 
3cos
10

α =  ®iÒu kiÖn lµ: 

2 2 2 2 2

a b 3

10a b c . 1 1

+
=

+ + +
 ⇔ 

2 2

a b 3

5a b

+
=

+
 

⇔ 5(a + b)2 = 9(a2 + b2)  

⇔ 2a2 − 5ab + 2b2 = 0 ⇔ 
a 2b
b 2a

=
 =

. 

Khi ®ã: 
 Víi a = 2b th× Rn (2b; b; 0)



 chän Rn (2; 1; 0)


, tõ ®ã: 

( )
1

R

Qua M 1; 1; 4
(R ) :

vtpt n (2; 1; 0)







 ⇔ (R1): 2x + y − 3 = 0. 

 Víi b = 2a th× Rn (a; 2a; 0)


 chän Rn (1; 2; 0)


, tõ ®ã: 

( )
2

R

Qua M 1; 1; 4
(R ) :

vtpt n (1; 2; 0)







 ⇔ (R2): x + 2y − 3 = 0. 

VËy, tån t¹i hai mÆt ph¼ng (R1), (R2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
e. Gäi (S) lµ mÆt cÇu cÇn dùng, suy ra (S) chÝnh lµ mÆt cÇu ®êng kÝnh AA’ víi A’ lµ 
h×nh chiÕu vu«ng gãc cña A trªn (P). Ta lÇn lît: 
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 X¸c ®Þnh to¹ ®é ®iÓm A’(x; y; z) b»ng viÖc sö dông mét trong c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: Ta cã: 

A' (P)
AA' (P)

∈
 ⊥

 ⇔ 
A' (P)

AA'(x 1; y 1; z 1) // n(1; 1; 0)

∈


− − −
   

⇔ 

x y 6 0
x 1 t
y 1 t
z 1 0

+ − =
 − =
 − =
 − =

⇔ 

(t 1) (t 1) 6 0
x t 1
y t 1
z 1

+ + + − =
 = +
 = +
 =

 ⇒ A’(3; 3; 1). 

C¸ch 2: Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (AA’) ®îc cho bëi: 

(AA’): 
Qua A

(AA') (P)


 ⊥

 ⇔ (AA’): 
Qua A(1; 1; 1)

vtcp n(1; 1; 0)





  ⇔ (AA’): 
x 1 t

y 1 t

z 1

= +
 = +
 =

. 

V× {A’} = (AA’) ∩ (P) nªn to¹ ®é A’ ®îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch thay ph¬ng tr×nh 
tham sè cña (AA’) vµo ph¬ng tr×nh cña (P), ta ®îc: 

1 + t + 1 + t − 6 = 0 ⇔ t = 2⇒ A’(3; 3; 1). 
 Ph¬ng tr×nh mÆt cÇu ®êng kÝnh AA’ ®îc x¸c ®Þnh b»ng mét trong c¸c c¸ch sau: 

C¸ch 1: Ta cã: 

(S): 
T©m I lµ trung ®iÓm AA'

AA'
B¸n kÝnh R

2





=

 ⇔ (S): 
( )T©m I 2; 2; 1

R 2




=
 

⇔ ( ) ( ) ( )2 2 2(S) : x 2 y 2 z 1 2.− + − + − =  

C¸ch 2: MÆt cÇu (S) víi ®êng kÝnh AA’ gåm c¸c ®iÓm: 
N(x; y; z) ∈ (S) ⇔ AN ⊥ A’N ⇔ AN.A' N 0=

 

 
⇔ (x − 1; y − 1; z − 1).(x − 3; y − 3; z − 1) = 0 
⇔ (x − 1)(x − 3) + (y − 1)(y − 3) + (z − 1)(z − 1) = 0 
⇔ x2 + y2 + z2 − 4x − 4y − 2z + 7 = 0. 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) cÇn t×m. 
C¸ch 3: MÆt cÇu (S) víi ®êng kÝnh AA’ gåm: 

N(x; y; z) ∈ (S) ⇔ ∆NAA’ vu«ng t¹i N ⇔ AN2 + A’N2 = AA’2  
⇔ (x − 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 + (x − 3)2 + (y − 3)2 + (z − 1)2 = 8 
⇔ x2 + y2 + z2 − 4x − 4y − 2z + 7 = 0. 

§ã chÝnh lµ ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) cÇn t×m. 

f. Gi¶ sö mÆt cÇu (S) cÇn dùng cã t©m I(a; b; c), khi ®ã I thuéc mÆt ph¼ng: 

A
A

Qua A
(P ) :

(P ) (d)


 ⊥

 ⇔ A

Qua A(1; 1; 1)
(P ) :

vtpt u(0; 0; 1)





  ⇔ (PA): z − 1 = 0. 

Ta lÇn lît cã: 
I ∈ (PA) ⇒ c − 1 = 0 ⇔ c = 1. 
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AI = R ⇔ (a − 1)2 + (b − 1)2 + (c − 1)2 = 8  
⇔ (a − 1)2 + (b − 1)2 = 8.       (*) 

d(I, (P)) = R ⇔ 
2 2

a b 6
2 2

1 1

+ −
=

+
 ⇔ a b 6 4+ − =  ⇔ 

b 10 a
b 2 a

= −
 = −

. 

Tõ ®ã: 
 Víi b = 10 − a thay vµo (*) ta ®îc: 

(a − 1)2 + (9 − a)2 = 8 ⇔ 2a2 − 20a + 76 = 0, v« nghiÖm. 
 Víi b = 2 − a thay vµo (*) ta ®îc: 

(a − 1)2 + (1 − a)2 = 8 ⇔ (a − 1)2 = 4  

⇔ 1

2

a 3 b 1 I (3; 1; 1)
a 1 b 3 I ( 1; 3; 1)

= ⇒ = − ⇒ −
 = − ⇒ = ⇒ −

. 

Khi ®ã: 
 Víi t©m I1(3; −1; 1) ta ®îc mÆt cÇu (S1) cã ph¬ng tr×nh: 

(S1): (x − 3)2 + (y + 1)2 + (z − 1)2 = 8. 
 Víi t©m I2(−1; 3; 1) ta ®îc mÆt cÇu (S2) cã ph¬ng tr×nh: 

(S2): (x + 1)2 + (y − 3)2 + (z − 1)2 = 8. 
VËy, tån t¹i hai mÆt cầu (S1), (S2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

g. Gi¶ sö mÆt cÇu (T) cÇn dùng cã t©m I, b¸n kÝnh R vµ tiÕp xóc víi (d) t¹i F.  
V× F ∈ (d) nªn F(1; 1; 4 + t). 
Gäi (∆) lµ ®êng th¼ng qua E vµ vu«ng gãc víi (P), ta cã: 

(∆): 
( )

Qua E(5;1;1)

vtcp n 1;1; 0





  ⇔ (∆): 

x 5 u

y 1 u

z 1

= +
 = +
 =

, u ∈  . 

V× I ∈ (∆) nªn I(u + 5; u + 1; 1), ta lÇn lît cã: 
 V× FI ⊥ (d) nªn: 

FI u⊥
 

 ⇔ FI.u 0=
 

 ⇔ 3 + t = 0 ⇔ t = −3 ⇒ F(1; 1; 1). 
 V× FI = IE nªn: 

FI2 = IE2 ⇔ (u + 4)2 + u2 = u2 + u2 ⇔ 8u + 16 = 0 ⇔ u = −2. 
Tõ ®ã, mÆt cÇu (T) víi t©m T(3; −1; 1), b¸n kÝnh R 2 2=  cã d¹ng: 

( ) ( ) ( )2 2 2(T) : x 3 y 1 z 1 8.− + + + − =  

 Chó ý:  Trong trêng hîp ®êng th¼ng (d) c¾t mÆt ph¼ng (P) t¹i ®iÓm A 
chóng ta thêng gÆp thªm c©u hái: 
1. TÝnh gãc gi÷a (d) vµ (P), chóng ta cã ngay: 
 MÆt ph¼ng (P) cã vtpt n



(A; B; C). 

 §êng th¼ng (d) cã vtcp u(a;b;c)


. 

Gäi α lµ gãc t¹o bëi (P) vµ (d), ta cã: 
+ +

α =
+ + + +2 2 2 2 2 2

Aa Bb Cc
sin .

A B C . a b c
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2. ViÕt ph¬ng tr×nh h×nh chiÕu vu«ng gãc cña (d) trªn (P), chóng ta cã c¸c c¸ch 
gi¶i sau: 
C¸ch 1:  Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: X¸c ®Þnh to¹ ®é giao ®iÓm A cña (d) vµ (P) 
Bíc 2: LÊy ®iÓm M ∈ (d), tõ ®ã x¸c ®Þnh to¹ ®é ®iÓm HM lµ h×nh 

chiÕu vu«ng gãc cña M lªn (P). 
Bíc 3: Ph¬ng tr×nh h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®êng th¼ng (d) lªn 

mÆt ph¼ng (P) lµ ®êng th¼ng (d1) ®îc cho bëi: 

(d1): 
M

Qua A

vtcp AH





 . 

C¸ch 2:  Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) chøa (d) vµ vu«ng gãc víi (P). 
Bíc 2: Khi ®ã, h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®êng th¼ng (d) lªn mÆt 

ph¼ng (P) chÝnh lµ giao tuyÕn cña (P) vµ (Q). 
3. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (∆) ®i qua A, n»m trong mÆt ph¼ng (P) vµ 

vu«ng gãc víi ®êng th¼ng (d), chóng ta cã c¸c c¸ch gi¶i sau: 
C¸ch 1:  Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: Gäi u∆



 lµ mét vtcp cña ®êng th¼ng (∆), ta cã: 

u u, n∆
 =  

  

. 

Bíc 2: Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (∆) ®îc cho bëi: 

(∆): 
Qua A

vtcp u∆





 . 

C¸ch 2:  Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (R) qua A vµ vu«ng gãc víi (d). 
Bíc 2: Khi ®ã, ®êng th¼ng (∆)  chÝnh lµ giao tuyÕn cña (P) vµ (R). 

4. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa (d) vµ t¹o víi (P) mét gãc cã sè ®o nhá nhÊt, 
chóng ta cã c¸c c¸ch gi¶i sau: 
C¸ch 1:  Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: Gäi (Q) lµ mÆt ph¼ng  cÇn dùng, nhËn xÐt r»ng: 
g((Q), (P)) ≥ g((d), (P))  
⇒ Min[g((Q), (P))] = g((d), (P)) = α. 

Bíc 2: Gäi Qn


 lµ mét vtpt cña mÆt ph¼ng (Q), ta lÇn lît cã: 

Qn u⊥
 

 ⇔ Qn .u 0=
 

.    (1) 

g((P), (Q)) = α ⇔ 
Q

Q

n .n
cos

n . n
= α

 

 
.  (2) 

Gi¶i hÖ t¹o bëi (1), (2) chóng ta nhËn ®îc to¹ ®é cña Qn


. 
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Bíc 3: Khi ®ã, ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) ®îc cho bëi: 

(Q): 
Q

Qua A

vtpt n





 . 

C¸ch 2:  Ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Gäi (Q) lµ mÆt ph¼ng  cÇn dùng, nhËn xÐt r»ng: 

g((Q), (P)) ≥ g((d), (P))  
⇒ Min[g((Q), (P))] = g((d), (P)) = α. 

Bíc 2: Gäi Qn


 lµ mét vtpt cña mÆt ph¼ng (Q), ta cã: 

Qn u , u∆
 =  

  

. 

Bíc 3: Khi ®ã, ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) ®îc cho bëi: 

(Q): 
Q

Qua A

vtpt n





 . 

5. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh R, t©m thuéc ®êng th¼ng (d) vµ tiÕp 
xóc víi (P), chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: Gi¶ sö mÆt cÇu (S) cÇn dùng cã t©m I. 
V× I ∈ (d) nªn tho¶ m·n ph¬ng tr×nh tham sè cña (d). 

Bíc 2: §Ó (S) tiÕp xóc víi (P) ®iÒu kiÖn lµ d(I, (P)) = R ⇒ To¹ ®é t©m I. 
Bíc 3: ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) t©m I b¸n kÝnh R. 

6. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu tiÕp xóc víi (d) vµ tiÕp xóc víi (P) t¹i ®iÓm M, thùc 
hiÖn t¬ng tù nh trong trêng hîp (d) song song víi (P). 

7. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh R tiÕp xóc víi (d) t¹i ®iÓm M vµ tiÕp xóc 
víi (P), thùc hiÖn t¬ng tù nh trong trêng hîp (d) song song víi (P). 

VVÝÝ  ddôô  44::  Trong kh«ng gian, cho ®êng th¼ng (d) vµ mÆt ph¼ng (P) cã ph¬ng tr×nh: 

x 2t

(d) : y 2 4t , t .

z 2 5t

=
 = − ∈
 = +

 ,  (P): x − 2y + 2z − 10 = 0. 

a. Chøng minh r»ng ®êng th¼ng (d) c¾t mÆt ph¼ng (P) t¹i ®iÓm A. T×m to¹ ®é 
A, tÝnh gãc gi÷a (d) vµ (P). 

b. ViÕt ph¬ng tr×nh h×nh chiÕu vu«ng gãc cña (d) trªn (P). 
c. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (∆) ®i qua A, n»m trong mÆt ph¼ng (P) vµ 

vu«ng gãc víi ®êng th¼ng (d). 
d. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa (d) vµ t¹o víi (P) mét gãc cã sè ®o nhá nhÊt. 
e. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh b»ng 10/3, t©m thuéc ®êng th¼ng 

(d) vµ tiÕp xóc víi (P). 
f. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu tiÕp xóc víi ®êng th¼ng (d) vµ tiÕp xóc víi mÆt 

ph¼ng (P) t¹i ®iÓm E(2; −2; 2). 
g. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt cÇu cã b¸n kÝnh b»ng 3 tiÕp xóc víi (d)  t¹i ®iÓm 

B(0; 2; 2) vµ tiÕp xóc víi (P). 
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 Gi¶i 
Ta cã: 
 §êng th¼ng (d) ®i qua ®iÓm M(0; 2; 2) vµ cã vtcp u(2; 4; 5)−



. 

 MÆt ph¼ng (P) cã vtpt ( )n 1; 2; 2 .−


 

a. B»ng c¸ch thay ph¬ng tr×nh tham sè cña (d) vµo (P), ta thÊy: 

2t − 2(2 − 4t) + 2(2 + 5t) − 10 = 0 ⇔ 20t − 10 = 0 ⇔ 
1t .
2

=  

VËy, ta thÊy (d) c¾t (P) t¹i ®iÓm 
9A 1; 0;
2

 
 
 

. 

Gäi α lµ gãc t¹o bëi (d) vµ (P), ta cã: 

2 2 2 2 2 2

2.1 4( 2) 5.2 4 5
sin

92 ( 4) 5 . 1 ( 2) 2

− − +
α = =

+ − + + − +
. 

b. Gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña M trªn (P), ta cã: 

(MH):
( )

Qua M(0;2;2)

vtcp n 1; 2; 2




−
 ⇔ 

x t

(MH) : y 2 2t , t .

z 2 2t

=
 = − ∈
 = +

  

V× {H} = (MH) ∩ (P) nªn b»ng c¸ch thay ph¬ng tr×nh tham sè cña (MH) vµo (P), 
ta ®îc: 

t − 2(2 − 2t) + 2(2 + 2t) − 10 = 0 ⇔ 9t − 10 = 0  

⇔ 
10t
9

=  ⇒ 
10 2 38H ; ; .
9 9 9

 − 
 

 

Tõ ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d1) lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña (d) trªn (P) 
®îc cho bëi: 

1

Qua A
(d ) :

Qua H





 ⇔ (d1): 

( )

9
Qua A 1;0;

2

1 2 5
vtcp AH ; ; chän 2; 4; 5

9 9 18

  
 

  


  − − − −   



 

⇔ 1

9zx 1 y 2(d ) : .
2 4 5

−−
= =

− −
 

c. Gäi u∆



 lµ mét vtcp cña ®êng th¼ng (∆), ta cã: 

u u, n (2; 1; 0)∆
 = = 

  

. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (∆) ®îc cho bëi: 

(∆): 

( )

9
Qua A 1;0;

2

vtcp u 2;1; 0∆

  
 
 






⇔ (∆):

x 1 2t

y t

z 9 / 2

= +
 =
 =

, t ∈  . 
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d. Gäi (Q) lµ mÆt ph¼ng  cÇn dùng, nhËn xÐt r»ng: 
g((Q), (P)) ≤ g((d), (P)) ⇒ Min[g((Q), (P))] = g((d), (P)) = α. 

Gäi Qn (a; b; c)


 lµ mét vtpt cña mÆt ph¼ng (Q), ta lÇn lît cã: 

Q

Q

n u

n u∆

 ⊥


⊥

 

 

⇒ Qn u , u (5; 10; 10)∆
 = = − − 

  

 chän Qn (1; 2; 2)− −


. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) ®îc cho bëi: 

(Q): 

( )Q

9
Qua A 1;0;

2

vtpt n 1; 2; 2

  
 
 

 − −


 ⇔ (Q): 2x − 4y − 4z + 7 = 0. 

e. MÆt cÇu (S) cÇn dùng cã t©m I, v× I ∈ (d) nªn I(2t; 2 − 4t; 2 + 5t). 
§Ó (S) tiÕp xóc víi (P) ®iÒu kiÖn lµ: 

d(I, (P)) = R ⇔ 
2 2 2

2t 2(2 4t) 2(2 5t) 10 10
31 ( 2) 2

− − + + −
=

+ − +
  

⇔ 20t − 10 = 10 ⇔ 2t − 1 = 1 ⇔ t1 = 0 hoÆc t2 = 1. 
Khi ®ã: 
 Víi t1 = 0 th× I1(0; 2; 2), tõ ®ã ta ®îc: 

(S1): 
( )1T©m I 0; 2; 2

10
B¸n kÝnh R=

3






 ⇔ ( ) ( )2 22
1

100(S ) : x y 2 z 2 .
9

+ − + − =  

 Víi t2 = 1 th× I2(2; 3; 2), tõ ®ã ta ®îc: 

(S2): 
( )2T©m I 2; 3; 2

10
B¸n kÝnh R=

3






 ⇔ ( ) ( ) ( )2 2 2
2

100(S ) : x 2 y 3 z 2 .
9

− + − + − =  

VËy, tån t¹i hai mÆt cÇu (S1), (S2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
f. Gi¶ sö mÆt cÇu (T) cÇn dùng cã t©m I, b¸n kÝnh R vµ tiÕp xóc víi ®êng th¼ng (d) 
t¹i F.  

V× F ∈ (d) nªn F(2t; 2 − 4t; 2 + 5t). 
Gäi (∆) lµ ®êng th¼ng qua E vµ vu«ng gãc víi (P), ta cã: 

(∆): 
( )

Qua E(2; 2;2)

vtcp n 1; 2; 2

−


−
 ⇔ 

x 2 u

( ) : y 2 2u, u .

z 2 2u

= +
∆ = − − ∈
 = +

  

V× I ∈ (∆) nªn I(u + 2; −2u − 2; 2u + 2), ta lÇn lît cã: 
 V× FI ⊥ (d) nªn: 

FI u⊥
 

 ⇔ FI.u 0=
 

  
⇔ 2(u − 2t + 2) − 4(−2u + 4t − 4) + 5(2u − 5t) = 0 
⇔ 20u − 45t + 20 = 0 ⇔ 4u = 9t − 4.    (*) 
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 V× FI = EI nªn: 
(u − 2t + 2)2 + (−2u + 4t − 4)2 + (2u − 5t)2 = u2 + 4u2 + 4u2  
⇔ (u − 2t + 2)2 + 4(u − 2t + 2)2 + (2u − 5t)2 = 9u2 
⇔ 5(u − 2t + 2)2 + (2u − 5t)2 = 9u2. 

Nh©n hai vÕ cña ®¼ng thøc víi 16, ta ®îc : 
5(4u − 8t + 8)2 + 4(4u − 10t)2 = 9(4u)2 

(*)
⇔  5(9t − 4 − 8t + 8)2 + 4(9t − 4 − 10t)2 = 9(9t − 4)2 
⇔ 5(t + 4)2 + 4(t + 4)2 = 9(9t − 4)2 ⇔ (t + 4)2 = (9t − 4)2 

⇔ 
9t 4 t 4
9t 4 t 4

− = +
 − = − −

 ⇔ 
t 4 / 5
t 0

=
 =

. 

Khi ®ã: 

 Víi 
4t
5

=  th× 
4u
5

=  nªn t©m 1
14 18 18I ;
5 5 5

 − 
 

 vµ b¸n kÝnh 1 1
12R I E
5

= = ,  ta ®îc 

mÆt cÇu (T1) cã ph¬ng tr×nh: 
2 2 2

1
14 18 18 144(T ) : y y z .
5 5 5 25

     − + + + − =     
     

 

 Víi t = 0 th× u = −1 nªn t©m I2(0; 2; 2) vµ b¸n kÝnh 2 2R I E 3= = , ta ®îc mÆt cÇu 
(T2) cã ph¬ng tr×nh: 

(T2): x2 + (y − 2)2 + (z − 2)2 = 9. 
VËy, tån t¹i hai mÆt cÇu (T1), (T2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

g. Gi¶ sö mÆt cÇu (S) cÇn dùng cã t©m I(a; b; c), khi ®ã I thuéc mÆt ph¼ng: 

B
B

Qua B
(P ) :

(P ) (d)


 ⊥

 ⇔ B

Qua B(0; 2; 2)
(P ) :

vtpt u(2; 4; 5)




−
   

⇔ (PB): 2x − 4y + 5z − 2 = 0. 
Ta lÇn lît cã: 

I ∈ (PB) ⇒ 2a − 4b + 5c − 2 = 0 ⇔ 2a − 4b + 5c = 2.   (1) 
BI = R ⇔ a2 + (b − 2)2 + (c − 2)2 = 9.      (*) 

d(I, (P)) = R ⇔ 
2 2 2

a 2b 2c 10
3

1 ( 2) 2

− + −
=

+ − +
 ⇔ a 2b 2c 10 9− + − =   

⇔ 
a 2b 2c 10 9
a 2b 2c 10 9

− + − =
 − + − = −

 ⇔ 
a 2b 2c 19
a 2b 2c 1

= − +
 = − +

. 

Tõ ®ã: 
 Víi a = 2b − 2c + 19 thay vµo (1) th× c = −36, thay vµo (*) ta ®îc: 

a2 + (b − 2)2 + 382 = 9, v« nghiÖm. 
 Víi a = 2b − 2c + 1 thay vµo (1) th× c = 0 nªn a = 2b + 1, thay vµo (*) ta ®îc: 

(2b + 1)2 + (b − 2)2 + 4 = 9 ⇔ 5b2 = 0 ⇔ b = 0 ⇒ a = 1.  
Ta ®îc t©m I(1; 0; 0) nªn mÆt cÇu (S) cã ph¬ng tr×nh: 

(S): (x − 1)2 + y2 + z2 = 9. 
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Bµi to¸n 9: VÞ trÝ t¬ng ®èi cña mÆt cÇu víi ®êng th¼ng. 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Ta lùa chän mét trong hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: X¸c ®Þnh t©m I vµ tÝnh b¸n kÝnh R cña mÆt cÇu (S), tõ ®ã  
d = d(I, (d)). 

Bíc 2: So s¸nh d víi R ®Ó ®a ra kÕt luËn: 
 NÕu d > R ⇔ (d) ∩ (S) = ∅ (H×nh 1). 
 NÕu d = R ⇔ (d) tiÕp xóc víi mÆt cÇu (S) t¹i H (H×nh 2). 
 NÕu d < R ⇔ (d) ∩ (S) = {A, B} (H×nh 3). 

 
 
 
 
 

H×nh 1 H×nh 2 H×nh 3 
C¸ch 2: Thùc hiÖn theo c¸c bíc: 

Bíc 1: ChuyÓn ph¬ng tr×nh (d) vÒ d¹ng tham sè theo t. 
Bíc 2: Thay x, y, z cña (d) vµo (S), ta ®îc: 

At2 + Bt + C = 0       (1)  
Bíc 3: KÕt luËn: 

 NÕu (1) v« nghiÖm ⇔ (d) ∩ (S) = ∅. 
 NÕu (1) cã nghiÖm kÐp t0 ⇔ (S) tiÕp xóc víi (d) t¹i ®iÓm   H(x(t0), 

y(t0), z(t0),).  
 NÕu (1) cã hai nghiÖm ph©n biÖt t1, t2 ⇔ (d) ∩ (S) = {A, B} víi 

A(x(t1), y(t1), z(t1),) vµ B(x(t2), y(t2), z(t2),). 

 Chó ý: Víi c¸c bµi to¸n kh«ng chøa tham sè, khi sö dông c¸ch 1 chóng ta dÔ 
dµng kÕt luËn ®îc vÒ vÞ trÝ t¬ng ®èi cña (d) vµ (S), tuy nhiªn: 
 Trong trêng hîp (d) ∩ (S) = {A, B} chóng ta kh«ng nhËn ®îc to¹ ®é cña A vµ B. 
 Víi c¸c bµi to¸n cã chøa tham sè khi sö dông c¸ch 1 sÏ rÊt phøc t¹p. 
Do vËy, tèt nhÊt h·y chän c¸ch 2. 

VVÝÝ  ddôô  11::  Trong kh«ng gian, cho ®êng th¼ng (d) cã ph¬ng tr×nh: 
x 1 t

(d) : y 2 t , t .

z 1 t

= +
 = − ∈
 = +

  

XÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi cña ®êng th¼ng (d) vµ mÆt cÇu (S), biÕt: 
a. (S): x2 + y2 + z2 = 3. 
b. (S): (x − 2)2 + (y − 4)2 + (z − 2)2 = 6. 
c. (S): x2 + (y − 2)2 + z2 = 9. 

I 

(d) 

H 

I 

H 
(d) 

I 
A (d) B H 
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 Híng dÉn: Sö dông kiÕn thøc trong phÇn ph¬ng ph¸p gi¶i to¸n. 

 Gi¶i 

§êng th¼ng (d) cã vtcp u(1; 1; 1)−


 vµ ®i qua ®iÓm M(2; 2; −1). 
a. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: MÆt cÇu (S) cã t©m O(0; 0; 0) vµ b¸n kÝnh R 3= , suy ra: 

OM,u
d(O, (d)) 6 3

u

 
 = = >

 


 ⇒ (d) ∩ (S) = ∅. 

C¸ch 2: Thay ph¬ng tr×nh cña (d) vµo (S), ta ®îc: 
(1 + t)2 + (2 − t)2 + (1 + t)2 = 3 ⇔ 3t2 + 3 = 0, v« nghiÖm. 

VËy, ®êng th¼ng (d) vµ mÆt cÇu (S) kh«ng cã ®iÓm chung. 
b. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: MÆt cÇu (S) cã t©m I(2; 4; 2) vµ b¸n kÝnh R 6= , ta cã: 

IM,u
d(I, (d)) 6 R

u

 
 = = =

 


 ⇒ (d) tiÕp xóc víi (S). 

C¸ch 2: Thay ph¬ng tr×nh cña (d) vµo (S), ta ®îc: 
(t − 1)2 + (−t − 2)2 + (t − 1)2 = 6 ⇔ 3t2 = 0 ⇔ t = 0. 

VËy, ®êng th¼ng (d) tiÕp xóc víi mÆt cÇu (S) t¹i ®iÓm A(1; 2; 1). 
c. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau: 
C¸ch 1: MÆt cÇu (S) cã t©m I(0; 2; 0) vµ b¸n kÝnh R = 3, ta cã: 

IM,u
d(I, (d)) 2 R

u

 
 = = <

 


 ⇒ (d) c¾t (S) t¹i hai ®iÓm A, B. 

C¸ch 2: Thay ph¬ng tr×nh cña (d) vµo (S), ta ®îc: 
(1 + t)2 + t2 + (1 + t)2 = 9 ⇔  

⇔ 3t2 + 4t − 7 = 0 ⇔ 
1

2

t 1 A(2; 1; 2)
7 4 13 4t B ; ;
3 3 3 3

= ⇒


  = − ⇒ − −   

. 

VËy, ®êng th¼ng (d) c¾t mÆt cÇu (S) t¹i hai ®iÓm A, B. 

 Chó ý:  Trong trêng hîp ®êng th¼ng (d) c¾t mÆt cÇu (S) t¹i hai ®iÓm A, B 
chóng ta thêng gÆp thªm c©u hái: 

1. T×m to¹ ®é A, B (hoÆc ®é dµi ®o¹n AB), chóng ta sö dông c¸ch 2. 

2. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (∆) song song víi (d) vµ c¾t mÆt cÇu (S) t¹i hai 
®iÓm E, F sao cho EF cã ®é dµi lín nhÊt th× ®êng th¼ng (∆) cÇn dùng sÏ ®i qua I 
vµ song song víi (d). 
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3. ViÕt ph¬ng tr×nh c¸c mÆt ph¼ng (PA), (PB) tiÕp xóc víi (S) theo thø tù t¹i c¸c 
®iÓm A, B, chóng ta cã ngay: 
 MÆt ph¼ng (PA) ®i qua A vµ cã vtpt IA



. 
 MÆt ph¼ng (PB) ®i qua B vµ cã vtpt IB



. 
Lu ý: NÕu chØ víi yªu cÇu tÝnh gãc α gi÷a (PA), (PB) th× α = g(IA, IB). 

4. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi (d) vµ: 
a. TiÕp xóc víi mÆt cÇu (S). 
b. C¾t mÆt cÇu (S) theo thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn lín cña (S). 
c. C¾t mÆt cÇu (S) theo thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn (C) cã b¸n kÝnh b»ng r (hoÆc 

biÕt chu vi ®êng trßn hoÆc biÕt diÖn tÝch h×nh trßn ®ã). 

Chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Ta cã: 

 §êng th¼ng (d) cã vtcp u(a; b; c)


. 
 MÆt cÇu (S) cã t©m I vµ b¸n kÝnh R. 

Bíc 2: Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng cÇn dùng, th× v× (P) vu«ng gãc víi (d) nªn: 
(P): ax + by + cz + D = 0. 

Bíc 3: Ta lÇn lît: 
a. §Ó (P) tiÕp xóc víi (S) ®iÒu kiÖn lµ: 

d(I, (P)) = R ⇒ D  
⇒ Ph¬ng tr×nh c¸c mÆt ph¼ng (P1), (P2). 

b. §Ó (P) c¾t mÆt cÇu (S) theo thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn lín cña 
(S) ®iÒu kiÖn lµ: 

I ∈ (P)) ⇒  D ⇒ Ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P). 
c. §Ó (P) c¾t mÆt cÇu (S) theo thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn (C) cã 

b¸n kÝnh b»ng r ®iÒu kiÖn lµ: 
2 2d(I, (P)) R r= −  ⇒ D  

⇒ Ph¬ng tr×nh c¸c mÆt ph¼ng (P1), (P2). 

5. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (Q) chøa ®êng th¼ng (d) vµ c¾t mÆt cÇu (S) theo 
thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn lín cña (S), khi ®ã: 

(Q) = (I, (d)) = (IAB) 
vµ chóng ta ®· biÕt hai c¸ch ®Ó viÕt ®îc ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng ®i qua ba ®iÓm 
kh«ng th¼ng hµng. 

6. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa ®êng th¼ng (d) vµ c¾t mÆt cÇu (S) theo 
thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn nhËn AB lµm ®êng kÝnh, chóng ta thùc hiÖn theo 
c¸c bíc: 
Bíc 1: Gäi H lµ trung ®iÓm AB, suy ra to¹ ®é cña H. 
Bíc 2: Gäi (Q) lµ mÆt ph¼ng cÇn dùng th× IH ⊥ (Q). Do ®ã: 

Qua H
(Q) :

vtpt IH




 . 
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7. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa ®êng th¼ng (d) vµ c¾t mÆt cÇu (S) theo 
thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn (C) cã b¸n kÝnh b»ng r (hoÆc biÕt chu vi ®êng 
trßn hoÆc biÕt diÖn tÝch h×nh trßn ®ã), chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: Gäi (Q) lµ mÆt ph¼ng cÇn dùng, gi¶ sö: 

(Q): Ax + By + Cz + D = 0. 
V× (Q) chøa (d) nªn A, B thuéc (Q).    (1) 

Bíc 2: §Ó (Q) c¾t mÆt cÇu (S) theo thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn (C) cã b¸n 

kÝnh b»ng r ®iÒu kiÖn lµ 2 2d(I, (Q)) R r= − .   (2) 
Tõ (1), (2) chóng ta nhËn ®îc gi¸ trÞ t¬ng øng cña A, B, C, D. 

Ngoµi ra chóng ta cßn cã thÓ gÆp thªm c¸c c©u hái: 
1. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng qua A tiÕp xóc víi (S) vµ vu«ng gãc víi 

®êng th¼ng (d). 
2. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng qua A tiÕp xóc víi (S) vµ t¹o víi ®êng 

th¼ng (d) mét gãc α. 
Ph¬ng ph¸p chung ®Ó thùc hiÖn chóng sÏ ®îc tr×nh bµy trong phµn chó ý cña 
trêng hîp ®êng th¼ng tiÕp xóc víi mÆt cÇu. 

VVÝÝ  ddôô  22::  Trong kh«ng gian, cho ®êng th¼ng (d) vµ mÆt cÇu (S) cã ph¬ng tr×nh: 
x 3 y 1 z 3(d) :

2 1 2
− − −

= = ,   

(S): (x − 1)2 + (y − 3)2 + (z − 4)2 = 18. 
1. Chøng minh r»ng ®êng th¼ng (d) c¾t mÆt cÇu (S) t¹i hai ®iÓm A, B. TÝnh 

®é dµi AB. 
2. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (∆) song song víi (d) vµ c¾t mÆt cÇu (S) t¹i 

hai ®iÓm E, F sao cho EF cã ®é dµi lín nhÊt. 
3. ViÕt ph¬ng tr×nh c¸c mÆt ph¼ng (PA), (PB) tiÕp xóc víi (S) theo thø tù t¹i c¸c 

®iÓm A, B. TÝnh sin gãc gi÷a hai mÆt ph¼ng (PA), (PB). 
4. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi (d) vµ: 

a. TiÕp xóc víi mÆt cÇu (S). 
b. C¾t mÆt cÇu (S) theo thiÕt diÖn lµ ®êng trßn lín cña (S). 
c. C¾t mÆt cÇu (S) theo thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn (C) cã diÖn tÝch b»ng 2π. 

5. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa ®êng th¼ng (d) vµ c¾t mÆt cÇu (S) theo 
thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn lín cña (S). 

6. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa ®êng th¼ng (d) vµ c¾t mÆt cÇu (S) theo 
thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn nhËn AB lµm ®êng kÝnh. 

7. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa ®êng th¼ng (d) vµ c¾t mÆt cÇu (S) theo 
thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn (C’) cã b¸n kÝnh b»ng 27 / 2.  

 Gi¶i 
Ta cã: 
 §êng th¼ng (d) cã vtcp u(2; 1; 2)



 vµ ®i qua ®iÓm M(3; 1; 3). 

 MÆt cÇu (S) cã t©m I(1; 3; 4) vµ b¸n kÝnh R 3 2= . 
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1. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c c¸ch sau: 
C¸ch 1: ChuyÓn ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d) vÒ d¹ng tham sè: 

x 3 2t
(d) : y 1 t , t

z 3 2t

= +
 = + ∈
 = +

  

Thay ph¬ng tr×nh tham sè cña (d) vµo (S), ta ®îc: 

(2t + 2)2  + (t − 2)2+ (2t − 1)2 = 18 ⇔ 9t2 = 9 ⇔ 
t 1 A(1; 0; 1)
t 1 B(5; 2; 5)

= − ⇒
 = ⇒

. 

Khi ®ã: 
AB2 = (5 − 1)2 + 22 + (5 − 1)2 = 36 ⇔ AB = 6. 

C¸ch 2: NhËn xÐt r»ng: 

MI, u
d d(I, (d)) 3 R

u

 
 = = = <

 


 ⇒ (d) ∩ (S) = {A, B}. 

Khi ®ã, víi lµ trung ®iÓm AB th×: 

AB = 2AH = 2 22 R d 2 18 9 6− = − = . 
2. §êng th¼ng (∆) c¾t mÆt cÇu (S) t¹i hai ®iÓm E, F biÕt EF cã ®é dµi lín nhÊt khi 
(∆) ®i qua t©m I cña mÆt cÇu (S). Do ®ã, ta cã: 

( )
( )

Qua I 1; 3; 4
( ) :

vtcp u 2; 1; 2

∆ 


 ⇔ 
x 1 y 3 z 4

( ) :
2 1 2

− − −
∆ = = . 

3. Ta lÇn lît cã: 
 MÆt ph¼ng (PA) tiÕp xóc víi mÆt cÇu (S) t¹i ®iÓm A lµ: 

(PA): 
( )
( )

Qua A 1; 0; 1

vtpt AI 0; 3; 3 chän(0; 1; 1)





  ⇔ (PA): y + z − 1 = 0. 

 MÆt ph¼ng (PB) tiÕp xóc víi mÆt cÇu (S) t¹i ®iÓm B lµ: 

(PB): 
( )
( )

Qua B 5; 2; 5

vtpt IB 4; 1; 1




−
  ⇔ (PB): 4x − y + z − 23 = 0. 

Khi ®ã, ta ®îc: 
1 1

cos 0
1 1. 16 1 1

− +
α = =

+ + +
 ⇔ sinα = 1. 

4. Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng cÇn dùng, th× v× (P) vu«ng gãc víi (d) nªn cã vtpt lµ u


 do ®ã 
cã ph¬ng tr×nh: 

(P): 2x + y + 2z + D = 0. 
Suy ra: 

2 2 2

2 3 8 D D 13
d(I, (P)) .

32 1 2

+ + + +
= =

+ +
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a. §Ó (P) tiÕp xóc víi (S) ®iÒu kiÖn lµ: 

d(I, (P)) = R ⇔ 
D 13

3 2
3
+

=  ⇔ D 13 9 2+ =  ⇔ D 13 9 2.= − ±  

Khi ®ã: 

 Víi D 13 9 2= − + , ta ®îc mÆt ph¼ng (P1) cã ph¬ng tr×nh:  

1(P ) : 2x y 2z 13 9 2 0.+ + − + =  

 Víi D 13 9 2= − − , ta ®îc mÆt ph¼ng (P1) cã ph¬ng tr×nh:  

2(P ) : 2x y 2z 13 9 2 0.+ + − − =  
VËy, tån t¹i hai mÆt ph¼ng (P1) vµ (P2) tháa m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

b. §Ó (P) c¾t mÆt cÇu (S) theo thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn lín cña (S) ®iÒu kiÖn lµ: 
I ∈ (P)) ⇔ 2.1 + 3 + 2.4 + D = 0 ⇔ D = −13. 

VËy, ta ®îc ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (P): 2x + y + 2z − 13 = 0. 
c. Gäi r lµ b¸n kÝnh cña ®êng trßn (C), ta cã: 

S(C) = 2π ⇔ πr2 = 2π ⇔ r 2.= . 

§Ó (P) c¾t mÆt cÇu (S) theo thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn (C) cã b¸n kÝnh r 2=  
®iÒu kiÖn lµ: 

2 2d(I, (P)) R r= −  ⇔ 
D 13

4
3
+

=  

⇔ D 13 12+ =  ⇔ D = −1 hoÆc D = −25. 

Khi ®ã: 
 Víi D = −1, ta ®îc mÆt ph¼ng (P3): 2x + y + 2z − 1 = 0. 
 Víi D = −25, ta ®îc mÆt ph¼ng (P4): 2x + y + 2z − 25 = 0. 
VËy, tån t¹i hai mÆt ph¼ng (P3) vµ (P4) tháa m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

5. MÆt ph¼ng (Q) chøa ®êng th¼ng (d) vµ c¾t mÆt cÇu (S) theo thiÕt diÖn lµ mét 
®êng trßn lín cña (S) th× (Q) = (IAB). Tíi ®©y, chóng ta cã thÓ tr×nh bµy theo c¸c 
c¸ch sau: 
C¸ch 1: Gäi n



 lµ vtpt cña mÆt ph¼ng (Q), ta ®îc: 

n


 = IA, IB 
 
 

 = (6; 12; −12) chän n


(1; 2; −2). 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh  mÆt ph¼ng (Q) ®îc cho bëi: 
Qua A(1; 0;1)

(Q) :
vtpt n(1; 2; 2)


 −



 ⇔ (Q): x + y − 2z + 1 = 0. 

C¸ch 2: Gi¶ sö mÆt ph¼ng (Q) cã ph¬ng tr×nh: 
(Q): Ax + By + Cz + D = 0 víi A2 + B2 + C2 > 0.   (1) 

V× I, A, B thuéc (Q), ta ®îc: 
A 3B 4C D 0

A C D 0

5A 2B 5C D 0

+ + + =
 + + =
 + + + =

 
chän A=1

3B 4C D 1

C D 1

2B 5C D 5

+ + = −
⇔ + = −
 + + = −

 ⇔ 

B 1

C 2

D 1

=
 = −
 =

. 

Thay A, B, C, D vµo (1), ta ®îc (Q): x + y − 2z + 1 = 0. 
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6. Gäi H lµ trung ®iÓm AB, suy ra H(3; 3; 1). 
Gäi (R) lµ mÆt ph¼ng cÇn dùng th× (R) vu«ng gãc víi IH, do ®ã: 

Qua H(3; 1; 3)
(R) :

vtpt HI(2; 2; 1)



− −
  ⇔ (R): 2x − 2y − z − 1 = 0. 

7. Gi¶ sö mÆt ph¼ng (T) cÇn dùng cã ph¬ng tr×nh: 
(T): Ax + By + Cz + D = 0 víi A2 + B2 + C2 > 0. 

V× A, B thuéc (T), ta ®îc: 
A C D 0

5A 2B 5C D 0

+ + =
 + + + =

 ⇔ 
B 2A 2C

D A C

= − −
 = − −

. 

§Ó (T) c¾t mÆt cÇu (S) theo thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn (C’) cã b¸n kÝnh 
27r
2

=  

®iÒu kiÖn lµ: 

2 2d(I, (T)) R r= −  ⇔ 
2 2 2

A 4B 3C D 2718
2A B C

+ + +
= −

+ +
 

⇔ 
2 2 2

A 4B 3( 2A 2B) ( A B) 9
2A B ( 2A 2B)

+ + − − + − −
=

+ + − −
 

⇔ 2 2 22(6A 3B) 9(5A 8AB 5B )+ = + +  ⇔ 27A2 − 27B2 = 0 ⇔ A = ±B. 
Khi ®ã: 
 Víi A = B th× chän A = 1 suy ra B = 1, C = −4  vµ D = −2, ta ®îc mÆt ph¼ng: 

(T1): x + y − 4z − 2 = 0. 
 Víi A = −B th× chän A = 1 suy ra B = −1, C = D = 0, ta ®îc mÆt ph¼ng: 

(T2): x − y = 0. 
VËy, tån t¹i hai mÆt ph¼ng (T1) vµ (T2) tháa m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

 Chó ý:  Trong trêng hîp ®êng th¼ng (d) tiÕp xóc víi mÆt cÇu (S) (t©m I, 
b¸n kÝnh R) t¹i ®iÓm A chóng ta thêng gÆp thªm c©u hái: 
1. T×m to¹ ®é tiÕp ®iÓm A, sö dông c¸ch 2 trong ph¬ng ph¸p xÐt vÞ trÝ t¬ng ®èi 

cña ®êng th¼ng víi mÆt cÇu. 
2. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng song song víi (d) vµ c¾t mÆt cÇu (S) t¹i hai 

®iÓm E, F sao cho EF cã ®é dµi lín nhÊt. 
Thùc hiÖn t¬ng tù nh trong c¸c trêng hîp ®êng th¼ng c¾t hoÆc tiÕp xóc 
víi mÆt cÇu. 

3. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi (d) vµ: 
a. TiÕp xóc víi mÆt cÇu (S). 
b. C¾t mÆt cÇu (S) theo thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn lín cña (S). 
c. C¾t mÆt cÇu (S) theo thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn (C) cã b¸n kÝnh b»ng r (hoÆc 

biÕt chu vi ®êng trßn hoÆc biÕt diÖn tÝch h×nh trßn ®ã). 
Thùc hiÖn t¬ng tù nh trong c¸c trêng hîp ®êng th¼ng c¾t hoÆc tiÕp xóc 
víi mÆt cÇu. 
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4. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa ®êng th¼ng (d) vµ tiÕp xóc víi (S), ta thÊy 
ngay mÆt ph¼ng (P) cÇn dùng sÏ ®i qua A vµ cã vtpt lµ IA



. 
5. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa ®êng th¼ng (d) vµ c¾t mÆt cÇu (S) theo 

thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn lín cña (S). 
6. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa ®êng th¼ng (d) vµ c¾t mÆt cÇu (S) theo 

thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn (C) cã b¸n kÝnh b»ng r (hoÆc biÕt chu vi ®êng 
trßn hoÆc biÕt diÖn tÝch h×nh trßn ®ã). 
Thùc hiÖn t¬ng tù nh trong c¸c trêng hîp ®êng th¼ng c¾t hoÆc tiÕp xóc 
víi mÆt cÇu. 

7. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng qua A vµ c¾t mÆt cÇu (S) t¹i ®iÓm B sao cho 
AB cã ®é dµi lín nhÊt, ta thùc hiÖn viÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (IA). 

8. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng qua A tiÕp xóc víi (S) vµ vu«ng gãc víi ®êng 
th¼ng (d), chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 3: Gi¶ sö ®êng th¼ng (d’) cÇn dùng cã vtcp u '



, ta cã: 

(d ') (d)

(d ') IA

⊥
 ⊥

 ⇔ 
u ' u

u ' IA

 ⊥


⊥

 

 

⇒ u ' u, IA =  
  

. 

Bíc 4: Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d’) ®îc cho bëi: 

(d’): 
Qua A

vtcp u '





 . 

9. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng qua A tiÕp xóc víi (S) vµ t¹o víi ®êng th¼ng 
(d) mét gãc α, chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 3: Gi¶ sö ®êng th¼ng (∆) cÇn dùng cã vtcp u∆



(a; b; c), ta cã: 

u IA∆ ⊥
 

 ⇔ u .IA 0∆ =
 

.     (1) 

g((∆), (d)) = α ⇔ 
u .u

cos
u . u

∆

∆

= α

 

 
.   (2) 

Gi¶i hÖ t¹o bëi (1) vµ (2) chóng ta nhËn ®îc to¹ ®é cña u∆



. 

Bíc 4: Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (∆) ®îc cho bëi: 

(∆): 
Qua A

vtcp u∆





 . 

VVÝÝ  ddôô  33::  Trong kh«ng gian, cho ®êng th¼ng (d) vµ mÆt cÇu (S) cã ph¬ng tr×nh: 

(d): 
x 1 t

y 2 t

z 4 2t

= +
 = +
 = +

, t ∈  ,  (S): (x − 1)2 + (y − 2)2 + (z − 1)2 = 3. 

a. Chøng minh r»ng ®êng th¼ng (d) tiÕp xóc víi mÆt cÇu (S) t¹i ®iÓm A. T×m 
to¹ ®é tiÕp ®iÓm A. 

b. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa (d) vµ tiÕp xóc víi (S). 
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c. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng qua A vµ c¾t mÆt cÇu (S) t¹i ®iÓm B sao cho 
AB cã ®é dµi lín nhÊt. 

d. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng qua A tiÕp xóc víi (S) vµ vu«ng gãc víi 
®êng th¼ng (d). 

e. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng qua A tiÕp xóc víi (S) vµ t¹o víi ®êng 
th¼ng (d) mét gãc 300. 

 Gi¶i 
Ta cã: 
 §êng th¼ng (d) cã vtcp u(1; 1; 2)



 vµ ®i qua ®iÓm M(1; 2; 4). 

 MÆt cÇu (S) cã t©m I(1; 2; 1) vµ b¸n kÝnh R 3= . 
a. Thay ph¬ng tr×nh tham sè cña (d) vµo ph¬ng tr×nh (S), ta ®îc: 

t2 + t2 + (2t + 3)2 = 3 ⇔ 6t2 + 12t + 6 = 0 ⇔ t = −1 ⇒ A(0; 1; 2). 
VËy, ®êng th¼ng (d) tiÕp xóc víi mÆt cÇu (S) t¹i ®iÓm A(0; 1; 2). 

b. Gi¶ sö (P) lµ mÆt ph¼ng cÇn dùng, ta thÊy ngay: 

(P): 
( )
( )

Qua A 0; 1; 2

vtpt IA 1; 1; 1




− −
  ⇔ (P): x + y − z + 1 = 0. 

c. Gi¶ sö (d1) lµ ®êng th¼ng cÇn dùng, ta thÊy ngay: 

(d1): 
Qua A

Qua I





 ⇔ (d1): 
( )
( )

Qua A 0; 1; 2

vtpt IA 1; 1; 1




− −


 ⇔ 1
x y 1 z 2(d ) :
1 1 1

− −
= =

− −
. 

d. Gi¶ sö ®êng th¼ng (d’) cÇn dùng cã vtcp u '


, ta cã: 

(d ') (d)

(d ') IA

⊥
 ⊥

 ⇔ 
u ' u

u ' IA

 ⊥


⊥

 

 

⇒ u ' u, IA (3; 3; 0) = = − 
  

 chän u '(1; 1; 0)−


. 

Khi ®ã, ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (d’) ®îc cho bëi: 

(d’): 
Qua A(0; 1; 2)

vtcp u '(1; 1; 0)




−
  ⇔ (d’): 

x t

y 1 t

z 2

=
 = −
 =

, t ∈  . 

e. Gi¶ sö ®êng th¼ng (∆) cÇn dùng cã vtcp u∆



(a; b; c) ≠ 0


, ta lÇn lît cã: 

u IA∆ ⊥
 

 ⇔ u .IA 0∆ =
 

 ⇔ a + b − c = 0 ⇔ c = a + b. 

g((∆), (d)) = 300 ⇔ 0
u .u

cos30
u . u

∆

∆

=

 

 
  

⇔ 
2 2 2 2 2 2

a.1 b.1 c.2 3

2a b c . 1 1 2

+ +
=

+ + + +
 ⇔ 

2 2 2

a b 2c 3

2a b c

+ +
=

+ +
  

⇔ [ ]2 2 2 22 a b 2(a b) 9 a b (a b) + + + = + + +   

⇔ (a + b)2 = a2 + b2 ⇔ 2ab = 0 ⇔ b = 0 hoÆc a = 0. 
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Khi ®ã: 
 Víi b = 0 th× a = c ta ®îc u∆



(a; 0; a) chän u∆



(1; 0; 1), tõ ®ã: 

(∆1): 
( )Qua A 0; 1; 2

vtpt u (1; 0; 1)∆






 ⇔ (∆1): 

x t

y 1

z 2 t

=
 =
 = +

, t ∈  . 

 Víi a = 0 th× c = b ta ®îc u∆



(0; b; b) chän u∆



(0; 1; 1), tõ ®ã: 

(∆1): 
( )Qua A 0; 1; 2

vtpt u (0; 1; 1)∆






 ⇔ (∆1): 

x 0
y 1 t
z 2 t

=
 = +
 = +

, t ∈  . 

VËy, tån t¹i hai ®êng th¼ng (∆1), (∆2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 

 Chó ý:  Trong trêng hîp ®êng th¼ng (d) kh«ng c¾t mÆt cÇu (S) (t©m I b¸n 
kÝnh R) chóng ta thêng gÆp thªm c©u hái: 
1. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi (d) vµ: 

a. TiÕp xóc víi mÆt cÇu (S). 
b. C¾t mÆt cÇu (S) theo thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn lín cña (S). 
c. C¾t mÆt cÇu (S) theo thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn (C) cã b¸n kÝnh b»ng r (hoÆc 

biÕt chu vi ®êng trßn hoÆc biÕt diÖn tÝch h×nh trßn ®ã). 
Thùc hiÖn t¬ng tù nh trong c¸c trêng hîp ®êng th¼ng c¾t hoÆc tiÕp xóc 
víi mÆt cÇu. 

2. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa ®êng th¼ng (d) vµ c¾t mÆt cÇu (S) theo 
thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn lín cña (S). 
Thùc hiÖn t¬ng tù nh trong c¸c trêng hîp ®êng th¼ng c¾t hoÆc tiÕp xóc 
víi mÆt cÇu. 

3. ViÕt ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng chøa ®êng th¼ng (d) vµ c¾t mÆt cÇu (S) theo 
thiÕt diÖn lµ mét ®êng trßn (C) cã b¸n kÝnh b»ng r (hoÆc biÕt chu vi ®êng 
trßn hoÆc biÕt diÖn tÝch h×nh trßn ®ã). 
Thùc hiÖn t¬ng tù nh trong c¸c trêng hîp ®êng th¼ng c¾t hoÆc tiÕp xóc 
víi mÆt cÇu. 

4. ViÕt ph¬ng tr×nh c¸c mÆt ph¼ng chøa ®êng th¼ng (d) vµ tiÕp xóc víi mÆt cÇu 
(S). Gi¶ sö c¸c tiÕp ®iÓm lµ T1, T2, h·y viÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (T1T2), 
chóng ta thùc hiÖn theo c¸c bíc lín sau: 
Bíc 1: LËp ph¬ng tr×nh c¸c mÆt ph¼ng (P1), (P2) chøa (d) vµ tiÕp xóc víi (S). 
Bíc 2: T×m to¹ ®é c¸c tiÕp ®iÓm T1, T2 víi c¸ch hiÓu chóng chÝnh lµ h×nh chiÕu 

vu«ng gãc cña I trªn c¸c mÆt ph¼ng (P1), (P2). 
Bíc 3: ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (T1T2). 

VVÝÝ  ddôô  44::  Trong kh«ng gian, cho ®êng th¼ng (d) vµ mÆt cÇu (S) cã ph¬ng tr×nh: 
x 1 y 3 z 1(d) :

2 3 2
− − −

= =
− −

,   (S): x2 + y2 + (z − 2)2 = 9. 

a. Chøng minh r»ng ®êng th¼ng (d) kh«ng c¾t mÆt cÇu (S). 
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b. ViÕt ph¬ng tr×nh c¸c mÆt ph¼ng chøa ®êng th¼ng (d) vµ tiÕp xóc víi mÆt 
cÇu (S).  

c. Gi¶ sö c¸c tiÕp ®iÓm cña (S) víi c¸c mÆt ph¼ng trong c©u b) lµ T1, T2, h·y 
viÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (T1T2). 

 Gi¶i 
Ta cã: 
 §êng th¼ng (d) cã vtcp u(2; 3; 2)− −



 vµ ®i qua ®iÓm M(1; 3; 1). 
 MÆt cÇu (S) cã t©m I(0; 0; 2) vµ b¸n kÝnh R = 3 

a. ChuyÓn ph¬ng tr×nh cña (d) vÒ d¹ng tham sè: 
x 1 2t

(d) : y 3 3t , t

z 1 2t

= +
 = − ∈
 = −

 . 

Thay ph¬ng tr×nh tham sè cña (d) vµo ph¬ng tr×nh (S), ta ®îc: 
(1 + 2t)2 + (3 − 3t)2 + (−2t − 1)2 = 9 ⇔ 17t2 − 10t + 2 = 0, v« nghiÖm. 

VËy, ®êng th¼ng (d) kh«ng c¾t mÆt cÇu (S). 
b. LÊy thªm ®iÓm N(3; 0; −1) thuéc (d) vµ gi¶ sö mÆt ph¼ng (P) cÇn dùng cã ph¬ng tr×nh: 

(P): Ax + By + Cz + D = 0, víi A2 + B2 + C2 > 0. 
Ta lÇn lît cã: 
 V× M, N thuéc (P) nªn: 

A 3B C D 0
1

3A C D 0
+ + + =

 − + =
 ⇔ 

2C 2A 3B
2D 4A 3B

= −
 = − −

.    (I) 

 §Ó (P) tiÕp xóc víi (S) ®iÒu kiÖn lµ: 

d(I, (P)) = R ⇔ 
2 2 2

2C D
3

A B C

+
=

+ +
  

⇔ ( )2 2 2 22C D 9(A B C )+ = + + . 

§Ó tiÖn tÝnh to¸n, ta nh©n hai vÕ cña ®¼ng thøc trªn víi 4: 

( )2 2 2 24C 2D 36(A B ) 9(2C)+ = + +  

⇔ ( )2 2 2 24A 6B 4A 3B 36(A B ) 9(2A 3B)− − − = + + −  

⇔ 2 2 281B 72A 117B 108AB= + − ⇔ 2 22A 3AB B 0− + =  
 ⇔ B = 2A hoÆc A = B. 

Khi ®ã: 
 Víi B = 2A th× chän A = 1 suy ra B = 2, C = −2, D = −5, ta ®îc: 

(P1): x + 2y − 2z − 5 = 0. 

 Víi A = B th× chän A = 1 suy ra B = 1, 
1 7C , D
2 2

= − = − , ta ®îc: 

2
1 7(P ) : x y z 0
2 2

+ − − =  ⇔ (P2): 2x + 2y − z − 7 = 0. 

VËy, cã hai mÆt ph¼ng (P1), (P2) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. 
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c. Ta lÇn lît cã: 
 X¸c ®Þnh to¹ ®é T1: Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (IT1) ®îc cho bëi: 

(IT1): 
1 1

Qua I

(IT ) (P )


 ⊥

 ⇔  (IT1): 
1

Qua I(0;0;2)

vtcp n (1;2; 2)




−
   

⇔ (IT1): 

x t

y 2t

z 2 2t

=
 =
 = −

, t ∈  . 

V× (IT1) ∩ (P1) = {T1}, do ®ã: 
t + 4t − 2(2 − 2t) − 5 = 0 ⇔ 9t − 9 = 0 ⇔ t = 1⇒ T1(1; 2; 0). 

 X¸c ®Þnh to¹ ®é T2: Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (IT2) ®îc cho bëi: 

(IT2): 
2 2

Qua I

(IT ) (P )


 ⊥

 ⇔ (IT2): 
2

Qua I(0;0;2)

vtcp n (2;2; 1)




−
  ⇔ (IT2): 

x 2t

y 2t

z 2 t

=
 =
 = −

, t ∈   

V× (IT2) ∩ (P2) = {T2}, do ®ã: 
4t + 4t − (2 − t) − 7 = 0 ⇔ 9t − 9 = 0 ⇔ t = 1⇒ T2(2; 2;  1). 

 Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (T1T2) ®îc cho bëi: 

(T1T2): 
1

1 2

Qua T (1; 2; 0)

vtcp T T (1; 0; 1)





  ⇔  (T1T2): 

x 1 t

y 2

z t

= +
 =
 =

, t ∈  . 

Bµi to¸n 10: Gãc vµ kho¶ng c¸ch. 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

1. Cho hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2), theo thø tù cã vtcp lµ: 
a


(a1; a2; a3), b


(b1; b2; b3). 

 Gäi α lµ gãc t¹o bëi hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) (0 ≤ α ≤ 
2

π
), ta cã: 

cosα  = 
| a.b |

| a | . | b |









 = 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

| a b a b a b |
a a a . b b b

+ +

+ + + +
. 

 LÊy M1, M2 theo thø tù thuéc (d1) vµ (d2), kho¶ng c¸ch gi÷a (d1), (d2) ®îc 
cho bëi: 

d((d1), (d2)) = 
1 2a,b .M M

a,b

  
  

  

 

. 

Lu ý:  
 §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó (d1) ⊥ (d2) lµ: 

cosα = 0 ⇔ a1b1 +  a2b2 +  a3b3 = 0. 
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 Trong nhiÒu bµi to¸n ta l¹i ¸p dông kÕt qu¶ sau cña h×nh kh«ng gian, 
b»ng c¸ch thùc hiÖn theo c¸c bíc: 
Bíc 1: T×m gãc, ta ®i t×m ®iÓm I nµo ®ã tho¶ m·n:  

1

2

IA //(d )
IB//(d )





  

Khi ®ã, ta cã g((d1), (d2)) = AIB . 
Bíc 2: TÝnh gãc: 

 NÕu biÕt ®îc to¹ ®é cña IA


 vµ IB


 th× sö dông c«ng thøc. 
 Sö dông tØ sè lîng gi¸c cña gãc trong tam gi¸c vu«ng 

hoÆc dïng ®Þnh lÝ cosin trong tam gi¸c thêng. 
2. Cho: 
 MÆt ph¼ng (P) cã vtpt n (n1; n2; n3). 
 §êng th¼ng (d) cã vtcp a (a1; a2; a3). 
Gäi α lµ gãc t¹o bëi (P) vµ (d), β lµ gãc gi÷a ®êng th¼ng (d) vµ ®êng th¼ng 

chøa vtpt n  (0 ≤ α, β ≤ 
2
π

), th×: 

α + β  = 
2
π

 ⇒ sinα = cosβ,  

ta cã: 

sinα  = 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

| a n a n a n |
a a a . n n n

+ +

+ + + +
. 

Chó ý: §iÒu kiÖn ®Ó (d) // (P) (hoÆc thuéc (P)) lµ: 
sinα = 0 ⇔ a1n1 +  a2n2 +  a3n3 = 0. 

3. Cho ®iÓm M vµ ®êng th¼ng (d) cã vtcp a  vµ ®i qua ®iÓm M0. Khi ®ã, kho¶ng 
c¸ch tõ ®iÓm M ®Õn ®êng th¼ng (d) ®îc cho bëi: 

d(M, (d)) = 
0MM ,a

| a |

  
 

 . 

VVÝÝ  ddôô  11::  X¸c ®Þnh sè ®o gãc gi÷a hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) cã ph¬ng tr×nh 
cho bëi: 

a. (d1): 
x 2 y 1 z

2 1 3

+ +
= =

−
, (d2): 

x t

y 2 t

z 1 3t

=
 = −
 = +

, t ∈  .  

b. (d1): 

x 1 2t

y t 1

z 3t 1

= −
 = +
 = −

, t ∈   vµ (d2): 

x u 1

y 5 2u

z 3u 2

= −
 = +
 = +

, u ∈  . 

 Híng dÉn: Sö dông kiÕn thøc trong phÇn ph¬ng ph¸p gi¶i to¸n. 
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 Gi¶i 

a. Gäi 1a


, 2a


 theo thø tù lµ vtcp cña (d1) vµ (d2), ta cã:  

1a


(−2; 1; 3), 2a


(1; −1; 3). 

Gäi α lµ gãc t¹o bëi hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) (0 ≤ α ≤ 
2

π
), ta cã: 

cosα  = 1 2

1 2

| a .a |

| a | . | a |

 

 

 = 
2 2 2 2 2 2

| ( 2).1 1.( 1) 3.3 |

( 2) 1 3 . 1 ( 1) 3

− + − +

− + + + − +
 = 

6

151
. 

b. Gäi 1a


, 2a


 theo thø tù lµ vtcp cña (d1) vµ (d2), ta cã:  

1a


(2; 1; 3); 2a


(1; 2; 3). 

Gäi α lµ gãc t¹o bëi hai ®êng th¼ng (d1) vµ (d2) (0 ≤ α ≤ 
2

π
), ta cã: 

cosα  = 1 2

1 2

| a .a |

| a | . | a |

 

 

 = 
2 2 2 2 2 2

| 2.1 1.2 3.3 |

2 1 3 . 1 2 3

+ +

+ + + +
 = 

13

14
. 

VVÝÝ  ddôô  22::  Cho mÆt ph¼ng (P) vµ ®êng th¼ng (d) cã ph¬ng tr×nh:  

(P): x + 2y − z + 5 = 0, (d): 
x 3

2

+
 = y + 1 = z − 3. 

a. TÝnh to¹ ®é giao ®iÓm cña (d) vµ (P). 
b. TÝnh gãc gi÷a (d) vµ (P). 
c. ViÕt ph¬ng tr×nh h×nh chiÕu vu«ng gãc cña (d) lªn (P). 
d. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng (∆), n»m trªn (P) ®i qua giao ®iÓm cña (d) 

vµ (P) vµ vu«ng gãc víi (d). 

 Gi¶i 
a. ChuyÓn ph¬ng tr×nh (d) vÒ d¹ng tham sè, ®îc:  

x 2t 3

y t 1

z t 3

= −
 = −
 = +

, t ∈  . 

Thay x, y, z tõ ph¬ng tr×nh tham sè cña (d) vµo ph¬ng tr×nh (P), ta ®îc: 
(2t − 3) + 2(t − 1) − (t + 3) + 5 = 0 ⇔ t = 1 ⇒ I(−1; 0; 4). 

b. Gäi a


 lµ vtcp cña ®êng th¼ng (d), ta cã a


(2; 1; 1). 
Gäi n



 lµ vtpt cña mÆt ph¼ng (P), ta cã n


(1; 2; −1). 
Gäi α lµ gãc t¹o bëi (P) vµ (d), ta cã:  

sinα  = 
| 2 2 1 |

4 1 1. 1 4 1

+ −
+ + + +

 = 
1

2
⇒ α = 

6

π
. 

VËy, gãc gi÷a (d) vµ (P) b»ng 
6

π
. 

c. LÊy A(−3; −1; 3) ∈ (d). 
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Goi (Q) lµ mÆt ph¼ng chøa (d) vµ vu«ng gãc víi (P), ta cã: 

(Q): 
qua A( 3; 1;3)

hai vtcp a(2;1;1) &n(1;2; 1)

− −
 −

 

 ⇔ (Q): 
qua A( 3; 1;3)

vtpt m( 3;3;3)

− −
 −



  

⇔ (Q): x − y − z − 5 = 0 
Khi ®ã, h×nh chiÕu vu«ng gãc (d1) cña (d) lªn (P) chÝnh lµ giao tuyÕn cña hai mÆt 

ph¼ng (P) vµ (Q) nªn cã ph¬ng tr×nh:  

(d): 
x 2y z 5 0

x y z 5 0

+ − + =
 − − − =

. 

d. Gäi b


lµ vtcp cña ®êng th¼ng (∆), tõ gi¶ thiÕt:  

b n

b a

 ⊥


⊥









⇔
1 1 1 2 2 1

b , ,
2 1 1 1 1 2

 
 − − 



 = (−3; 3; 3) chän (−1; 1; 1). 

VËy ®êng th¼ng (∆) ®îc cho bëi: 

(∆):
( )

Qua I( 1; 0; 4)

vtcp b 1;1;1

−


−
  ⇔ (∆): 

x 1 y z 4

1 1 1

+ −
= =

−
. 

 Chó ý: Cã thÓ lËp luËn nh sau: 

(∆): 

qua I( 1;0;4)

( ) (P)

( ) (d)

−
 ∆ ⊂
 ∆ ⊥

⇔ (∆): 

qua I( 1;0;4)

b n

b a

−


⊥
 ⊥









⇔ (∆): 
qua I( 1;0;4)

b // m

−






. 

 

Bµi to¸n 11: Ph¬ng ph¸p to¹ ®é hãa. 
Ph¬ng ph¸p ¸p dông 

Sö dông kiÕn thøc vÒ thiÕt lËp hÖ täa ®é ®· ®îc tr×nh bµy trong chñ ®Ò 1. 

VÝ dô 1: Cho h×nh hép ch÷ nhËt ABCD.A'B'C'D' víi AB = a, BC = b, CC' = c. 
a. TÝnh kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm A tíi mÆt ph¼ng (A'BD). 
b. TÝnh kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm A' tíi ®êng th¼ng C'D. 
c. TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®êng th¼ng BC' vµ CD'. 

 Híng dÉn: ThiÕt lËp hÖ to¹ ®é Axyz víi B, D, A’ theo thø tù 
thuéc Ox, Oy, Oz. 

 Gi¶i 
Chän hÖ täa ®é Axyz víi B, D, A’ theo thø tù thuéc c¸c tia 

Ox, Oy, Oz, ta ®îc: 
A(0; 0; 0), B(a; 0; 0), C(a; b; 0), D(0; b; 0) 
A'(0; 0; c), B'(a; 0; c), C'(a; b; c), D'(0; b; c) 

a. Sö dông ph¬ng tr×nh mÆt ch¾n, ta ®îc ph¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (A'BD) cã d¹ng: 

(A1BD): 
x

a
 + 

y

b
 + 

z

c
 = 1 ⇔ (A'BD): bcx + acy + abz − abc = 0 

A' 

A 

D' 

D 

C' 

C 

B' 

B 

z 

x 

y 

a 

b 

c 
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Kho¶ng c¸ch tõ A ®Õn mÆt ph¼ng (A'BD) ®îc cho bëi: 

d = 
2 2 2 2 2 2

abc

b c a c a b

−

+ +
 = 

2 2 2 2 2 2

abc

b c a c a b+ +
. 

b. Ta cã: 

d(A', C'D) = 
[A 'C',C'D]

C'D

 


 = 

[(a; b; 0),( a; 0; c)]
( a; 0; c)

− −
− −

 = 
2 2 2 2 2 2

2 2

b c a c a b

a c

+ +

+
. 

c. Ta cã: 

d(BC', CD') = 
[BC',CD'].BC

[BC',CD']

  

 
 = 

2 2 2 2 2 2

abc

b c a c a b+ +
. 
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