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53 PAUGNG TRINH BPUGNG THANG
A. BAI GIANG

1. PHUONG TRINH THAM SO CUA PUONG THANG
Dinh Iy 1: Trong khong gian Oxyz, duong thang (d) di qua diém Mo(xo; Yo, o) va cé vicp
a (ar; az; a3) co phuong trinh:
X=X, +at
(d): Jy=y,+at,te R. (1)
7= Z0 + a3t

Vay, ta dugc:

X=X, +at

Qua M (x(:y:2,)
d):{ 00 Yo %o & (d): {y=y,+at,te R.

vicpa(a,;a,;a;) S 7 tat
B} 3

Phuong trinh (1) v6i diéu kién a; + a; + a; > 0 dugc goi 1a phuong trinh tham
s6'ctia duong thing.
@ Chting minh két qua trén.
Thi du 1: Trong khong gian Oxyz, viét phuong trinh dudng thing (d), biét:
a. (d) di qua diém A(1; 2; 3) va c6 vicp 5(2; —-1; 0).
b. (d) di qua hai diém A(2; 1; -3) va B(3; —1; 5).
L5 Gidi
a. Ta c6 thé lua chon mot trong hai céch:
Cdch 1 (Stt dung cong thirc): Puong thang (d) dugc cho boi:

QuaA(1;2;3) x=l+at
d): - & (d):y=2-t ,te R.
vtep a(2;—1; 0) ,=3

Cdch 2 (Sit dung phuong phdp qui tich): Diém M(x; y; z) € (d) khi:

x—1=2t x=1+2t
AM//a & AM=ta < {y-2=—t < {y=2-t ,te R.
z—3=0 z=13

D6 chinh 12 phuong trinh tham s6 clia duong thang (d) can tim.

& Chu ¥: Loi giai trong cach 2 chinh 12 y tudng dé chitng minh dinh Ii trén.



b. Ta c6 thé lua chon mot trong hai cach:
Cdch 1 (S dung cong thirc): Pudng thang (d) duoc cho bdi:

(d): {QuaA(z;l;_3) o (d): {QuaA_(zfl;_& o (d): ;;fj;t .teR.
QuaB(3;-1;5) vtep AB(1;—2; 8) 348t
Cdch 2 (Sit dung phuong phdp qui tich): Diém M(x; y; z) € (d) khi:
Xx—-2=t X=2+t
AM//AB < AM=tAB < {y-1=-2t < {y=1-2t ,te R.
z+3=28t z=-3+8t

D6 chinh 12 phuong trinh tham s6 clia duong thang (d) can tim.
[Hoatdong  Viét phuong trinh dudng thing (d), biét:
a. (d) di qua diém A(3; —2; -1) v ¢6 vtcp a (-3; 1 2).
b. (d) di qua hai diém A(-3; 2; 6) va B(5; 4; -2).
2. PHUONG TRINH CHINH TAC CUA PUONG THANG

Cho dudng thang (d) c6 phuong trinh tham s6 cho bai (1) suy ra:
X=Xy _ Y=Y _27% ?)
al aZ a3
Phuong trinh (2) v6i diéu kién ajasa; # 0 duoc goi 1a phuong trinh chinh tdc clha
duong thang.
Vay, ta dugc:

(d): {Qua M, (X03¥0520) X=X _ Y=Y _ 27%

< (d): = =

vicpa(a,;a,ia,) a, a, a,
Tir d6, dudng thang (d) di qua hai diém M,(x1; yi; z1) va Ma(X2; y2; 72), ta c6:
ua M, (X,;y.;z Qua M, (x,3y,:2,)
(d){Q 1(1}’1 1) @(d) 1 IYI 1
Qua M, (x,:y,:2,) vtepM M, (X, —=X,3¥, —=¥,:Z, —Z,)
X=X, +(X, —x)t

< (d): qy=y, +(y,—-y)t,t € R hoac (d): XTX YT 2T
X, =X Y=Y, Z,—Z,

2=7,+(z, —z))t

Thi du 2: Trong khong gian Oxyz, cho hai mat phang (P) va (Q) c6 phuong trinh:
P):2x+2y+z2-4=0, Q):2x—-y-z+5=0.
a. Chiing t6 rang hai mat phang (P) va (Q) cat nhau. Goi (d) 12 giao tuyén clia
hai mat phang (P) va (Q).
b. Hay tim toa do cia mot diém thuoc (d) va x4c dinh toa do clia mot vicp clia (d).
c. Viét phuong trinh tham sé va chinh tic clia dudng thing (d).



&S Gidi
a. Goi g , i theo thit tu 12 vtpt clia cdc mit phang (P), (Q), ta c6:

n, (2;2; 1), n, (2;-1; -1) = n, va n, khong ciing phuong

< P)n(Q) = (d). )
b. Duong thang (d) gom cac diem M(x; y; z) théa man hé phuong trinh:
2x+2y+z-4=0
2x—y—-z+5=0

= A(0; -1; 6) € (d).

Goi u 12 mot vtcp clia dudng thing (d), ta c6:
uln, - — 2 1|1 22 2
" =[] -

2 -1

b b

D =(-1;4;-6).

uJ_nQ -1 -1 |-1 2

c. Taco:
Qua A(0:— 1:6) x=-t
(d): . o (d): dy=-1+4t,te R
vtep u(—1;4;—6) L =66t

hodc (d): =Y *1_2=6
1 4 6

@ Chu y: Néu thi du trén khong c6 cau b) thi dé "Viét phuong trinh tham sé va
chinh tdc ciia duong thang (d)" ngoai cdch gidi nhu trong c) chiing ta con c6 thé thuc
hién theo cdc cach sau:
Cdch I: Toa do céc diém thuoc dudong thang (d) thdéa man hé phuong trinh:

2x+2y+z-4=0

ey = A(0; —1; 6)  (d) va B(1; 3; 0) € (d).
2x—y—-z+5=0
Khi do, ta duoc:
QuaA QuaA(0;-1;6)
(d): { & (d): {

QuaB vtep AB(=1;4; —6)
- 1 6
< (d): yy=-1+4t,t € R hoac (d): %:%: Z_6 )
z=6-06t
Cdch 2: Toa do cac diém thuoc dudng thang (d) thoa man hé phuong trinh:
2x4+2y+z2-4=0
' @

2x—-y—-z+5=0

Trong hé (I) cho x =t, ta dugc:
y+z t<:> y=-1 4t'
y+z=5+2t z=6+6t



Vay, phuong trinh tham sé clia duong thang (d) ¢6 dang:

x=t

d): ly=—1-4t,te R. (II)
z=6+6t

Tu hé (I), bang céch rit t, ta duoc:

X

t==
1

(oYt o x_y+l_z-6
—4 1 4 6
z—6

t:
6

D6 chinh 12 phuong trinh chinh tic clia dudng thang (d).
Hoatdong Cho hai mat phing (P) va (Q) c6 phuong trinh:
(P):x+2y+32—6=0,? Q):3x-y-z-1=0.
Chiing t6 rang hai mat phang (P) va (Q) cit nhau.
Goi (d) 1a giao tuyén cta hai mit phéng (P) va (Q). HDy
tim toa d6 ctia mot diém thudc (d) va xac dinh toa do
ctia mot vtep cua (d).
Vi§'t phuong trinh tham s6 va chinh tdc cia dudng
thing (d).
Thi du 3: Trong khong gian Oxyz, cho bon diém A(1; 2; 3), B(2; 2; 2), C(4; 1; 1)
vaD4; 1;4).
a. Ching minh ring A, B, C, D 1a bon dinh ctia mot hinh ti dién.
b. Viét phuong trinh tham s6 duong cao t& dién ABCD ha tir D.
c. Tim toa do hinh chiéu H ctia D trén mat phang (ABC).
&S Gidi
a. Tacé AB(1;0; 1), AC(3;—1;-2), AD(3; —1; 1), tir d6 suy ra:
S 0 -1 -1 1]t o
| AB,AC| = ; =(-1;-1; -D),
-1 =2/ -2 3|3 -1
[E,E]ﬁ =(-1;-1;-D)B3:-1; H)=-3+1-1=-320

P

o

b

< Bavécto AB, AC va AD khong dong phing.
Vay, bon diém A, B, C, D 1a bon dinh ctia mot hinh tt dién.
b. Goi (d) 1a dudng cao cua ti dién ha tir D, ta co:

QuaD QuaD
(d): { < (d): - = ==
(d) L (ABC) vicp a = [AB, AC]

QuaD(4:1;4) x=4-t
& (d): K o (d):ly=1-t,te R.
vtep a(—1;—-1;—-1) s —d_t



c. Goi ni 1a vtpt ciia mat phang (ABC), ta c6:

AilAB | = —— .
T eid= [AB, Ac] =(=1; =1; =1) chon 7 (1; 1; 1).
nlAC
Mat phang (ABC) duoc cho béi:
QuaA(1;2;3)
(ABO): - < (ABC):x+y+z-6=0.
vtpt n(1;1;1)

Khi d6, hinh chiéu H ctia D trén mat phang (ABC) chinh 1 giao diém cta (d) v6i
(ABC), ta duoc:
G-+ -1)+@d-1)-6=0=t=1= H@3;0; 3).
Hoatdong Cho bon diém A(5; 3; —1), B(2; 3; —4), C(1; 2; 0), D(3; 1; -2).
a. Chting minh rang A, B, C, D 14 bon dinh ctia mét hinh

td dién.
b. Viét phuong trinh tham sé dudng cao t dién ABCD ha
tu D.

c. Tim toa d6 hinh chiéu H ctia D trén mét phz‘:mg (ABO).
d. Viét phuong trinh méat cAu ngoai tiép ti dién ABCD.

Thi du 4: Trong khong gian Oxyz, cho diém M(1; 1; 5) va hai duong thang (d))
va (d,) c6 phuong trinh:

x=1+t | |
N X y+1 z-—
d): =242t,te R va (dy): —=2—="——.
(@ {y (@) S ===t
z=3+t

a. Viét phuong trinh tham s6 clia dudng thang (ds) di qua M va song song véi (d>).
b. Viét phuong trinh chinh tic ctia duong thang (d) di qua M, vuong géc véi
ca (dy) va (d).
L5 Gidi
Goi uT va uj theo thit tu 12 vtcp clia duong thang (di) va (dy), ta c6:
u, (1;2; 1) va u, (=2 3; 5).
a. Taco ngay:

QuaM(1;1:5) x=1-2t
(d3): =3 & (ds): Jy=1+43t,te R.
VIep U,(=233;5) 2=5+5t

b. Goi u 1a vtcp clia dudng théng, ta c6:

J_ - _ ~ . -
{(d) (d)) - {“iul —u= [ul, u2:| =(7;-7;7) chon u (1;-1; 1).

(L) |ulu,
Tu do, ta co:
uaM(1;1;5 _ _ _
d: Q ﬂ( ) @(d):x 1:y 1:Z 5.
vtep u(l;—1;1) 1 -1 1



Hoatdong Cho hai dudng thing:

. 6 x=1+t

X y-1 z- .

dy): —=——= va (dg): =-2+t,te R.

(dv) =3 3 (d2): 1y €
z=3-t

a. Viét phuong trinh chinh tic cia dudng thing di qua
diém M(1; 2; 3), vudng géc véi ca (dr) va (do).

b. Viét phuong trinh duong thing song song véi Oz, cit ca
(dy) va (do).

VI TRi TUONG POI GIUA HAI PUONG THANG

Trong khong gian Oxyz, cho hai dudng thing (d;) va (dz) c6:

*  (dy) di qua diém M,(xs; y1; z1) va ¢6 vicp i, (ar; by; 1),
*  (do) di qua di€ém Max(x2; y2; 22) va €6 vicp U, (az; ba; €2).

Khi do, xét ba vecto u,, i, va MM, ta cé két qua:

1.

(dy) va (d>) dong phang khi va chi khi ba vecto d,, i, va M,M, déng phang.
Nhu vay:

(d)) va (d>) dong phang < [1i,, G,]. MM, =0.
(d) va (d») cit nhau khi va chi khi chiing dong phing va cic vtcp cia chiing
khong cuing phuong. Nhu vay:

(di) va (dy) cat nhau < [@,, @,]. MM, =0vaa;:bi:ci#a:bsco.
(d1) va (d») song song v6i nhau khi va chi khi 4, va u, cung phuong va (d), (d2)
khong c6 di€ém chung. Nhu vay:

(d) [/ (d) < azbizci=ax b e # (X2 — X1): (Y2 — y1): (Y2 — y).
(d1) va (d2) trang nhau khi va chi khi @,va G, cing phuong va (di), (dz) ¢6 diém
chung. Nhu vay:

(d1) = (dz) < ai. b11 Ci = az: bzl C = (Xz — X1)1 (yz — y1)2 (yz — y1).
(d1) va (d2) chéo nhau khi va chi khi ba vecto u,, i, va W khong dong
phang. Nhu vay:

(d)) va (d») chéo nhau < [, G,]. M,M, #0.

@ Chu y: Néu biét phuong trinh ctia hai dudng thang (d,) va (dy) thi ciing c6 thé
xét vi tri tuong doi cta ching bang céach giai hé gdm cdc phuong trinh xdc dinh
(dy) va (d») dé tim giao diém va khi do:

a.
b.
c.

Néu hé c6 nghiém duy nhét thi (d;) va (d») cit nhau.

Néu hé c6 vo s6 nghiém thi (d;) va (d») truing nhau.

Néu hé vo nghiém thi (d;) va (d2) song song hoac chéo nhau, song song
néu hai vtcp cta ching cting phuong, chéo nhau néu hai vecto d6 khong
cung phuong.



Thidu5: Trong khong gian Oxyz, cho hai dudng thang (d;) va (d2) c6 phuong trinh:
x=1+t
(d): y=2+3t,t e R, (do):
z=3+4t

x=2 y-5 z-7
1 3 4

a. Xdc dinh vi tri twong d6i clia hai dudng thang (d;) va (d).

b. Viét phuong trinh mit phang di qua goc O va chita duong thang (d,).
L5 Gidi
a. Talan luot c6:

= V6i(dy) c6 viep u, (1; 3; 4) va diém Mi(1; 2; 3) € (d)).

= V6i (d2) ¢6 veep u, (1; 3; 4) va diém Ma(2; 5; 7) € (do).
suy ra cic vecto fl , E va MM, (1; 3; 4) cung phuong.

Vay, hai dudng thing (d;) va (d») tring nhau.
b. Ta c6 thé trinh bay theo céc céch sau:
Cdch 1: Ldy théem diém N;(0; —1; —1) € (d,). Khi d6, mat phang (P) di qua goc O va
chita duong thang (d;) tuong ting véi viéc di qua ba diém O, M, N,.

Goi fi 1a vtpt chia mat phang (P), ta duoc:

OM, (1;2;3)va ON, (0; —-1; 1) = 7 = [OMI,O—NI] =(1; 1; -1).
Phuong trinh mat phang (P) dugc cho boi:

0(0;0;0
P): quaq( ) & Prx+y—-z=0.
vtpt n(1;1;—1)

Cdch 2: Ldy thém diém N;(0; —1; —1) e (d,). Khi d6, mat phang (P) di qua goc O va
chita duong thang (d;) tuong ting véi viéc di qua ba diém O, M, N,.
Gia sir mat phang (P) ¢6 phuong trinh:
(P): Ax+By+Cz+D=0v6i A2+ B>+ C*> 0.
Vi O, My, N; thudc (P), ta duoc:
A+2B+3C+D=0 A+2B+3C=0 A=-C
-B-C+D=0 < < -B-C=0 < «B=-C.
D=0 D=0 D=0
Tu do, ta duoc:
P):Cx-Cy+Cz=0=P):x+y—-z=0.
Cdch 3: Goi (P) 1a mat phang thoa man diéu kién dau bai thi (P) s& c6 cap vtep 1a uT va
OM, . Goi i 1a vtpt clia mat phing (P), ta duoc:

fi= [uf, O—MJ =(1; 1; -1).



Phuong trinh mat phang (P) dugc cho béi:

- {quaO(O; 0;0)

< Prx+y-z=0.
vtpt n(1;1;—1) ®) y

Hoatdong Cho hai dudng thing (d1) va (ds) c6 phuong trinh:
X=t

@): ly=1+2t,t e R, (do): 2—

z=2+3t !

a. Xac dinh vi tri tuong d6i cta hai dudng thang (ds), (ds).
b. Viét phuong trinh mit phang di qua goc O va chia duong

1 y-3 z-5
2 3

thzzmg (dg).
Thi du 6: Trong khong gian Oxyz, cho dudng thang (d;) ¢6 phuong trinh:
-1 y-1 z-2
d . X = = >
==

va duong thang (d») 1a giao tuyén clia hai mat phang:
P):x+y—-1=0va(Py):4y+z+1=0.
a. Ching t6 rang hai dudng thang (d;) va (d») song song vé6i nhau.
b. Viét phuong trinh chinh tic ctia duong thang (d) nim trong mat phang
((dy), (d2)) va cach déu (dy), (do).

&5 Gidi
a. Talan luot c6:
= Vi (d)) c6 vtcp uﬁ (1; =1; 4) va diém M (1; 1; 2) € (dy).
= Cic mat phing (P)), (P,) theo thit tw c6 vtpt n, (1; 1; 0), n, (0; 4; 1). Khi d6
vtep u, clia dudng thing (d») dugc cho boi:
u=[nn, | =5 -134),
Va lay diém My(1; 0; —1) € (d).
Suy ra, cac vecto uT , g cung phuong va khong clung phuong véi vecto
MM, (0; —1; =3).
Vay, hai dudng thiang (d;) va (d») song song véi nhau.

b. Doan thang MM, c6 trung diém M(l; l; lj )

22
Khi d6, phuong trinh dudng thang (d) duoc xdc dinh boi:
quaM(l'l'lj )’—1 Z—l
(d): '2°2) < (d): xl_lz 12= 42.

viep u, (1;—1;4)



Hoatdong Cho dudong théng (d.) ¢6 phuong trinh:

X=t
(d): s y=-3-4t,te R,
z=-3-3t

va dudng thing (d2) 12 giao tuyén ciia hai mit phang:
P):x+y-z=0va(P2):2z-y+2z=0.

a. Chting té ring hai dudng thing (d,) va (ds) song song
v61 nhau.

b. Viét phuong trinh méat phéng chia hai dudng thing (d)
va (dg).

c. Viét phuong trinh chinh tdc cta dudng thing (d) ndm
trong mit phang ((d1), (d2)) va cach déu (dy), (do).

Thi du 7: Trong khong gian Oxyz, cho dudng thang (d;) ¢6 phuong trinh:

x==1+t
(d): qy=-t ,te R,
z=-2+3t

va duong thang (d») 12 giao tuyén clia hai mat phang:
P):x+2y+3=0va(Py):3y-z+10=0.
a. Chiing to rang hai duong thang (d) va (d») cit nhau.
b. Viét phuong trinh mat phang (P) chita hai dudng thang (d;) va (dy).
&S Gidi
Ta c6 thé lua chon mot trong céc céch sau:
Cdch 1: Ta lan luot co:
a. Taco:
= Vi (d)) c6 vtcp uT (1; =1; 3) va diém M,(-1; 0; =2) e (d),
= Cic mat phiing (P)), (P2) theo thit tw c6 vipt n, (1;2; 0), n, (0; 3; —1).
Khi d6 vtcp u, clia dudng thing (d») dugc cho béi:
u,=|n,n, | =(21;3).
Va lay diém My(1; -2; 4) € (dv).
Suy ra céic vecto 171 , g khong ciing phuong, va ta c6:
[0, u, |- MM, = (=6; -9; 1).(=2; 2;=6) = 0 < (d1) v (do) it nhau.
b. Goi fi 1a vtpt clia mat phang (P), ta duoc:
= [u,u, | =(-6;-9; 1) chon i =(6;9; 1).
Phuong trinh mat phang (P) dugc cho béi:
P. {qua M, (-1;0;-2)

~ & P:6x+9y+z2+8=0.
vtpt 1(6;9;1)



Cdch 2: Ta lan luot co6:
a. Xét hé phuong trinh tao bdi (di), (P1) va (P»):

x=-1+t x=-1+t

(=2
y=-t y=-t

x=1
z=-2+3t & qz=-2+3t = 5"
X+2y+3=0  |-14t+2(-0+3=0 y_;
3y—z+410=0  |3(-0)—(2430+10=0

Vay, hai dudng thang (d;) va (d2) cit nhau tai diém A(1; —2; 4).
b. Lay cdc diém M;(~1; 0; —=2) € (di) va Ma(=3; 0; 10) € (da).
Mat phéng (P) s& ¢6 cap vicpla AM, va AM, . Goi i la vipt clia mat phang (P), ta
duoc:
i =AM, AM, | = (24;36;4) chon fi = (6;9; ).

Phuong trinh mat phang (P) dugc cho béi:
P, {qua M, (—1;0;—2)

R <& P:6x+9y+z2+8=0.
vtpt 1(6;9;1)

Hoatdéng Cho duong thing (d;) c6 phuong trinh:
x=1-t
(dy): sy=2+2t,te R,
z=3
va dudng thing (d2) 12 giao tuyén ciia hai mit phang:
P):x+y=0va(Py):2x—y+z-15=0.
a. Chiing t6 rang hai dudng thang (d;) va (dz) cat nhau.
b. Viét phuong trinh mit phang (P) chiia hai dudng thang

(d1) va (dz)
Thidu8: Trong khong gian Oxyz, cho hai dudng thang (d;) va (d2) c6 phuong trinh:
x=2t+1 X=u+2
(d): 9y=t+2 va(dx): sy=-3+2u,t,ue R.
z=3t-3 z=3u+1

a. Chiing to rang hai duong thang (d;) va (d.) chéo nhau.

b. Viét phuong trinh mat phiang (P) song song va cdch déu cich déu (d), (d»).
&5 Gidi
a. Talan luot c6:

= Vi (di) 6 viep u, (2; 15 3) va diém Mi(1; 2; -3) e (dy).

= Vé6i (d2) c6 vtcp ﬁ; (1; 2; 3) va diém My(2; -3; 1) € (do).

10



suy ra cac vecto E{ , E khong cung phuong, khi d6:
[uf, u, ] MM, =(=3;-3;3).(1; =5; 4) = 24 < (d) va (da) chéo nhau.

b. Poan thang MM, c6 trung diém M(%, —%; - 1) :

Khi d6, phuong trinh mat phang (P) dugc xéc dinh béi:

quaM quaM
®: 1 L e®d .o
cécapvtep u, va u, vtpt n = [ul, uz] =(-3;-3;3)

3.1
< (P): 27 2’ & Prx+y—z=0.
vtpt n(1;1;—1)

Hoatdéng Cho duong thing (d;) c6 phuong trinh:
x=1+t
(dy): sy=—"2+t,te R,
z=3-t
va dudng thing (ds) 1a giao tuyén caa hai méit phing:
P):x+ty-z+5=0va(Py):2x—-y+1=0.
a. Chtng t6 rang hai dudng thang (d,) va (ds) chéo nhau.
b. Viét phuong trinh mat phang (R) song song va cach déu
cach déu (d,), (dy).
c. Viét phuong trinh mat phqéng (P) chtia dudng thing (d,)
va song song v6i dudng thang (ds).
d. Viét phuong trinh mit phing (Q) chta dudng théng (ds)
va song song véi duong thang (d,).

4. MOT SO BAI TOAN VE TINH KHOANG CACH

Bai todn I: Cho diém M va dudng thang (d) c¢6 vtep @ va di qua diém M,. Tinh
khoang cach h tir diém M dén dudng thang (d). M

& Gidi /| /
Goi A 1a diém sao cho M,A =4. @

Khi d6, dién tich hinh binh hanh ¢6 hai canh Ia MM va Mo H A
MA duoc cho bai:
L ‘[MOME]‘
5= [MM.a] =MHMA = hfi < h=f‘
a

@ Chu y: Cic em hoc sinh c¢6 thé ghi nhé cong thic trén dé giai cdc bai todn
lién quan t6i khoang cach tir mot diém t6i mot dudng thang.
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Thi du 9: Trong khong gian Oxyz, cho diém M(3; —1; 3) va duong thang (d) c6
phuong trinh:

-1 y-1 z-2
d . X = = >
@ 1 -1 2

a. Tinh khodng cach tir M t6i dudng thang (d).

b. Tim toa do hinh chiéu vuong géc ctia diém M trén (d).

&S Gidi
a. Puong thing (d) di qua diém Mo(1; 1; 2) va c6 vtep a(1; —1; 2).
Ta c6 ngay:
M,M.a -3;-3;0
d(M,(d))J[ B I8 _ g5

W fa-n2) Ve
b. Ta c6 thé lua chon mot trong hai cdch sau:
Cdch 1: Chuyén phuong trinh (d) vé dang tham s6:
x=1+t
(d:sy=1-t ,te R.
z=2+2t
Goi H 12 hinh chiéu vudng géc ctia M 1én dudng thing (d), suy ra:
H(l+t1-t2+20)= MH(t—2;2 -1t 2t— 1),
MH L (d)< MH L i < MH.d =0
SLt-2)-1.2-1)+22t-1)=0<t=1= H(2; 0; 4).
Cdch 2: Goi (P) 1a mat phing tho4 man:
o) {qua M o (P {qua Ii/[(3;—1;3)
(P) L (d) vipt a(1;—1;2)
Goi H la hinh chiéu vuong géc ctia M Ién (d), suy ra {H} = (d) n (P), do d6 toa do H
la nghiém h¢ phuong trinh:
x—-1 y-1 z-2 X+y=2 X=2
1 -1 2 & 42x+z=0 < y=0 = H(2;0; 4).
x-y+2z-10=0 x-y+2z=10 z=4
Cdch 3: (Dua vao két qua cau a): Chuyén phuong trinh (d) vé dang tham s6:
x=1+t
(d:sy=1-t ,te R.
z=2+2t
Goi H 12 hinh chi€u vuong géc ctia M 1én dudng thang (d), suy ra:
Hl+t1-t2+20)= MH(t—2;2—1t;2t— 1).
Vi do dai MH =+/3 nén ta dugc:
3=MH’=(t-2+Q2-t)+2t- 1 <t?-2t+1=0<t=1=H(2;0; 4).

&S Prx—-y+22-10=0.
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& Nhdn xét: Thong qua 10 giai cia thi du trén cdc em hoc sinh c4n ghi nhan ba
phuong phap dé tim toa do hinh chiéu vuong géc clia mot diém lén
mot dudng thang.

Hoatdéng Cho diém M(4; —3; 2) va dudng théng (d) c6 phuong trinh:
x—1 z+1
(@: ——=2=2,
3 2 -1
a. Tinh khoang cach tit M t6i dudng thng (d).
b. Tim toa d¢ hinh chiéu vuéng géc ciia diém M trén (d).

Bai todn 2: Tinh khodng cédch h giita hai dudng thang chéo nhau (d,), (d»), biét
duong thang (d,) c6 vtcp u, va di qua diém M,; duong thing (d») ¢6 vtcp u, va di
qua diém M. A (dy)
1
L5 Gidi N4
Goi Ay, a; 1a céc diém sao cho:

MA, =u,, M)A, =u, .

Khi d6, thé tich kh6i hop c¢6 ba canh 1a M;M,, 278
M, A, va M,A, duoc cho boi: M, A (dy)

‘[ul,uQJ.Mle
Lo,
@ Chu y: Cic em hoc sinh ¢ thé ghi nhé cong thic trén dé giai cdc bai todn

lién quan t6i khoang cach tir mot diém t6i mot dudng thang.

V= H:ul’i]'m

< h=

=hS= h.‘[i,@]

Thi du 10: Trong khong gian Oxyz, cho hai dudng thang (d;) va (d;) c6 phuong trinh:

Xx=1+t
(d): ?:yT‘lzzf, @: ly=—2+t,t e R.
z=3-t

a. Tinh khodng cach giita hai dudng thang (d;) va (d»).
b. Viét phuong trinh mat phang (P) chita dudng thing (d;) va song song véi
dudng thang (d»).
c. Goi (d) 1a duong vudng goc chung cua (d;) va (dz). Goi H,, Hs theo thit tu 1a
giao diém cta (d) véi cdc duong thang (d), (d»). X4c dinh toa do cac diém
H1 Vﬁ Hz.
&5 Gidi
a. Talan luot c6:
= Duong thang (d;) di qua diém M;(0; 1; 6) va c6 vtcp u—1 (1; 2; 3).

= DPuong thang (d») di qua diém My(1; —2; 3) va cé vtcp Q (1; 1; =1).
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Suy ra:

‘[E@]-MIMZ C|S4-D.1-3-3)) 14

[uu ] (-S4-1) Va2

b. Mt phing (P) s& ¢6 cap vicpla u, va u, . Goi i la vtpt ctia mat phing (P), ta duoc:

d((dy), (d2)) =

fi= [uf, uj] =(=5;4; —1) chon i = (5; —4; 1).
Phuong trinh mat phang (P) dugc cho boi:

P): quaM, (0;1;6)

vtpt n(5;—-4;1)

c. Chuyén phuong trinh ctia (d;) vé dang tham s6:

& P):Sx—-4y+z —-2=0.

X=u
(d): {y=1+2u,ue R = Hi(u; 1 + 2u; 6 + 3u).
z=6+3u
ViH: € (d2) nén Hy(1 + t; t — 2; 3 —t), suy ra:
HH,(t-u+1;t-2u-3; -t—3u-3).
Tir diéu kién:
{@Lmo HH, Ly, |HH,u =0
= = —
(d) L(dy) HH, Lu, HH,.u,=0

(t—u+1)+2(t—2u—3)—3(t+3u+3)=0@ u=-1
(t—u+1)+(t-2u=3)+(t+3u+3)=0 t=-1/3
Khi d6, biang cdch thay u, t theo thit tw vao cac phuong trinh tham s6 cta (d)), (d2)

ta duoc Hi(-1; —1; 3), H, g;—Z;E .
3 3 3
Hoatdéng Cho hai duong thing:
520 x=1+t
+y—z+5=
@y): Y va(g): ly=—2+t,t e R.
2x-y+1=0 3¢
z=3—

a. Chiing minh rang hai dudng thing d6 chéo nhau. Tim géc
gitia chung.

b. Tinh khoang cach gitia (d;) va (ds).

c. Viét phuong trinh duong vuéng géc chung cua (d;) va (d).

d. Viét phuong trinh dudng thang song song véi Oz, cit ca
(d1) va (dz)
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B. PHUONG PHAP GIAI CAC DANG TOAN THUONG GAP

Bai toan 1: Dhuong trinh dudng thing,
Phuong phap ap dung
Ta c6:
1. Phuong trinh:
X =X, t+at
y=y,tat,te R
Z=12,+a,t
12 phuong trinh tham s6 clia mot dudng thang khi va chi khi:
a; +a; + a; >0.
Khi d6, né di qua mot diém Mo(Xo; Yo; zo) va c6 vicp i (ar; a; a3).
2. Phuong trinh:

X=Xy _ Y Y Z2—1Z,

a a a,
12 phuong trinh chinh tic clia mot dudng thing khi va chi khi:
aiazasz = 0.

Khi dé, né di qua mot diém Mo(xo; Yo; Zo) va cO vtcp a (ar; az; az).

& Chi ¥: Di kém véi ho dudng thang (d.,) thudng cé thém cic cau héi phu:
Cdu héi 1: Tim diém c6 dinh ma ho duong thang (d.) luon di qua.
Cdu héi 3: Cho diém M c6 tinh chat K, bién luan theo vi tri cia M s dudng thang
cua ho (dm) di qua M.
Cdu héi 3: Chiing minh ring ho duong thang (dm) luon thuoc mot mat phang co
dinh, dé thuc hién yéu cAu nay chiing ta Iua chon mot trong hai cdch sau:
Cdch 1: Khtr m tir hé clia phuong trinh (d), ta dugc:
AX+By+Cz+D=0 (1)
Khi d6 (1) chinh 12 phuong trinh clia mat phang c6 dinh (P)
chita cic duong thang ctia ho (dm).
Cdch 2: Ta thuc hién theo cac budc sau:
Bugc 1: Cic diém M(x; y; z) thudc (dm) c6 toa do thda man phuong trinh:
a[Ai(m)x + Bi(m)y + Ci(m)z + Di(m)] +
+ B[A2(m)xX + By(m)y + Co(m)z + Do(m)] = 0. (2)
Budc2: Lua chon céc gid tri thich hop cua o, B, dua (2) vé dang:
Ax+By+Cz+D=0 3)
Budc 3: Khi d6 (3) chinh la phuong trinh clia mat phang c6 dinh (P)
chita cac duong thang clia ho (dn).
Cdch 3: Ta thuc hién theo cac budc sau:
Budc 1: Tim diém c6 dinh Mo(Xo; yo; Zo) ma ho dudng thang (d.)
luon di qua.

Tim vecto ¢ dinh n (A; B; C) # 0 vuong géc véi ho dudng
thang (dm).
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Budc 2: Khi dé, phuong trinh mat phang c6 dinh (P) 1a:
) Qua M (x,:Y,:2,)
. vipt ﬁ(A;B; 0]
& (P): AGx—x0)+ By —yo) + Cz—2) =0.
Vidul: Trong khong gian Oxyz, cho phuong trinh:
x=14+(m+1D)t
y=2+mt .teR. (1)
z=(m-0Dt
a. Tim diéu kién clia m dé phuong trinh trén 13 phuong trinh cia mot ho duong
thang ki hiéu 12 (d.), tir d6 chi ra diém c6 dinh ma ho (d.) luon di qua.
b. Diém A(3; 3; 1) ¢6 thuoc dudng thang nao clia ho (d.) khong.
c. Chitng minh rang ho dudng thang (d.) luon thuoc mot mat phang (P) co
dinh, tim phuong trinh mat phang (P).
é} Huéng dan: St dung kién thic trong phan phuong phap gidi toan.
L5 Gidi
a. Taco:
al +a+a=m+1P?+m’+ (m-1)?>=3m?>+2>0, Vm
Vay v6i moi m, phuong trinh (1) 12 phuong trinh tham s6 ctia ho dudng thang (dm)

va dé nhan thay ho (d.) luon di qua diém c6 dinh M(1; 2; 0), Gng vé6i t = 0 khi thay
vao phuong trinh tham s6 ctia dudng thang.

b. Diém A(3; 3; 1) thuoc mot dudong thang ctia ho khi hé sau c6 nghiém:

3=1+(m+1)t mt+t=2 t=1
3=2+4+mt & smt=1 & ¢mt =1, vo nghiém.
1=(m-1t mt—t=1 t=0

Vay, diém A(3; 3; 1) khong thuoc dudng thang nio clia ho (dm).
c. Talua chon mdt trong ba cach lap luan sau:
Cdch I: Tix hé (1) bang cach rit theo t, ta duoc:

t—X_l
m+1 x-1 y-2
_ - —y+)=y-2
(=Y 2<:>m+1 m<:>m(X y+l)=y
m y-2 z m(y—z-2)=y-2
f=_Z m m-1
m-—1
X_er1:1:>x—2y+z+3:0.
y—z-2

D6 chinh I phutong trinh mat phing (P) ¢6 dinh chita ho dudng thang (d).
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Cdch 2: Tirhé (1) bang cach cong phuong trinh thit nhét véi phuong trinh thi ba, ta dugc:
X+z=1+2mt N X+z=1+2mt
y=2+mt 2y =4+2mt
D6 chinh I phutong trinh mat phang (P) ¢6 dinh chita ho dudng thang (d).
Cdch 3: Ho (dm) 6 vtcp @ (m + 1; m; m — 1) va véi vecto ﬁ(l; —2; 1) ta c6 nhan xét:
in=m+1-2m+m-1=0,Vm< daLln,Vm
Do d6, ho (dw) thuoc mit phang (P) c6 dinh ¢6 phuong trinh duoc cho bai:
Qua M, (1;2;0)
. vtpt ﬁ(l;— 2;1)
& Nhdn xét: Nhu vy, véi cau hodi ¢) ching ta da trinh bay theo ba cach:
= O cdch 1, ching ta thuc hién viéc chuyén phuong trinh ctia ho (dw) vé
dang chinh tic réi dang tdng quat (giao tuyén clia hai mat phiang) va tir
dé khir m dé nhan dugc phuong trinh mat phiang c6 dinh (P). Cong viéc
nay thuc chat 1a khir dan cac tham s6 t va m.
= O cdch 2, chung ta thuc hién lién ti€p hai phép khit cho cac tham so t
va mt va day 1a cach gidi ma cac em hoc sinh hiy ghi nhan dé 4p dung
cho céc bai tap tuong tu.
= O cdch 3, dé tim dugc vecto n chiing ta thuc hién nhu sau:
Gia st n (A; B; C) va khi dé:
i.n =0, Vm<< Am+1)+Bm+Cim—-1)=0, Vm
S A+B+COm+A-C=0,Vm
{A +B+C=0 { A=C
=

=>x-2y+z+3=0.

&SPrx-2y+z+3=0.

A-C=0 B=-2C"
Tir d6, chon C = 1 ta duge n (1; =2; 1).

Vidu2: Trong khong gian Oxyz, cho phuong trinh:
l-x y+1 z+2

1 m m-1 )
a. Tim diéu kién clia m dé phuong trinh (1) 12 phuong trinh chinh tic ctia mot
dudng thang, goi 12 ho (d»). Khi dé, im diém c6 dinh ma ho (d.,) ludn di qua.
b. Chiing t6 ring ho dudng thang (d.) luén thuoc mat phang (P) c6 dinh.
c. Tinh thé tich khéi tit dién gi6i han bdi mat phang (P) va cdc mat phang toa do.

é} Hudng dan: St dung kién thic trong phan phuong phap gidi toan.

&5 Gidi
a. Dé phuong trinh (1) 12 phuong trinh chinh tic clia mot dudng thang diéu kién 1a:
mm-1)#20<m#0vam# 1. *)

Véi diéu kién (*) ta thdy ngay ho dudng thang (dm) luon di qua diém c6 dinh
Moy(1; —1; =2).
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b. Ta lua chon mdt trong hai céch 1ap luan sau:
Cach I: Tu (1), ta duoc:

I-x y+1
1 mo m(l-x)=y+1
I-x z+2 m(l-x)=—x+2z+3

>y+1l=—x+2z+43

1 m-1
&x+y—-z-2=0.
D6 chinh I phurong trinh mat phing (P) c6 dinh chita ho dudng thang (d).
Cdch 2: Cdc dudng thang thuoc ho (dm) ¢6 vicp u(~1; m; m—1).

Véi vecto ﬁ(l;l; —1) ta cé nhan xét:
un=-11+ml+(m-1)(-1)=-1+m-m+1=0 < uln, Vm.

Vay, ho duong thang (d.) luén thudc mat phiang c6 dinh (P) ¢é phuong trinh duoc
cho boi:

ua M, (1;-1;-2
P'{Q of )c>(P):x+y—z—2:0.

. thtﬁ(l;l;—l)
c. Taco:
(P)nOx ={A(2;0;0)}, (P) n Oy = {B(0; 2, 0)},
P) Oz ={C(0; 0; =2)}.
Thé tich khoi tit dien OABC duoc cho béi:

V=10A0BOC = 1.2.2.|—2| =4 (dvtt).
6 6 3

& Nhdn xét: V6i mat phang (Q) ching ta con gap mot dang todn 1 "Tim duong
thang cd dinh luén thuéc ho mdt phang (Q)". Thi du v6i mat phang
(Q): x + my — 3mz — m — 1 = 0 ta thuc hién phép bién déi:

Q:x-1+m(y-3z-1)=0
Tir d6, suy ra dudong thang c6 dinh thuoc ho mat phing (Q) c6
phuong trinh:
(@ {x =0
y—-3z—-1=0
Nhu vay, dé ching minh ho mat phang (P.,) luon di qua mot dudng
thang (d) c6 dinh, ta thuc hién theo céc buéc:
Buéc 1: Bién doi phuong trinh ctia ho (Py,) vé dang:
f(x,y, z) + mg(x,y, z) =0.
Buéc 2: Vay, ho (Py) luon di qua mot duong thang (d) c6 dinh c6
phuong trinh:
d): {f(x,y,z) =0 .
g(x,y,2)=0
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Bai toan 2:  Chuyén dang phuong trinh ducng thing,

Phuong phap ap dung
1. Véi (d) cho du6i dang tham so:
X=X,+a;t
d):y=y,+a,t,te R. (1)
z=27,+at

Biang céch riit t tir hé, ta s& nhan duoc phuong trinh chinh tic ctia duong thang
(d), cu thé:

(1)<:;> y_YO:t:X_XO _Y Y _Z_ZO.

D6 chinh I phutong trinh chinh tic ctia dudng thang (d).
2. Véi (d) cho du6i dang chinh tdc:

(d) X=Xy — Y=Y, — -2, ) (2)
al a2 a3

Béng viéc sir dung tham s6 trung gian t ta nhan dugc phuong trinh tham s6
ctia duong thang (d), cu thé:
X=X, +at
Qe XX YTV 275 _yody: Jy=y, +at,te R.
al a2 a3

z=12,+a,t
D6 chinh 14 phutong trinh tham s6 ctia dudng thang (d).
3. Véi (d) cho duéi dang 1 giao tuyén ctia hai mat phang cit nhau:

P): Aix+Biy+Ciz+ D=0, (P): Axx+Byy+Cz+D,=0

Khi dé, dudng thang (d) gébm céc diém M(x; y; z) thoa man hé phuong trinh:
Ax+By+Cz+D, =0

{A2X+B2y+C2Z+D2 =0
Dé c6 duoc phuong trinh dang tham s6, chinh tic cua (d) ta lua chon mot trong
hai céch sau:
Cach I: Thuc hién theo cic budc sau:

Budc 1: Goi u 1a viep, ta c6:
B| Cl Cl Al

u=[n.n,] :[Bz c,lle, A,

Budc 2: Tim mot diém M(xo; yo; zo) € (d).

A, B
A, B,

b b
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Buoc 3: Vay, ta duoc:
(d): {qua M(X¢;¥0520)

vicp u

Tt dé ta c6 duoc:
»  Phuong trinh tham s6 cta (d).
*  Phuong trinh chinh tac cta (d).
Cdch 2: Thuc hién theo c4c budc sau:
Budc 1: Tim hai diém A, B € (d).
Buoc 2: Vay, ta duoc:

ua A
(d): {Q .
vtcp AB
Tt dé ta c6 duoc:
*  Phuong trinh tham s6 cta (d).
*  Phuong trinh chinh tac cta (d).
Luu y: Véi yéu ciu xac dinh phuong trinh tham s6 ctia dudng thang (d) ching ta
c6 thé thuc hién don gian hon béing céch dit x = t (hodc y = t hodc z = t)
tir d6 suy ra 'y va z theo t.

Vidul: Trong khong gian Oxyz, cho dudng thang (d) c6 phuong trinh:

x=2-t
(d):qy=4+2t,teR.
z=1-t

a. Viét phuong trinh chinh tac cua (d).
b. Tim toa do céc giao diém A, B, C clia (d) véi cidc mat phang toa do.
c. Tinh ti s6 dién tich cua hai tam giac OAB va OAC.

é} Hudng ddn: Véi cau a), st dung kién thiac trong phan phuong phéap gidi toan.
£ Gidi

a. Ta c6 thé trinh bay theo céc céch sau:

Cdch I: Bang cach rit t tir hé, ta dugc:

xo2e 2 y-4 z-1
x=2 y-4 z-
d: ly—4=2t & (d): 2 2=Y"2_2"0
(@ {y R
z—1=—t

D6 chinh 14 phuong trinh chinh tic ctia duong thang (d).
Cdch 2: Tu phuong trinh tham s6 ctia dudng thing (d), ta dugc:

- (d)
vtep u(—1; 2; - 1) -1 2 -1

{QuaM(2;4;1) x-2 y-4 z-1
f—g . = = .

b. Ta lan luot:
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» Toa do giao diém A clia (d) véi mat phing (Oxy) 1a nghiém ctia hé:
Xx=2-t x=2-1=1

y=4+2t = {y=4+2=6 < A(l; 6;0).

z=1-t=0 z=0

» Toa do giao diém B cia (d) v6i mat phang (Oxz) 13 nghiém clia hé:

x=2-t x=2+2=4
y=442t=0 = {y=0 < B(4; 0; 3).
Z:l—t Z=1+2:3

» Toa do giao diém C clia (d) v6i mat phing (Oyz) 12 nghiém clia hé:
x=2-t=0 x=0

y=4+2t = Jy=4+22=8 < C(0; §; -1).

z=1-t z=1-2=-1

c. Ta c6 thé trinh bay theo céc céch sau:

Cdch 1: Ta lan luot co:

o
7

Jiot

lrsx o1l ]
Ssoac = 5‘[OA’ OC] = l=6: 1 8)] =

=~ =57 _1
Sa0aB :5‘[OA3 OB]‘ =5|(18; -3;-24)| =

Twr d6, suy ra:
Ssons _ N909/2 ;
Swoas V10172 7

Cach 2: Ta co:

Lh

Saoas _2 _d(0, AB).AB _ d(O, (d)).AB _AB _ J54 _s

S,onn % b, AC ~d(0, AC)AC d(O, (d)).AC AC 6

AB

AB*

Vidu2: Trong khong gian Oxyz, cho dudng thang (d) c6 phuong trinh:
x-1 y-1 1-z
d): = = .
(@ 1 1 1
a. Viét phuong trinh tham s6 cua (d).
b. Viét phuong trinh mat phang (P) chita (d) va cat chiéu duong cic truc toa
do tai c4c diém A, B, C sao cho tit dién OABC c6 thé tich bang 6.

é} Hudng ddn: Véi cau a), st dung kién thiac trong phan phuong phéap gidi toan.
£ Gidi

a. Ta c6 thé trinh bay theo céc céch sau:
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Cdch I: Bang viéc st dung tham s6 trung gian t , ta duoc:
x=1+t
=t (d):qy=1+t,teR.
z=1-t
D6 chinh 1a phuong trinh tham sO clia dudng thing (d).
Cdch 2: T phuong trinh chinh tic ctia duong thang (d), ta dugc:

=1+t
Qua M(L; 1: 1) Xx=1

d): - & (d):qy=1+t,teR.
viep u(l; 1; = 1) s=1—t

x=1 y-1 1-z
1 1 1

b. Dé thay dudng thang (d) di qua hai diém M(1; 1; 1) va N(0; 0; 2).
Véi ba diém A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; ¢) vé6i a, b, ¢ > 0, ta duoc phuong trinh:

(P):£+%+E=1 & (P):bex +acy +abz =abc . (1)
a c
Ta lan luot:
* Thé tich ttt dién OABC bing 6, ta duoc:
Voasc=6 & %OA.OB.OC =6 < %a.b.c =6 < abc =36. 2)
» Mat phang (P) chita (d) khi n6 chita cic diém N, M, ta dugc:
2ac =abc @
< 12b+2a+ab=36 < Ja+b=9.
bc+ac+ab =abc
ab=18 ab=18

Tl hé trén, suy ra a, b 1a nghiém ctia phuong trinh:
t, =3 {a=3véb=6
=

?-9t+18=0 .
t,=6 a=6vab=3

Khi do:
= Vé6ia=3,b=06vac=2thay vao (1), ta duoc:
P1):6.2x +32y+3.62=3.62< (P)): 2x +y+3z-6=0.
= Vé6ia=6,b=3vac=2thay vao (1), ta duoc:
(P2):32x+62y+632=632< (P): x +2y+32-6=0.
Vay, ton tai hai mat phang (Py), (P2) thoa min diéu kién diu bai.

@ Cha y: Céc em hoc sinh cén tranh sai 14m khi cho ring dudng thing (d) ¢6 vtep
1a u(; ;- 1).
Vidu 3: Trong khong gian Oxyz, cho hai mat phing (P) va (Q) c6 phuong trinh:
P):x+4y-22-6=0, (Q):x-2y+4z-6=0.
a. Chiing t6 rang hai mat phang (P) va (Q) cit nhau theo giao tuyén (d). Hay

tim toa do ctia mot vtcp cua (d).
b. Viét phuong trinh tham sé va chinh tic ctia dudng thang (d).
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c. Viét phuong trinh mat phang (P) chita (d) va cat cdc truc toa do tai cic
diém A, B, C sao cho hinh chép O.ABC 1a hinh chép déu.

é} Huéng ddn: Véi cau a), st dung kién thic trong phan phuong phép gidi toan.
L5 Gidi
a. Goi Il_P’ , g theo thit tu 12 vtpt clia cac mat phang (P), (Q), ta c6:
n, (134;-2), n, (1;-2;4)= n, va n, khong ciing phuong < (P) N (Q) = (d).

Pé tim mot vtep u cia giao tuyén (d) ta c¢6 thé sir dung cdc céch sau:
Cdch I: Giao tuyén (d) gébm cac diém M(x; y; z) thda man hé phuong trinh:

x+4y—-2z-6=0 M
X-2y+4z-6=0
Suy ra M(6; 0; 0) € (d) va N(2; 2; 2) € (d) nén u=MN =(—4; 2; 2).
Cdch 2: Goi u 12 mot vtep ciia dudng thang (d), ta c6:
u= [ITP, Q] = (12; —6; —6) chon u(2;—1;—1).
b. Ta con c6 thé thuc hién theo céc cich sau:
Cdch I: Ta cé:
QuaM(6;0;0) Qua M(6;0;0)
(d) :{ & (d): o
QuaN(2;2;2) vtep MN(—4;2;2) chon (2; —1; —1)
X=6+2t 6
& (d):ly=—t ,teR hodc (d): 2 2= -2
2 -1 -1
z=—t
Cdch 2: Ta c6:
Qua M(6;0;0) x=6+2t
: - & (d):qy=—-t ,teR
vtep u(2;—-1;—-1) S
hoac (d): X0 =Y %
2 -1 -1
Cach 3: Trong h¢ (I) cho z = t, ta dugc:
x+4y-2t-6=0 x=6-2t
X=2y+4t-6=0 < Jy=t . II)

z=t z=t
D6 chinh 14 phuong trinh tham s6 ctia dudng thing (d).
Tu hé (IT), bang cach riit t, ta dugc:
6-x y z Xx—6 y z
t= = - =

2 1 1 -2 1 1
D6 chinh 12 phuong trinh chinh tic clia dudng thang (d).
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c. D@ thay duong thang (d) di qua hai diém M(6; 0; 0) va N(2; 2; 2).
Véi ba diém A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c), ta dugc phuong trinh:
P2y 2o, (1)
a b c
Ta lan luot:
* Hinh chép O.ABC Ia hinh chép tam gidc déu, ta duoc:

OA=0B=0C< |a| = |b] = |c]. 2)
» Mat phang (P) chita (d) khi n6 chita cic diém N, M, ta dugc:

6 . a==6

P @)

a = l+l:l < a=b=c=6.

2 2 2 b ¢

e |

a c |b|=|c|=6

Vay, mat phiang (P): X + y + z — 6 = 0 thod man diéu kién dau bai.

Bai toan 3: Vi€t phuong trinh duong thing,
Phuong phap ap dung
Dé viét phuong trinh dudng thang (d), ta sit dung céc két qua:
1. Puong thang di qua mot diém va biét vtcp:

a) {Qua M, (Xy:¥0320)

vtcpg(al;az;a3)

suy ra:
»  Phuong trinh tham s6 ctia (d) c6 dang:
X=X,+at
(d):y=y,+at,te R.
Z=27,+ast

*  Phuong trinh chinh tac cta (d) ¢6 dang:
(d) X=Xy _ Y=Y _ 272 .

a, a, a,
2. DPuodng thang di qua hai diém:
(d): {Qua M, (x,5y152) o (d): {Qua M, (x;3,52,)
Qua M, (X,3Y,32,)

vicp Mle(Xz —X15Y) T Y52, _Zl)
suy ra:
* Phuong trinh tham s6 ctia (d) c6 dang:
X=X, +(x, —x)t
(d): y=y,+(y,—y)t,te R.
z=2 +(z,—2z)t
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*  Phuong trinh chinh tac ctia (d) c6 dang:

: — =20 - .
X, =X Y.= Y, Z, -7
3. Pudng thang dugc coi la giao tuyén ciia hai mat phiang (P), (Q) chita né. Va khi
d6 céc em hoc sinh can thuc hién viéc chuyén dang phuong trinh dudng théng.

_ -7

Vidul: Trongkhong gian Oxyz, cho diém M(3; —5; 7) va mat phang:
P):x-2y+3z-6=0.
a. Viét phuong trinh dudng thang (d) qua M va vuong géc véi (P).
b. Viét phuong trinh hinh chi€u vuong géc clia dudng thang (d) trén mdi mat
phang toa do.
c. Viét phuong trinh mat phang (P) chita (d) va cat cdc truc toa do tai cic
diém A, B, C sao cho hinh chép O.ABC 12 hinh chép tam gidc déu.

@5 Hutng ddn: Véi cau a), stt dung diéu kién mat phing (P) qua M va c6 viep 14 vipt ctia (P)

&5 Gidi
a. Tacé:
=3+t
M ua M(3;-5;7 x
(dy{f?i_P PN d:{Q M ) o (@:ly=—5-21.teR.
(d) L(P) viep n, (1;:—2;3) e

b. Ta lan luot cé:
» Hinh chi€u vuong géc ctia (d) 1én (Oxy) c6 phuong trinh:
x=3+t
(d):qy=-5-2t,teR
z=0
» Tuong tu, hinh chi€u vuong géc (dz), (ds) ctia (d) 1én cdc mat phing (Oyz) va
(Oxz) c6 phuong trinh:

x=0 Xx=3+t
(dy)):qy=-5-2t,teR, (d;):qy=0 ,teR
z=T7+3t z=T7+3t

c. D& thdy duong thang (d) di qua hai diém M(3; —=5; 7) va N(1; —1; 1).
Véi ba diém A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c), ta dugc phuong trinh:

X Z
Q:2+¥1 2o, (1)
a b c
Ta lan luot:
» Mat phang (Q) chita (d) khi n6 chita céc diém N, M, ta duoc:
3 5 7
—_— E + Z = l
a
: @D
1 1.1,
a b c
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» T dién OABC déu, ta dugc:

OA=0B=0C« |a| = |b| = |c|.

Khi dé:

2)

— Neé€u a =b thi hé (I) c6 dang:

3
a
1.

a

§+Z=1
a ¢
.1

=1
a ¢

_%_1_1:1
a ¢

L
C

loai vi khong thoa man (2).
— Né€u a =-b thi hé (I) c6 dang:

3
=+
a

1
—+
a

§+z=1
a ¢C
1.1
a C

§+Z:1

<~

1
a
1 (L

=1
. thoa man (2).

a c
2 1
_+_
a ¢

C

Vay, mat phang (Q): x —y — z— 1 = 0 thod min diéu kién diu bai.

& Nhdn xét.

1. Ching ta biét rang giao diém H ctia dudng thang (d) v6i mat phing (P) trong cau
a) chinh 12 hinh chi€u vuong géc cta diém M trén (P). Nhu vay, ching ta ¢6 thém
mot phuong phap dé "Tim toa dé hinh chiéu vuong géc cua diém M trén mdt

phang (P) cho

truoc".

Diéu kién vuong géc v6i mit phiang (P) trong cau a) ¢6 thé duoc ddi thanh "Song

song véi mot duong thing (A)", vi du tiép theo s& minh hoa diéu nay

AN

moi mdt phdng toa do

Dé "Viét phuong trinh tong qudt hinh chiéu vuéng géc cia duong thdng (d) trén
ching ta thuc hién theo céac budc:

Budc 1: Chuyén phuong trinh duong thang (d) vé tham so:

Buoc 2: Khi

(d):

do:

X=X, +at
y=Yy,+tat,te R.

Z=Z0+33t

Hinh chiéu vuong géc cta (d) 1én (Oxy) c6 phuong trinh:

(d):

X=X, +at
y=y,+tat,te R.
z=0

Hinh chiéu vuong géc cua (d) 1én (Oyz) c6 phuong trinh:

(d):

x=0
y=y,+at,te R.

72=17, +a3t
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* Hinh chi€u vuong géc cua (d) 1én (Oxz) c¢6 phuong trinh:

X=X, +a,t
(d): sy=0 ,te R.
z=1z,+a,t

Tuy nhién, khi thay mat phing toa do bang mot mit phang (P) nao dé
thi ching ta can mot phuong phap khac (s€ duge trinh bay & phia sau).
4. Cau c) cta vi du trén con c6 thé dugc phat biéu du6i dang "Viét phuong trinh mdit
phang di qua diém M, vuong géc véi (P) va cdt cdc truc toa do tai cdc diém A, B,
C sao cho hinh chép O.ABC la hinh chép tam gidc déu". Va khi dé dé c6 duoc 10i
giai doc 1ap véi cau a) ching ta thuc hién nhu sau:
V6i ba diém A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; ¢), ta dugc phuong trinh mat phang (Q)
di qua ba diém A, B, C c6 dang:

X VA
Q:=+2+2=1. (1)
a b ¢
Ta lan luot:
» Mat phang (Q) di qua diém M, ta duoc:
3 5 7
e 2
a b c )
- 2 . o 1 2 3
= Mat phang (Q) vudng goc véi (P), ta duoc ——E+—=O. 3)
a C
* T dién OABC déu, ta duoc:
OA=0B=0C< |al = |b| = [c]. (4)
Khi dé:
— Neéu a = b thi hé tao bdi (2) va (3) ¢6 dang:
35T (200 (o
R R
———+==0 —+-=0 c=1
a a C a C
loai vi khong thoa man (4).
— Né€u a =-b thi hé (I) c6 dang:
§+§+Z=] §+z=] l:l a:1
aac P @{ thod man (4).
1 2 3 1 1 1 c=-1
—+—+—=0 —+—=0 —=-1
a a C a C C

Vay, mat phang (Q): x —y — z— 1 = 0 thod min diéu kién diu bai.
Vidu2: Trong khong gian Oxyz, cho diém M(4; —2; 2) va duong thang (A) c6
phuong trinh:
x-3 -2 z-1
(A): . N
2 1 2

a. Viét phuong trinh dudng thing (d) qua M va song song vdi (A).
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o
N

b. Viét phuong trinh mat phiang (P) qua M va cich (A) mot khoang bang

é} Huodng dan: Ta 1an lugt:
a. V0icaua) duong thzzmg (d) s& qua M va c6 vtcp la vtcp cta (A).
b. Véi cau b) véi phuong trinh téng quat cda (P) ta sit dung cac gia thiét
theo thu tu:
= M thuéc (P).
=  Mat phzzmg (P) song song v6i duong thazmg (A).
»  Khoang cach tit M t6i mit phing (P).

&5 Gidi
a. Taco:
X =4+2t
M(4;-2;2
(d):{%uj/hz @(d):{QuaJ g "o @ ly=2+11cR.
(d)//(A) vtep u, (2;1;2) S22+t

b. Ta c6 thé trinh bay theo cdc cdch sau:
Cdch I: Lay diém N(0; —4; —2) thuoc (d) va A(3; 2; 1) thuoc (A). Mat phang (P) cin
dung s& song song v6i (A) nén chia (d) va do d6 né di qua diém N.
Gia sir mat phang (P) c6 phuong trinh:
(P): Ax+By+Cz+D=0,v6i A>+ B>+ C*> 0.
Ta lan luot c6:
=  ViM, N thudc (P) nén:
4A-2B+2C+D=0 - 2A=-B-2C
—4B-2C+D=0 D=4B+2C
» DPEd((A), (P)) = 1 diéu kién la:
A P) =L o 3A+2B+C+D| 9
, NG JAT4B +C? A5
< 5(3A+2B+C+4B+2C) =81(A” + B + C?)
< 5(A+2B+C) =9(A? +B* +C?)
< 5(2A+4B+2C)  =9(4A” + 4B +4C?)
< 5(-B-2C+4B+ 2(:)2 =9(-B—-2C)’ +9(4B* +4C?)
C=0
C=-2B"

<> 45B° =45B* +36BC+72C° < BC+2C? =0 < {
Khi dé:
= V6i1C=0thi2A=-BvaD =4B =—-8A nén:
(P1): Ax—2Ay-8A=0< (P1): x -2y -8=0.
= V6iB=-2Cthi A=0vaD=-6Cnén:
P2): 2Cy+Cz-6C=0= (P2): 2y—z+6=0.
Vay, ton tai hai mat phang (P;) va (P,) thoa man diéu kién diu bai.
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Cdch 2: (Doc lap v6i cau a): Gia sit mat phang (P) c6 phuong trinh:
(P): Ax+By+Cz+D=0,v6i A>+ B>+ C*> 0.
Ta lan luot c6:
» Lay diém A(3; 2; 1) thuoc (A) va vi M thudc (P) nén:
4A-2B+2C+D=0. (1)
* Mit phang (P) cin dung s& song song véi (A) nén:

. o [B=-2A-2C
n, Lu, ©n,u, =0 <2A+B+2C=0 & .
D=-8A-6C
= DPEd((A), (P)) = 1 diéu kién la:
9 BA+2B+C+D| 9
dA, (P))=—%= < =—
NCEEN OGN
BA+2(-2A-2C)+C-8A-6C| 9
R ——
JA? +(=2A-2C) + C? V5
—9A -9C C=0
& | | =i <:>4AC:O<:>[ .
JSA +4AC+5CC 5 A=0

Khi dé:
= V6i C=0thi B=-2A va D =-8A nén:
(P)): Ax — 2Ay — 8A =0 < (P)): x — 2y — 8 = 0.
" V6i A=0thiB=-2CvaD =-6C nén:
(P): —2Cy + Cz— 6C =0 <> (P): 2y — 2+ 6= 0.
Vay, ton tai hai mat phang (P;) va (P,) thoa man diéu kién diu bai.

& Chu y: Chiing ta biét rang "Puong thdng (A) cé thé duoc coi la giao tuyén cla
hai mdit phang (P1) va (P2)", khi d6 duong thang (d) s& song song véi (Py), (P2) va nhu
vay cau a) ctia vi du trén s& duoc mé rong dudi dang "Viét phuong trinh duong thdng
(d) di qua diém M va song song véi hai mdt phdng cdt nhau (Py) va (P2) cho trudc".
Vi yéu ciu nay chuing ta lua chon mot trong hai cach sau:
Cdch 1: Thuyc hién theo cac budc:

Budc 1; Tim cic vtpt nT va nj clia cac mat phang (P1) va (Py).

Bubc 2: Goi u 12 viep cha dudng thing (d), ta c6:
u= [nl, nz] :
Budc 3: Khi d6, ta duoc:
Qua A
(d): { o

vicp u
Cdch 2: Thuc hién theo cac budc:
Budc 1; Viét phuong trinh cic mat phang:
* (Q)) qua A va song song v6i (Py).
*  (Q2) qua A va song song véi (P2).
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Buoc2: Khi d6, dudng thang (d) cin dung chita cdc diém M(x; y; z) thod man hé:

Q) #
{<Q2>' ®

Chuyén hé (*) vé dang tham s0.

Vidu 3: Trong khong gian Oxyz, cho diém M(1; —1; 2) va hai mat phing (P)), (P>) c6
phuong trinh:
P):x+2y+22-4=0,P):x+y—-22+2=0.
a. Tim goéc giita hai mat phang (Py), (P2).
b. Viét phuong trinh duong thang (d) di qua diém M va song song v6i hai mat
phang (P1), (P2).
c. Viét phuong trinh mit phing (Q) chita hai duong thang (d;), (dz) di qua diém
M va theo thit tr vudng géc v6i hai mat phang (Py), (P»).
&S Gidi
a. Goi ni , nj theo thit tu 12 vtpt clia cdc mat phang (Py), (P,), ta c6:
n, (1;2;2), n, (15 1; -2).
Khi d6 cosin géc a tao bdi (Py) va (P2) duge cho boi:
[L.1+2.1+2.(-2) 1
VP42 222 [P+ +(22) 36

cosa =

b. Ta c6 thé trinh bay theo cdc cdch sau:
Cdch 1: Goi u 1a mot vtep clia dudng thang (d), ta c6:

{(d)//(PJ - {u M e u=[mn]= 64,

(d)//(P,) uln,
Khi do:
Qua M(I:—1:2) x=1-6t
(d): - & (d): sy=-1+4t,te R.
vtep u(—6;4;—1) S

Cdch 2: Goi (Q1), (Q2) theo thit tu 13 cdc mat phiang di qua M va song song véi (Py),
(Py), ta 1an luot co:
* Phuong trinh miat phing (Q:) dugc cho boi:
Qua M(1;-1;2)
(Q1 . .
vtpt n,(1;2;2)
* Phuong trinh mat phang (Q,) dugc cho boi:
Qua M(1;-1;2)
(Qz . I
vtpt n, (1;1;—2)

< Q):x+2y+22-3=0.

S (Q):x+y—-22+4=0.
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Khi dé, dudng thang (d) can dung chinh Ia giao tuyén ctia (Q:) va (Q), né chita
céc diém M(x; y; z) thod man hé:
{x+2y+22—3=0. )
Xx+y—-2z+4=0
Bing viéc dat z=t (t € R), ta bi€n déi he (*) vé dang:
X+2y+2t-3=0 x=—-11+6t
Xx+y—-2t+4=0 < jy=7-4t ,te R.
z=t z=t
D6 chinh 12 phuong trinh tham s6 clia duong thang (d) cin dung.
c. Goi n, 1a mot vtpt ciia mat phing (Q), ta c6:

{(Q):(dlu(m {(Q)i(l’l) {i ln
= =

(Q>(d,) L(P) (Q L(P) ng L,
< QZ[H{’ ;z] = (=6; 4; —1) chon n,(6; -4; 1).
Khi do6:

{Qua M(1;-1;2)
: < (Q):6x—-4y+z-12=0.

' vipt g(6;—4;1)

@ Chi y: Cic em hoc sinh cn luu ¥ t6i viéc & cau b) c6 thé thay déi diéu kién song
song véi mat phang (P)) (hoic (P»)) biang yéu cau vuong géc vé6i dudng thing (d;) (hoic
(dv)). DE "Viét phuwong trinh duong thang (d) di qua diém A va vuong géc véi hai
duwong thang (di) va (da) cho truéc” chiing ta lua chon mot trong hai c4ch sau:
Cdch 1: Thuc hién theo cac budc:

Budc 1: Tim cdc vtep u, va u, cia cic dudng thing (dy) va (do).

Buoc2: Goi u 1a vicp clia dudng thing (d), ta c6:

u = [ul, uz].

Buoc 3: Khi do, ta duoc:
Qua A
(d): { .

vtep u

Cdch 2: Thuc hién theo cac budc:
Budc 1; Viét phuong trinh cdc mat phang:
= (P1) qua A va vuong géc véi (di).
= (P») qua A va vuong géc véi (do).
Buoc2:  Khi d6, dudng thang (d) can dung chia cdc diém M(x; y; z) thod man hé:
{(Pl) ' (*)
(P,)
Chuyén hé (*) vé dang tham so.
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Vidu4:; Trong khong gian Oxyz, cho diém M(1; 2; 1) va hai dudng thang (d;) va
(d2) c6 phuong trinh:
x y-1 2-z
d):—=—= , (dy):
(d) 171 1 (d,) 0 5

a. Tim géc va khodng céch gifta hai dudng thang (d,), (dy).

b. Viét phuong trinh dudng thing di qua diém A va vuong géc véi ca (d), (do).
&S Gidi
a. Taco:

* Puong thang (d;) c6 vtcp \71(1; 1; —1) vadi qua diém M, (0; 1; 2).

* Puong thang (d») c6 vtcp \72(1; —2;1) va di qua diém Mx(1; 1; 0).

Khi do6, ta 1an luot c6:

» (Cosin géc o gitta hai duong thiang (d;) va (dz) duoc cho béi:
1-2-1| 2

X—l_l—y_z
—_— _

V..V,

cosa =

PP (2 1 VI8

» Khodng cich giita hai dudng thang (d;) va (d.) dugc cho boi:
[vivi MM o oaa0-2) s
[Vﬁ,v—z‘] (-1, -2;-3)| Jia®
b. Goi (d) 12 dudng thang can dung, ta c6 thé trinh bay theo cic cdch sau:
Cdch I: Gia su (d) c6 vtep u, ta co:

v,

&

d((dl ), (dz )) =

L) |ulv, - — — .
=1 _éuz[vl,vz]z(—l;—2;—3) chon u(l; 2; 3).
DL oLy,
Tu do, ta co:
Qua M(1;2;1) x=l+t
(d): - & (d):qy=2+2t, teR.
vtep u(l;2;3) L= 143t

Cdch 2: Ta lan luot:
= Goi (P)) 12 mat phang di qua A va vuong géc véi (d;) thi:
Qua M(1;2;1)
P): _
vipt v,(1;1;,-1)
= Goi (P2) 12 mat phang di qua A va vuong géc véi (d,) thi:
Qua M(1;2;1)
P2): _
vtpt v, (1;,—2;1)
Khi d6, dudng thang (d) can dung chita cdc diém M(x; y; z) thoa man hé:
X+y-z-2=0
X=2y+z+2=0

& P):x+y—-z-2=0.

& (Py):x-2y+z2+2=0.

)
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Bang viéc dat x =t, ta bién d6i hé (*) vé dang:
x=t X=t
t+y-z-2=0 < Jy=2t ,teR.
t—=2y+z+2=0 z=-2+3t
D6 chinh 12 phuong trinh tham s6 clia duong thang (d) cin dung.

& Chu y: Dé "Viét phuong trinh duong thing (d) di qua diém A cdt hai duong
thing (di) va (da) chéo nhau cho truéc", ta c6 thé lua chon mot trong céc cich:
Cach I: Ta thuc hién theo cic budc:
Buoc 1: Gia stir duong thing (d) cat (di) va (da) theo thit tu tai B, C. Khi d6 toa
do B, C theo thit tu thoa man cac phuong trinh cua (di) va (d»).
Budc2: Tirdiéu kién A, B, C thing hang ta x4c dinh dugc toa do B, C.
Bu6c3: Viét phuong trinh duong thang (d) di qua A, B.
Cach 2: Ta thuc hién theo cic budc:
Budc 1: Viét phuong trinh mat phang (P;) thod man diéu kién:

Qua A
P): .
(d)e®)
Budc2:  Viét phuong trinh mat phang (P2) thoa man diéu kién:
Qua A
(P»): .
(d,) e(P,)

Budc 3: Puodng thing (d) chinh 12 giao tuyén clia hai mat phang (Pi) va (P,). Va
tir day, ching ta da biét cac cach xac dinh dang phuong trinh cho duong
thang (d).
Cdch 3: Ta thuc hién theo cac budc:
Budc 1: Viét phuong trinh mat phang (P) thod man diéu kién:
Qua A
(P): { .
(d) < (P)
Budc2: X4c dinh giao diém C cua (dy) va (P).
Budc 3:  Viét phuong trinh dudng thang (d) thoa man diéu kién:
ua A
(d): {Q .
vtep AC
Diéu kién di qua diém A trong bai toan trén c6 thé dugc thay bdi diéu
kién song song v6i mot dudng thang (A) hodc vuong géc véi mot mat
phang (P) cho trudc.
Vidu5: Cho mat phang (P) va hai dudng thang (d;) va (d2) ¢6 phuong trinh:
P):3x + 3y —4y =0,
x=1 y-3 z+2 x=2 y-1 z-1
(dp): -7 T » (dy): T T o
a. Tinh cosin géc giita mat phang (P) vé6i cac duong thang (dy), (da).

AY

AY
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b. Viét phuong trinh duong thang vuong géc véi mat phang (P) va cat ca hai
dudng thang (d,), (dy).

&S Gidi
a. Taco:
= Mat phing (P) c6 vipt n,(3; 3; —4).
* Puong thang (d;) c6 vtcp u—l(l; 2; 1) va di qua diém M;(1; 3; -2).
* Puong thang (d») c6 vtcp E(3; —1; —2) vadi qua diém My(2; 1; 1).
Ta lan luot:
*  Goi o la géc gitra (d;) v6i (P) thi:
Uy 1.3+23+1(-4) 5
‘uT‘ V12422 412 .\/32 1324 (—4)? 476

= cosa =+1-sin’a =\/1—£ ESE

476 \476°
=  Goi B la géc gitta (d,) v6i (P) thi:

| 3.3-1.3-2(-4)| 7
P+ (22 A3 43+ (=4 V119

49 /70 /10
= coS =«/1—sin2 = /1l-——=,]—=,/—.
P P 119 119 17

b. Ta c6 thé lua chon mot trong cdc cach sau:
Cdch 1: Chuyén phuong trinh cdc dudng thing (d,), (d) vé dang tham s6:

sino =

n,

u,.n,

sinf =

U,|.Mp

x=1+t Xx=2+3u
(d): 3y=3+2t (te R), (d): {y=1-u (ue R).
z=-2+t z=1-2u

Gia st (A) 1a dudng thing cin dung va (A) cit (d;) va (dz) theo thi tu tai cic diém
E, F. Khi do6:

* DPiémE e (di) suyraE(1 +t; 3 +2t; t—2).

* PiémF € (d2) suyra F2 + 3u; 1 —u; 1 — 2u).

= Vi EF vuong géc v6i mat phing (P) 6 vipt n,(3; 3; —4) ta duoc:
Ju—t+1 —u-2t-2 2u-t+3

3 3 -4

=t=1= E(25 -1).

Khi d6, dudng thang (A) duoc cho bdi:

EF=kn, <

Qua E(2:5:—1) X=2+3t

A): (3% —4 & (A): qy=5+3t ,te R.
t 35—
viep u'( ) z=—1—4t
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Cdch 2: Gia su (A) la dudng thang can dung, khi d6 (A) la giao tuyén ctia hai mat
phang (Q) va (Q»), trong dé:

P) L P)L
Qu): {( )L(Q) Vi (Qu): {( )L (Q,) .

(d)<=@Q) (d,)=(Q,)
*  Phuong trinh mat phang (Q:) dugc cho boi:
Qua M, (1;3;-2) Qua M, (1;3;-2)
Qy:{. T el T
Capvtcp n, va u, vipt ny, =[n,, v, ]=(11-7;3)

< Qu: Ix=T7y+3z+16=0.
* Phuong trinh mat phang (Q,) dugc cho béi:

Qua M, (2;1;1) Qua M, (2;1;1)
Q)] T e 2T
Capvtcp n, va u, vipt ng, =[n;, u,]=(-10;-6;—12)
< (Q): 5x+ 3y +62—19=0.

Vay, duong thing (A) chita cdc diém M(X; y; z) thod man hé:
11x-7y+3z+16=0 M
5x+3y+62-19=0

Bing viéc dat x = 3t + 2, ta bién doi hé (I) vé dang:
x=3t+2 x=2+3t
1Bt +2)~Ty+3z+16=0 < {y=5+3t ,te R.
53t+2)+3y+62-19=0 z=—-1-4t

D6 chinh 12 phuong trinh tham s6 clia duong thang (A) can dung.

Cdch 3: Gia sl (A) 1a dudng thang can dung va (A) cét (d) tai F.
*  Goi (Q:) 12 mat phang vuong géc vé6i (P) va chita (dy), ta c6:
Qua M, (1;3;-2) Qua M, (1;3;-2)
Qx4 T T e@yd T
Capvtcp n, va u, vipt ny, =[n,, v, ]=(11-7;3)
< (Qi): 11x =7y +3z+16=0.
* Toa do diém F 1a nghiém cta hé phuong trinh:
x=2 y-1 z-1 x=5-3y
3 -1 2 edz=2y-1 = F(-1;2;3).
11x-7y+3z+16=0 11(5-3y)-7y+3Q_y-1)+16=0
Vay, phuong trinh duong thiang (A) c6 dang:

) {QuaF(—1;2;3) x+1 y-2 z-3

_ < (A): .
vtep n, (3;3; —4) @) 3 3 —4
Cdch 4: Gia st (A) 1a dudng thang can dung va (A) cét (d,) tai E.
* Goi (Q») 1a mat phang vuong géc véi (P) va chita (dy), ta cé:

Qua M, (2;1;1) Qua M, (2;1;1)
(Q2): { 2): {

} —  — = (WQ) —_ = —
Capvtcp n, va u, vipt ng, =[n;, u,]=(-10;-6;-12)
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< (Q):5x+3y+62—-19=0.
* Toa do diém E la nghiém ctia hé phuong trinh:

x=1 y-3 z+2 y=2x+1

1 2 1 ©49z=x-3
5x+3y+6z-19=0  |5x+32x+1)+6(x—3)—19=0
=E(2:5:-1).
Vay, phuong trinh duong thiang (A) c6 dang:
:{Qua]EZ;S;—l) @(A):X—2:y—5:z+l.
vtep n, (3;3; —4) 3 3 -4

& Chu ¥: Két hop diéu kién vuong géc va cat duong thang ching ta nhan duoc
dang toan "Viét phuong trinh duong thang (d) di qua diém A vuong géc voi duong
thiang (di) va cdt duong thang (d2) chéo nhau cho truéc", vi du s& sau minh hoa
phuong phap thuc hién.

Vidu 6: Trong khong gian Oxyz, cho diém M(2; 2; 1) va hai dudng thang (d;) va
(d2) c6 phuong trinh:
x y-1 z-2 x-3 y-2 z
d):—="——= , (d): .
@)= o (i 2 3
a. Chitng minh rang hai duong thang (d,), (d2) chéo nhau.
b. Viét phuong trinh dudng thang (d) di qua M vuong géc véi (di) va cit (da).

c. Tim céc diém A, B thudc (d) sao cho AOAB can tai O va c6 dién tich bang g .
&5 Gidi
a. Tacé:

* Puong thang (d;) c6 vtcp v~](2; 1;2) va di qua diém M;(0; 1; 2).
* Puong thang (d») c6 vtcp Z(l; 2; 3) va di qua diém My(3; 2; 0).
Nhan xét rang:
[vﬁ, Z].W = (~1;-2;3)(3; I; =2) = —11 = (d1) va (d) chéo nhau.
b. Goi (d) 12 dudng thing can dung, ta c6 thé trinh bay theo cic cich sau:
Cdch I: Chuyén phuong trinh dudng thang (d>) vé dang tham so:
X=3+t
(dr): y=2+2t (t e R).
z=73t
Gia str (d) cat (d») tai diém N, khi d6:
* Diém N e (d) suy ra N(3 + t; 2 + 2t; 31).
» Diéu kién dé (d) vuong géc v6i dudng thang (d,) la:
MNLv, & MN.v, =0 < 2(1+t)+2t+2(3t—1)=0
S 10t=0<1t=0= N(3; 2;0).
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Khi d6, phuong trinh dudng thang (d) duoc cho bdi:

{Qua M(2:2:1) X=2+t

- & (d):qy=2 ,teR.
vtep MN(1;0; —1) g Ly
z=1-

Cdch 2: Ta lan luot:
= Goi (Ry) 12 mat phing di qua M va vuong géc véi (d;) thi:
Qua M(2;2;1)
vipt v,(2;1;2)
* Goi (R») 12 mat phing di qua M va chita (d») thi:
Qua M(2;2;1)
R4~
Capvtcp MM, va v,

R)): &S R):2x+y+22-8=0.

{Qua M(2;2;1)
< (R)): - . —
vtpt n, =[MM,, v,]=(2;—4;2) chon n, (1;—2;1)
S Ry):x—-2y+z+1=0.
Khi d6, dudng thang (d) cin dung chita cic diém M(x; y; z) thod mén hé:
{2x+y+22—8=0. )
X—2y+z+1=0
Bang viéc dat x = t, ta bién d6i hé (*) vé dang:
x=t X=t
2t+y+2z-8=0 << jy=2 ,teR
t—2y+z+1=0 z=3-t

D6 chinh 12 phuong trinh tham s6 cia duong thang (d) cin dung.

@ Luu y: Ching ta c6 thé t6i uu 16i giai trong céch 2 nhu sau:

Gia st (d) v6i veep u 1a dudng thing cdn dung, khi d6 (d) 12 giao tuyén
ctia hai mat phang (R)) va (Ry), trong d6:

) Qua A . ) Qua A
(R {(dJL(R]) va (R {@)c(Rz)'

= Mat phang (R)) c6 vtpt \71(2; I;2).
= Mat phing (R») c6 vtpt n, dugc cho bdi:
n, =[MM,, v,]=(2-4;2) chon n, = (;;-2;1).
»  vicp u cha dudng thing (d) duoc cho béi:
u=[v;,n, |=(50;-5) chon u=(1;0;~1).
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Khi d6, dudng thang (d) dugc cho boi:

Qua M(2;2:1) X=2+t
:Vt =10 1<:>(d): y=2 ,telR.
ep u(L,0; -1) o1t

Cdch 3: Ta lan luot:
= Goi (R)) 12 mat phang di qua M va vuéng géc véi (dy) thi:

Qua M(2;2;1)
R)): &S R):2x+y+22-8=0.

[vipt v,(2;1;2)
» Mit phang (R) cit (d») tai diém N thi toa do ctia N 12 nghiém ctia hé:
x-3_y-2_z y=2x—-4 x=3
1 2 3 ©4z=3x-9 o Jy=2
2x+y+2z-8=0 2Xx+y+2z-8=0 z=0
— N(5; 0; -2).
Khi d6, phuong trinh dudng thang (d) duoc cho bdi:
Qua M(2;2;1) X=2+t
: - & (d):qy=2 ,teR.
vtep MN(1;0; —1)

z=1-t
c. Ciac diém A, B thuoc (d) nén:
A(2 +t;2;1 - t1) va B(2 +t;2;1 - tz) voi t; # to.
Ta lan luot:
=  AOAB can tai O khi OA = OB do d6:
OA’=0B’ < 2+t +4+(1-t1)’=2+t)*+ 4+ (1 — tp)?
S 2t7+2t, =20 +2t, S (L —L)(ti+t+1)=0

t#t,

<t +t, +1=0. (1)
* AOAB c6 dién tich bang g khi:
%‘[O—A, O—B]‘ = g & [(2t, —2t,; - 3t, +3t,; 2t, - 2t,)| =17
= (t1 - t2)2 =1
t—t,=1 Ot =1vat,=0 AQ; 2; a B(2;2;1
o | 17" P vat, - (3;2;0) va B(2; 2; 1)
t,—t,=-1 t,=0vat,=1 A(2; 2;1) va B(3; 2; 0)
Vay, hai diém A(3; 2; 0) va B(2; 2; 1) thod mén diéu kién ddu bai.
@& Cha y: Két hop diéu kién vuong géc va cét véi mot dudng thing ching ta nhan
duoc dang toan "Viét phuong trinh duong thang (d) di qua diém A vuéng goc va cdt
duwong thang (A) cho trudéc”, ta thuc hién theo cc budc:

P

Budc 1: Nhan xét ring duong thing (d) cin dung sé di qua hinh chiéu vuong
goc H ctia A trén (A).
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Budc 2: Xaéc dinh toa do H bang hai céch da biét.
Budc 3:  Suy ra duong thang (AH) 1 dudng thang cin dung.
Ngodi ra, ta cling c6 thé thuc hién theo céc budc:
Budc 1: Viét phuong trinh cdc mat phang:
= (P)qua A vachia (A).
* (Q) qua A va vuong goc véi (A).
Buoc3: Khi d6, dudng thang (d) can dung chita cac diém M(x; y; z) thod man hé:
{(P) . *
Q)

Chuyén hé (*) vé dang tham s0.

Vidu7; Trong khong gian Oxyz, cho diém M(1; 2; —1) va hai mat phing (P),
(Q) c6 phuong trinh:
P:x+y+z-3=0, (Q:y+z-1=0.
a. Chiing t6 rang hai mat phang (P) va (Q) cit nhau theo giao tuyén (d). Viét
phuong trinh tham s6 ctia dudng thang (d).
b. Xdc dinh toa do hinh chiéu vuong géc ctia M trén dudng thing (d). Tir d6,
suy ra toa do diém M, doi xding v6i M qua (d).
c. Lap phuong trinh dudng thang di qua M vuong géc véi (d) va cat (d).

&5 Gidi

a. Goi g , i theo thit tu 12 vtpt clia cdc mat phang (P), (Q), ta c6:

nT,(l; 1; 1), g(O; L= nT, va g khong cling phuong < (P) N (Q) = (d).
D& viét phuong trinh tham s6 cta(d) ta c6 thé str dung céc cdch sau:
Cdch I: Giao tuyén (d) gébm cac diém A(x; y; z) thoa man hé phuong trinh:
X+y+z-3=0
{y +z-1=0 @
Trong hé¢ (I) choy =t (t € R), ta dugc:
y=t x=2
x+t+z-3=0< jy=t ,te R.
t+z-1=0 z=1-t
D6 chinh 12 phuong trinh tham s6 clia duong thang (d).
Cdch 2: Biém A(2; 0; 1) thuoc (P) va (Q) nén thuoc (d).
Goi u 12 mot vtep clia dudng thing (d), ta c6:
ﬁ:[i,ﬁ}:(o; 1;,-1).
Ta cé:

QuaA(2;0;1) x=2
- & (d):
vtep u(0;—1;1)



b. Ta c6 thé lua chon mot trong hai cich sau:
Cdch 1: Goi H 1a hinh chiéu vuong géc ctia M lén dudng thang (d), suy ra:

H2:t 1-t)= MH(1;t—2;2 1),
MHL ()< MH Lu< MHU=0 <t-2+t-2=0<t=2=H(2;2;-1).
Vi H 1 trung diém ctia MM, nén ta c6 M;(3; 2; —1).
Cdch 2: Goi (P) 1a mat phang thoa man:
®) {Qua M o {Qua M(1:2:-1)
(P) L(d) vipt u(0; 1; — 1)

Goi H 1a hinh chiéu vuong géc cia M trén (d), suy ra {H} = (d) n (P), toa do H la
nghiém hé phuong trinh:

& Pry-z-3=0.

x=2
Xx=2
y=t
= <y=2 = H(®2;2;-1).
z=1-t
z=-1
y-z-3=0

Vi H 1a trung diém ctia MM, nén ta c6 M;(3; 2; —1).
c. Phuong trinh dudng thang di qua M vuong géc véi (d) va cit (d) 1a:

=1+t

Qua M(1:2:—1) X
A): . &S (A):qy=2 ,te R.

vtcp MH(1;0;0)

z=-1
& Chi y: Dé tang do khé cho dang todn "Viét phuong trinh duong thdng (d) di qua
diém A vuong géc va cdt duong thing (A) cho truéc”, ngudi ta thudng thay diéu kién
vuodng géc bang tao vdi (A) mot géc a., khi do ta thuc hién theo céc budc:
Budc I: Tim vtcp u, cha (A) va mot diém B thuoc (A).

Gia sir duong thing (d) cin dung c6 vtcp u, (a; b; ¢) .
Budc 2: Talan luot c6:
= Goi (P) 1a mat phing qua A va chiia (A) thi (P) ¢ vipt n, dugc cho béi:

n, =[AB, u].
* Vi (d) cit (A) nén nam trong (P), do d6:
ug Ln, < u.n, =0, 1)
* D€ goc gitta (d) va (A) bang o diéu kién la:
u..u
Cos 0L == )
u||u,

Tir (1) va (2) ching ta s€ nhan dugc toa do cua vecto uj .

Budc 3: Viét phuong trinh dudng thiang (d) qua A c6 vtcp uj .
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Ngoai ra, trong mot vai trudng hop dic biét ching ta con c6 thé sit dung phuong
phdp tim diém.
Vidu8: Trong khong gian Oxyz, cho diém A(4; 1; —1) va dudng thang (A) ¢
phuong trinh:
x=0
(A):sy=1+t,teR.
z=1+t

a. Chung t6 rang diém A khong thuoc dudng thang (A).
b. Lap phuong trinh duong thing di qua A cat (A) va tao véi (A) mot géc

bang 45°.
&5 Gidi
a. Thay toa do cia A vao phuong trinh tham s6 cua (A), ta duoc:
4=0
I=1+t ,vonghiém = A ¢ (A).
—-1=1+t

b. Ta c6 thé lua chon mot trong hai cdch sau:
Cdch 1: Puong thang (A) di qua diém B(0; 1; 1) va c6 vtcp uj(O; L; 1).
Gia str dudng thing (d) can dung c6 vtcp u,(a; b; ¢) , ta lan luot c6:
= Goi (P) 1a mat phing qua A va chiia (A) thi (P) ¢6 vipt n, dugc cho béi:
n, = [E, ﬁ] =(=2; 4;—4) chon n,(I;-2;2).
* Vi (d) cit (A) nén nam trong (P), do d6:
u, Lln, ©u,mn, =0 <a-2b+2c=0<a=2b-2c. (1)
» D¢ gdc gitta (d) va (A) bang 45° diéu kién la:

u,.u,

1 |b+c|
V2 Jal s+ AN+ 1

< (b+¢)=2b-2c)>+b>+c? < 2b%—5bc +2¢2=0
<> b =2c hoac ¢ =2b.

cos45’ =

ug [[u,

Khi dé:
= V6ib=2cthia=2cnén u—d(zc; 2¢; ¢) chon uj(?.; 2; 1), tu do:
Qua A(4:1:— 1) x=d+2
(dy): =291 < (d):qy=1+2t,teR.
Vthud(, ’) Z:_l+t
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= Véic=2bthia=-2bnén u,(-2b; b; 2b) chon u,(-2;1; 2), tir dé:
{Qua A(4:1:—-1) X=4-2
(do): — < (dy):qy=1+t ,teR.
vtep u,y(=2;1;2) Lo 140t
Vay, ton tai hai dudng thang (d;) va (d2) thod man diéu kién dau bai.
Cdch 2: Buong thang (A) di qua diém B(0; 1; 1) va c6 vtcp u—A (0; 1; 1).
Goi H 1a hinh chi€u vuong géc cua A trén (A), ta 1an lugt c6:
*  Goi (Q) 1a mit phang qua A va vuong géc véi (A), ta co:
. Qua A(4;1;-1)
) {tht u, (0;1; 1)
* Vi {H} =(A) n (Q) nén toa do H la nghiém hé¢ phuong trinh:
x=0
y=1+t

< Q)y+z=0.

=>x=y=z=0= H(0; 0; 0).
z=1+t

y+z=0
Gia sir dudong thang (d) can dung cit (A) tai M(0; 1 + t; 1 + t) thi AHAM vuéng
can tai H, suy ra:
HM=HA © HM?=HA’2 < (1 + >+ (1 + 1)> =42+ 12 + (-1)?

1+t=-3 t, =—4
S(1+1)=9< &

1+t=3 t,=2
Khi do:
= Vé6it =—4 thi My(0; -3; -3), tir d6:
{Qua Al L—1) X=4+2
di): . < (d):qy=1+2t,teR.
vtep M, A(4;4;2) chon (2;2;1) S 14t
= Véit, =2 thi My(0; 3; 3), tir do:
{Qua A 1-1) x=4-2
(d): . < (dy)y=1+t ,teR.
vtecp AM,, (—4;2;4)chon (-2;1;2) s =140t

Vay, ton tai hai dudng thang (d;) va (d») thoa man diéu kién diu bai.
Cdch 3: Buong thang (A) di qua diém B(0; 1; 1) va c6 vtcp u—A (0; 1; 1).
Ta lan luot c6:
» Khoang cach d tir A dén (A) duoc cho bai:
AB,u,
[ABu,]

o]

u

A
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= Goi H Ia hinh chi€u vuong géc clia A trén (A) va gia sit duong thing (d) can
dung cét (A) tai M(0; 1 +t; 1 + t) thi AHAM vuong cén tai H, suy ra:
AM = AHV2 & AM? =2AH* & (-4 + £+ (2 + 1> =2.18
St?+2t-8=0<t;=—4hoact, =2.
Khi do:
= Véit; =—4 thi My(0; —3; -3), tir d6:

Qua A(4:1:— 1) X=4+2
(dy): . & (d):qy=1+2t,teR.
vtep M, A(4;4;2) chon (2;2;1) s= 141
= Véit, =2 thi M,(0; 3; 3), tir dé:
Qua A(4;1;- 1) x=4-2
d»): . & (dy)yy=1+t ,teR.
vicp AM, (—4;2;4)chon (-2;1;2) s = 142t

Vay, ton tai hai dudng théng (d;) va (d») thoa min diéu kién dau bai.

Bai toan 4:  Diém va dudng thing,

Phuong phap ap dung

Pé tim diém M thuoc duong thang (d) thoda min diéu kién K, ta lua chon mot
trong hai céch sau:
Cdch I: Thuc hién theo cac budc:

Budc 1: Chuyén phuong trinh duong thing (d) vé dang tham s6:

X =X, +at
(d): qy=y,+bt,t € R (co vicp ﬁ(a; b; ¢)).

y=2z,+ct

Budc2: biém M e (d), suy ra M(xo + at; yo + bt; zo + ct)

Bugc 3:  Thiét lap tinh chét K cho diém M.

Cdch 2: St dung diéu kién K khang dinh M thudc dudng (L), khi d6:
(d)n (L) ={M}.

Ching thuong gap:

1. Tim trén duong thang (d) diém M(xum; ym; Zu) sao cho x3, + vy, +2s, nho nhat
(hoac dugc phat bi€u dudi dang "Tim toa dé hinh chiéu vuong géc M ciia O
trén (d)").

Khi d6, néu str dung cach 1 thi budc 3 c¢6 ndi dung:
Xg + Yy + 2y = (Xo + at)? + (yo + bt)? + (zo + ct)?

:At2+Bt+C2A
4A

Min

A . b
Vay, ta dugc (x2, + y2, + 7> =—— datduoc khi t=—— = M.
1y 0 (M Ym M) ap e 0 A
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. Xéc dinh toa do hinh chiéu vuong géc cia diém A lén dudng thang (d).
Khi do:

Néu s dung céch 1 thi budc 3 ¢é noi dung:
AM L (d)< AM Lu < AM.u=0 = Gi4 tri t = Toa do H.
Néu str dung céch 2 thi thuc hién theo cac budc:
Budc 1: Xic dinh vtcp @ cuia duong thang (d).
Buoc2: Viét phuong trinh mat phang (P) thod man:

qua A
P): { .
(P)L(d)
Buoc 3: Hinh chiéu vuong géc M clia A lén dudng thang (d) 1a giao
diém cua (d) va (P).

Tir viéc xac dinh dugc toa do hinh chi€u vuong géc cuia A lén (d), ching ta
thuc hién duoc viéc:

= Tim toa do diém M thuoc (d) sao cho do dai AM ngén nhét.

% Tim toa do diém A, doi xing v6i diém A qua (d), cu thé ta thuc hién theo

cac budc:
Buoc 1:  Xac dinh toa do hinh chi€u vuong géc M cua A 1én (d).
Budc2:  Suy ratoa do diém A, tir diéu kién M 1a trung diém clia AA,.

Tuy nhién, yéu ciu nay con c6 thé thuc hién bing cach:
Budc 1: Xic dinh vtep u cua dudng thing (d).
Buoc2: Gia st Ai(x;y; z), suy ra:

Trung diém M ctia AA, thuoc(d)

{AAI L(d)

b b

) )
AAlLl—O

M(X+XA.y+yA.Z+ZA

Viét phuong trinh dudng thang di qua A vuong géc véi (d) va cat (d), cu
thé ta thuc hién theo céc buéc:

Buoc1: Xac dinh toa do hinh chiéu vuong géc M ctia A 1én (d).

Budc2:  Suy ra duong thang (AM) 1a dudng thang can dung.

Tuy nhién, yéu ciu nay con c6 thé thuc hién bing cach:
Buéc 1: Viét phuong trinh mat phiang (P) di qua A va chita dudng thang

(d).

Buéc2: Viét phuong trinh mat phang (Q) di qua A va vudng géc véi
duong thang (d).

Buodc 3: Puong thiang can tim chinh 12 giao tuyén clia hai mat phang (P)
va (Q).
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= Viét phuong trinh mat cdu tam A va tiép xtc v6i (d), cu thé ta thuc hién
theo céc budc:
Budc 1: Xac dinh toa do hinh chiéu vuéng géc M ctia A 1én (d).
Buoc2:  Mat cau (S) tam A va tiép xiic vdéi (d) duoc xac dinh bai:

Tam A
(S): {

Bén kinh R=AM
Tuy nhién, yéu ciu nay con c6 thé thuc hién bing cach:
Budc 1: Goi R 1a ban kinh mat cau (S) tam A va ti€p xdc vdéi (d) thi ta ¢6:

R =d(A, (d)).
Budc2: Phuong trinh mat cau (S) dugc xac dinh bai:
Tam A
S:<_ .
Béan kinh R

= Viét phuong trinh mat cdu tam A va cét (d) tai hai diém E, F sao cho EF
=/, cu thé ta thuc hién theo c4c budc:
Butdc 1: Xac dinh toa do hinh chi€u vuong géc M cua A 1én (d). Ta c6
M Ia trung diém ctia doan EF.
Buoc2:  Mat cau (S) can dung duge xéac dinh boi:

Tam A
(S): 5 5
Ban kinh R=AE=VAM* + EM
Tam A

< (S): / 2
Bén kinh R=,|AM? + (%j

Tuy nhién, yéu ciu nay con c6 thé thuc hién bing cach:

Butdc 1: Goi M 1a hinh chi€u vuong géc cua A trén (d) (khi d6 M la
trung diém ctia doan EF) va R 12 bdn kinh mat cau (S) cin dung
thi ta c6:

R=AE=vVAM? +EM’ = \/dZ(A, (d))+(%) .

Budc 2:  Phuong trinh mat cau (S) dugc xac dinh boi:
Tam A
(S):

Bén kinh R’

Vidul: Trong khong gian Oxyz, cho diém A(2; 6;2) va duong thing (d) c6
phuong trinh:

x-3 y-1 z-1
d): = = .
@ -2 1 2

a. Tim trén duong thang (d) diém M(Xw; ym; zw) sao cho téng  x3, +y3 + 27y
dat gia tri nho nhat.
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b. Tim toa do hinh chiéu vuong géc ctia diém A lén duong thang (d).
c. Tim toa do diém A, d6i xing véi diém A qua dudng thang (d).
d. Viét phuong trinh chinh tic dudng thang di qua diém A vuong géc vé6i (d)
va cét (d).
e. Viét phuong trinh mat cau tam A va tiép xuc véi (d).
f. Viét phuong trinh mit cdu tAm A va cit dudng thang (d) tai hai diém E, F
sao cho EF = 6.
@5 Hudng dan: St dung kién thic trong phan phuong phap gidi toan.
&5 Gidi
Chuyén phuong trinh dudng thang (d) vé dang tham s6:
x=3-2t
(d): sy=1+t ,te R.
z=1+4+2t
a. Diém M e (d), suyraM(3 —2t; 1 +t; 1 + 2¢).
Khi dé:
Xty +zy =G =202+ (1 + 02+ (1 +20>=92 -6t + 11
=(3t-1)*+ 10> 10.
Tir d6, suy ra (X3 +yy + 7y )M‘ =10 dat duoc khi:
3t-1=0«< t:l = Toa do diém M(Z,i,éj
3 333
b. Goi H 12 hinh chiéu vuong géc ctia A 1én duong thing (d), ta c6 thé trinh bay theo
hai céch sau:
Cdch 1: Pudng thang (d) c6 vtep u(=2; 1; 2).
ViHe (d)nén HB3 -2t; 1 +t; 1 +2t),suyra EI(I—Z‘[; t—5;2t—1).
Dé H la hinh chi€u vuong géc clia A 1én (d) diéu kién Ia:
AH1 (d)< AHlu < AHu=0
& 2(1-20)+(t-5+212t-3)=0 & t=1= H(1; 2; 3).
Cdch 2: Pudng thing (d) ¢6 viep u(-2; 1; 2).
Goi (P) 12 mat phang thoa mén:

A ua A(2; 6; 2
Py [QUEaA L p), QU Al )<:>(P):2x—y—22+6=0.
(P)L(d) vipt u(=2; 1; 2)
Vi {H} =(d) » (P) nén toa do H 1a nghiém hé phuong trinh:
x=3-2t x=3-2t x=1
=1+t =1+t =2
y=iF ST S YT a1 23).
z=1+2t z=1+2t z=3
2x —y—-2z+6=0 9t-9=0 t=1
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c. Ta c6 thé trinh bay theo hai céch sau:

Cdch I: (Dua vao két qua cau b): Vi H 1a trung diém ctia AA; nén A,(0; —2; 4).

Cdch 2: (Poc lap vé6i cau b): Duong thing (d) ¢6 vtcp u(-2;1;2) va gia sit diém
Ai(X; y; z), suy ra:

X Xx+2 y+6 z+2
TrungdiémHcta AA, thuoc(d) H ; Y ; €(d)
= 2 2 2

AA 1 .
L@ AA u=0
X+2:3_2t
x=4-4t x=0
y+6
L 1+t =2t-4 =-2
=12 o1 =TT S A0, -2 4).
z =4t z=4
z+2
=1+2t t—1=0 t=1
2(x-2)+(y-6)+2(z-2)=0

d. Ta c6 thé trinh bay theo hai céch sau:
Cdch I: (Dua vao két qua cau b): Goi (d’) 1a duong thang can dung thi:
A ua A(2;6;2
(d): Qua < (d): Q _( )
Qua H vtep HA(1; 4; — 1)
Xx-2 y-6 z-2
1 4 -1
Cdch 2: (Boc lap véi cau b): Goi (d’) ¢6 vtcp u' la duong thang can dung.
LAy diém B(3; 1; 1) thuoc (d) va goi (P) = (A, (d)) thi (P) c6 vipt E duoc cho boi:

n, = [E, ﬁ} =(=9; 0;—9) chon n,(l; 0; 1).

& (d):

Khi d6, ta nhan thay:
d)c (P u'ln,  — — -
{( V)C( ) Rt li rjP Rt u'=[np, u]z(—l;—4;1).
(d) L(d) u'lu
Vay, phuong trinh dudng thing (d’) duoc cho béi:
d,.{QuaA(2;6;2) x-2 y-6_ z-2

— < (d)
vicpu'(=1; —-4; 1) -1 —4 1

e. Ta c6 thé trinh bay theo hai céch sau:
Cdch I: (Dua vao két qua cau b): Mat cau (S) tam A va ti€p xuic véi (d) duoc xac

dinh boi:

Tam A(2; 6; 2
{ am A(2; 6; 2) S (S): (x =202+ (y—6)+(z—2)*=18.

" | Ban kinh R=AH=+/18
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Cdch 2: (Poc 1ap véi cau b): Pudng thing (d) c6 vtep u(l; 2; —2) va di qua diém
B(3; 1; 1). Goi R la ban kinh mat cau (S) tam A va tiép xuc véi (d), ta co:

[754]
g
Phuong trinh mat cau (S) duoc xac dinh boi:
Tam A(2; 6;2)

" | Bén kinh R=v/18

f. Ta c6 thé trinh bay theo hai céch sau:
Cdch I: (Dua vao két qua cau b): Vi H la trung diém ctia EF nén mat cdu (T) cin dung
¢6 ban kinh R duoc xac dinh bai:

2
R = AE = VAH? + EH? = |AH? +(%) = J18+49=127.
Phuong trinh mat cau (T) duoc xac dinh boi:
Tam A(2; 6; 2)
" | Bén kinh R=y/27
Cdch 2: (Doc 1ap véi cau b): Vi H 12 trung diém cua EF nén mit c4u (T) can dung c6
ban kinh R dugc xac dinh boi:
2
R=AE=yAM? + EM? \/d2 (A, (d)) + (%) = J18+9=427.
Phuong trinh mat cau (T) duoc xac dinh boi:
Tam A(2; 6; 2)
Bin kinh R=v27

R =d(A, (d)) = =18.

S (S): (x=2)+(y—6) + (z—2)* = 18.

S (D) (x =202+ (y—6)+(z—2)>=27.

: & (T): (x =2+ (y — 6 + (2 — 2)2 = 27.
& Chu y- Tiép tuc tng dung hinh chiéu vuong géc ciia diém trén dudng thing
ching ta xét cic dang todn sau:
* Cho hai diém A, B va duong thang (d). Tim toa do diém M trén duong thdng
(d) aé:
a. ‘m + M—B‘ dat gid tri nhd nhadt.
b. MA? + MB? dat gid tri nho nhdt.
Khi dé:
a. Chung ta thuc hién theo cac budc:
Bugc 1: Goi I la trung diém clia AB, ta c6:
MA + MB| = 2|Mi| = 2MmI.

Tir d6, ta thay \m + @\ dat gid tri nhd nhat khi MI nhé nhat, tic

M la hinh chiéu vuong géc cua I trén (d).
Buoc2: Tim toa do cua M.
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b. Ta c6 thé lua chon cdc cach giai sau:
Cdch I: Chung ta thuc hién theo cic budc:
Bugc 1: Goi I la trung diém clia AB, ta c6:
2 — . —\2 —  —\2
MA2+MB?= MA +MB = (MI+ IA) +(MI+ IB)
=MI? + 2MLIA +IA? + MI? + 2MLIB + IB?
2 2
=2MI” + 2M1(1A + IB) LA omp s AB
2 2
Tu d6, ta thdy MA? + MB? dat gid tri nho nhat khi MI nho nhét, tic
M la hinh chi€u vuong géc cua I trén (d).
Buoc2: Timtoa do cua M.

Cdch 2: St dung phuong trinh tham s6 (gia st 12 t) clia dudng thang (d) chiing ta
bién déi biéu thiic MA? + MB? vé dang (ta luon c6 a > 0):

MA2+MB?’=at?+bt+c¢ 2—4A.
a

Tur do, ta thady (MA? + MB*)win = —4A , dat dugc khi t= —22 , suy ra toa do
a a
diém M.

4 Mo rong véi ba diém A, B, C khong thang hang (hoac tit dién ABCD) chiing ta
st dung trong tam G ctia AABC ((hoic trong tam G clia tit dien ABCD)). Cu thé
"Cho ba diém A, B, C khong thdng hang va duong thang (d). Tim toa do diém
M trén duong thing (d) dé:

a. |MA +MB+MC| dat gid tri nhd nhdt.
b. MA? + MB? + MC? dat gid tri nhd nhat.
O day, ching ta thuc hién phép bién déi:
MA +MB +MC =3MG .
MA2 + MB® + MC? = MA~ + MB' + MC_ =
- —\2 _ —\2 RN ——\2
= (MG +GA) +(MG +GB) +(MG +Gc)
=3MG> +21\TG(GTA+@+@)+GA2 +GB? +GC?
=3MG? + GA? + GB* + GC”.
Vidu?2: Trong khong gian Oxyz, cho ba diém A(3; —1;3), B(l; -3; 3),
C(-10; 4; 9) va duong thang (d) c6 phuong trinh:
d): x-2 y-1 z-3

1 -2 1
a. Tim toa do diém M trén dudng thang (d) dé MA? + MB? dat gi4 tri nhd nhat.

b. Tim toa do diém N trén dudng thing (d) dé |[NA + NB+ NC| dat gid tri nhd nhat.
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&S Gidi
a. Ta c6 thé lua chon cdc cdch gidi sau:
Cdch 1: Doan thang AB c6 trung diém I(2; —2; 3), ta c6:
MA?+ MB?= MA +MB = (Mi+IA) +(Mi+IB)
= MI? + 2MLIA + 1A% + MI? + 2MLIB + IB?
= 2MP? +2MI(E+E)+A—BZ w4 AB”
2 2
Tu d6, ta thdy MA? + MB? dat gid tri nho nhét khi MI nhd nhat, tdc M 1a hinh
chi€u vuong goc cua I trén (d).
Chuyén phuong trinh dudng thang (d) vé dang tham s6:
X=2+t
(dy=1-2t,teR => M2+t 1-263+1) = IM(t;3-2t; t).
Z=3+t
Tir diéu kién:
IMLu, ©IMu, =0 t-23-2t)+t=0 < 6t-6=0t=1=M3;-1;4).
Vay, v6i diém M(3; —1; 4) thod man diéu kién dau bai.
Cdch 2: Chuyén phuong trinh duong thang (d) vé dang tham sé6:
X=2+t
(dy=1-2t,teR =>MQ2+1t; 1 -2t 3 +1).
Z=3+t
Ta c6:
MAZ+MB?=(t— 1+ 2 -2t)* + >+ (1 +t)> + (4 - 2t) + t*
=122 -24t+22=12(t— 1)>+ 10 > 10.
Tur d6, ta thay (MA? + MB?)min = 10, dat duoc khi:
t—-1=0=t=1=M(@3;-1;4).
Vay, v6i diém M(3; —1; 4) thoda man diéu kién dau bai.
b. Tam gidac ABC c6 trong tam G(-2; 0; 5), ta cé:

NA+NB+NC=3‘N—G‘=3NG.

Tir d6, ta thdy \ﬂ+@+N—c\ dat gid tri nhd nhét khi NG nhé nhat, tic N I
hinh chiéu vuong géc cua G trén (d). Ta lan lugt:

* Goi (P) 12 mat phiang qua G va vuong géc véi (d), khi dé:
Qua G(-2;0;5)
{vtpt u,(1;—2; 1)

&S Prx-2y+z-3=0.
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* Vi (P)n(d)={N} nén toa do cta B la nghiém cua hé:
x-2 y-1 z-3 2x+y=5
1 -2 1 & 3x—-z=-1 = N(2; 1; 3).
x-2y+z-3=0 Xx—-2y+z=3

& Chi y: Dé tang do khé cho dang todn "Viét phuong trinh duong thang (d) di qua
diém A vuong géc va cdt duong thing (A) cho truéc”, ngudi ta thudng thay diéu kién
vuong géc bang tao voi (A) mot gée a., khi d6 ta thue hién theo cdc budc:

Bugc1: Tim vtcp u, ctia (A) va mot diém B thuoc (A).

Gia sir duong thing (d) can dung c6 vtcp u,(a; b; ¢) .
Budc 2: Talan luot c6:
= Goi (P) 12 mat phiang qua A va chita (A) thi (P) c6 vtpt a duoc cho
bdi n, = [AB u]
* Vi (d) cit (A) nén nam trong (P), do d6:
udinpaudnp—o (D
»  Pé gbc gitta (d) va (A) bang o diéu kién 1a:

‘ud RV
cosa =

2)
o]
Tu (1) va (2) chiing ta s€ nhan dugc toa do cta vecto u: .
Buoc 3:  Viét phuong trinh dudng thing (d) qua A c6 vtcp uTi .
Ngodi ra, trong mot vai trudong hop dic biét ching ta con c6 thé st dung
phuong phdp tim diém.
Vi du 3; Trong khong gian Oxyz, cho diém A(4; —1; 1) va duong thang (A) c6
phuong trinh:
x=0
(A):sy=1+t,teR.
z=1+t
a. Chiing to rang diém A khong thudc dudng thang (A).
b. Lap phuong trinh duong thing di qua A cat (A) va tao véi (A) mot géc

bang 45°.
L5 Gidi
a. Thay toa do ctia A vao phuong trinh tham s6 cua (A), ta duoc:
4=0
—1=1+t, vo nghiém = A ¢ (A).
I=1+t
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b. Ta c6 thé lya chon mot trong hai cdch sau:
Cdch 1: Puong thang (A) di qua diém B(0; 1; 1) va c6 vtcp IZ 0; 1; 1).
Gia sir duong thing (d) can dung c6 vtep uy(a; b; ¢), ta 1an luot c6:
= Goi (P) 1a mat phing qua A va chiia (A) thi (P) ¢6 vipt n, dugc cho béi:
ny =[ AB, u|=(-2;-4;4) chon n,(1;2;-2).
* Vi (d) cat (A) nén nam trong (P), do do:
u,ln, <umn,=0<a+2b-2c=0&a=-2b+2c. (1)
»  Pé gbc giita (d) va (A) bang 45° diéu kién Ia:
DEN b+l
‘ud”uA‘ \f \/a b7+ AP 41
< (b+c¢)?=(-2b+2¢)*+b*+c? < 2b* - 5bc +2¢2=0
< b=2choac c =2b.

cos45’ =

Khi do:
= Vé6ib=2cthia=—-2cnén E(—zc; 2¢; ¢) chon u?(—2; 2; 1), tu do:
Qua A(4;—L;1) x=4-2t
(di): WY < (d):qy=—-1+2t,teR.
Vtcpud(_7 ﬂ) Z=1+t

= Véic=2bthia=2bnén u,(2b; b; 2b) chon u,(2; 1; 2), tir d6:

—442
Qua A(4:—1:1) x=arat

(d): — 212 < (dy)jy=-1+t, teR.
viep vy (2:1:2) z=1+2t

Vay, ton tai hai dudng thang (d;) va (d2) thod man diéu kién dau bai.
Cdch 2: Buong thang (A) di qua diém B(0; 1; 1) va c6 vtcp u—A(O; L; 1).
Goi H 1a hinh chi€u vuong géc cua A trén (A), ta 1an lugt ¢6:
= Goi (Q) 1a mat phang qua A va vuong géc véi (A), ta co:
. Qua A(4-1;1) ' _
(Q): {tht S0 1) < (Q):y+z=0.
= Vi {H} =(A) " (Q)nén toa do H la nghiém hé¢ phuong trinh:
x=0
y=1+t
z=1+t
y+z=0
Gia sir dudng thang (d) can dung cit (A) tai M(0; 1 +t; 1 + t) thi AHAM vuong
can tai H, suy ra:
HM=HA © HM?=HA’ < (1 +t)*+ (1 +t)> =42+ (-1)* + 12

=>x=y=z=0= H(0; 0; 0).
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l+t=-3 [t ——4
<:>(1+t)2=9<:>{+ @{1 .

1+t=3 t,=2
Khi dé:
= V6it =4 thi My(0; =3; =3), tir d6:
 [Qua A(4- 1) x=4at
" vte MA(4'2'4)chon(2'1'2)©(dl): y=—ltt,teR.
p 1 5 <~ q 5ty Z=1+2t
= Véity=2 thi My(0; 3; 3), tir d6:
Qua A(4;—1;1) x=4-2
(d): - < (dy):qy=-1+2t, teR.
vtep AM, (—4;4;2)chon (-2;2;1) S 14t

Vay, ton tai hai dudng thang (d;) va (d2) thod man diéu kién diu bai.

Cdch 3: Duong thang (A) di qua diém B(0; 1; 1) va c6 vicp u—A(O; L; D).
Ta lan luot c6:
» Khoang cach d tir A dén (A) duoc cho bai:

[
[__A] - JIs.
s
= Goi H 12 hinh chiéu vuong géc clia A trén (A) va gia sit duong thang (d) cin
dung ciét (A) tai M(0; 1 +t; 1 + t) thi AHAM vuong can tai H, suy ra:
AM =AHV2 & AM? =2AH> < (42 + 2 +1)? +2=2.18

d=

t,=—4
StPP+2t-8=0& .
t,=2
Khi dé:
= V6it; =—4 thi M(0; —3; -3), tir d6:
Qua A(4;—1;1) X=4+2t
(di): . < (d):qy=-1+t,teR.
vtep M,A(4;2;4) chon (2;1;2) Lo 142t
= Véit, =2 thi My(0; 3; 3), tir do:
Qua A(4:—1;1) X=4-2
(d): . < (dy):qy=-1+2t, teR.
vtep AM, (—4;4;2)chon (-2;2;1) s 14t

Vay, ton tai hai dudng thang (d;) va (d2) thod man diéu kién diu bai.

@ Yéu cdu: Cic em hoc sinh hdly dé xuat phuong phap dé thuc hién yéu cdu "Tim
diém M trén duong thang (d) sao cho tong MA + MB nhd nhdt, véi
A, B cho truéc".
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Bai toan 5:  Diém va mit phing,

Phuong phap ap dung
Pé tim diém M thuoc duong thang (d) thoa min diéu kién K, ta lua chon mot
trong hai cich sau:
Cdch 1: Sk dung phuong trinh ban ddu clia mat phang.
Cdch 2: St dung diéu kién K khang dinh M thuoc dudng (L), khi dé:

P) (L) = {M}.

Ching thuong gap:
1. Xéc dinh toa do hinh chiéu vuong géc H ctia diém A 1én mat phang (P).

Khi dé:
Néu sur dung céch 1 thi:
Budc 1: Xéc dinh vipt n ctia mat phang (P).
Budc 2: Gia stt H(x; y; z) la chi€u vuong goc H cua A 1én (P), suy ra:
{H =(®) = {H—e (P_) = Toa do cua H.
AH 1 (P) AH//n S
Néu str dung céch 2 thi:
Budc 1: Xic dinh vtpt n ctia mat phing (P).
Buéc 2: Viét phuong trinh dudng thing (d) thoa man:

A
d: {Qua A =) {Qua A

(d)L(P) vtcp n
= Phuong trinh tham s6 (d).
Budc 3: Hinh chiéu vuong géc H ctia A 1én (P) chinh Ia giao diém cia
(d) va (P).

Ti viéc xac dinh duge toa do hinh chiéu vuong goc ctia A 1én (P), ching ta
thuc hién duogc viéc:

Tim toa do diém H thudc (P) sao cho do dai AH ngin nhat.

Tim toa do diém A; doi xing véi diém A qua (P), cu thé ta thuc hién theo
céc budc:

Buoc 1:  Xac dinh toa do hinh chiéu vuong géc H cua A 1én (P).

Budc2: Suy ratoa do A, tir diéu kién H 12 trung diém clia AA,.

=l

Tuy nhién, yéu ciu nay con c6 thé thuc hién bing cach:
Budc 1: Xic dinh vtpt n ctia mat phing (P).
Buoc2: Gia st Ai(x; y; z), suy ra:

{Trung diémMcta AA, thuoc(P)

AA, L(P)

B

2 2 2
AA,//n=0

H(X+XA;Y+YA‘Z+ZAJE(P) A
& = Toa do A,.
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Tim trén mat phang (P) diém M(xum; ym; zm) sao cho xiA +yi4 +z§,I nho
nhat boi né duge phét biéu lai duéi dang "Tim toa do hinh chiéu vuong
goc M cua O trén (P)").
Cho hai diém A, B va mat phang (P). Tim trén (P) diém M sao cho
\m + M—B‘ dat gid tri nhé nhat, cu thé ta thuc hién theo cdc budc:
Budc 1: Goilla trung diém cuia AB, suy ra toa do ctia L.
Budc2: Nhan xét rang:

[MA + MB| =[2M]| = 2Mm1

Tu do:
MA + MB| dat gi4 tri nho nhat <> MI nho nhat

< M 1a hinh chiéu vuong goc cua I trén (P).
Butc 3: Xéc dinh toa do diém M.
M6& rong vé6i ba diém A, B, C khong thang hang (hoic tit dien ABCD)
ching ta st dung trong tam G cua AABC ((hoac trong tam G cua tit dién
ABCD)). Cu thé "Cho ba diém A, B, C khong thang hang va mdt phdng
(P). Tim toa dé diém M trén (O) dé"
a. |MA +MB+MC| dat gid tri nhé nhdt.
b. MA?+ MB? + MC? dat gid tri nho nhdt.

Viét phuong trinh mat cu tAm A va tiép xtc véi (P), cu thé ta thuc hién
theo céc budc:

Bubc 1: Xac dinh toa do hinh chi€u vuong géc H cta A 1én (P).

Buoc2:  Mat cau (S) tam A va tiép xiic vai (P) duge xdc dinh boi:

Tam A
(S): {

Bén kinh R=AH
Tuy nhién, yéu ciu nay con c6 thé thuc hién bing cach:
Budc 1: Goi R 1a ban kinh mat cau (S) tam A va ti€p xuc véi (P) thi ta

co:
R =d(A, (P)).
Budc 2:  Phuong trinh mat cau (S) dugc xac dinh boi:
Tam A
(S): o .
Ban kinh R

Viét phuong trinh mat ciu c¢6 ban kinh nho nhat di qua A va tiép xic véi
(P). Khi d6, mat ciu can dung chinh la mat cau duong kinh AH.

Viét phuong trinh mat cdu ¢6 ban kinh nho nhat di qua A va cat (P) theo
thiét dién 1a duong tron 16n. Khi d6, mat cau can dung chinh l1a mat cau
tam H ban kinh AH.

55



= Viét phuong trinh mat cau tam A va cét (P) theo thiét dién 1a dudng tron (C)
¢6 ban kinh bang r (hodc biét chu vi dudng tron hoic biét dién tich hinh tron
d6), cu thé ta thuc hién theo c4c budc:

Budc 1: Xac dinh toa do hinh chi€u vuong géc H cta A 1én (P). Tac6 H
la tam duong tron (C).
Buoc2:  Mat cau (S) can dung duge xéac dinh boi:

Tam A
(S): {

Bén kinh R=JAH? +1*
Tuy nhién, yéu ciu nay con c6 thé thuc hién bing cach:
Budc 1: Goi M la hinh chi€u vuong goc cua A trén (P) (khi d6 M 1a tam
duong tron (C)) va R 1a ban kinh mat cau (S) can dung thi ta c6:
R=VAH? + EH® = Jd*(A, (P)+1° .
Budc2: Phuong trinh mat cau (S) dugc xac dinh boi:
Tam A
S:<_ .
Béan kinh R
2. Tim diém M trén mit phang (P) sao cho:
a. MA + MB dat gia tri nho nhat.
b. |MA - MB]| dat gi4 tri 16n nhat.
Vidul: Trong khong gian Oxyz, cho hai diém A(4; 3;6), B(-2; 3; 8) va mat
phang (P) c6 phuong trinh:
P):x+2y+3z-14=0.
a. Tim toa do hinh chiéu vuong géc ctia diém A lén mat phang (P).
b. Tim toa do diém A, d6i xtng véi diém A qua mat phang (P).

c. Tim trén mat phang (P) diém M(xm; ym; zv) sao cho téng  x;, +y3, +2;, dat
gid tri nho nhat.

d. Tim trén (P) diém N sao cho ‘m + @‘ dat gid tri nho nhat.

e. Tim trén (P) diém E sao cho EA + EB dat gid tri nho nhat.

f. Viét phuong trinh mat cau tam A va ti€p xuc véi (P).

g. Viét phuong trinh mat cau c6 ban kinh nho nhat di qua A va tiép xuc véi (P).

h. Viét phuong trinh mat cau ¢6 ban kinh nho nhat di qua A va cét (P) theo

thiét dién la duong tron 16n.

Viét phuong trinh mat cdu tAm A va cat (P) theo thiét dién 1a dudng tron
(C) c6 ban kinh r=+42 .

@ Hudng dan: St dung kién thic trong phan phuong phap gidi toan.

&5 Gidi

a. Ta c6 thé trinh bay theo hai céch sau:

Cdch 1: Mit phang (P) c6 vipt n(1; 2; 3).

[
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Gia st H(x; y; z) 1a hinh chi€u vuong géc ctia A 1én (P), suy ra:
He (P) He (P)
= -
AH L (P) AH(x—-4;y-3;z-6)//n(1; 2; 3)
X+2y+3z-14=0 x+2y+3z=14 x=3
SIx—4 y-3 z-6=132x-y=5 &<y=1=H@G; 1; 3).
1 2 3 3x-z=6 z=3
Cdch 2: Mt phéng (P) ¢6 vtpt n(1; 2; 3) . Goi (d) 12 dudng thing tho man:

x=4+t

A(4:3;6
(d): {Q“aA o 1 QRAAEIO 3 te R,
(d) L(P) vtep n(1; 2; 3) L= 643t

Vi {H} =(d) » (P) nén toa do H 1a nghiém hé phuong trinh:

X=4+t x=3

=3+2t =1
y — Y7 S HE: 1 3).
z=6+3t z=3

X+2y+3z-14=0 t=-1
b. Ta c6 thé trinh bay theo hai céch sau:
Cdch I: (Dua vao két qua cau a): Vi H 1a trung diém clia AA; nén A(2; —1; 0).
Cdch 2: Mat phang (P) c6 vtpt n(l; 2; 3) va gia su Ai(x; y; z), suy ra:

) ‘ X+4 y+3 z+6
Trungdiém Hcta AA, thuoc(P) H ALY e(P)
P 2 2 2

AA, L(P)

AA,//n
Xt g Y3 32¥0 4 [x+2y432=0  [x=2

o2 2 2 & 92x-y=5 =<y=-1
x-=4 y-3 z-6
. 5 3 3x—-z=6 z=0
=Ai1(2;-1; 0).

c. Nhan xét rang:
Xy + Y +2zy = (Xy —0)2 +(yu —0)2 +(zy —0)2 = OM>.
Twr d6, suy ra:
(X12v1 Yoy +Zy )M' <> OM nho nhat
<> M la hinh chi€u vuong goc cua O trén (P).

Goi (A) 1a duong thang thoa man:
X=t

0(0; 0; 0
(A): {Q“ao o @y |00 e R,
(A) L(P) vtep n(1; 2; 3) I
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Vi {M} = (A) " (P) nén bang cach phuong trinh tham s6 clia (A) vao phuong trinh
cua (P), ta dugc:
t+4t+9t-14=0=14t-14=0<=t=1= M(1; 2; 3).
Vay, véi diém M(1; 2; 3) thi (x3, + vy +73 ) =14.
d. GoiIla trung di€ém ctia AB, suy ra I(1; 3; 7). Nhan xét rang:
[NA -+ NB| = [2NI| = 2NT.
Tu do:
[NA + NB| dat gid tri nhd nhét <> NI nho nhé
< N la hinh chi€u vuong géc cta I trén (P).
»  Xi4c dinh toa do diém N: Goi (d’) 12 dudng thang thoa man:

x=1+t
1(1; 3; 7
@): {Q‘f“ @(d’:{Qua ME3D @y dy=3aan.
(d)L(P) vtep n(1; 2; 3) =T+ 3t

Vi {N} =(d’) n (P) nén bang céch phuong trinh tham s6 cta (d’) vao phuong trinh
cua (P), ta duoc:
(L+1)+2B3+20)+3(7+30) - 14=0< 14t+14=0
St=-1=N(; 1; 4).
Vay, v6i diém N(0; 1; 4) thoa man diéu kién dau bai.
e. (Dua vao két qua cau b): Nhan xét rang:
tats=14.14=196 > 0 < A, B 6 v€ cuing mot phia véi (P).
Phan tich: Goi A, 1a diém déi xiing véi A qua (P) va {F} = (A;B) N (P), khi d6 véi
diém E bat ky thuoc (P), ta co: A

EA + EB=EA, + EB> AB=FA +FB. EE B
AL

Vay, ta dugc EA + EBnhé nhatkhiE=F. / H——= F
Phuong trinh dudng thing (A,B) duoc xdc dinh boi: INC
Qua A,(2;-1;0) x=2-t
(AB): o o (AB): {y=—1+t.
vtep A,B(—4; 4; 8) chon (—1;1; 2)

z=2t

Khi d6, dé tim toa do F ta thay x, y, z tir phuong trinh tham s& cta (A;B) vao
phuong trinh cua (P) duoc:

2—-t+2(-1+t)+6t-14=0<=t=2=F(; 1; 4).

Vay, diém E(0; 1; 4) thod man diéu kién dau bai.
f. Ta c6 thé trinh bay theo hai céch sau:
Cdch I: (Dua vao két qua cau a): Mat cau (S) tam A va tiép xtic vdi (P) dugc xac dinh bdi:
S {Tam A4; 3;6)

: & (9): (x=4)P+(y =3P+ (z—6)*= 14.
Bén kinh R=AH=+/14 Y
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Cdch 2: (Doc 1ap véi cau a): Goi R 1a ban kinh mat cau (S) tam A va tiép xtc véi (P)
thi ta cé:
R =d(A, (P) = V14.
Phuong trinh mat cau (S) dugc xac dinh bdi:
{Tém A4; 3;6)

Bén kinh R=AH=+14

g. Mit cau (S) ¢6 ban kinh nho nhat di qua A va tiép xic véi (P) chinh la mat cau
duong kinh AH, ta c6 ngay:

S (S): (x—4P+(y =3 +(z—60= 14.

, (5509

Tam I 1a trung diém AH Tam I} — —; —

(S): AH &) 22
" | Bén kinh R=T ' J14

Ban kinh R=——
2

5V 5) 9\’
= (S).(X 2) +(y 2) +(z 2) =7
h. Mat cdu (S) c¢6 ban kinh nho nhat di qua A va cét (P) theo thiét dién 12 dudng
tron 16n chinh 1a duong tron tam H va béan kinh AH nén:
(S): (x=3 +(Fy-1)12+(z—-3)*=14.
i. Mat cau (T) can dung c6 ban kinh la:
R2=d(A,(P))+1r’=14+42=56 < R=214.
Phuong trinh mat ciu (T) dugc xéc dinh boi:
{Tam A4; 3;6)

Bén kinh R=2/14

< (S): (x =41+ (y—3)*+(z— 6)*=56.

Bai toan 6: Diém va mit cau.
Phuong phdp dap dung
D¢ tim diém M thudc mat ciu (S) thod man diéu kién K, ta lva chon moét trong
hai cach sau:
Cidch 1: St dung phuong trinh ban dau cda mét cau.
Cdch 2 Thiét lap diéu kién dé M 1a giao diém ctia mot d6i tugng khac d6i véi
mit cdu (thudng 1a duong thing).
Vidu 1; Trong khong gian Oxyz, cho diém A(4; 3; 4) va mat cu (S) c6 phuong trinh:
(S): (x =1’ +y2+ (z— 1)>=3.
Chitng t6 rang diém A nidm ngoai mat cau (S).
Viét phuong trinh duong thang (d) di qua A cit (S) tai hai diém B, C sao
cho BC c6 d¢ dai 16n nhat.
c. Tim diém M thuoc (S) sao cho MA dat gid tri 16n nhét, nho nhat.
Viét phuong trinh mat phang tiép xic véi (S) va cich A mot khoang 16n nhat.
e. Viét phuong trinh mat cau tam A va ti€p xuc vai (S).

IS

o
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f.  Viét phuong trinh mat cau c6 ban kinh nho nhat, di qua A va tiép xic vdéi (S).
g. Viét phuong trinh mat cau c6 ban kinh 16n nhat, di qua A va tiép xuc véi (S).
L5 Gidi
a. Mat cdu (S) ¢6 tam I(1; 0; 1) va ban kinh R =+/3 , ta cé:
IA’=(4-1P+3+@-17=27T 1A= 3J3>R.
Vay, diém A nim ngoai mat ciu (S).
b. Hai diém B, C thugc (S) c6 do dai 16n nhat khi BC la mot dudng kinh cua (S), do
dé dudng thang (d) can dung dugc cho boi:
; {Qua A(4:3;4) x=l+t

: . < (d):qy=t ,te R.
vtep TA(3; 3; 3) chon (15 1; 1) s 14t

c. Nhan xét rang:
MA > [TA-IM| = [IA-R|=[3v3 - 3|23 = MAwn = 243,
dat duoc khi M, I, A thang hang.
MA<TA+IM = IA+R =33 +3=4/3 = MAwu = 43,
dat dugc khi M, I, A thang hang.

Tic trong ca hai truong hop {M} = (IA) N (S) = (d) N (S).
Thay phuong trinh tham s6 cta (d) vao (S), ta dugc:
M, (2;1; 2 AM, =24/3
t2+t2+t2=3<:>t2=1<:>t:i1:>[ i€ ) = ! I.
M,(0;-1;0) | AM, =43
Vay, ta c6 két luan:
*  MAwmin = 2+/3, dat dugc tai diém M,(2; 1; 2).
" MAwm = 43, dat duge tai diém Ma(0; —1; 0).

d. Mat phang (P) can dung tlep xudc v6i (S) va cich A mot khoang 16n nhat chinh 1a
mat phang tiép xiic véi (S) tai diém M,, do dé:

p Qua M, (0; — I; 0)
" | vtpt TA(3; 3; 3) chon (1; 15 1)
e. Mait cdu tam A ¢4 thé tiép xiic trong va ti€p xic ngoai vdi (S), nén ta c6:
= Mat cau (T) tam A tiép xtc ngoai véi (S) duoc cho bai:
Tam A4; 3; 4)
(T):y . .
Ban kinh R=AM, = 23
ST): -4+ (y-3)72+(@z-4)?>=12.
»  Mit ciu (T,) tam A tiép xuc trong véi (S) duoc cho bdi:
Tam A4; 3; 4)
(T,): L
Ban kinh R=AM, = 4./3
S(M):x—-42+(y-312+(z—-4)>=48

&S Prx+y+z+1=0.
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f. Mat cau (S)) c6 ban kinh nhé nhat, di qua A va ti€p xdc véi (S) chinh 1a mat cau
duong kinh AM,, do d6:

Tam I, 1a trung diém AM, Tam I, (3; 2; 3)
< (S, :{ ne

S): AM
""" | Ban kinh R1=Tl Ban kinh R,=/3

& (S):(x =3 +(y-2) +(z-3)* =3.

g. Mit cau (S,) c6 ban kinh 16n nhat, di qua A va ti€p xdc v6i (S) chinh 1a mat cau
duong kinh AM,, do d6:

Tam 1, 1a trung diém AM,

S,)): < (S,):
(5:) BénkinthzAMz (5:) {

Tam I, (2; 1; 2)
Bin kinh R,=2/3

S (S):(x=2) +(y-1) +(z-2)’ =12.

& Cha y: Néu diém A nim trong hodc ndm trén mat cdu (S) thi moi dudng thing
hoiac mat phiang di qua A déu cat (S). Nhan dinh ndy goi ¥ mot cich ching minh
duong thang hoac mat phang cat mat cau.
Vidu2: Trong khong gian Oxyz, cho diém A(2; 1; 2) va mit cdu (S) c6 phuong trinh:
S):x*+(y—-1)*+(z-1)*=0.
a. Ching té ring moi duong thang di qua diém A déu cat mat cau (S).
b. Viét phuong trinh mat phang (P) di qua A cat (S) theo thiét dién 12 dudng
tron ¢6 ban kinh nhoé nhat.
c. Viét phuong trinh dudng thang di qua A cét (S) tai hai diém B, C sao cho
BC c6 do dai 16n nhat.
d. Viét phuong trinh dudong thang di qua A vuong géc véi duong thang
(A): % = ll :% va cdt (S) tai hai diém E, F sao cho EF =3+/2.

L5 Gidi
a. Mat cau (S) c6 tam I(0; 1; 1) va ban kinh R = 3, ta c6:
IA2=224(1-1+(2-1*=5< IA=+/5<R.
Vay, moi dudng thang di qua diém A déu cat mat cau (S).
b. Goi r 1a ban kinh ctia duong tron (C), ta c6 nhan xét:
r=R*-d I, (P) <R*-IA’=4r1r<2.
Suy ra rvin = 2, dat duoc khi:
dd, (P)) =1A < 1A L (P).
Do d6, mat phang (P) can dung dugc cho bdi:
p): {Qua A(2:1;2)

: _ S P:2x+z-6=0.
vtep TA(2; 05 1)
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c. Hai diém B, C thugc (S) c6 do dai 16n nhat khi BC la mot dudng kinh cua (S), do
dé dudng thang (d) can dung dugc cho boi:

—242
{Qua A2 1:2) X=2+

. < (d):qy=1 ,te R.
vtep TA(2; 05 1) st

d. Gia sir duong thing (d) can dung c6 vtcp u(a; b; ¢), ta lan luot co:
» Puong thang (d) vuodng géc véi (A) véi vtep u—A (2; -1; 1) khi:
ﬁJ_i @ﬁ.izO@ 2a—b+c=0<b=2a+c.
* Phuong trinh dudng thiang (d) duoc cho boi:

=2
Qua A(2; 1;2) e
vtcp u(a; b; ¢) z=2+ct

* Toa do céc diém E, F duoc xdc dinh bing cach thay phuong trinh tham s6 cla
(d) va (S), ta cé:
(at+2)>+b*> + (ct + 1)>=9
S @+ + AP +2Ra+ o)t —4=0. @))
Phuong trinh c6 hai nghiém t;, t, thod man:
2(2a+c)
a’+b*+c’
A .
a’+b*+c¢’
=  Véi E(at; + 2; bty + 1; ct; + 2) va F(at, + 2; bty + 1; ¢ty + 2) thi:
EF =32
<> 18 = EF? = (at; — aty)? + (bt; — bty)? + (ct; — ctr)?
= (a2 +b? + ?)(t; — 12)* = (a% + b? + A)[(t; + t2)* — 4t;t7]

t,+t, =—

tt

12 ==

42atc)’ 16 _ 4Q2a+c)

= +16
(a2+b2+cz)2 a’+b*+c* | a’+b’+¢’

= (a2+b2+c2)

_ 2(2a+c)’

=1
a’+b*+¢?

Sat+c?+(a+c)’=2(R2a+c)

< 3a’+4ac=0<a=0hoac az—gc.

Khi dé:
= Véia=0thib=cnén ﬁ(O; c; ¢) chon ﬁ(O; I; 1), do d6 ta dugc:
x=2
(d):qy=1l+t,teR.
z=2+t

62



= Véia =—§c thi b =—§c nén ﬁ(—%c; —%c; c) chon ﬁ(4; 5; —3), do dé ta duoc:

x=2+4t
(d,):{y=1+5t,teR,
z=2-3t
Vay, ton tai hai dudng thang (d;) va (d2) thod man diéu kién dau bai.
Vidu3: Trong khong gian Oxyz, cho diém A(2; 2; 4) va mt ciu (S) c6 phuong trinh:
(S): X2+ (y—1)P*+(z-2)y*=9.
Chiing t6 rang diém A nim trén mat ciu (S).
Tim diém B thuoc (S) sao cho AB dat gi4 tri I6n nhat.
Viét phuong trinh mat phang tiép xiic véi (S) tai A.
Viét phuong trinh duong thang tiép xidc véi (S) tai A va vuong géc véi vecto
v(1; 0; -1).
e. Viét phuong trinh dudng thang tiép xiic véi (S) tai A va tao véi dudng thang
x y-1 z=2 0
(A).E_T—_—l mot géc 45°.
f. Viét phuong trinh dudong thang di qua A vuong géc véi dudng thang
(@): x—=2 _ y—1 _Z-

1 2 -1
&5 Gidi
a. Mat cau (S) c¢6 tam I(0; 1; 2) va ban kinh R = 3, ta c6:
IA2=22+1+2°=9 < JA=3=R.
Vay, diém A nim trén mat cau (S).
b. Diém B thuoc (S) c6 do dai 16n nhat khi AB 1a mot dudong kinh ctia (S), do d6 B
dai xung véi A qua tam I, suy ra B(=2; 0; 0).
c. Mat phang (P) cin dung dugc cho boi:
Qua A(2;2; 4)
{V'[Cp E(2; 1;2)

/o o

2 vacat (S) tai diém B sao cho AB=24/5.

&S P:2x+y+22-14=0.

d. Gia sir dudng thing (d) cin dung c6 vtcp u, ta co:
ulIA - — -
ST eu=[IA v]=(-L4-1).
ulv

Khi dé, phuong trinh duong thang (d) dugc cho boi:

Qua A(2; 2; 4) X=2-1
: - & (d):qy=2+4t,te R.
vtep u(=1; 4; - 1) s—d—t
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. Gia s dudng thing (d) cdn dung c6 vtcp u,(a; b; ¢) , ta lan luot c6:
* Vi (d) tiép xtc vai (S) tai A nén:

u, LIA = u,JA=0 <2a+b+2c=0<b=-2a—-2c.
»  Pé gbc giita (d) va (A) bang 45° diéu kién Ia:

1 2a+2b—¢|

V2 Jalsbi 4+ .\/22 +2° 4+ (=1
< 9[a% + (—2a — 2¢)* + ¢?] = 2[2a + 2(—2a — 2¢) — c]?
< 9[5a% + 8ac + 5¢?] = 2(-2a — 5¢)?

u,.u,

cos45’ =

s

< 37a%* + 32bc — 5¢2 =0 < a = —c hoac az%c.

Khi dé:
= Véia=—cthib=0nén u,(-c;0; c) chon u,(~1; 0; 1), tir d6:
Qua A(2:2:4) x=2-t
di): _ < (d):qy=2 ,teR.
vtep u, (—=1;0;1) yedit
= Véia =ic thi b =—ﬁc nén ;d(ic; —ﬁc; c] chon uj(S; —84; 37), tir do:
37 37 37 37
Qua A(2:2:4) X=2+45t
d>): _ < (dy):qy=2-84t,teR.
vtep u, (5;—84;37) s =4+ 37t

Vay, ton tai hai dudng thang (d;) va (d») thoa man diéu kién diu bai.

Gia str duong thing (d) can dung c6 vtep u(a; b; ¢), ta 1an luot c6:

» Puong thang (d) vudng géc véi (a) vé6i vicp ut(l; 2; —1) khi:
ﬁLuj <:>ﬁ.ut=0 < a+2b-c=0<c=a+2b.

» Phuong trinh dudng thang (d) duoc cho béi:

Qua A(2; 2; 4) X=2+al
: - & (d):qy=2+bt,te R.
vtep u(a; b; ¢) s—d+ct

* Toa do diém B (B # A) duoc xac dinh bing cach thay phuong trinh tham so
cua (d) va (S), ta co:
(at+2)>+ (bt + 1)+ (ct +2)>=9
t=0
S @A+ +22a+b+20) =0 o (= 22800
a“+b" +c

= V6i A2; 2; 4) va B(at + 2; bt + 2; ct + 4) thi:

AB=2./5
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20 = AB? = 222 + b2 + (22 = (a2 + b + )2
4(2a+b+2¢c)® _ 4(2a+b+2c)’

(a4biec) @ AbC

< 5[a’+b*+ (a+2b)*]=[2a+ b+ 2(a+2b)]?

& 5(2a2 + 5b + 4ab) = (4a + 5b)?

= (a2+b2+c2)

< 6a% +20ab =0 < a =0 hoac az—?b.

Khi dé:
*  Véia=0thic=2bnén u(0; b; 2b) chon u(0; 1; 2), do dé ta duoc:
x=2
(d):{y=2+t ,teR.
z=4+2t
= Véi a:—?b thi c:—éb nén ﬁ(—?b; b;—%bj chon u(10; —3; 4), do dé
ta duoc:
x=2+10t
(d,):qy=2-3t ,teR.
z=4+4t

Vay, ton tai hai dudng thang (d;) va (d.) thod man diéu kién dau bai.

Bai toan 7: Vi tri tuong déi clia hai ducsng thang,
Phuong phdp dap dung
V6i hai duong thang (di) va (d»):
(d: X=X, _Y-Y, _2-%
a b c

= c6 vicp u? (ar; bi; c1) va di qua Mi(x1; yi; 71),

1 1 1

(do): X=X, _ Y=Y, _2-2
b

= c6 vtcp u—2 (az; ba; €2) va di qua Ma(x2; y2; 72),

2

a2 2 C2

dé xét vi tri tuong do6i ctia (di) va (do) ta sit dung céc két qua sau:
a. (d)) va (d) dong phing < [1T1 ,uj .MM, =0.

[;l’;z]'MIMZ =0

= (d)) va (d,) cit nhau < )
a :b,:c,#a,:b,:c,

= (di) va (d») song song v&i nhau
S aibicr = ax by c# (X1 — X2): (V1 — ¥2): (21 — 22).
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= (dy) va (dy) trung nhau
< ar. b11 C; = az: bz: Cr = (X1 — Xz)Z (y1 — yz)l (Z1 - Zz).
b. (di) va (d2) chéo nhau < [u, ,u, . M,M, #0.
Nhu vay, véi yéu cau " Xét vi tri tuong doi ciia 2 duong thang (d,) va (d»)", thuat
todn dugc thuc hién theo céc budc:
Buoc 1: Thuc hién:
= V6i dudng thang (d,) chi ra vtep u, va diém M, e(d)).
= V6i dudng thing (d) chi ra vicp u, va diém Moe(dy).

Budc2: Kiém tra:
= Néu u,, u,, MM, clng phuong thi két luan (d;) va (d) tring
nhau.

= Néu ITI , IT; cung phuong va khong cung phuong véi W thi két
luan (d:) va (d») song song véi nhau.
= Né&u u,, u, khong cung phuong, thuc hién budc 3.
Buéc 3: Xac dinh [u, ,u, ]. MM, , khi dé:
= Néu[u,, u, .MM, =0 thikétluan (d;) va (d>) cit nhau.
» Néu[u,,u, .MM, #0 thikeétluan (d;) va (d) chéo nhau.

Vidul:; Xétvi tri tuong d6i clia hai duong thang (d,) va (d,), biét:

x=1+t X=-t
a. (di): Jy=2+2t va(dy): sy=-2t ,te R.
z=3-2t z=5+2t
b. (dl):%zy—tfzzz3 va (d») 1a giao tuyén clia hai mat phang:
c. Prx+y—-z+2=0va(Q):2x-y+2z-3=0.
x-1 y-7 z-3 | x—-6 y+1 z+2
d. (d,): = = va (d,): = =
(@)= 1 4 e T
X =—2t
e. (d): X127V 2 54y dy=—8+3tteR
2 2 1
z=4+t
&S Gidi
a. Tacé:

*  Puong thang (d;) c6 vtcp ;1(1§ 2; —2) va di qua diém M,(1; 2; 3).

*  Puong thang (d») c6 vtcp g(—l; —2;2) vadi qua diém M,(0; 0; 5).

Nhan xét rang cédc vecto uT, u?, W(—l; —2;2) cung phuong nén hai dudong
thang (d;) va (d») tring nhau.
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b. Tacé:
*  Pudng thang (d;) c6 vtcp uﬁ(l; —4; —3) vadi qua diém M,(0; -3; -3).

= Cdc mat phing (P), (Q) ¢6 vipt n,(L;1;-1), ny(2-12) nén dudng thing (do)

c6 vtcp u, dugc cho béi:

u, =0, ng | = (14 -3)= u/ /v, . (1)
Puong thang (d») chita cic diém M(x; y; z) thod man hé:
x+y—z+2=0
Y . M
2x—-y+2z-3=0

Nhan xét ring toa do diém M, khong thod man hé (I) nén M; ¢ (da).
T d6 két hop v6i (1) suy ra (d;) va (dz) song song véi nhau.
c. Tacé:
* Puong thang (d;) c6 vtcp ;1(2; 1; 4) va di qua diém M;(1; 7; 3).
* Puong thang (d») c6 vtcp @(3; —2; 1) vadi qua diém My(6; —1; -2).
Nhan xét rang:
[uﬁ, @]W =0 = (di) va (d2) cat nhau.
d. Tacé:
* Puong thang (d;) c6 vtcp u—1(2; —2; 1) va di qua diém M;(1; 2; 0).
* Puong thang (d») c6 vtcp @(—2; 3;1) va di qua diém M»(0; -8; 4).
Nhan xét rang:
[0, u; | M;M, =54 = (d1) va (d:) chéo nhau.

& Cha y: V6i hai dudng thing (d;) va (d,) song song véi nhau, ching ta thudng
gap thém céac yéu cau:

1. Tinh khoang cach giita (d,) va (d»), ching ta c6 ngay:

‘[Mle,uz]

u

d((dy), (d2)) =d(My, (d2)) =

b

2
v6i M, € (di), M € (d2) va u, 1a mot vicp chia (da).

2. Viét phuong trinh mat phang chia (di) va (d), ching ta ¢6 thé Iua chon nhiing
céch giai sau dé thuc hién:
Cdch 1: Thuc hién theo cac budc:
Budcl: Goi u 1 vicp ciia (d) va ldy Mie(d) va Mae(dy).
Budc 2: Mat phang (P) duoc cho bi:

Qu_aM1 QuaM
@ e®rd - e
Capvtep M|\M, vau, viptn =[u1, Mle]
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Cdch 2: Thuc hién theo cac budc:
Buoc 1: Lﬁ:y A, M € (d1) va M, (dz)
Budc 2: Gia st mit phang (P) c6 phuong trinh:
(P): Ax+By+Cz+ D=0, v6i A + B>+ C*> 0.
Buéc 3: Vibadiém A, M;, M, e (P) = Phuong trinh ctia (P).
3. Viét phuong trinh mat phang (P) chita (d;) va cdch (d») mot khoang bang h, chiing
ta thuc hién theo cac budc:
Budc 1: Lay A, M, € (di) va Mz € (do).
Budc 2: Gia st mit phang (P) c6 phuong trinh:
(P): Ax + By + Cz+ D =0, diéu kién A>+ B>+ C*>> 0.
Buéc 3: Vidiém A, M, € (P) va d(M,, (P)) = h, suy ra phuong trinh cta (P).
4. Viét phuong trinh dudng thang (d) thudc mat phang chita (d,), (d2) va song
song, cach déu (d,), (d»), chiing ta thuc hién theo cac budc:
Budc I: Goi u, 1a vtep clia (dy) va 1dy My e(d) va Mae(dy).
Suy ra toa do trung di€ém M clia M ;M.
Budc 2: Duong thang (d) duge cho boi:

(d): {Qua i

vtep u, .

5. Viét phuong trinh mat cau (S) c6 ban kinh nho nhét tiép xic véi (d,) tai diém

E va ti€p xuc véi (d,), chiing ta thuc hién theo céc budc:

Budc 1: Goi F la hinh chi€u vuoéng géc cua E trén (d,) thi mat cau (S) can dung

chinh 1a mat cau duong kinh EF.

Budc 2: Talan luot:

* Tim toa do diém F.
» Viét phuong trinh mat cau duong kinh EF.
6. Viét phuong trinh mat cdu (S) ti€p xuc vai ca (di), (dz) va cé tam thudc dudng
thang (A), chiing ta thuc hién theo céc budc:

Budc 1: Vi (d)) va (dz) song song vGi nhau nén tam I cua mat cau (S) thudc mat
phing (R) song song, cich déu (di), (d2) va vuong géc v6i mat phang
chia (dy), (d).

Viét phuong trinh mit phang (R).

Khi dé:

» Tam I chinh 1a giao diém cta (Q) va (A).

» Ban kinh clia mat cau 1a R = d(I, (di)).

Budc 3: Viét phuong trinh mat cau (S).

Luu y: Chiing ta cdon c¢6 mot phuong phép tong quét dé thuc hién yéu cdu nay sé
duoc tdng két lai trong chd ¥ clia hai dudng thang chéo nhau.

Vidu2: Trong khong gian Oxyz, cho hai dudng thang (d;) va (dz) ¢6 phuong trinh:

x=1+2t . 5
d):dy=2+t ,te R va(d,)—== _1y:ZI ,
z=3+t
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a. Chitng minh rang hai dudng thang (d) va (d:) song song v6i nhau. Tinh
khoang céach giita (d;) va (d>).

b. Viét phuong trinh mat phang (P) chita (d;) va (d»).
Viét phuong trinh mat phing (Q) chita (d;) va cach (dy) mot khoang bing /3 .

d. Viét phuong trinh dudng thang (d) nim trong mat phang (P) va song song,
cach déu (dy), (d2).

e. Viét phuong trinh mat ciu ¢6 ban kinh nho nhat tiép xdc véi (d;) va tiép xtc
Vv6i (dy) tai diém B(4; 2; 3).

f.  Viét phuong trinh mit cau tiép xiic véi (d)), (d2) va c6 tam thuoc duong thang

x+2 y-1 z+1

A

@) -1 -2 2
&5 Gidi
a. Taco:

* Puong thang (d;) c6 vtcp uﬁ(2; 1; 1) va di qua diém M;(1; 2; 3).
=  Pudng thing (d2) ¢6 vicp u,(2; 1; 1) va di qua diém Ma(2; 1; 2).

Nhan xét rang céc vecto uT, g cung phuong va diém M; khong thuoc (d>) nén
hai dudng thang (d;) va (d,) song song véi nhau.
Ta c6:

[Ma ]

u

_ |0: -3;3)| _f3

d((d), (d)) = d(M, (ds) = o))

2

b. Ta c6 thé trinh bay theo céc céch sau:

Cdch I: Goi n, 12 mot vtpt clia mat phang (P), ta co:

n, IMM, — r— . _
T =y = [ MM, u; = (0;-3;3) chon n, (01 1)
n, lLu,

Khi dé, phuong trinh mat phing (P) duoc cho béi:

p Qua M, (1;2;3)

* | vtpt n, (0;1;—1)

Cdch 2: Lay thém diém A(3; 3; 4) thuoc (d)), gia st mat phang (P) cé:

(P): Ax+By+Cz+D=0,v6i A>+ B>+ C*> 0.
Tir diéu kién M, M>, A thuoc (P) ta dugc:

&S Pry-z+1=0.

Il
(e}

A+2B+3C+D=0 A+2B+3C+D=0

ChonC=1

2A+B+2C+D=0 < {A-B-C=0 PR
3A+3B+4C+D=0 A+2B+2C=0

g Qw >
o
_— |
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Khi d6, ta duoc phuong trinh mat phang (P) c6 dang:
P:-vy+z-1=0=PFP):y-z+1=0.
c. Ta c6 thé trinh bay theo céc céch sau:
Cdch I: Ly thém diém A(3; 3; 4) thuoc (d,), gia st mat phiang (Q) c6 phuong trinh:
(Q:Ax+By+Cz+D=0,v6i A2+ B>+ C*> 0.
Ta lan luot c6:
= Vi A, M; thuoc (Q) nén:
{A+2B+3C+D=0 - {A+2B+3C+D=O© {D=5A+B
3A+3B+4C+D=0 2A+B+C=0 C=-2A-B
»  DEd((d), (Q)) = 1 diéu kién Ia:
|2A+B+2C+D|

& (2A+B-4A-2B+5A+B) =3[A’ +B’ +(-2A-B)’ |

dM:, (Q) = 3 <

< A’+2AB+B’=0 < A=-B.
Khi d6 chon A =1 tadugc B=—-1,C=—-1vaD =4 nén:
Q:x—-y-z+4=0.
Cdch 2: Tu gia thiét ta thay:
(d)<=(@Q
V3 =d((d), (d) = d((Q). (d)) = { P)L(Q)
Goi n 12 mot vtpt clia mat phing (Q), ta c6:

n J_n . .
= n —[ul,np]z(—2; 2;2) chon ng(L; —1;-1).

J_u

Khi do, phuong trinh mat phang (Q) duoc cho béi:
Qua M, (1;2;3)
Q):

. Rt Xx—y—-z+4=0.
vtpt n, (L-1;—1) Q@ Y

d. Goi M la trung diém M;M,, suy ra M(é 3. éj

2°2°2
Phuong trinh dudng thang (d) cin dung duoc cho bdi:
3 3 5
(d): 222<:>(d):2:1=1.
vtep 1T1(2; I;1)

e. Goi A 1a hinh chi€u vuong géc cua B trén (d;) thi mat ciu (S) can dung chinh la
mat cau duong kinh AB. Ta lan luot:
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»  Xdc dinh toa do diém A biang viéc st dung mot trong cc céach sau:
Cdach I: Tacé:

Qua B Qua B(4;2;3)

P): <P —
(R)yL(d)) vtpt u, (2;1;1)
Vi {A} = (di) » (P’) nén toa do B la nghiém hé phuong trinh:

< P):2x+y+z-13=0.

x=1+2t x=3

=N — A(3;3;4)va AB= /3.
Z=3+t Z:4
2x+y+z-13=0 t=1

Cdch 2: Vi A € (d)) nén:
Al +2t;2+t;3+t)= ABQ2t-3;t;1).
Tir diéu kien AB L (d,) ta c6:
ABlu, © ABu, =0 & 2Q2t-3)+t+t=0 &t=1
— A(3; 3; 4) va AB(-1;1;1) nén AB= /3.
»  Phuong trinh mdt cau duong kinh AB duoc xac dinh bdi:

.2 . 757
Tam I la trung diém AB Tam I} — —; —
222
O ankinn R=AB T g
’ R

= (S)Z(X—%j +(y—%) +(Z—%) =%.

Luu y: Phuong trinh mat cau dudng kinh AB con duge xdc dinh bang phuong phap qui
tich — Bé nghi ban doc tu thuc hién bdng cdch xem lai bai hoc 1.

f.  Ta c6 thé trinh bay theo céc céch sau:
Cdch 1: Vi (dy) va (dz) song song vGi nhau nén tam I cia mat ciu (S) thudéc mat

phing (R) song song, cich déu (d;), (d2) va vudng géc v6i mat phang chia (dy), (dz).
Ta lan luot:
* Phuong trinh mat phiang (R) duoc cho béi:
Qua M(i; i; éj
222)sR):2x-2y-22+5=0.

vipt ng (I; —1; 1)

(R):

Vi {I} = (A) n (R) nén toa do I 1a nghiém hé¢ phuong trinh:

x+2 y-1 z+1 2X-y=-5
= = 5
-1 -2 2 & y+z=0 = I(_? 0; Oj.
2x-2y—-2z+5=0 2x —2y—2z=-5
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* Do dai ban kinh R clia mat cdu (S) duoc cho bai:

[Miv] 5
w2

* Phuong trinh mat cau (S) dugc cho bai:

Tam I(—é; 0; 0]
2

R=d{, (d))) =

(S): @(S):(x+§j +y2+22:%.

RV
2
Cdch 2: Chuyén phuong trinh dudng thang (d») va (A) vé dang tham s6:
x=2+2u Xx=v-2
(d):qy=1+u , (A):<y=1-2v,u,ve R.
z=2+u z=2v-1

Gia st mat cau (S) c6 tam I va tiép xdc véi (dy), (d2) theo thit tu tai A va B, suy ra:
Iv-2;1-2v;2v—-1), A +2t;2+t;3+t), BR+2u; 1 +u;2+u)
Al(v=2t-3;—2v—t—1;2v—t—4)
=4 .
BI(v-2u—-4;-2v—u; 2v—-u-3)
Ta 14n luot ¢6 cac diéu kién:
= (S) ti€p xtc v6i (dy) tai A khi:
AlL(d) e AlLu, < Alu, =0
S 2(v-2t-3)-2v—-t—1+2v—-t—4=0
S2v-06t—-11=0<2v=0t+ 11. (1)
= (S) ti€p xtc v6i (d») tai B khi:
BI L (d) < Bl Lu, < Blu, =0
& 2(v-2u-4)-2v—u+2v—-u-3=0
()
S2v-—6u—-11=0=2v=6u+11 = u=t. )
= (S) ti€p xtic vGi ca (dy) va (dz) khi:
Al = Bl < AI> = BI?
S (V=2t=3)  +(2v-t-1) +2v-t—4)’ =
=(v-2u—-4) +(-2v-u)’ +(2v-u-3)°
S (v=2t=3)  +(2v—t-1)’ +2v—t-4)’ =
=(V=2t—4) +(2v—-t) +2v-t-3)’

SW+l1=0 V=—% :>t=—2:>1(—§; 0; Oj va A(-3;0;1).
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Phuong trinh mat cau (S) dugc cho bai:

Tam I(——; 0; Oj )
S): < (S): x+5 +y +z =Z.
R=IA=—
2
& Cha y: Vi hai dudng thing (d;) va (d,) cit nhau tai M, ching ta thudng gap
thém cac yéu cau:
1. Tinh géc giita (d;) va (d2), ching ta c6 ngay:
= Vi (d)) c6 vtcp uT(au bi; ¢1) va (d2) c6 vicp 1a ut (az; by ¢2).

»  Goi o 12 géc tao bdi hai dudng thang (d;) va (d2) (0< o < g), ta co:
‘uﬁut |a]a2 +b,b, + c]cz|

coso = = .
Ja2 b7+ a2+ b2 +¢

‘ul Ju,

Luu y: Dé (d)) L (d2) < cosa =0 <> aja, + biby + cic2 = 0.

2. Viét phuong trinh mat phang (P) chita (d;) va (dz), ching ta c6 thé lua chon
nhiing cich giai sau dé thuc hién:
Cdch 1: Ta thuc hién theo c4c budc:
Bugc I: Xic dinh cic vtep u,, u, ctia dudng thing (dy) va (d).
Budc 2: Mat phang (P) duoc cho bi:

QuaM QuaM
P9 — — & (P - = —.
{Capvtcp u, vau, {thtn = [ul, uz]
Cdch 2: Thuc hién theo cac budc:
Budc 1: LAy hai diém M, e (d;) va M; € (d») khong trung véi giao diém M cla
(di) va (do).
Budc 2: Gia st mit phang (P) c6 phuong trinh:
(P): Ax+By+Cz+D=0,v6i A>+ B>+ C*> 0.
Vi ba diém M, M, M € (P), suy ra phuong trinh ctia (P).
3. Viét phuong trinh mat phang (Q) chia (di) va tao véi (d2) mot géc 16n nhat,
ching ta thuc hién theo cac budc:
Budc I: Tacé nhan xét:
g((d2), (Q)) < g((d2), (dn)
do d6 Max[g((d2), (Q))] = g((d2), (d1)) dat dugc khi (d;) 1a hinh chiéu
vuong goc cuta (dz) trén (Q), tic la:

1 — —
@HMM@F@:?ST:%{%%]

n, Lu

Bugc2: Viét phuong trinh mat phing (Q) qua M véi vipt n,, .
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Viét phuong trinh mat phiang (Q) chita (d;) va tao véi (d2) mot géc a, chiing ta
thuc hién theo cic budc:
Budc 1: Gia sir mat phang (Q) c6 vtpt g(a; b; ¢), ta lan luot cé:
= Vi (d)) thudc (Q) nén:
n, Lu, & nyu, =0. (1)
= Vig((dy), (Q)) = anén:

n,.u
. Q72
sinoL = ——. @)
]

Tir (1) va (2) chiing ta nhan duoc vecto n,, .

fc2: Viét phuong trinh mat phing (Q) qua M véi vipt n,, .

F’

Viét phuong trinh dudng phan gidc cua géc tao bdi (di) va (d»), ching ta ¢6 thé
lya chon nhiing cach gii sau dé thuc hién:
Cdch 1: Thuc hién theo cac budc:
Buoc 1: Xéc dinh toa do giao diém M cta (d;) va (do).
Liy diém A e (d)), v6i A # M.
jc 2: Lay diém B e (d) thoa man Al = BI, Tir d6, nhan dugc toa do hai diém
By, Bo.
Bugc 3: Tacé:
= Vi By thi suy ra toa do trung diém K, clia AB;.
Khi dé, phuong trinh duong phan giac thit nhat 1a:

Qua M
(A): —
vtep MK,
* V6iB; thi suy ra toa do trung diém K, ciia AB..
Khi d6, phuong trinh dudng phan gidc thit hai la:
Qua M
vtep MK, '

E’

(Az):

Luu y: Véi cach giai nay, ta cé cac luu y sau:
1. Taco6 két qua:
a. Néu MAMB, > 0 thi (A)) va (Ay) theo thi tu 12 phuong trinh
duong phan gidc géc nhon, goc ti cua goc tao boi (dy), (da).
b. Néu MAMB, < 0 thi (A;) va (A2) theo thit tw 13 phuong trinh
duong phan giac goc t, géc nhon cua goc tao boi (di), (do).
2. Néu bai toan yéu cdu lap phuong trinh mat phiang phan gidc (Q) clia
goc tao bai (dy), (do), ta co:
Qua M

.{thtA—B“
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Cdch 2: Thuc hién theo cac budc:

Buoc 1: Xéc dinh tao do giao diém M cta (d;) va (do).
Lay A € (di) vaB € (d2), v6i A, B= L.

Buoc 2: Goi K, K, theo thit tu 1a chan duong vuéng géc ngoai, trong ha tt M
xuong AB.
Ta 1an luot co6:

*  Diém Ki(x1; yi; z1) chia AB theo ti s6 t = %

= i _1A = Toa do K.
BK,
Khi d6, phuong trinh dudng phan giac ngoai dugc xac dinh boi:

qua |
(IKy): —_
vtep IK,

*  DPiém Kax(x2; y2; 22) chia AB theo ti s6 —%

& =—& = Toa do K.
BK,

Khi d6, phuong trinh duong phan giac trong dugc xac dinh bai:

qua I
(IKz)l ..
vtep IK,

6. Viét phuong trinh mat cdu c6 ban kinh R ti€p xtc vé6i (d)), (d») tai diém M,
chiing ta thdy ngay d6 chinh 1a "Mt cdu c6 bdn kinh R tiép xiic véi mdt phdng
(P) tai diém M" va day la dang todn ching ta da biét cach thuc hién.

7. Viét phuong trinh mat ciu ti€p xuic véi ca (di), (dz) va cé tam thudc dudong
thang (A), ching ta thuc hién theo cic budc:

Budc 1: Vi (di) va (d2) cat nhau nén tam I clia mat cdu (S) thuoc mat phang
phan giac (Q) cua géc tao boi (di), (d2).
Viét phuong trinh mat phang (Q).
Bugc 2: Khi dé:
» Tam I chinh 1a giao diém cta (Q) va (A).
= Bin kinh ctia mat cau 1a R = d(I, (d,)).
Budc 3: Viét phuong trinh mat cu (S).
Luu y: Chiing ta con c6 mot phuong phdp téng quét dé thuc hién cic yéu cau
dang (7), (8) s& dugc trinh bay trong chd y clia hai duong thang chéo nhau.

Vidu3: Trong khong gian Oxyz, cho hai dudng thang (d,) va (d2) c6 phuong trinh:

x=—1+2t x=3+2u
(d):qy=-1+2t,te Rva(d,):qy=2+u ,ue R.
z=1+t z=4+2u
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a. Chidng minh ring (d,) cét (dz) tai diém M. Tim toa do ctia M va tinh g6c
gifra (d1), (dz)

b. Viét phuong trinh mat phang (P) chita (d;) va (d»).

Viét phuong trinh mat phang (Q) chita (d;) va tao véi (d2) mot géc 16n nhat.

d. Viét phuong trinh mat phang (R) chita (d;) va tao vé6i (d2) mot géc o biét

o

. 4
sinoL=—.
9

e. Viét phuong trinh dudng phan giac ctia géc tao boi (di) va (do).

f. Viét phuong trinh mit cdu c6 ban kinh R =+/17 tiép xdc véi (dy), (do) tai
diém M.

g. Viét phuong trinh mat cau ti€p xic véi ca (di), (d2) va c¢6 tam thudc duong
thang (A) c6 phuong trinh:

X=-2+4+V
(A):5y=0 ,veR.
z=1-2v
&5 Gidi
Ta co:

* Puong thang (d;) c6 vtcp uT(Z; 2; 1) va di qua diém M;(=1; —1; 1).
*  Puong thang (d») c6 vtcp 6(2; 1;2) va di qua diém M(3; 2; 4).
a. Béng cach thay phuong trinh tham s6 cua (d,) vao (d,), ta dugc:

—1+2t=3+2u
—“1+2t=24u =t=1=(di) N (d)={M(1; 1; 2)}.
1+t=4+2u
Goi o 12 géc tao béi hai dudng thang (d;) va (dv), ta c6:
u,.u, 8
CoSA = 7—7— = —.
ulfuf O

b. Ta c6 thé trinh bay theo c4c cich sau:
Cdch I: Goi n, 12 mot vtpt ctia mat phing (P), ta c6:
==
Iji E:> n, =[u1, u2]=(3; —-2;-2).
n, Lu,
Khi dé, phuong trinh mit phing (P) duoc cho béi:
Qua M, (-L;-1;1)
P): _ & P)r3x-2y-22+3=0.
vtpt n, (3;—2;-2)
Cdch 2: Gia st mat phang (P) ¢6 phuong trinh:
(P): Ax+By+Cz+ D=0, v6i A + B>+ C*> 0.
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Tir diéu kién M, M, M> thuoc (P) ta dugc:

A+B+2C+D=0 B+2C+D=-1 2
Chon A=1 B=C==

-A-B+C+D=0 = -B+C+D=1 & 3.

3A+2B+4C+D=0 2B+4C+D=-3 D=1

Khi d6, ta duoc phuong trinh mat phang (P): 3x — 2y —2z+ 3 =0.
c. Ta cé nhan xét:
g((d2), (Q)) < g((d2), (d1))
do d6 Max[g((d2), (Q))] = g((d2), (d1)) dat dugc khi (d;) 1a hinh chi€u vuéng goc cta
(do) trén (Q), tuc la:

1 .
(Q) L ((d), (d2)) = (P) = {H_Q ) "o ng=[m =@ -7 10,
nQ u

Phuong trinh mit phang (Q) dugc cho boi:
Qua M, (-L;—-1;1)
vipt n, (2;-7;10)

1

< (Q):2x—Ty+10z—15=0.

d. Gia sirmat phing (R) ¢6 vipt n, (a; b; ¢), ta 1an luot c6:
= Vi (d)) thuéc (R) nén:
n, Lu < n,u =0<2a+2b+c=0&c=-2a-2b. (1)

= Vig((d), (R)) = 0 ¢6 sina :g nén:

4 [ngu,

B |2a+b+2c|

—=——= < 16(a> +b? +¢?) =9(2a + b + 2¢)?
9 ‘nQHu2 3Wa? +b’ +¢?

@
< 16(a® +b”) +16(—2a —2b)* =9[2a + b+ 2(-2a — 2b)]
< 44a° + 20ab — b? = 0 < b = —2a hoac b = 22a.
Khi dé:
= V6ib=—2athic=2anén n,(a; —2a; 2a) chon n,(l; —2;2), tir d6 ta duoc:
Qua M, (-L;-1;1)
R,): _
vtpt ng (1;—2;2)
= V6i b =22a thi ¢ = —46a nén n, (a; 22a; —46a) chon n,(1; 22; —46) , tir d6 ta
duoc:

< R):x-2y+2z2-3=0.

(R,):

2)-

Qua M, (-L;-1;1)
& (Ro): x4+ 22y —462+ 69 = 0.

vipt ng (1;22;—46)
Vay, ton tai hai mat phang (R)), (R») thoa man diéu kién diu bai.

e. GoiN e (dy) sao cho MN = MM,, ta lan luot c6:
N@B +2u;2+u; 4+ 2u),
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MN?’ =MM; < 2u+2)*+(u+ 1+ Qu+2?=9<9u+1)>*=9
&S u+1=21<u; =0hoacu, =-2.
Khi dé:
*  V6i s = 0 thi Ni(3; 2; 4) va trung diém cta MiN; 1a K, (1; %; %) , tr d6 ta

dugc phuong trinh dudng phan giic (A)):
Qua M(l; I; 2)
(Ao {Vtcp M—KI(O; 1/2;—1/2) chon vtep (0; 1; —1)
x=1
< (A)y=l+t,te R.
z=2-t

»  V6iwp = -2 thi No(—1; 0; 0) va trung diém ctia M|N; 1a K, (—l; —%; %] ,tur do ta

dugc phuong trinh dudng phan giic (Ay):
Qua M(1;1; 2
(Az)l _(. )
vtep MK, (2; 3/2; 3/2) chon vicp (4; 3; 3)
x =1+4t
< (A)y=1+3t,te R.
z=2+3t
f. Mat cau (S) cin dung vé6i tam I sé tiép xtic v6i mat phang (P) tai M.
Goi (A) 1a duong thang qua M va vuodng géc véi (P), ta cé:

Qua M(l; 1; 2) x=1+3t
(A): _ & (A)sy=1-2t,te R.
vtep n, (3; —2; - 2) ,—2 1t

Vi tam I thuoc (A) nén I(1 + 3t; 1 — 2t; 2 — 2¢), tir d6:
IM=ReIM’=R’© I +4%+4° =17t =1t ==1.
Khi d6:
= Véit =1 thi [,(4; —1; 0), tit d6 ta duoc:
Tam I, (4; —1;0)
(Sh):
Bén kinh R=+/17
= Véit, =—1 thi I(-2; 3; 4), tt d6 ta dugc:
Tam [, (-2;3; 4
S Al )
Bén kinh R=v/17

Vay, ton tai hai mat cau (S)), (Sz) thoa mén diéu kién dau bai.

S x—4P+(y+ 1) +2=17.

S (S): x+2+(y-3)+(@z-4)=16.
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g. Talan luot:
*  Véi dudong phan gidc (A)) ta c6 phuong trinh mat phang phan gidc (Q)):
Qua M(l; 1; 2)
(Qu): .
vtpt M|N, (4; 3; 3)

Khi do, ta co:
- Toa do tam T, cia mat cau (T;) 1a nghiém cta hé:

< (Q1):4x+3y+32-13=0.

X=—2+v x=-11
Y o) — Ty(=11; 0: 19).
z=1-2v z=19

4x+3y+3z—-13=0 v=9
- Ban kinh R, duoc cho bdi:
(7]
o
Tir d6, ta ¢6 phuong trinh mat cau (T;) nhu sau:
(T): (x+11) +y* +(z—19)* =424,
= Véi dudng phan gidc (A2) ta ¢ phuong trinh mat phing phan gidc (Qo):
{Qua M(1; 1; 2)
(Q2): -
vtpt M|N,, (0; 1; -1)

Khi do, ta co:
- Toa do tam T, cia mat cau (T>) 1a nghiém cta hé:

R1 = d(T], (d1)) = =\/424 .

& (Qy):y—-z+1=0.

X=-2+v x=-2

=0 =0
Y =177 S T200.
z=1-2v zZ=

y—z+1=0 v=0
- Ban kinh R, duoc cho bai:
‘[MITZ,uI]‘

Ri =d(Ty, (d))) = T =2.
uI

Tt d6, ta c6 phuong trinh mat cau (T>) nhu sau:
(T,): (x+2) +y* +(z—1)> =2.
Vay, ton tai hai mat cau (T)), (T») thoa mén diéu kién dau bai.

@ Chu y: V6i hai dudng thing (d;) va (ds) chéo nhau, chiing ta thudng gap thém

cac yéu cau:

1. Tinh géc giita hai dudng thang (d;) va (d»), chiing ta thuc hién tuong tu nhu
trong phan chd y vé hai dudng thang cit nhau.
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Tinh khoang cdch giita hai dudng thang (d;) va (dy), ching ta c6 két qua:

* (dy) di qua diém M;(x; yi; z1) va c6 vicp fl (ar; by; ci).

* (dy) di qua diém Ma(x2; y2; z2) va c6 vicp ui (az; by c2).

Khi do6, khoang cach gitta (di), (d2) duoc cho bai:

‘[ul ,u, ].M1M2
v, ]

Ngodi ra, con c6 thé sir dung két qua trong yéu cau (3) hodc yéu ciu (6).

d((dy), () =

Viét phuong trinh mat phang (Q)) chita (d;) va song song véi (dz), chiing ta thuc
hién theo cac budc:

Buocl: Tim uT va 12 1a vtep cuia (dy) va (do) va ldy diém M, e (dy).

Budc 2: Mat phing (Q,) duoc cho béi:

Qua M,
(Ql): {tht n—'l =|:ITI, IZJ .

Mé rong yéu cau trén 1 "Viét phuong trinh cdc mat phang (Q)), (Q.) theo thit
tu chita (d,), (d») va song song véi nhau".
Viét phuong trinh mat phang (Q) song song va cich déu (d), (d»), ching ta thuc hién
theo cac budc:
Budc I: Tim u, va u, 1a vtep ctia (di) va (do).

Lay M, € (d;) va M; € (do), suy ra toa do trung diém M ctia M;M..

Budc 2: Mat phing (Q) duoc cho béi:
Qua M
Q\ vipt =[u.u, ]

. Viét phuong trinh dudng vuong géc chung cta (d;) va (d»), chiing ta c6 thé lua
chon nhitng céch giai sau dé thuc hién:
Cdch 1: Ta thuc hién theo cac budc:
jc 1: Giasu A, Btheo thi tu la chan dudng vuong géc chung trén (d;) va (do).
Budc2: Chuyén phuong trinh (d;) va (dz) vé dang tham s, suy ra toa do clia A, B theo
phuong trinh tham s6 cta (d;) va (do).
Budc 3: Tix diéu kién:

{(d)udl) - {ﬁu‘l @{ﬁ.ﬁ:o :{t

E’

WL~ |ABiu,  |ABum =0 lu
= Toado A, B
Budc 4: Khi d6 phuong trinh dudng vuong géc chung (d) duoc cho boi:
quaB
(d): .
vtcp AB

80



Cach 2:
Buoc 1:

Buoc 2:

Buoc 3:

=
P

Buoc 3:
Buoc 4:

Cach 4.

Thuc hién theo cic budc:
Tim u, va u, la vtcp ctia (di) va (d2). Goi u 1a vtep clia dudng vuong
g6c chung (d), ta cé:
{‘i“i > a=[m 5]
ulu,
Goi (Py) 1a mat phang chita (d) va (d;), khi d6:

ua M, e(d ua M, e(d
(Py): a4, S [) @) @ (Py).
Céapvtcp u va u, vipt n, =[u,u,]
Goi (P») 1a mat phang chita (d) va (d»), khi dé:

d d
(Py): {Qua M, e(d,) o P {qua M, e(d,)

—_— 2).

- = (Pz)
Céapvtcp u va u,

vipt 1, =[u,u,]
Puong thiang chung (d) chinh 1a giao tuyén ctia (P;) va (P,) nén gém
cac diém M(x; y; z) thod man hé:

P, .
{EPI )) => Phuong trinh tham s6 hoc chinh tic ctia (d).
2

: Ta thuc hién theo cac budc:

Tim u, v u, la vtcp clia (d;) va (d). Goi u 1a vtcp clia dudng vuong
g6c chung (d), ta cé:

o= S

lj li = uz[ul,uz].

ulu,
Goi (P1) 12 mat phang chita (d) va (d)), khi d6:

Qua M, €(d,)) qua M, €(d,)
(Py): { L e P S

Cap vtep uva ITI

= (Py).

vipt n, =[u,u;]

Gia st (d)(dz) = {B} suy ra (P))(dz) = {B} = toa do B.
Khi d6 phuong trinh dudng thang (d) duoc cho boi:

quaB
(d): .
vtcpu

(Ap dung trong trudng hop hai dudng thing (di), (d2) chéo nhau va

vuong gbc v6i nhau): Ta thuc hién theo cic budc:

Budc 1:

Buoc 2:

Dung mit phing (P;) thoa man:
{(dl) c(P)
(P)L(d,) "
Dung mat phang (P») thod man:
{(dz) < (P,)
(P,) L(d)
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Buéc 3: Duong thing chung (d) chinh 1a giao tuyén ctia (P;) va (P,) nén gém
cac diém M(x; y; z) thod man hé:

P .
{EPI )) => Phuong trinh tham s6 hodc chinh tic ctia (d).
2
6. Viét phuong trinh mat cau c6 ban kinh nhé nhét tiép xdc véi ca (d)) va (d),
chiing ta di viét phuong trinh mat cau duong kinh AB véGi A, B theo thi tu la
chan dudng vuong goéc chung trén (d;) va (d).
7. Viét phuong trinh mat ciu ti€p xuc véi ca (di), (d2) va cé tam thudc dudong
thang (A), ching ta thuc hién theo cic budc:
Buoc 1: Chuyén phuong trinh céc dlmng thang (A), (d) va (d2) vé dang tham s6
va tim cic vtcp tuong Ung u,, u, .
Budc 2: Gia st mat cau (S) c6 tam I va ti€p xic véi (dy), (dz) theo thi tu tai A va
B, suy ra toa do I, A, B theo cac phuong trinh tham s6.
Budc 3: Tacé diéu kién:

IA L (d,) IA Lu, Au, =0

— —  — —_— Toadol
IBL(d,) < {IBLlu, < {IBu,=0 = R.LA;
IA=1IB IA=IB IA? = [B? B

Mat cau (S) dugc cho bai:
Tam I
(S): {

=
h

Bén kinh R’

Vidu4: Trong khong gian Oxyz, cho hai dudong théng (d1) va (dz) ¢6 phuong trinh:
(d)x 2 _y- 3 z-5 y—3_z+2

,» (d, ) =
1 1 3

Ching minh rang hai dudng thang (A1), (Az) chéo nhau. Tinh géc gitta ching.

Viét phuong trinh mat phang (P») chia (d2) va song song v6i (d,).

Viét phuong trinh mat phang (Q) song song va cch déu (dy), (dy).

Viét phuong trinh duong vuong géc chung cua (d,) va (d).

Tinh khoéang cach giita hai du’fmg thang (d,) va (d).

Viét phuong trinh mat cau ¢ ban kinh nho nhat tiép xtc véi ca (di) va (do).

,Qf Giai
a. Tacé:
* Puong thang (d;) c6 vtcp ;1(12 1;2) vadi qua diém M;(2; 3; 5).
* Puong thang (d») c6 vtcp 6(2; 1;3) va di qua diém M,(1; 3; -2).
Nhan xét rang:
[uT, Q].W -6 = (A1) vi (A2) chéo nhau.

Do ae o
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Cosin géc o gitta hai duong thang (A1) va (Az) dugc cho bdi:
u,.u,

9
COSAL = T—=7—7 =
|

‘u u, _ﬁ.

b. Goi n 12 vecto thoa man:
n=[u,u, [=1-1).
Khi dé, ta co:
Qua M,(1;3;-2)
(P.): { ’

vtpt n(l; 1; 1)

S P):x+y—-z-6=0.

c. Goi M la trung diém M;M, thi M(%, 3; %) )
Khi d6, phuong trinh mat phang (Q) duogc cho béi:
Qua M(g, 3; gj
Q): 2 2] Qrx+y-z-3=0.
vtpt n(l; 1; — 1)
d. Ta c6 thé trinh bay theo céc céch sau:
Cdch I: Chuyén phuong trinh cta (d;), (d2) vé dang tham so6:

X=2+t x=1+2u
(d): 9y=3+t , (d): Jy=3+u ,(t,ue R).
z=5+2t z=-2+3u

Gia st A, B theo thit tu 1a chan dudng vuong géc chung trén (d;) va (d) thi:
AR+t3+t5+2t) vaB(1 +2u; 3 +u; -2 + 3u)
= ABQu-t-Lu—t3u-2t-"7).
Tir diéu kién:
{(d)L(dl) ABLlu, [ABu, =0 {3u—2t=5 {u:l
R = =
(d)L(d,) |ABLu, [ABu,=0 l4u—-9t=23
= A(l; 2; 3) va B(3; 4, 1).
Khi d6, phuong trinh dudong vuong géc chung (d) duoc cho bai:

{QuaA(l; 2; 3) x=l+t
d): . & (d): sy=2+t,te R.
vtcpAB(Z; 2; —2) chon (1; 1; —1) R

Cdch 2: Goi (d) 1a duong vuong géc chung ctia (di) va (d»), khi d6 mot vtep u cla
(d) théa man:

{GL;‘: ﬁ:[u—l, Q]:(l; L-1).

ulu,
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Ta lan luot:
= Goi (P1) 1a mat phing chita (d) va (dy), khi d6:
Qua M, (2;3;5) Qua M, (2;3;5)
Py): 1):

T e () o
Capvicp u vau, vipt n; =| u, u; |=(3-3; 0)

S P):x—-y+1=0.
*  Goi (P») 12 mat phing chita (d) va (d»), khi dé:
Qua M, (1;3;—2) Qua M, (1;3;-2)
(Pz)i{ 2 AQPz'{ ’

Capvtcp u vau, vtpt rTz = [ﬁ, ut} =4;-5 -1

& P):4x-5y-z+9=0.
Vi (d) chinh Ia giao tuyén ctia (P;) va (P2) nén dudng thing (d) cin dung chita cic
diém M(x; y; z) thod man hé:
x-y+1=0
{4X—5y—z+9=0'
Bang viéc dat x = t, ta bién d6i hé (*) vé dang:

()

X=t X=t
t—y+1=0 S y=1+t,te R.
4t-5y—-z+9=0 z=4-t
D6 chinh 12 phuong trinh tham s6 cia duong thang (d) cin dung.
Cach 3: Goi (d) 1a dudong vuong gbc chung ctia (d;), (d2) va gia st (d) cat (d») tai B,
khi d6 mot vtep u cta (d) thoa man:
ﬁ:[uﬁ, Q]:(l; 1.
Ta lan luot: i
*  Goi (P)) la mat phang chia (d) va (d.), khi do:
Qua M, (2;3;5) Qua M, (2;3;5)
(P1): . e (P IR
{Capvtcp uvau, {tht n, = [U, ul] =(3;-3;0)
S P):x—-y+1=0.
= Vi (P) n(d2) = {B} nén toa do ctia B 1a nghiém ctia hé:
x-1_y-3 z+2 Xx—2y=-5
2 1 3 & z-3y=-11 = B(3;4; 1).
x—-y+1=0 x—y=-1
Khi d6, phuong trinh duong vuong géc chung (d) duoc cho bai:
{QuaB(’j; 41) x=3+t
d): - & (d):sy=4+t,te R.
vtepu(1; 1; —1) =1t
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Cdach 4: Goi (d) 1a dudng vudng géc chung cua (dy), (d2) va gia st (d) cat (dy) tai A,
khi d6 mot vtep u cha (d) thoa man:
-
lj u;:> uz[ul, uz]z(l; 1;,-1).
ulu,
Ta lan luot:
* Goi (P2) 12 mat phang chita (d) va (d»), khi d6:
Qua M, (1;3;—2) Qua M, (1;3;-2)
(P>): SSRGS -1 T
Capvtcp u vau, vtpt n, = [u, uzJ =(4;-5;-1)
& P):4x -5y -z+9=0.
= Vi (P, n(di)) = {A} nén toa do cua A la nghiém cua hé:

x-2 y-3 z-5 x=y-1
11 2 &qz=2y-l = A(1;23).
4x -5y -z+9=0 4x-5y-z2+9=0
Khi d6, phuong trinh duong vuong géc chung (d) duoc cho bai:
{QuaA(l;2;3) x=l+t
d): - & (d):sy=2+t,te R.
vtepu(1; 1; —1) =3t

e. Khoang cach giita (d;) va (d») duoc cho bai:
[l
o]

hogc d((dy), (d2)) = d(Mi, (P2)) =2+/3
f. Mat cau (S) duong kinh AB véi A, B theo thit tu 1a chan duong vuong géc chung
trén (d;) va (d.) chinh 1a mit cdu can dung. D€ viét phuong trinh mit cau (S) ta c6
thé trinh bay theo cdc cdch sau:
Cdch 1: Mat cau (S) v6i duong kinh AB c6:

) Tam I 12 trung diém AB

" |Bankinh R = AB/2

d((d), (d2)) =

Tam I(2; 3; 2)

@(S):{
R=+/3

< (9):(x-2) +(y-3) +(z-2)" =3.
Cdch 2: Mat cau (S) v6i dudng kinh AB gom:
M(x; y; z) € (S) < AM L BM < AM.BM =0
Sx-1y-2,z-3).x-3;y—-4,z-1)=0
SEXx-DE-N+y-Dy-4dH+(z-3)(z-1)=0
S xP+y'+722-4x—-6y—-4z—-14=0.
D6 chinh la phuong trinh mat cau (S) can tim.
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Cdch 3: Mt cau (S) v6i dudng kinh AB gom:
M(x; y; z) € (S) < AMAB vuong tai M < AM? + BM? = AB?
SE-1P?+F-2) +Z-3)P+x-3 +(y-4’+@z-1?*=12
SxXP+y +22—4x—-6y—-4z-14=0.
D6 chinh la phuong trinh mat cau (S) can tim.

Vidu5; Trong khong gian Oxyz, cho hai dudng thang (d;) va (d2) ¢6 phuong trinh:

x=2+2t x=14+u
(d): <y=4-t , (d2): {y=3+2u, (t,ue R).
z=1+t z=3-u
a. Chitng minh rang hai dudng thang (d,), (d») chéo nhau.Tinh géc gifta hai
duong thang (d) va (d»).
b. Viét phuong trinh mat cau (S) ti€p xidc véi ca (dy), (d2) va cé tam thudc
dudng thing (A): Xl_l = y—12:z1—1 .
&S Gidi
a. Taco:

* Puong thang (d;) c6 vtcp ;1(2; —1;1) va di qua diém M;(2; 4; 1).
* Puong thang (d») c6 vtcp @(1; 2; —1) va di qua diém Mx(1; 3; 3).
Nhan xét rang:

[0, u; | M;M, =8 = (d1) va (d2) chéo nhau,

Cosin géc o giita hai duong thang (d;) va (d») duoc cho bi:

N (T R S
coso = ‘a‘u_z Jode 6
b. Chuyén phuong trinh duong thang (A) vé dang tham so:
x=1+v
(A):qy=2-v,ve R.
z=1+v

Gia stt (S) c6 tam I va tiép xdc véi (dy), (d2) theo thit tu tai A va B, suy ra:
I(M+v;2—-v;1+v), AC+2t;4—-t;1+t), Bl+u;3+2u;3—1u)
= Al(v=2t—1;—v+t—2;v—t) va Bl(v—u; —v—2u—1; v+u—2).

Ta 14an luot ¢6 cac diéu kién:

= (S) ti€p xtc vai (dy) tai A khi:

Al L (d) < Al Lu, < Alu, =0
S 2(v-2t-1)—(-v+t-2)+(v-t)=0 < 2v=3t

& tzgv = Al —X—l;—X—Z;X .
3 3 3 3
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= (S) tiép xtc vdi (dy) tai B khi:
BI L (d) < Bl Lu, < Blu,=0

S WV-w+2(-v-2u-)-(v+u-2)=0=v="Tu uz—év

= (S) ti€p xtc véi ca (dy) va (dz) khi:
Al = Bl < A’ = BI?

v (v VY (avY (v P 2y ’
<:>(—+1j +(—+2 +(—j = —) +(—+1 + —+2j
3 3 3 3 3 3

& (v4+6) +v =16V +(2v+6) < 18V + 12v=0

< vi =0 hoac V2=—§.
Khi dé:
= V6ivi=0thit=0nén L,(1; 2; 1), A(2; 4; 1), tir d6 ta duogc:
Tam I (1; 2;1
o [T 02

: S S): x=1P2+(y—=2P+(z—-17=5.
Bén kinh R=IA=/5

= Véiv, :—% thi t=—i nén I, (l;§;lj, A(Q;ﬂ;gj , tr 6 ta duoc:
3 9 3 3°3 999

Tam I, (l, §; lj

3'3°3

= (S)'(x—lj2+( —§j2+[z—lj2—@
NenD) 73) U3 3) T2

Ban kinh R:IA:T

(S2):

Vay, ton tai hai mat cau (S)), (Sz) thoa mén diéu kién dau bai.

Bai toan 8: Vi tri tuong ddi cia dudng théng va mit phing. |
Phuong phap ap dung
DPé xét vi tri tuong doi clia dudng thang (d) va mat phang (P) (hoac x4c dinh diéu
kién vé vi tri tuong doi giita dudng thang (d) v mat phang (P)), ta thudong lua chon
mot trong hai cich sau:
Cdch 1: (Phuong phdp dai s6): Thuc hién theo céc budc:
Buoc 1: Xét hé phuong trinh tao boi (d) va (P).
Budc 2: Bién luan:
= Ne&u hé c6 nghiém duy nhat , khi d6 (d) n (P) = {A} c6 toa do
la nghiém ctia hé.
= Néu hé vo nghiém, khi d6 (d) N (P) = < (d) // (P).
= Né&u hé c6 vo s6 nghiém, khi dé (d) c (P).
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Cdch 2: (Phuong phdp hinh hoc): Thuc hién theo cac budc:
Buoc 1: Gia st
= (d) c6 vtep u (a; b; ¢) va di qua Mo(Xo: yo; o).
= (P)cé vipt n(A; B; C).
Budc 2: Khi do:
1. Dé (d) cit (P) diéu kién la:
u.n #0< Aa+Bb+Cc#0.
2. Dé (d) song song véi (P) diéu kién la:
uln un=0 Aa+Bb+Cc=0
o S .
M, ¢ (P) M, ¢ (P) Ax,+By, +Cz, +D =0
3. Dé (d) ndm trong (P) diéu kién la:
uln un=0 Aa+Bb+Cc=0
& & .
M, € (P) M, € (P) Ax,+By,+Cz,+D=0
Hoic ¢6 thé 14y hai diém phan biét M, N thuoc (d) va thiét
lap diéu kién M, N thuoc (P).
4. Dé (d) vuong géc v6i (P) diu kién la a: b: ¢ = A: B: C.

Vidul; Xétvitri tuong doi cia mat phang (P) va dudng thang (d), biét:
X=t
a. Prx+y+2z—-1=0va(d):qy=1+t ,te R.
z=2-3t

x+1 1-y z-2
1

c. (P):x+y+z—6=0va(d)Ilagiao tuyén cta hai mat phang:
P):x+2y+z-8=0va(P):x+z-4=0.

b. P):2x+5y+z—-1=0va(d):

@ Hudng dan: St dung kién thic trong phan phuong phap gidi toan.
&5 Gidi
a. Ta c6 thé trinh bay theo hai céch sau:
Cdch I: Thay phuong trinh cta (d) vao (P), ta duoc:
t+1+1422-30—-1=0< —4t+4=0c1t=1.
Thay t = 1 vao phuong trinh tham s6 ctia (d) ta két luan (d) cat (P) tai M(1; 2 ; —1).
Cdch 2: Mt phang (P) ¢6 vipt n(1; 1; 2) va dudng thing (d) c6 viep u(l; 1;—3), ta c6:
un=1.1+1.1+2(-3)=-4#0.
Suy ra (d) cat (P).
b. Ta c6 thé trinh bay theo hai céch sau:
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Cdch I: Xét hé phuong trinh tao bdi (d) va (P) la:
x+1 1-y z-2 X+2y =1
2 1 1 & qy+z=3 : )
2x+5y+z-1=0 2x+5y+z=1
Hé (I) vo nghiém, do d6 (d) song song véi (P).
Cdch 2: Mt phang (P) ¢6 vtpt n(2; 5; 1) va dudng thang (d) 6 vtep u(2;—1;1), ta c6:
un=22+5-0)+1.1=0 < uln. (1)
Lay A(-1; 1; 2) € (d), ta c6 nhan xét A ¢ (P). 2)
Twr (1) va (2) suy ra (d) song song véi (P).
c. Ta c6 thé trinh bay theo céc céch sau:
Cdch 1: Puong thiang (d) chita cdc diém M(x; y; z) thoa man hé:
Xx+2y+z-8=0
{x+z—4=0 ’
Xét hé phuong trinh tao boi (d) va (P) la:
Xx+2y+z-8=0

)
x+z-4=0 =7 . (1)
X+z—-4=0

X+y+z-6=0

Heé (1II) ¢6 vo s6 nghiém, do d6 (d) nam trong (P).

Cdch 2: Puong thang (d) chia cdc diém M(x; y; z) thoa man hé:
2 -8=0 )
{x TeyTz — Hai diém A(1; 2; 3) va B3; 2; 1) thuoc (d).
x+z-4=0

Nhan xét rang A, B ciing thudc (P) nén (d) nam trong (P).
Cdch 3: Cac mat phing (P), (Py), (P2) c6 vept n(1; 1; 1), n,(1;2; 1), n,(1; 0; 1).

Duong thing (d) ¢6 vicp u dugc cho boi:
u= [nT, nj] = (2, 0; -2).

Nhan xét rang:

un=21-21=0<uln. 3)

Lay A(1; 2; 3) € (d), ta c6 nhan xét A € (P). @)

Tu (3) va (4) suy ra (d) nam trong (P).
& Chu y: Trong trudng hop dudng thing (d) nim trong mat phang (P) chiing ta
thuong gap thém céac cac yéu cau:
1. Viét phuong trinh mat phang chita (d) va vuong géc véi (P), chiing ta thuc hién

theo cic budc:

Buoc 1: Tim mot vtep u cta dudng thing (d) va 1dy diém A thuoc (d).

Tim mot vtpt n clia mat phiang (P).
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Goi n,, la mot vtpt clia mat phing (Q), ta c6:
nglu . ..
Tt e=[5.n]
n, Ln
Budc2: Khi d6, phuong trinh mat phang (Q) duoc cho béi:
Qua A
(Q): —

vipt n, '
. Viét phuong trinh mat phing chita (d) va tao vé6i (P) mot géc o, chiing ta thuc
hién theo cac budc:
Budc1: Timmot vicp u clia dudng thang (d) va 1dy diém A thuoc (d).
Tim mot vtpt n ctia mat phing (P).
Goi i (a; b; ¢) 1a mot vtpt clia mat phang (Q), ta 1an lugt cé:
n, Lu < n,u=0. (1)
i
g((P), (Q) =a < —==cosa. (2)
ol
Giai hé tao bai (1) va (2) chiing ta nhan dugc toa do cla i )
Budc 2: Khi d6, phuong trinh mat phang (Q) duoc cho béi:
Qua A
Q) —.
vipt n,,
. Viét phuong trinh mat ciu c6 ban kinh R ti€p xtic véi (d) va (P) tai diém M thi
bai to4n dugc chuyén vé dang "Viét phuong trinh mdt cdu cé bdn kinh R tiép xiic
voi (P) tai diém M", day 1a dang todn ma chung ta da biét cach thuc hién.
. Viét phuong trinh mat cdu cé ban kinh R tiép xtic véi (d) tai diém M va cat (P)
theo thiét dién 1a dudng tron 16n, ching ta c6 thé lua chon mot trong céc céch:
Cach I: Ta thuc hién theo cic budc:
Buoc 1; Gia st I(x; y; z) 1a tam mat cau (S), khi do:

Ie(P) Ie(P)
MIL(d) < {MLu=0 = Toa do tam L.
MI=R IM? =R?

Buoc 2:  Viét phuong trinh mat cau (S) véi tam I ban kinh R.
Cdch 2: Ta thuc hién theo cac budc:
Budc 1; Lap phuong trinh tham s6 clia dudng thang (A) nim trong (P)
va vuong goéc véi (d) tai M.
Buoc 2: Gia st I 1a tam mat cau (S), khi d6: toa do tam I thoa man
phuong trinh tham s6 cua (A).

90



Str dung diéu kién:
MI =R = Toa do6 tam 1.
Budc 3: Viét phuong trinh mat cau (S) véi tam I ban kinh R.

5. Viét phuong trinh mat cdu c6 ban kinh R tiép xtic vdi (d) tai diém M va cit (P)
theo thiét dién 12 dudng tron c6 ban kinh bang r, ching ta thuc hién theo cic
budc:

Budc 1: Gia suI(x; y; z) 1a tam mat cau (S), khi do:
MI L (d)
MI=R = Toa do tam L.
d(1, (P)) =+R? —1?

Budc 2: Viét phuong trinh mat cau (S) véi tam I ban kinh R.

Vidu 2; Trong khong gian Oxyz, cho mat phang (P) va duong thang (d) c6
phuong trinh:

x=1-t
P):2x+y+22-1=0, (d):{y=1 ,teR.
z=—1+t
a. Chang minh ring dudng thang (d) ndm trong mat phang (P).
b. Viét phuong trinh mit phiang (Q) chia (d) va vuong géc véi (P).
c. Viét phuwong trinh mat phang (R) chita (d) va tao véi (P) mot géc a. ¢d

6
cosa=—.
3

d. Viét phuong trinh mat cdu c6 ban kinh R =+/18 tiép xdc véi (d) tai diém
M(0; 1; 0) va cat (P) theo thiét dién 1a dudng tron 16n.
e. Viét phuong trinh mit cdu (S) c6 ban kinh R =+/2 tiép xiic véi (d) tai diém
N(=1; 1; 1) va cat (P) theo thiét dién la dudng tron c¢6 ban kinh béng
2
=5
&5 Gidi
a. Ta c6 thé trinh bay theo céc céch sau:
Cdch I: Xét hé phuong trinh tao boi (d) va (P) bang céch thay phuong trinh tham s6
cua (d) vao (P), ta duoc:
20-)+1+2-1+t)-1=0<=0=0.
Tic hé ¢6 vo s6 nghiém, do d6 (d) nam trong (P).
Cdch 2: Puong thang (d) di qua hai diém A(1; 1; —1) va B(0; 1; 0).
Nhan xét rang A, B ciing thudc (P) nén (d) nam trong (P).
Cdch 3: Pudng thing (d) c6 viep u(-1; 0; 1) va di qua diém A(1; 1; —1).

Mait phang (P) c6 vtpt 5(2; 1;2).
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Nhan xét rang:

un=-12+12=0 < uln. (1)
2+41-2-1=0=A e (P). )
Tu (1) va (2) suy ra (d) ndm trong (P).
b. Ta co:

=  Pudng thang (d) ¢6 vtcp u(=1; 0; 1) va di qua diém A(1; 1; —1).
= Mit phéng (P) c6 vipt n(2; 1; 2).
Mat phéng (Q) ¢6 vtpt n,, thoa man:
nglu . ..
T =g =[nu]=1-4D.
n, Ln
Khi d6, phuong trinh mat phang (Q) duoc cho béi:
Qua A(1;1;-1)
Q): . S Q)rx—-4y+z+4=0.
vipt nQ(l; —-4;1)
c. Gié sirmat phing (R) c6 vipt n, (a; b; c) # 0, ta ldn luot:
» D¢ (R) chita (d) diéu kién Ia:
n, Lu < nu=0<-a+c=0cc=a

* (R)tao v6i (P) mot géc o co cosa = 76 diéu kién la:

[2a+b+2c| _@@ [2a+b+2¢| 7

Va2 b2+ 2 A2 412 422 3 JaZ+b> +¢?
b= (421+b)2 =6(2a2 +b2) < 4a’+8ab—-5b*=0

= azlb hoacaz—gb.
2 2

Khi do:

= Véi a=%b thi chon b =2 ta dwgc a=c = 1 nén n, (1; 2; 1) , tir d6:

Qua A(L; 1; -1
(Rl):{ ( )

. &S Ri)ix+2y+z2-2=0.
vtpt n, (1; 2; 1)

= Vé6i az—gb thi chon b=-2ta dugc a=c=>5nén i(S; —2;5),tur do:

Qua A(L; 1;-1)
(R,): _
vtpt ng (5; —2; 5)

Vay, ton tai hai mat phang (R1), (R») thoa man diéu kién diu bai.
d. Ta c6 thé trinh bay theo céc céch sau:

< (Ry):5x =2y +52+2=0.
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Cdch 1: Gia st I(x; y; z) 1a tam mat cau (S) can dung, khi do:

Ie(P) Ie(P) 2x+y+2z-1=0
MIL(d) < {MLu=0 < {-x+2z=0
MI =R IM? =R? X*+(y-1’+2"=18
=1-4x =1-4x
Y Y x=Ly=-3,z=1
S JZ=X <SVZ=X Py
x=-lLy=5z=-1

x>+ (1-4z-1+x* =18 [18x* =18
Khi do:
*  V6iIi(1; -3; 1), tir d6 ta duoc mit cau:
S Tam I, (1; -3; 1)
1).
Bén kinh R=+/18
»  V6il(—1; 5; —1), tir d6 ta duoc mat cau:
Tam I, (—1; 5; —1)
(S):
Bén kinh R=/18
Vay, ton tai hai mat cAu (S)), (S2) thod mén diéu kién ddu bai.
Cdch 2: Gia st I 12 tam mat cdu (S) can dung, khi d6 I thuoc dudng thang (A) ¢ vicp
u, nim trong (P) va vuong géc véi (d) tai M.
Ta cé6:
u, lu  — -
i _=>u, z[u, n]:(l; —-4;1).
u, Ln
Khi dé, phuong trinh duong thang (A) dugc cho boi:
Qua M(0;1;0)
A): _
viep u,, (1;—4; 1)

S (S): x— 1P+ (y+3P+(z—17=18.

S () x+ 1P +(y=5P+@z+172=18.

Xx=t
S (A): ly=1-4t,te R.
z=t
Tir d6 tam I(t; 1 — 4t; t) va diéu kién:
MI=ReMP=R’<o+162+t’=18 < t’=1<t=+1.
Khi dé:
= Véit=1thi Li(1; -3; 1), ti d6 ta dugc:
Tam I, (1; -3; 1)
S): & (S): (x— 12+ (y+32+(z— 1) =18.
Bén kinh R=+/18
= Véit=-1thi (-1; 5; 1), tir d6 ta duoc:
Tam I, (-1;5; -1
Ban kinh R=1/18
Vay, ton tai hai mat cAu (S)), (S2) thod mén diéu kién ddu bai.

SS): x+ 1)+ (y-5+(@z+1)*=18.
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e. Gia st K(x; y; z) 1a tam mat cau (T) can dung, khi d6 ta lan luot c6:
= ViNK L (d) nén:
NKu=0 & —-(x+1)+z-1=0=x-2z+2=0. 3)
= VINK=Rnén(x+12+(y—12+@z-1)>=2. (4)

* Vi d(K, (P))=vR? -1 nén:
px+y+22—u_ 2_2 <::>|2x+y+2z—1|_4
Ve V9 3 3

2x+y+2z-1=4 - 2x+y+2z=5
2X+y+2z-1=-4 2X+y+2z=-3
Tu do:
* V6i2x +y+2z=5két hop véi (3) ta duoc:

2x+y+2z=5 z=Xx+2

= .
x—z+2=0 y=1-4x
Thay (I) vao (4) ta duoc:
X+ 12+ (HAx)?+(x+1)2=2

@

< 18x*+4x =0 < x =0 hoac x=—§.
Khi dé6:
- V6ix=0thiy=1vaz=2nénK;0; 1; 2), suy ra mat cau:
(T): x>+ (y— 12+ (z-2)*=2.
2 17 2 17 16

- V6i x=—=thi y=— va z=E nén Kz(——,—,—j, suy ra mat cau:
9 9 9 99 9

2\ 17Y 16Y
T):|x+=| +H|y—| +|z——| =2.
(2)(X 9) (y 9) (Z 9)
» Vi 2x +y + 2z = —3 két hop véi (4) ta dugc:
{2X+y+22=—3©{z=x+2

Y dn 7 81))

x—z+2=0
Thay (IT) vao (5) ta duoc:
X+1P+(HAx =8P+ (x+1?=2<9x>+34x +32=0< x =—2 hoic x:—%.
Khi dé:
- Vé6ix=-2thiy=1vaz=0nénKs(-2; 1; 0), suy ra mat cau:
(T3): X+ 2+ (y—- 1) +22=2.
16 . 2 1 K4[ 16 2 1

- V6i x=—— thi y== va z=— nén ——;=;— |, suy ra mat cau:
9 9 9 9°9

(T4):(X+%) +(y—§} +(z—é) =2.

Vay, ton tai bon mat cu (T1), (T2), (T3), (Ts) thoa man diéu kien dau bai.
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& Chu y: Trong trudng hop dudng thing (d) song song véi mat phing (P) ching
ta thuong gap thém cau hoi:
1. Tinh khoang cach gitta (d) va (P), ching ta c6 ngay:
d(d, (P)) = d(A, (P)), v6i A € (d).
2. Viét phuong trinh mat phang chita (d) va song song véi (P), chiing ta c6 ngay:
ua Ae(d
©): {Q Aed)
vtpt n,
3. Viét phuong trinh hinh chi€u vuong goc cta (d) trén (P), ching ta c¢6 cdc céch
giai sau:
Cdch I: Ta thuc hién theo cac budc:
Budc 1: 14y diém A e (d), tir d6 xdc dinh toa do diém Ha 1a hinh
chi€u vuong géc cua A 1én (P).
Budc2: Phuong trinh hinh chiéu vuoéng géc clia duong thang (d) 1én mat
phang (P) 12 dudng thang (d;) duoc cho bai:

quaH,
(do): :
(d))//(d)

Cach 2: Ta thuc hién theo cic budc:
Budc 1: Viét phuong trinh mat phang (Q) chita (d) va vuong géc véi
(P).
Buoc2: Khi d6, hinh chiéu vuong géc ctia dudng thang (d) 1én mat
phang (P) chinh 1a giao tuyén ctia (P) va (Q).

4. Viét phuong trinh mat phang chia (d) va tao véi (P) mot géc a, ching ta thuc
hién tuong tu nhu trong trong hop dudng thang (d) nim trong mit phang (P).
5. Viét phuong trinh mat cau ¢6 ban kinh nhd nhat ti€p xdc vé6i (P) va tiép xic
v6i (d) tai diém M, chiing ta thuc hién theo cac buéc:
Budc 1: Goi (S) 1a mat cau can dung, suy ra (S) chinh 1a mat cau duong kinh MN
v6i N 12 hinh chiéu vuong goc cua M trén (P).
jc 2: Xéac dinh toa do diém N.
Budc 3: Viét phuong trinh mat cau duong kinh MN.

E’

6. Viét phuong trinh mat ciu tiép xdc véi (d) va tiép xidc véi (P) tai diém M,
chiing ta thuc hién theo céac budc:
Budc 1: Gia st mat ciu (S) can dung c6 tam I, ban kinh R va tiép xdc véi duong
thang (d) tai N.
ViN e (d) nén thoa man phuong trinh tham s6 cta (d).
Viét phuong trinh tham s6 clia dudng thang (A) qua M va vuong géc
v6i (P).
Vil € (A) nén thoa man phuong trinh tham s6 cua (A).
Budgc 3: Thiét 1ap diéu kién IN L (d) va R = IM = IN ching ta sé nhan duoc toa
do tam I va do dai ban kinh R.
Viét phuong trinh mat ciu (S) tim I ban kinh R.

=
P

P

:
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7. Viét phuong trinh mat ciu c6 ban kinh R tiép xtc véi (d) tai diém M va tiép xiic
v6i (P)", ching ta thuc hién theo cac budc:

Budc 1: Gia st mat cau (S) can dung cé tam I(a; b; ¢), khi d6 I thuoéc mat
phang:

M
(PM);{QuaM & (P): Qua M
(Py) L(d) vipt u

Budc 2: Talan luot c6:

I e (Puw).
MI=R < MI* =R
d(L, (P)) =R.

Tir day suy ra toa do tam L.
Budc 3: Viét phuong trinh mat ciu (S) tam I ban kinh R.
Vidu3: Trong khong gian Oxyz, cho mit phang (P) va dudng thang (d) c6
phuong trinh:
x=1
Pex+y—-6=0, (d):1y=1 ,teR.
z=4+t
a. Chiing minh ring duong thang (d) song song véi mat phang (P). Tinh
khoang cach giita (d) va (P).
b. Viét phuong trinh mat phang chita (d) va song song véi (P).

c. Viét phuong trinh hinh chi€u vuong goc cua (d) trén (P).
d. Viét phuong trinh mit phing chida (d) va tao véi (P) mot géc o ¢
3
cosoL =——.
J10

e. Viét phuong trinh mat cau c¢6 ban kinh nhd nhat ti€p xuc véi (P) va tiép
xtic véi (d) tai diém A(1; 1; 1).
f. Viét phuong trinh mat cdu c¢6 ban kinh R =242 tiép xic véi (P) va tiép
xuc v6i (d) tai diém A(1; 1; 1).
g. Viét phuong trinh mat ciu tié€p xic véi dudng thang (d) va tiép xiic véi mat
phang (P) tai diém E(5; 1; 1).
25 Gidi
Ta c6:
= Mat phing (P) ¢6 vtpt n(l; 1; 0).
= Puong thang (d) c6 vtcp ﬁ(O; 0; 1) va di qua diém M(1; 1; 4).
a. Ta lan luot:
» Pé chitng minh (d) song song vdi (P) ta ¢6 thé trinh bay theo céc cach sau:
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Cdch 1: Bang cach thay phuong trinh tham s6 cua (d) vao (P), ta thy:
1 + 1 — 6 =0, mau thuan = (d) song song vdéi (P).
Cdch 2: Ta cé:
nu=0<nlu. (1)
Nhan xét M ¢ (P). 2)
Twr (1) va (2) suy ra (d) song song vé6i (P).
Khoang cach gita (d) va (P) duoc cho bdi:

1+1-6
d(d, (P)) =dM, (P)) = Q =22
VI 412
b. Goi (Q) 12 mat phang can dung, khi dé:
Qua M(1;1;4
Q: - ( )
vtpt n(1; 1; 0)
c. Ta c6 thé trinh bay theo céc céch sau:
Cdch I: Goi H 1a hinh chi€u vuong géc cta M trén (P), ta c6:

&S Qrx+y—-2=0.

Qua M(L;1;4) x=l+t
(MH): S (L1 0 < (MH): sy=1+t,te R.
t ;1
chn( ) _—
Vi {H} =(MH) n (P), toa do H la nghi¢m h¢ phuong trinh:
x=1+t x=3
=1+t =3
y Y= S HE3: 3: 4).
Z=4 Z:4

Xx+y—-6=0 t=2

Tir d6, phuong trinh dudng thang (d’) 1a hinh chiu vuong géc cta (d) trén (P)
duoc cho boi:

. |Qua H(3;3;4) =2
(@): B & (d):dy=3 ,teR.
vtep u(0; 0; 1) 7=4+t

Cdch 2: Goi H(x; y; z) 1a hinh chi€u vudng géc ctia M trén (P), ta c6:

X+y—6:0 X:3
He(P He (P —1=k —
He® o 1e® ) =177 S HEG: 3 4).
MH// n MH =kn y—1=k z=4

z—-4=0 k=2
Tir d6, phuong trinh duong thang (d’) 12 hinh chiéu vuong géc cua (d) trén (R)
dugc cho boi:
. [QuaH(3;3;4) x=3
(d): - & (d):qy=3 ,teR.
vtep u(0; 0; 1) L= A4t
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Cdch 3: Goi (P’) v6i vipt n' 1 mit phang chita (d) va vuong géc véi (P), ta cé:

{;’J_ﬁ =0 ]=(-1:1;0).

U

n'Ln
Khi dé, phuong trinh mat phang (P') duoc cho béi:
. [QuaM(1;1;4)
P): —
vtpt n'(—1; 1; 0)

Tir d6, phuong trinh dudng thang (d’) 1a hinh chiéu vuong géc cta (d) trén (P)
gém cdc diém M(x; y; z) thod min hé:

S P)x-y=0.

{x+y—6=0 &Sx=y=3.
x—-y=0
Vay, duong thing (d’) ludn c6 phuong trinh tham s 1a:
x=3
(d):qy=3 ,teR.
z=4+t

d. Gia sir mat phing (R) c6 vpt n, (a; b; ¢) thoa man diéu kién ddu bai, ta 1an luot:
= P& (R) chia (d) diéu kién Ia:
n, Lu < n,u=0 <c=0.
*= (P) tao v6i (P) mot géc o ¢ coso = % diéu kién la:

|a+b| 3 |a+b| 3
= = -

NN e EN TN AN

< 5(a+b)*=9(a’ + b?)

=2b
&2 -5ab+2b2 =0 | .
b=2a
Khi do:
= Véia=2bthi n,(2b;b;0) chon n,(2;1; 0), tir dé:
Qua M(l; 1; 4)
(R)): .
vtpt ng (2; 1; 0)
= V6ib=2athi n,(a; 2a; 0) chon n,(1;2; 0), tir d6:
Qua M(1; 1; 4)
vtpt a(l; 2;0)
Vay, ton tai hai mat phang (R)), (R») thoa man diéu kién diu bai.
e. Goi (S) 1a mat cau can dung, suy ra (S) chinh 1a mat cau duong kinh AA’ véi A’ 1a
hinh chi€u vuong géc cua A trén (P). Ta lan luot:

< [Ri):2x+y-3=0.

(R,): & Ro):x+2y-3=0.
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Xdc dinh toa do diém A'(x; y; z) bang viéc st dung mot trong cdc cdch sau:
Cdch I: Ta cé:
A'e(P) A'e(P)
{AA' 1(P) ~ {@(x ~Ly-1z-1)//n(1;1; 0)
x+y—6=0 t+DH+(+D)-6=0

x—1=t x=t+1 ,
= = =A'(3;3;1).
y—1=t y=t+1
z—1=0 z=1
Cdch 2: Phuong trinh dudng thang (AA’) dugc cho béi:
x=1+t
A ua A(1; 1; 1
(AA’):{Qua' @y | QAEED e L
(AA") L(P) vtep n(1; 1; 0)

z=1
Vi {A’} = (AA’) N (P) nén toa do0 A’ dugc xdc dinh bang cédch thay phuong trinh
tham s6 ctia (AA’) vao phuong trinh cta (P), ta duoc:

l1+4t+1+t—-6=0=t=2=>A’3;3;1).
Phuong trinh mdt cdu duong kinh AA’ duoc xéc dinh bang mot trong céc cach sau:
Cdch 1: Ta co:

Tam I 1atrung diém AA' Tam 1(2; 2; 1)
®): AA < (S): {R A

Bén kinh R:T
< (S):(x=2) +(y-2) +(z-1) =2.

Cdch 2: Mat cau (S) v6i dudng kinh AA’ gébm cdc diém:
N(x;y;z) € (S )< AN LA'N < ANAA'N=0
Sx-Ly-1Lz-1)x-3;y-3;z-1)=0
SE-DE=-3HD+y-Dy-3)+@z-DHz-1)=0
SxXP+y+72-4x—4y—-2z+7=0.

D6 chinh la phuong trinh mat cau (S) can tim.

Cdch 3: Mt cau (S) v6i dudng kinh AA’ gdm:
N(x; y; z) € (S) < ANAA’ vuong tai N < AN? + A'N? = AA”?
SE-1D)P+y-12+z-1)+Ex-3 +F-32+(z-1)72=8
SxXP+y +72—4x—4y-22+7=0.

D6 chinh la phuong trinh mat cau (S) can tim.

Gia sir mat cdu (S) can dung c6 tam I(a; b; ¢), khi d6 I thuoc mat phang:
ua A Qua A(1; 1; 1)
(P,): Q < (Py): - < (Pa):z—-1=0.
(P,) L(d) vtpt u(0; 0; 1)
Ta lan luot c6:
Ile(PA)=c-1=0<c=1.
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Al=R< @-1+b-1Y +(c-1)?*=8

S @-172+(b-17=8. (*)
a+b—6| b=10-a

dd, (p :R<:>|—=2 2 & b-6|=4 < .

(1 (P)) — V2 & Jatb-¢ {b:Z—a

Tir d6:
= V6ib =10 - athay vao (*) ta duoc:
(a— 1)+ (9 —a)> =8 < 2a>—20a + 76 = 0, vO nghiém.
» V6ib=2-athay vao (*) ta dugc:
(a-12+((-a’=8<(@-17>=4
a=3 =>b=-1=1[3;-L1)
L =—1=b=3 =L(-131)’
Khi do6:
»  Véitam I;(3; —1; 1) ta dugc mat cau (S;) ¢6 phuong trinh:
(S): (x=3+(y+1)*+(@z-1)=8.
»  Véitam I(—1; 3; 1) ta dugc mat cau (S;) ¢6 phuong trinh:
(S): x+ 1)+ (y—-3)2+(@z—-1)>*=8.
Vay, ton tai hai mat cAu (S)), (S2) thod mén diéu kién ddu bai.
g. Gia stt mat cau (T) can dung c6 tam I, ban kinh R va tiép xuc véi (d) tai F.
ViF € (d)nén F(1; 1; 4 +1).
Goi (A) 1a duong thang qua E va vuong géc véi (P), ta cé:

Qua E(5;1:1) " X= f +u .

: - & (A):dy=1+u,ue R.
vtep n(1;1; 0) Y .
7=

Vil € (A)nénI(u+5;u+ 1; 1), talan luot c6:
= ViFI_Ll(d)nén:
Fllu © Flu=0 ©3+t=0st=-3=F1; 1; 1).
= ViFI=IE nén:
FP=1E’< (u+4)’+uv’=v*+v’ < 8u+16=0<u=-2.
Tir d6, mat cau (T) v6i tam T(3; —1; 1), ban kinh R=2V2 ¢6 dang:
(T): (x=3)" +(y+1)" +(z—1)" =8.

@ Chi y- Trong trudng hop dudng thing (d) cit mat phing (P) tai diém A
ching ta thuong gap thém cau hoi:
1. Tinh géc gitra (d) va (P), ching ta c6 ngay:
» Mat phang (P) c6 vtpt ii (A; B; C).
»  Pudng thing (d) c6 vicp u(a;b;c).
Goi a la goc tao boi (P) va (d), ta co:
|Aa +Bb +Cc|

sino = .
JAZ+B? +C2 AJa? +b2 + ¢
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2. Viét phuong trinh hinh chi€u vuoéng géc cua (d) trén (P), chiing ta c6 cac cach
giai sau:
Cdch 1: Ta thuc hién theo cac budc:
Budc 1: Xic dinh toa do giao diém A cta (d) va (P)
jc 2: Ldy diém M e (d), tir d6 xdc dinh toa do diém Hy 1a hinh
chiéu vuong géc cua M 1én (P).
Budc 3: Phuong trinh hinh chiéu vuong géc clia dudng thing (d) lén
mat phang (P) 12 dudng thang (d;) dugc cho bdi:

Qua A
(dl)l .
vtcp AH,,

Cdch 2: Ta thuc hién theo cac budc:
Budc 1:  Viét phuong trinh mit phang (Q) chita (d) va vuong géc véi (P).
Budc 2: Khi d6, hinh chi€u vuong géc clia duong thang (d) lén mat

phang (P) chinh 12 giao tuyén ctia (P) va (Q).
3. Viét phuong trinh dudng thang (A) di qua A, nim trong mat phéng (P) va

vuong géc véi dudng thang (d), chiing ta cé cic cich gii sau:

Cdch 1: Ta thuc hién theo c4c budc:
Buodc 1: Goi i 12 mot vtep clia duong thing (A), ta c6:

& =[5.7].
Buéc 2: Khi d6, phuong trinh dudng thing (A) duge cho bdi:
Qua A
(A): .

vtep u,,

%’\

Cach 2: Ta thuc hién theo cic budc:
Buoc 1: Viét phuong trinh mat phang (R) qua A va vuong géc véi (d).
Budc 2: Khi d6, dudng thang (A) chinh la giao tuyén ctia (P) va (R).
4. Viét phuong trinh mat phang chita (d) va tao véi (P) mot géc c6 s6 do nhd nhat,
chung ta c6 cédc cach giai sau:
Cach I: Ta thuc hién theo cic budc:
Budc 1: Goi (Q) 1a mat phang cin dung, nhan xét rang:
g((Q), (P)) = g((d), (P))
= Min[g((Q), (P))] = g((d), (P)) = a..

Buoc2: Goi i 12 mot vtpt clia mat phing (Q), ta 1an luot co:
n, Lu < n,u=0. (1)
o
g((P), (Q) = a < ——-=cosa. ()
Pl

Gidi h¢ tao bai (1), (2) ching ta nhan dugc toa do cia n,, .
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Budc 3: Khi d6, phuong trinh mat phing (Q) duoc cho béi:
Qua A
(Q): { -

vipt g,
Cadch 2: Ta thuc hién theo cic budc:
Budc 1: Goi (Q) 1a mat phang cin dung, nhan xét rang:
g((Q), (P) = g((d), (P))
= Min[g((Q), (P))] = g((d), (P)) = ..
Buoc2: Goi n, la mot vtpt clia mat phang (Q), ta c6:

n, :[uA, u].

Budc 3: Khi d6, phuong trinh mat phang (Q) duoc cho béi:
Qua A
(Q): —

vipt n,
5. Viét phuong trinh mat cdu c6 ban kinh R, tam thudc dudng thing (d) va tiép
xuc v6i (P), ching ta thuc hién theo cac budc:
Buoc 1: Gia st mit cau (S) can dung c6 tam 1.
Vil € (d) nén thoa man phuong trinh tham s6 cta (d).
Budc 2: Dé (S) tiép xtc véi (P) diéu kien 1a d(I, (P)) = R = Toa do tam L.
Budc 3: Viét phuong trinh mat cau (S) tam I ban kinh R.
6. Viét phuong trinh mat cau tiép xudc vé6i (d) va tiép xidc véi (P) tai diém M, thuc
hién tuong tu nhu trong truong hop (d) song song véi (P).
7. Viét phuong trinh mat cau c¢6 ban kinh R tiép xtc véi (d) tai diém M va tiép xiic
v6i (P), thuc hién tuong tu nhu trong truong hop (d) song song véi (P).

Vidu4: Trong khong gian, cho dudng thang (d) va mat phang (P) c6 phuong trinh:
x =2t
(d):qy=2-4t,teR., P):x-2y+2z-10=0.
z=2+5t
a. Chiing minh ring dudng thang (d) cit mat phang (P) tai diém A. Tim toa do
A, tinh goc gitta (d) va (P).
b. Viét phuong trinh hinh chi€u vuong goc cua (d) trén (P).
c. Viét phuong trinh dudng thang (A) di qua A, ndm trong mat phang (P) va
vuong géc véi dudng thang (d).
d. Viét phuong trinh mét phing chia (d) va tao véi (P) mot géc cb sé do nhé nhat.
e. Viét phuwong trinh mat ciu c6 ban kinh biang 10/3, tam thudoc dudng thing
(d) va tiép xuc véi (P).
f. Viét phuong trinh mat ciu ti€p xic véi dudng thang (d) va tiép xiic véi mat
phang (P) tai diém E(2; —2; 2).
g. Viét phuong trinh mat cdu cé ban kinh bing 3 tiép xiic véi (d) tai diém
B(0; 2; 2) va tiép xuc véi (P).
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&5 Gidi
Ta c6:
=  Pudng thing (d) di qua diém M(0; 2; 2) va ¢ vicp u(2; —4; 5).
= Mat phang (P) ¢6 vtpt n(1; -2; 2).

a. Bang cach thay phuong trinh tham s6 cta (d) vao (P), ta thay:

2—2(2—4t) + 22 +5t) - 10=0 <20t — 10 =0 < t:%.

Vay, ta thdy (d) cét (P) tai diém A(l; 0; %J

Goi o 1a goc tao bai (d) va (P), ta co:

, 2.1-4(-2)+5.2| NG
sinoL = = .

V2 (4P + 57 AP+ (=22 +22 9
b. Goi H 1a hinh chi€u vuong géc ctia M trén (P), ta co:

Qua M(0:;2:2) x=t
(MH): - < (MH):sy=2-2t,teR.
vtep n(l;—2; 2)
z=2+2t

Vi {H} = (MH) N (P) nén bang cach thay phuong trinh tham s6 ctia (MH) vao (P),
ta duoc:
t—22-2t)+22+2t)—10=0<9%t-10=0
10 (10 2 38j
S t=—=>H —; ——; —|.
9 9
Tir d6, phuong trinh duong thang (d;) 1a hinh chiéu vuong géc ctia (d) trén (P)

dugc cho boi:
Qua A Qua A(l;O; %)
ua
d): { < (dy):

H .
Qua vtcp AH l;—g;—i chon(2;—4; -5)
9 9 18
9
x-1_y "7
< (d): =—= .
d):—==== s

c. Goi u, lamot vtep ciia dudng thing (A), ta c6:

u, =|u, ﬁ]:(z; 1:0).

Khi d6, phuong trinh dudng thang (A) dugc cho béi:

Qua A(I;O; 2) x=1+2t
(A): 2] (A):dy=t te R.
vtep E(Z;l; 0) z=9/2
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d. Goi (Q) 1a mat phang can dung, nhan xét ring:
g((Q), (P)) < g((d), (P)) = Min[g((Q), (P))] = g((d), (P)) = a..

Goi g(a; b; ¢) 12 mot vtpt clia mat phang (Q), ta 1an luot cé:

nglu _
0T =, =[uA, u]:(s; ~10;-10) chon ng(1; -2; -2).
n, Lu,
Khi d6, phuong trinh mat phang (Q) duoc cho béi:
Qua A[l;O; 2)
2 < Q)r:2x—-4y—-4z+7=0.
vipt i(l;—Z; —2)
e. Mit cau (S) can dung c6 tam I, vi I € (d) nén I(2t; 2 — 4t; 2 + 5t).
Dé (S) tiép xiic vdi (P) diéu kién Ia:
2t-2(2—40)+2(2+5t)-10] 10

JIP +(=2)2 +2° 3
o [20t-10] =10 [2t- 1| =1 ti=0hoac t,=1.
Khi dé:
= V6it, =0 thi 1,(0; 2; 2), tir d6 ta duoc:
Tam I, (O; 2; 2)
(Si): 10 © (Sl):x2+(y—2)2+(z—2)2=@.
Ban kinh R:? 9

(Q):

A1, (P) =R <

" V6it=1thi (2 3; 2), tir d6 ta duoc:
Tam 1, (2; 3; 2
am I (2:3:2) 2 100

S): S,):(x=2) +(y=3) +(z-2) =—.
) BénkinhR=?@( i (x=2) 4 (y=3) +(2-2) 9

Vay, ton tai hai mat cau (S)), (Sz) thoa mén diéu kién dau bai.
f.  Gia st mat ciu (T) cin dung c6 tam I, ban kinh R va tiép xiic v6i dudng thang (d)
tai F.

ViF € (d) nén F(2t; 2 — 4t; 2 + 5t).

Goi (A) 1a duong thang qua E va vuong géc véi (P), ta cé:

N {QuaE(Z;—2;2) XZZ;“2 .

: - < (A):qy=—2-2u,uelk.
t 1,-2;2

chn( ) z=2+2u

Vil € (A) nén I(u + 2; —2u — 2; 2u + 2), ta lan luot ¢6:

= ViFI_L(d)nén:
FILu < FLu=0
S2u-2t+2)—4(-2u+4t—-4)+5Qu-5t)=0
&200-45t+20=0<=4u=9t—4. *)
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= ViFI=EIlnén:
(u—2t+2)%+ (—2u + 4t — 4)*> + Qu — 5t)*> = u? + 4u® + 4u?
S U=-2t+2)*+ 4 -2t +2)*> + (2u — 5t)*> = 9u?
< 5(u -2t + 2)* + (2u — 5t)> = 9>
Nhan hai v& ctia dang thic véi 16, ta duoc :
5(4u — 8t + 8) + 4(4u — 10t)*> = 9(4u)?
<(:)> 509t —4 — 8t + 8)> + 4(9t — 4 — 10t)> = 9(9t — 4)?
S5(t+4)P+4t+4)? =90t -4 < (t+4)> =9t —4)
[9t—4=t+4 {t=4/5
= .
Ot—4=—t—4

t=0
Khi dé6
. 4 . 4 14 181 S g Ls 12
. V(’)lt:gthluzg nentamll(?;—?S?SJ va ban kinh RI:IIEz?, ta dugc

mat cau (T;) ¢6 phuong trinh:

2 2 2
14 18 18 144
T):|y——| +|y+—| +|z-—— | =—.
(T (y sj (y 5) ( sj 25

»  V6it=0thiu=-1nén tam Ix(0; 2; 2) va ban kinh R, =1,E =3, ta dugc mat cau
(T>) c6 phuong trinh:
(To): x>+ (y—2)*+(z—-2)*=09.
Vay, ton tai hai mat cau (Ty), (T») thoa mén diéu kién dau bai.
. Gia slr mat cdu (S) cin dung c6 tam I(a; b; c), khi d6 I thudc mat phang:
Qua B Qua B(0; 2; 2)
Py): < (By): -
(Py) L(d) vipt u(2; —4;5)
< (Pe): 2x -4y +52-2=0.
Ta lan luot c6:

Ie(Ps)=2a-4b+5c-2=0<2a-4b+5c=2. (1
BI=R < a>+(b-27+(c -2y =09. (*)
la—2b+2c-10|

dI, (P) =R < =3 < Ja-2b+2c-10[=9

JI2 +(=2)" +2°
a—-2b+2c-10=9 a=2b-2c+19
[a—2b+2c—10:—9QL:Zb—2c+l '

Tur d6:

» Vé6ia=2b-2c+ 19 thay vao (1) thi ¢ = -36, thay vao (¥) ta duogc:
a’+ (b —2)> + 382 =9, vd nghiém.

= Véia=2b-2c+ 1thay vao (1) thic =0nén a=2b + 1, thay vao (*) ta dugc:
2b+ 12 +(b-2’+4=9<5’=0<b=0=a=1.

Ta duoc tam I(1; 0; 0) nén mat cau (S) c6 phuong trinh:

(S): (x—1) +y*+2>=09.
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Bai toan 9: Vi tri tiong déi clia mit céu véi ducng thing,
Phuong phap ap dung
Ta Iya chon mdt trong hai cach sau:
Cdch I: Thuc hién theo cac budc:
Budc 1: Xac dinh tam I va tinh ban kinh R cia mat cau (S), tir d6
d=dd, (d)).
Budéc 2: So sinh d véi R dé dua ra két luan:
= Néud>R < (d)N(S) =D (Hinh 1).
* Néud=R < (d) tiép xtc v6i mat cau (S) tai H (Hinh 2).
» Néud<R <& (d)n(S)={A, B} (Hinh 3).

Hinh 1 Hinh 2 Hinh 3
Cdch 2: Thuc hién theo cac budc:
Buéc 1: Chuyén phuong trinh (d) vé dang tham s6 theo t.
Budc 2: Thay X, y, z cta (d) vao (S), ta dugc:
A?+Bt+C=0 (1)
Budc 3: Két luan:
= Néu (1) vé nghiém < (d) N (S) = C.
* Néu (1) c6 nghiém kép to <> (S) ti€p xtic v6i (d) tai diém  H(x(to),
y(to), z(to),).
= Neéu (1) cé hai nghiém phan biét t;, t < (d) N (S) = {A, B} véi
A(x(th), y(t), z(t1),) va B(x(t2), y(t2), z(t2),).
& Cha ¥: VGi cac bai toan khong chita tham s6, khi sit dung cach 1 ching ta dé
dang két luan dugc vé vi tri tuong doi cta (d) va (S), tuy nhién:
»  Trong truong hop (d) N (S) = { A, B} chiing ta khong nhan dugc toa do ctia A va B.
= Vi céc bai toan c6 chita tham s6 khi stir dung cach 1 sé rat phic tap.
Do vay, tot nhit hay chon cach 2.

Vidul: Trongkhong gian, cho dudng thang (d) c6 phuong trinh:

x=1+t
(d):qy=2-t,teR.
z=1+t

Xét vi tri twong d6i clia dudng thang (d) va mat cau (S), biét:
a. (S):x*+y*+722=3.

b. (S): (x=2)+(y—4)Y+(z—-2)>=6.

c. S:x*+(y—-2P>+7=9.
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@5 Hudng dan: St dung kién thic trong phan phuong phap gidi toan.
&5 Gidi

DPudng thing (d) ¢6 vtep u(l; 1; —1) va di qua diém M(2; 2; —1).
a. Ta c6 thé trinh bay theo hai cdch sau:

Cdch 1: Mat cau (S) c6 tam O(0; 0; 0) va ban kinh R = NER suy ra:
[oM.u]
g

Cdch 2: Thay phuong trinh cta (d) vao (S), ta dugc:
1T+t + @2 -1+ (1 +1t)>=3 < 3t>+ 3 =0, vo nghiém.
Vay, dudng thiang (d) va mat cau (S) khong ¢ diém chung.
b. Ta c6 thé trinh bay theo hai cdch sau:
Cdch 1: Mat cau (S) c6 tam 1(2; 4; 2) va ban kinh R = \/g, ta co:

]

u
Cdch 2: Thay phuong trinh cta (d) vao (S), ta dugc:
=12+ (-t=-22+(t-12=6<=3t2=0<t=0.
Vay, dudng thing (d) ti€p xdc véi mat ciu (S) tai diém A(1; 2; 1).
c. Ta c6 thé trinh bay theo hai céch sau:
Cdch 1: Mat cau (S) c6 tam 1(0; 2; 0) va ban kinh R = 3, ta c6:

]

u

d(0, (d) = =J6 >3 = ()N (S)=7.

d(, (d)) = =J6 =R = (d) tiép xiic vdi (S).

d(L, (d)) = =2 <R = (d) cit (S) tai hai diém A, B.

Cdch 2: Thay phuong trinh cta (d) vao (S), ta dugc:
1+t +2+(1+1)°=9<

t,=1 =A2;L2)

S3+4t-7=0< 7 4 13  4).

t = B( ; J

Vay, dudng thing (d) cit mat cu (S) tai hai diém A, B.
& Cha y: Trong trudng hop dudng thang (d) cit mit cdu (S) tai hai diém A, B
ching ta thuong gap thém cau hoi:
1. Tim toa do A, B (hoac do dai doan AB), chiing ta st dung cach 2.

2. Viét phuong trinh dudng théng (A) song song véi (d) va cat mat cau (S) tai hai
diém E, F sao cho EF c6 do dai 16n nhat thi dudng thang (A) can dung sé& di qua I
va song song vai (d).
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. Viét phuong trinh cdc mat phang (Pa), (Ps) tiép xiic véi (S) theo thit tu tai cdc
diém A, B, ching ta c6 ngay:

= Mat phing (Pa) di qua A va c6 vtpt IA .

= Mat phing (Ps) di qua B va c6 vipt IB.

Luu y: Néu chi vé6i yéu céu tinh géc a gitta (Pa), (Ps) thi a = g(IA, IB).

. Viét phuong trinh mat phéng vuong géc véi (d) va:

a. Tiép xic v6i mat cau (S).

b. Cat mat cau (S) theo thiét dién 1a mot dudng tron 16n cua (S).

c. Cat mit cau (S) theo thiét dién 1a mot dudng tron (C) ¢6 ban kinh béng r (hodc
biét chu vi duong tron hoac biét dién tich hinh tron do).

Chung ta thuc hién theo cic budc:
Buoc 1: Tacé:
=  Duong thing (d) c6 vtep u(a; b; ¢).
= Mat cau (S) c6 tam I va ban kinh R.
Budc2: Goi (P) 1a mit phang can dung, thi vi (P) vuong géc véi (d) nén:
(P):ax +by +cz+ D=0.
Budc 3: Talan luot:
a. Dé (P) tiép xic véi (S) diéu kién la:
dd,(P)=R=D
=> Phuong trinh c4c mat phang (Py), (P2).
b. Dé (P) cat mat ciu (S) theo thiét dién 1a mot dudng tron 16n cha
(S) diéu kién la:
I € (P)) = D = Phuong trinh mat phing (P).
c. Dé (P) cit mat cau (S) theo thi€t dién 1a mot dudng tron (C) ¢
ban kinh bang r diéu kién la:
d{d, (P))=vR’-r*> =D
=> Phuong trinh céc mat phang (Py), (P2).

. Viét phuong trinh mat phang (Q) chita duong thang (d) va cit mat cau (S) theo
thiét dién 1a mot duong tron 16n cia (S), khi do:

(Q =(1, (d) = (IAB)
va chiing ta di biét hai c4ch dé viét duoc phuong trinh mit phang di qua ba diém
khong thing hang.

. Viét phuong trinh mat phing chita dudng thang (d) va cat mat cau (S) theo
thiét dién 1a mot duong tron nhan AB lam duong kinh, chidng ta thuc hién theo
cac budc:

Buéc 1: Goi H 1a trung diém AB, suy ra toa do cua H.

Budc2: Goi (Q) 1a mat phang can dung thi IH L (Q). Do dé:

{Qua H

vtpt TH
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7. Viét phuong trinh mat phang chia duong thang (d) va cat mat ciu (S) theo
thiét dién 1a mot dudng tron (C) ¢6 ban kinh bang r (hoic biét chu vi dudng
tron hoac biét dién tich hinh tron do), chiing ta thuc hién theo cac budc:

Buéc 1: Goi (Q) 1a mat phang cin dung, gia sir:
Q):Ax+By+Cz+D=0.

Vi (Q) chira (d) nén A, B thudc (Q). (1)
Buoc 2: DE (Q) cat mat cau (S) theo thiét dién 1a mot duong tron (C) cé ban
kinh bing r diéu kién 1a d(I, (Q)) =vR* —1* . )

Tt (1), (2) ching ta nhan dugc gia tri tuong Gng cua A, B, C, D.

Ngoai ra ching ta con ¢6 thé gap thém céc cau hoi:

1. Viét phuong trinh dudng thing qua A tiép xiic véi (S) va vuong géc véi
duong thang (d).

2. Viét phuong trinh duong thang qua A tiép xtc vé6i (S) va tao v6i dudng
thang (d) mot géc a.

Phuong phdp chung dé thuc hién chiing s& duoc trinh bay trong phan chi y cha

trudng hop dudng thang tiép xic véi mat cau.

Vidu2: Trong khong gian, cho dudng thiang (d) va mat ciu (S) c¢6 phuong trinh:
x=3 y-1 z-3
(@): 2 1 2
(S): (x—1)*+(y-3)*+(z—-4)>*=18.

1. Chitng minh ring duong thang (d) cat mat cau (S) tai hai diém A, B. Tinh
do dai AB.

2. Viét phuong trinh dudng thang (A) song song véi (d) va cit mit ciu (S) tai
hai diém E, F sao cho EF c6 do dai 16n nhat.

3. Viét phuong trinh cidc mat phang (Pa), (Ps) tiép xtic véi (S) theo thi tu tai cdc
diém A, B. Tinh sin géc giita hai mat phing (Pa), (Ps).

4. Viét phuong trinh mat phang vuong géc véi (d) va:
a. Tiép xuc v6i mat cau (S).
b. Cat mit cdu (S) theo thiét dién 1a dudng tron 16n cta (S).
c. Cat mat cau (S) theo thiét dién 1a mot dudng tron (C) c6 dién tich bang 2.

5. Viét phuong trinh mat phing chita duong thang (d) va cat mat cau (S) theo
thiét dién 1a mot duong tron 16n cia (S).

6. Viét phuong trinh mat phang chita duong thang (d) va cat mat cau (S) theo
thiét dién 1a mot duong tron nhan AB lam duong kinh.

7. Viét phuong trinh mat phang chita dudng thang (d) va cat mat ciu (S) theo
thiét dién 1a mot duong tron (C') ¢6 ban kinh bang /27/2.

&5 Gidi
Ta c6:
* Puong thang (d) c6 vtcp ﬁ(2; 1;2) va di qua diém M(3; 1; 3).

= Mat cdu (S) c6 tam I(1; 3; 4) va ban kinh R =32 .

b
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1. Ta c6 thé trinh bay theo céc céch sau:
Cdch I: Chuyén phuong trinh duong thang (d) vé dang tham s&:
x=3+2t
(d):qy=1+t ,teR
z=3+2t
Thay phuong trinh tham s6 cta (d) vao (S), ta dugc:
t=—1= A(;0;1)
2t+2? +(t—-2+ 2t-1)’=18<=i =9 i
t=1 = B(5;2;5)
Khi dé:
AB=(5-12+2*+(5-1=36< AB=6.
Cdch 2: Nhan xét rang:

[i.4]
[

Khi d6, v6i 1a trung diém AB thi:
AB=2AH = 24/R*-d*> =2/18-9 =6.

2. DPuong thang (A) cit mat cau (S) tai hai diém E, F biét EF c6 do dai 16n nhat khi
(A) di qua tam I cia mat céu (S). Do d6, ta cé:

Qual(l; 3; 4) x-1 y-3 z-4
(A): - PENNT PR A
Vtcpu(2; 1; 2) 2 1 2
3. Talan luot c6:
» Mat phang (P4) tiép xtic v6i mat cdu (S) tai diém A la:
- QuaA(1;0;1)
A): —
vtpt AI(0; 3; 3) chon(0; 1; 1)
= Mat phang (Ps) tiép xtic v6i mat ciu (S) tai diém B la:
QuaB(S; 2; 5)
(Ps): —
vipt IB(4; -1; 1)
Khi do, ta duoc:

d=d(I, (d)) = ~=3<R = (d) N (S) = (A, B}.

& Pa)y+z-1=0.

& (Pp):dx—y+z-23=0.

|-1+1]
VI+1416+1+1
4. Goi (P) 1a mat phing can dung, thi vi (P) vuong géc véi (d) nén cé vtpt 1a u do dé
c6 phuong trinh:
P):2x+y+2z+D=0.
Suy ra:

cosQL = =0 < sino = 1.

2+3+8+D| |D+13|

O
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a. D& (P) tiép xtc véi (S) diéu kién 1a:
dd,P)=R < wﬂﬁ & |D+13|=9J§ < D=-13+92.
Khi dé:
»  V6i D=-13+92, ta duoc mat phing (P1) ¢6 phuong trinh:
(P):2x+y+2z—13+942 =0.
* V6i D=-13-942, ta duoc mat phing (P1) ¢6 phuong trinh:
(P,):2x +y+2z—13-9/2 =0.
Vay, ton tai hai mat phang (P;) va (P2) thda min diéu kién diu bai.
b. Dé (P) cit mit ciu (S) theo thiét dién 12 mot dudng tron 16n ctia (S) diéu kién 1a:
le(P)=21+3+24+D=0<D=-13.
Vay, ta duoc phuong trinh mat phang (P): 2x +y + 2z — 13 = 0.
c. Goi r la ban kinh cua duong tron (C), ta c6:
S(c)= 21 & 7'CI‘2= 21 & 1‘:\/5..
Dé (P) cat mat cau (S) theo thiét dién 12 mot dudng tron (C) ¢6 ban kinh r = V2
didu kien Ia:

d(L, (P) =VR>-1* & —|D;13| —4

< [D+13|=12 < D=-1hoic D=-25.
Khi dé6:
»  V6i D=-1, ta duoc mat phang (P;): 2x +y +2z—1=0.
*  V6i D=-25, ta dugc mat phang (Ps): 2x +y + 2z —25=0.
Vay, ton tai hai mat phang (Ps) va (Ps) thda min diéu kién diu bai.
5. Mat phang (Q) chtta duong thang (d) va cit mat cdu (S) theo thiét dién 1a mot
dudng tron 16n cua (S) thi (Q) = (IAB). Téi day, ching ta c6 thé trinh bay theo cdc
cach sau:
Cdch I: Goi 1 1a vtpt ciia mat phang (Q), ta duoc:
fi= [E, ia] = (6; 12; —12) chon i (1; 2; =2).
Khi d6, phuong trinh mat phang (Q) duoc cho bdi:
QuaA(l; 0;1)
Q): -
vtpt 1i(1; 2; —2)
Cdch 2: Gia st mat phiang (Q) c6 phuong trinh:

S Q)rx+y—-2z+1=0.

(Q: Ax+By+Cz+D=0v6i A>+ B>+ C?>0. (1)
Vil, A, B thuoc (Q), ta duoc:
A+3B+4C+D=0 o At 3B+4C+D=-1 B=1
A+C+D=0 & <C+D=-1 & C=-2.
5A+2B+5C+D=0 2B+5C+D=-5 D=

Thay A, B, C, D vao (1), ta duge (Q): x +y — 2z + 1 =0.
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Goi H Ia trung diém AB, suy ra H(3; 3; 1).
Goi (R) 12 mat phang can dung thi (R) vuong géc véi IH, do dé:
‘ Qua H(3; 1; 3)
' {tht HI(2; - 2; -1)
Gia str mat phang (T) can dung c6 phuong trinh:
(T): Ax+By+Cz+D=0v6i A2+ B>+ C>*> 0.
Vi A, B thuoc (T), ta duoc:
A+C+D=0 B=-2A-2C
{5A+2B+5C+D=0 g {D:—A—C '

& R):2x-2y—-z—-1=0.

Dé (T) cit mat cau (S) theo thiét dién 1a mot dudng tron (C) ¢6 ban kinh r = /277

diéu kien la:

d(L (T)) = R o |A+4B+3C+D| _ e 27
VA +B +C 2
- |A+4B+3(—2A-2B)+(-A-B)| _\P
JA? +B? +(<2A - 2B)’ 2
& 2(6A +3B)* =9(5A% +8AB+5B%) < 27A?-27B’=0<> A =1B.
Khi dé:
* V6i A=Bthichon A=1suyraB=1,C=-4 vaD=-2, ta dugc mat phang:
(T):x+y—-4z-2=0.
* V6i A=-Bthichon A=1suyraB=-1,C=D=0, taduogc mat phang:
(Ty):x—y = 0.
Vay, ton tai hai mat phang (T)) va (T>) thdéa man diéu kién dau bai.

& Cha y: Trong trudng hop dudng thing (d) tiép xdc véi mat cdu (S) (tam 1,
ban kinh R) tai diém A ching ta thudng gap thém cau hoi:

1.

2.

Tim toa do ti€p di€ém A, sir dung céch 2 trong phuong phap xét vi tri tuong doi

clia dudng thing véi mat cau.

Viét phuong trinh dudng thiang song song vé6i (d) va cat mat cau (S) tai hai

diém E, F sao cho EF c¢6 do dai 16n nhat.

Thuc hién twong tu nhu trong céc truong hop dudng thang cat hoac tiép xic

vGi mat cau.

Viét phuong trinh mat phiang vuong géc véi (d) va:

a. Tiép xuc v6i mat cau (S).

b. Cat mat cau (S) theo thiét dién 1a mot dudng tron 16n cua (S).

c. Cat mit cu (S) theo thiét dién 1a mot dudng tron (C) ¢6 ban kinh béng r (hodc
biét chu vi duong tron hoac biét dién tich hinh tron do).

Thuc hién twong tu nhu trong céc truong hop duong thang cat hoac tiép xic

vGi mat cau.
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4. Viét phuong trinh mat phing chita duong thang (d) va tiép xdc véi (S), ta thdy
ngay mit phang (P) can dung s& di qua A va cé vtpt 1a IA.

5. Viét phuong trinh mat phang chita dudng thang (d) va cat mat cau (S) theo
thiét dién 1a mot duong tron 16n cta (S).

6. Viét phuong trinh mat phiang chita duong thang (d) va cat mat cau (S) theo
thiét dién 1a mot dudng tron (C) ¢6 ban kinh bang r (hoac biét chu vi dudng
tron hoac biét dién tich hinh tron do).

Thuc hién twong tu nhu trong céc truong hop duong thang cét hoac tiép xic
vGi mat cau.

7. Viét phuong trinh dudng thing qua A va cat mat cdu (S) tai diém B sao cho
AB ¢6 do dai 16n nhat, ta thuc hién viét phuong trinh dudng thang (IA).

8. Viét phuong trinh duong thang qua A tiép xiic véi (S) va vuong géc véi dudng
thang (d), chiing ta thuc hién theo cic budc:

Budc3: Gia sir dudng thing (d’) cAn dung c6 vicp u', ta c6:

{(d')i(d) - {Mﬁ_: v-[w.1A].

(d) LIA u' LIA
Budc4: Khi d6, phuong trinh dudng thang (d’) duoc cho béi:
. |Qua A
(d): { —.
vicp u

9. Viét phuong trinh dudng thing qua A ti€p xtic véi (S) va tao v6i dudng thang
(d) mot géc a, chung ta thuc hién theo cac budc:
Bugc 3: Gia sir duong thing (A) cin dung c6 vtep u, (a; b; ¢), ta c6:
u, LIA & u, JA=0. (1)

i
—=CosqL. 2)
ki

g(d), (@) =a <=

U,

Giai hé tao bdi (1) va (2) ching ta nhan duoc toa do cta i .
Budc 4: Khi d6, phuong trinh dudng thang (A) duoc cho bai:

(A): {Qua /i.
vicp u,
Vidu3: Trongkhong gian, cho dudng thing (d) va mat cau (S) ¢6 phuong trinh:
x=1+t
(d): qy=2+t ,te R, (S: x—-1)P2+(y—-27>+(z-1)=3.
z=44+2t

a. Chitng minh ring dudng thing (d) tiép xiic véi mat cdu (S) tai diém A. Tim
toa do tiép diém A.
b. Viét phuong trinh mat phang chita (d) va tiép xiic véi (S).
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c. Viét phuong trinh dudng thang qua A va cat mat cau (S) tai diém B sao cho
AB c6 do6 dai 16n nhat.

d. Viét phuong trinh dudng thing qua A tiép xiic véi (S) va vuong géc véi
duong thang (d).

e. Viét phuong trinh dudng thang qua A tiép xic véi (S) va tao v6i dudng
thang (d) mot géc 30°.

&5 Gidi

Ta c6:
*  Puong thang (d) c6 vicp ﬁ(l; 1;2) vadi qua diém M(1; 2; 4).
= Mat cau (S) c6 tam I(1; 2; 1) va ban kinh R = V3.
. Thay phuong trinh tham s6 cua (d) vao phuong trinh (S), ta dugc:
C+2+Q2t+3)’=3<62+12t+6=0t=-1 = A(0; 1; 2).
Vay, duong thing (d) tiép xdc v6i mat cdu (S) tai diém A(0; 1; 2).
. Gi4 st (P) 1a mat phang can dung, ta thay ngay:
QuaA(0; 1;2)
P): _
vtptIA(=1; - 1; 1)
. Gia sir (d;) 12 dudng thang can dung, ta thiy ngay:
aA QuaA(0; ;2
(d): {Q“ o (d): ﬁ( )
Qual vtptIA(=1; —1; 1)
. Gia st dudng thiang (d’) cAn dung c6 vicp u', ta c6:
dyLd vlu  — e — -
{( ') @ jwde w'=[ 0, TA]=(3 -3; 0) chon u'(l; ~1; 0).
(d)LIA u' LIA
Khi d6, phuong trinh dudng thang (d’) dugc cho béi:

&S Prx+y—-z+1=0.

X -1 z-2
<:>(d1):_—1=y—= :

X=t
aA(;1;2
(d): Qu ﬁ( ) < d):{y=1-t,te R.
vtcp u'(l; —1; 0) ,=9

Gia sir dudng thing (A) can dung c6 vtep u, (a; b; ¢) # 0, ta 1an luot co:
u, LIA & u,JA=0 ©a+b-c=0&c=a+b.

oyl
= co0s30’

i

uA
- la.1+b.1+c2| _ﬁ@ atb+2¢] 3

Val + b2+ NP+ 12427 2 Ja?+b+c? 2
& 2[a+b+2(+b)] =9[a’ +b*+(a+b)’ |

S ((a+b)P=a’+b>< 2ab=0<b=0hoaca=0.

g((d), (@) =30
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Khi do:
= V6ib=0thia=ctaduoc i (a; 0; a) chon u—A (1; 0; 1), tix do:

Qua A(0; 1; 2) x=t
(Ay): . & (A):iy=1 ,te R.
vtpt u, (1; 0; 1) ,=2 41

= Véia=0thic=btaduogc u, (0; b; b)chon u, (0; 1; 1), tir d6:

Qua A(0;1; 2) x=0
(Av): _ < (A): Jy=1+t,te R.
tht uA((), la 1) Z=2+t

Vay, ton tai hai dudng thiang (A), (A2) thod man diéu kién dau bai.

& Chu y: Trong trudng hop dudng thing (d) khong cit mat cdu (S) (tam I ban
kinh R) ching ta thuong gap thém cau hoi:

1.

Viét phuong trinh mat phang vuong géc véi (d) va:

a. Tiép xuc v6i mat cau (S).

b. Cat mat ciu (S) theo thiét dién 1a mot dudng tron 16n cua (S).

c. Cat mit cau (S) theo thiét dién 1a mot dudng tron (C) ¢6 ban kinh béng r (hoic

biét chu vi duong tron hoac biét dién tich hinh tron do).

Thuc hién twong tu nhu trong céc truong hop duong thang cat hoac tiép xic

vGi mat cau.

Viét phuong trinh mat phang chita dudng thang (d) va cat mat cau (S) theo

thiét dién 1a mot duong tron 16n cia (S).

Thuc hién tuong tu nhu trong céc truong hop duong thang cat hoac tiép xic

vGi mat cau.

Viét phuong trinh mat phang chita dudng thang (d) va cat mat ciu (S) theo

thiét dién 1a mot dudng tron (C) ¢6 ban kinh bang r (hoac biét chu vi dudng

tron hoac biét dién tich hinh tron do).

Thuc hién twong tu nhu trong céc truong hop duong thang cét hoac tiép xic

vGi mat cau.

Viét phuong trinh cdc mat phang chita dudng thang (d) va tiép xtc v6i mat cau

(S). Gia sir cdc tiép diém 1a T,, T», hiy viét phuong trinh duong thang (T, T»),

ching ta thuc hién theo cac budc 16n sau:

Budc 1: Lap phuong trinh cdc mat phang (Py), (P2) chita (d) va tiép xtdc véi (S).
udgc2: Tim toa do cac ti€p diém T, T» v6i cdch hiéu chiing chinh 1a hinh chiéu

vuong géc cua I trén cdc mat phang (P;), (P2).
Budc 3: Viét phuong trinh duong thing (T, T»).

=]

Vidu4: Trong khong gian, cho dudng thing (d) va mat cau (S) ¢6 phuong trinh:

x-1 y-3 z-1
d): = =

@ 2 -3 -2

a. Chang minh ring dudng thang (d) khong cat mit cau (S).

, S):x*+y*+(z—-2)=09.
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b. Viét phuong trinh cic mat phang chita dudng thang (d) va tiép xtic v6i mat
cau (S).
c. Gia st c4c tiép diém clia (S) v6i cdc mat phang trong cau b) 1a Ty, T, hay
viét phuong trinh duong thang (T, T).
25 Gidi
Ta c6:
* Puong thang (d) c6 vtcp ﬁ(2; —3;—2) vadi qua diém M(1; 3; 1).
= Mat cau (S) ¢6 tam 1(0; 0; 2) va ban kinh R =3
a. Chuyén phuong trinh ctia (d) vé dang tham so:
x=1+2t
(d):qy=3-3t,teR.
z=1-2t
Thay phuong trinh tham s6 cua (d) vao phuong trinh (S), ta dugc:
(142t + (3 -3ty + (2t — 1> =9 < 17 — 10t + 2 = 0, v6 nghiém.
Vay, dudng thing (d) khong cat mat cau (S).
b. Lay them diém N(3; 0; —1) thudc (d) va gia st mat phang (P) can dung c6 phuong trinh:
(P): Ax+By+Cz+ D=0, v6i A + B>+ C*> 0.
Ta lan luot c6:
=  ViM, N thudc (P) nén:

A+3B+C+D=0 2C=2A-3B
1 ) D
3A-C+D=0 2D=-4A-3B
= D¢ (P) ti€p xiic voi (S) diéu kién Ia:
2C+D
dI,(P) =R < | |

JA*+B*+C° ’
< (2C+D) =9(A* +B* +C?).
Dé tién tinh todn, ta nhan hai v& clia déng thic trén véi 4:
(4C+2D)’ =36(A” + B?) +9(2C)’
< (4A-6B—4A -3B)’ =36(A’ + B?) +9(2A —3B)’
< 8IB* =72A% +117B* —~108AB < 2A’ -3AB+B’ =0
<> B=2A hoac A =B.
Khi dé6:
= V6iB=2Athichon A=1suyraB=2,C=-2,D=-5, ta duoc:
P):x+2y—-22-5=0.
1

= V6iA=BthichonA=1suyraB=1, C:—E,D:—%,taduqc:

(P2)1x+y—%z—%:o &S P):2x+2y-z-7=0.

Vay, ¢6 hai mat phang (P), (P,) thoa man diéu kién ddu bai.
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c. Talan luot c6:
» Xic dinh toa do Ty: Phuong trinh dudng thang (IT)) dugc cho béi:

Qual - {QuaI(O;O;Z)

ITy): { = .
aT) L®) viepn, (1;2;—2)

X=t
< AT): sy=2t  ,te R.
z=2-2t
Vi T)) n (P1) ={T:}, do dé:
t+4t-22-2t)-5=0<9%t-9=0<t=1=Ti(1; 2; 0).
» Xic dinh toa do T»: Phuong trinh dudng thang (IT») dugc cho béi:

X =2t
1(0,0:2
(T 21 o ary |00 y=2t ,te R
(IT,) L(P,) viepn, (2;2;—1) P

Vi (IT>) A (Py) = {T>}. do dé:
A+4t—(2-1)=-T=09%-9=0t=1=Ta2; 2 1).
» Phuong trinh dudng thing (T T>) dugc cho bai:

QuaT,(1; 2; 0) x=l+t
(T1T2)1 . = (T1T2)Z y= 2 ,te R.
vtep T, T, (1; 0; 1) _—

Bai toan 10:  Gde va khodng cach.

Phuong phdp dap dung
1. Cho hai duong thang (d;) va (d), theo thit tu c6 vtep la:

a (ai; ax; a3), b (bi; by; by).
= Goi o Ia géc tao bdi hai duong thang (dy) va (d2) (0< o< g ), ta cO:
osoL = lﬁ'gl ___lab+ab, +ab|
@1 \fa?+a2+a2\[b? +b2+b?
= Lay M,, M, theo thi tu thudc (di) va (d»), khoang cach gitta (di), (d») dugc
cho bdi:

[s5]5:
[+5]
Luu y:.

= Diéu kién cin va da dé (d,) L (dv) la:
cosa =0 < ajb; + ab, + asb; =0.

d((dy), (d2)) =
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% Trong nhiéu bai toan ta lai 4p dung két qua sau chia hinh khong gian,
bang cédch thuc hién theo cac budc:
Budéc 1: Tim goc, ta di tim diém I nao do6 thod man:
IA//(d,)
IB//(d,)

Khi do, ta cé g((dy), (d2)) = AIB.
Buoc 2: Tinh goc:
= Néu biét duoc toa do ciia IA va IB thi sit dung cong thiic.
» Sk dung ti sO lugng gidc ctia goc trong tam gidc vuong
hoac dung dinh Ii cosin trong tam gidc thudng.
2. Cho:

= Mat phang (P) c6 vtpt i (ni; no; n3).

*  Puong thang (d) c6 vtcp d (ai; a; a3).

Goi o 12 géc tao bdi (P) va (d), B 1a géc gitta duong thang (d) va dudng thiang

chifa vipt i (0< o, B < g), thi:

T .
o+ :E = sina = cosf3,

ta cO:
lan, +a,n, +a;n, |

sino, =

Jal+ai+aln?+ni+nd

Chu y: Diéu kién dé (d) // (P) (hoac thuoc (P)) la:

sina =0 < ain; + axnx + aznz = 0.
3. Cho diém M va duong thang (d) c6 vtep @ va di qua diém M. Khi d6, khoang
cich tir diém M dén duong thing (d) duoc cho boi:
[MM;.a]
||

Vidul: Xic dinh s6 do géc giita hai dudng thang (d;) va (dz) c6 phuong trinh
cho boi:

X=t
a (d): x_+22=yT+l=§,(d2): y=2-t ,te R.
z=1+3t
x=1-2t x=u-1
b. (di):sy=t+1 ,te R va(d): sy=5+2u,ue R.
z=3t-1 z=3u+2

é} Hudng dan: St dung kién thic trong phan phuong phap gidi toan.
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&5 Gidi
a. Goi a,, a, theo thit tu 1 vicp ctia (d;) va (d), ta c6:

a, (-2: 1;3), a, (1; -1; 3).

Goi o 12 géc tao béi hai dudng thang (d;) va (d2) (0< o < g), ta co:

cosa =

a,l 1(=2).1+1.(=1)+3.31 6
da 1 J2P + P+ 3P+ VISI
b. Goi aT , aj theo thit tu la vtcp cua (dy) va (d), ta ¢c6:

a, (2 1;3); a, (1; 2; 3).

la
la,

Goi o 12 géc tao béi hai dudng thang (d;) va (d2) (0< o < g), ta co:
la,a,| [2.1+1.2+3.31 _13
la, 11d, | 22+ 24321242243 14
Vidu2: Chomatphang (P) va dudng thing (d) c6 phuong trinh:
X+3

cosa =

Prx+2y—z+5=0, (d): =y+1=z-3.

Tinh toa do giao diém cua (d) va (P).
Tinh goc gitta (d) va (P).
Viét phuong trinh hinh chi€u vuong géc cua (d) 1én (P).
Viét phuong trinh duong thang (A), nam trén (P) di qua giao diém cua (d)
va (P) va vuong géc véi (d).
&S Gidi
a. Chuyén phuong trinh (d) vé dang tham s&, duoc:
x=2t-3
y=t-1 ,te R.
z=t+3
Thay x, y, z tir phuong trinh tham s6 ctia (d) vao phuong trinh (P), ta duoc:
2t=-3)+2t-1D)-(t+3)+5=0=t=1=1(-1;0; 4).
b. Goi a 1a vtcp clia duong thang (d), tacé d(2; 1; 1).
Goi fi 1a vtpt clia mat phang (P), tacé 1 (1; 2; —1).
Goi a 1a goc tao boi (P) va (d), ta co:
[24+2—11 1

. T
sinot = == q==
Va+1+141+441 2 6

o op

Vay, goc gitta (d) va (P) bang % )
c. Liy A(=3;-1;3) e (d).
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Goi (Q) 1a mat phang chita (d) va vuong géc véi (P), ta cé:
qua A(-3;—-1;3) qua A(-3;-1;3)
Q): 9, . _ - < Q) .
hai vtep a(2;1;1) &n(1;2;—-1) vtpt m(-3;3;3)
& Q)rx—-y—-z-5=0
Khi d6, hinh chiéu vuong géc (di) cta (d) 1én (P) chinh la giao tuyén cuia hai mat
phang (P) va (Q) nén c6 phuong trinh:

Xx+2y—-z+5=0
(d): Y .
x—y—-z-5=0
d. Goi bla vtep ctia dudng thang (A), tir gia thiét:
bl (]t 1|]12[]21
. b )
bla 2 -1/ -1 1|12
Vay duong thang (A) duoc cho boi:

b

D =(-3; 3; 3) chon (—1; 1; 1).

ua 1(-1; 0; 4) _
JQua X @y oy _z-4%
vtep b(-1;1;1) -1 1 1
& Chu y: C6 thé 1ap luan nhu sau:
I(-1:0:4 ua 1(-1;0;4)
qua I-1,0:4) il - qua I(-1;0;4)
(A): (A < (P) < (A):<bLln (A): B/ .
(A) L (d) bla "

Bai toan 11:  Dhuong phap toa do héa.
Phuong phap ap dung
Str dung kién thiic vé thiét 1ap hé toa do da duogc trinh bay trong chi dé 1.
Vidu 1: Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'CD' véi AB=a, BC=b, CC' =c.
a. Tinh khoang cich tir diém A t6i mat phang (A'BD).
b. Tinh khoang cdch tir diém A' t6i dudng thang C'D.
c. Tinh khodng cdch giita hai duong thang BC' va CD'.

@ Hudng ddn: Thiét lap hé toa @6 Axyz v6i B, D, A’ theo thi tu Zp A B
thudc Ox, Oy, Oz. C. )
&5 Gidi DA
Chon hé toa do Axyz véi B, D, A’ theo thi tu thudc céc tia A \|a x
Ox, Oy, Oz, ta dugc: B
A(0; 0; 0), B(a; 0; 0), C(as b; 0), D(0; b; 0) ¢

A'(0; 0; ), Bi(a; 0; ¢), C'(a; b; ¢), D'(0; b; ¢)
a. St dung phuong trinh mat chan, ta duoc phuong trinh mat phang (A'BD) c6 dang:

(ABD): 2 + % + 2 =1 (A'BD): bex + acy + abz — abe = 0
a C
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Khodng cich tir A dén mat phang (A'BD) duoc cho boi:
|—abc| abc

4= \/bzc2 +a’c’ +a’b’ B \/bzc2 +a’c? +a’b’ .
b. Tacé:
s oy I CCDP] i b 00 cas -0 _ VoA va’ vt
‘C'D |(—a; 0; —c)| Jai+c?
c. Tacé:
4BC. CD) = [BC',CD'1BC| abe

‘[B—C',C—D']‘ - \/b202 +a’c? +a’b? .
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