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ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM KHẢO SÁT
VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ

1Chûúng

ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM KHẢO
SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ

§1. SỰ ĐỒNG BIẾN NGHỊCH BIẾN CỦA HÀM SỐ
LÝ THUYẾT CẦN NHỚAA

1. Định nghĩa tính đơn điệu của hàm số

Định nghĩa 1.1. Cho hàm số y = f (x) xác định trên (a; b). Khi đó

� Hàm số đồng biến trên (a; b) nếu

∀x1, x2 ∈ (a; b) : x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2)

— Trên khoảng (a; b), đồ thị là một "đường đi lên" khi
xét từ trái sang phải.

O x

y

x1

f (x1)

x2

f (x2)

� Hàm số nghịch biến trên (a; b) nếu

∀x1, x2 ∈ (a; b) : x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2)

— Trên khoảng (a; b), đồ thị là một "đường đi xuống"
khi xét từ trái sang phải.

O x

y

x1

f (x1)

x2

f (x2)

2. Các tính chất thường dùng cho hàm đơn điệu

Tính chất 1.1.

� Cho hàm số y = f (x) đồng biến trên khoảng (a; b). Xét m, n ∈ (a; b).

Nếu f (m) = f (n) thì m = n.¬ Nếu f (m) > f (n) thì m > n.

Nếu f (m) < f (n) thì m < n.® Với k ∈ R, phương trình f (x) = k có
không quá 1 nghiệm thực trên (a; b).

¯

� Cho hàm số y = f (x) nghịch biến trên khoảng (a; b). Xét m, n ∈ (a; b).

Nếu f (m) = f (n) thì m = n.¬ Nếu f (m) > f (n) thì m < n.

Nếu f (m) < f (n) thì m > n.® Với k ∈ R, phương trình f (x) = k có
không quá 1 nghiệm thực trên (a; b).

¯
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3. Liên hệ giữa đạo hàm và tính đơn điệu

Định nghĩa 1.2. Cho hàm số y = f (x) có đạo hàm trên khoảng (a; b).

¬ Nếu y′ ≥ 0, ∀x ∈ (a; b) thì y = f (x) đồng biến trên (a; b).

 Nếu y′ ≤ 0, ∀x ∈ (a; b) thì y = f (x) nghịch biến trên (a; b).

o Dấu bằng xảy ra chỉ tại các điểm "rời nhau".

CÁC DẠNG TOÁN THƯỜNG GẶPBB
1Dạng Tìm khoảng đơn điệu của một hàm số cho trước

a) Tìm tập xác định D của hàm số.

b) Tính y′, giải phương trình y′ = 0 tìm các nghiệm xi (nếu có).

c) Lập bảng xét dấu y′ trên miền D . Từ dấu y′, ta suy ra chiều biến thiên của hàm số.

Ì Khoảng y′ mang dấu −: Hàm nghịch biến.

Ì Khoảng y′ mang dấu +: Hàm đồng biến.

Ví dụ 1

Cho hàm số y = −x3 + 3x2 + 1. Khẳng định nào sau đây là đúng?
A Hàm số đồng biến trên khoảng (0; 2). B Hàm số đồng biến trên khoảng (−∞; 0).
C Hàm số đồng biến trên khoảng (2;+∞). D Hàm số nghịch biến trên khoảng (0; 2).

Ê Lời giải.
Ta có y′ = −3x2 + 6x, y′ = 0⇔

ñ
x = 0
x = 2.

Bảng biến thiên

x

y′

y

−∞ 0 2 +∞

− 0 + 0 −
+∞+∞

11

55

−∞−∞

Từ bẳng biến thiên ta được hàm số đồng biến trên khoảng (0; 2).
Chọn đáp án A �

Ví dụ 2

Cho hàm số y = x3 + 3x2 − 2. Mệnh đề nào dưới đây đúng?
A Hàm số nghịch biến trên khoảng (1; 5).

TRƯỜNG THPT NGUYỄN TẤT THÀNH



1. SỰ ĐỒNG BIẾN NGHỊCH BIẾN CỦA HÀM SỐTrang 3

B Hàm số đồng biến trên khoảng (−∞; 1) và (2;+∞).
C Hàm số nghịch biến trên khoảng (−∞;−2) và (0;+∞).
D Hàm số đồng biến trên khoảng (−∞;−2) và (0;+∞).

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 3x2 + 6x, y′ = 0⇔

ñ
x = −2
x = 0.

Bảng biến thiên

x
y′

y

−∞ −2 0 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

22

−2−2

+∞+∞

Vậy hàm số đồng biến trên khoảng (∞;−2) và (0;+∞).
Chọn đáp án D �

Ví dụ 3

Hàm số y = −x4 + 2x3 − 2x− 1 nghịch biến trên khoảng nào sau đây?

A
Å
−∞;−1

2

ã
. B

Å
−1

2
;+∞

ã
. C (−∞; 1). D (−∞;+∞).

Ê Lời giải.
Tập xác định của hàm số là D = R.

y′ = −4x3 + 6x2 − 2, y′ = 0⇔

x = −1
2

x = 1
.

Bảng xét dấu f ′(x)

x

f ′(x)

−∞ −1
2

1 +∞

+ 0 − 0 −

Từ bảng xét dấu f ′(x) suy ra hàm số nghịch biến trên khoảng
Å
−1

2
;+∞

ã
.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 4

Hàm số y = x4 + 8x3 + 5 nghịch biến trên khoảng nào dưới đây?
A (0;+∞). B (−∞;−6). C (−6; 0). D (−∞;+∞).

Ê Lời giải.
� LÊ QUANG XE - ĐT: 0967.003.131
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Ta có y′ = 4x3 + 24x2 = 4x2(x + 6).

y′ = 0⇔
ñ

x = 0
x = −6

.

Bảng biến thiên

x

y′

y

−∞ −6 0 +∞

− 0 + 0 +

+∞+∞

y(−6)y(−6)

+∞+∞

Nhìn bảng biến thiên ta thấy hàm số nghịch biến trên khoảng (−∞;−6).

Chọn đáp án B �

Ví dụ 5

Cho hàm số y = f (x) có đạo hàm f ′(x) = x2 + 1, ∀x ∈ R. Mệnh đề nào dưới đây đúng?
A Hàm số nghịch biến trên khoảng (−∞; 0).
B Hàm số nghịch biến trên khoảng (1;+∞).
C Hàm số nghịch biến trên khoảng (−1; 1).
D Hàm số đồng biến trên khoảng (−∞;+∞).

Ê Lời giải.
Ta có f ′(x) > 0, ∀x ∈ R nên hàm số đồng biến trên khoảng (−∞;+∞).

Chọn đáp án D �

Ví dụ 6

Cho hàm số y =
x + 3
x− 3

. Khẳng định nào sau đây đúng?

A Hàm số đồng biến trên các khoảng (−∞; 3) và (3;+∞).
B Hàm số nghịch biến trên các khoảng (−∞; 3) và (3;+∞).
C Hàm số nghịch biến trên R \ {3}.
D Hàm số đồng biến trên R \ {3}.

Ê Lời giải.

Hàm số đã cho có tập xác định là (−∞; 3) ∪ (3;+∞), và y′ =
−6

(x− 3)2 > 0 ∀x ∈ (−∞; 3) ∪ (3;+∞).

Do đó, hàm số nghịch biến trên mỗi khoảng (−∞; 3) và (3;+∞).

Chọn đáp án B �
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Ví dụ 7

Cho hàm số y =
3− x
x + 1

. Mệnh đề nào dưới đây đúng?

A Hàm số đồng biến trên mỗi khoảng (−∞;−1) và (−1;+∞).
B Hàm số nghịch biến với mọi x 6= 1.
C Hàm số nghịch biến trên tập R \ {−1}.
D Hàm số nghịch biến trên mỗi khoảng (−∞;−1) và (−1;+∞).

Ê Lời giải.
Tập xác định D = R \ {−1}.
Ta có y′ =

−4
(x + 1)2 < 0, ∀x ∈ D .

Vậy hàm số nghịch biến trên mỗi khoảng (−∞;−1) và (−1;+∞).

Chọn đáp án D �

Ví dụ 8

Cho hàm số f (x) có đạo hàm là f ′(x) = x3(x − 1)2(x + 2). Khoảng nghịch biến của hàm số
là

A (−∞;−2); (0; 1). B (−2; 0); (1;+∞).
C (−∞;−2); (0;+∞). D (−2; 0).

Ê Lời giải.
Bảng biến thiên:

x

y′

y

−∞ −2 0 1 +∞

+ 0 − 0 + 0 +

−∞−∞

f (−2)f (−2)

f (1)f (1)

+∞+∞

Vậy hàm số nghịch biến trên khoảng (−2; 0).
Chọn đáp án D �

Ví dụ 9

Hàm số nào sau đây nghịch biến trên từng khoảng xác định của nó?

A y =
x− 1
x + 1

. B y =
2x + 1
x− 3

. C y =
x− 2

2x− 1
. D y =

x + 5
−x− 1

.

Ê Lời giải.

Ì Với y =
x− 1
x + 1

⇒ y′ =
2

(x + 1)
> 0⇒ hàm số đồng biến.
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Ì Với y =
2x + 1
x− 3

⇒ y′ =
−7

(x− 3)2 < 0⇒ hàm số nghịch biến.

Ì Với y =
x− 2

2x− 1
⇒ y′ =

3
(2x− 1)2 > 0⇒ hàm số đồng biến.

Ì Với y =
x + 5
−x− 1

⇒ y′ =
4

(−x− 1)2 > 0⇒ hàm số đồng biến.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 10

Hàm số y =
√

2x− x2 nghịch biến trên khoảng nào sau?
A (0; 1). B (0; 2). C (1; 2). D (1;+∞).

Ê Lời giải.
Ta có D = [0; 2]

y′ =
2− 2x

2
√

2x− x2
=

1− x√
2x− x2

= 0⇔ x = 1.

Bảng biến thiên

x

y′

y

0 1 2

+ 0 −

Suy ra hàm số nghịch biến trên (1; 2).
Chọn đáp án C �

Ví dụ 11

Trong các hàm số sau, hàm số nào đồng biến trên tập xác định của nó?

A y =
2x− 1
x + 2

. B y = x3 + 4x + 1. C y = x2 + 1. D y = x4 + 2x2 + 1.

Ê Lời giải.
Với y = x3 + 4x + 1 thì y′ = 3x2 + 4 > 0, ∀x ∈ R nên hàm số đồng biến trên R là tập xác định của
hàm số.
Chú ý: Hàm số y =

2x− 1
x + 2

có y′ =
5

(x + 2)2 > 0, ∀x 6= −2 nhưng không được kết luận hàm số đồng

biến trên tập xác định, mà phải kết luận là hàm số đồng biến trên từng khoảng xác định của hàm
số.
Chọn đáp án B �
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Ví dụ 12

Trong các hàm số sau, hàm số nào đồng biến trên R?

A f (x) = x4 − 2x2 − 4. B f (x) =
2x− 1
x + 1

.

C f (x) = x3 − 3x2 + 3x− 4. D f (x) = x2 − 4x + 1.

Ê Lời giải.
Xét hàm số f (x) = x3 − 3x2 + 3x− 4.
Ta có f ′(x) = 3x2 − 6x + 3 = 3(x− 1)2 ≥ 0 ∀x ∈ R và f ′(x) = 0 tại x = 1
⇒ f (x) = x3 − 3x2 + 3x− 4 đồng biến trên R.
Chọn đáp án C �

2Dạng Xét tính đơn điệu dựa vào bảng biến thiên, đồ thị của hàm số

� Nếu đề bài cho đồ thị y = f (x), ta chỉ việc nhìn các khoảng mà đồ thị "đi lên" hoặc "đi
xuống".

¬ Khoảng mà đồ thị "đi lên": hàm đồng biến;

 Khoảng mà đồ thị "đi xuống": hàm nghịch biến.

� Nếu đề bài cho đồ thị y = f ′(x). Ta tiến hành lập bảng biến thiên của hàm y = f (x) theo các
bước:

¬ Tìm nghiệm của f ′(x) = 0 (hoành độ giao điểm với trục hoành);

 Xét dấu f ′(x) (phần trên Ox mang dấu dương; phần dưới Ox mang dấu âm);

® Lập bảng biến thiên của y = f (x), suy ra kết quả tương ứng.

Ví dụ 1

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như hình.

x

y′

y

−∞ 0 +∞

+ 0 −

−1−1

33

22

Hàm số đồng biến trên khoảng
A (−1; 3). B (0;+∞). C (−∞; 0). D (2; 3).

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị hàm số y = f (x) ta thấy

Ì Hàm số đồng biến trên (−∞; 0).

Ì Hàm số nghịch biến trên (0;+∞).
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Chọn đáp án C �

Ví dụ 2

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên sau.
Hàm số y = f (x) đồng biến trên khoảng nào sau
đây?

A (−∞; 5). B (0; 2).
C (2;+∞). D (0;+∞).

x
f ′(x)

f (x)

−∞ 0 2 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

55

33

+∞+∞

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên hàm số y = f (x) đồng biến trên khoảng (2;+∞).

Chọn đáp án C �

Ví dụ 3

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R và có đồ thị như hình bên.
Khẳng định nào sau đây đúng?
A Hàm số đồng biến trên khoảng (1; 3).
B Hàm số nghịch biến trên khoảng (6;+∞).
C Hàm số đồng biến trên khoảng (−∞; 3).
D Hàm số nghịch biến trên khoảng (3; 6).

x

y

O 2
7

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị thấy hàm số nghịch biến trên khoảng (2; 7), do đó hàm số nghịch biến trên khoảng
(3; 6).
Chọn đáp án D �

Ví dụ 4

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ bên dưới.

−1 1O x

y

2

Hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng nào sau đây?
A (−1; 1). B (−1; 0). C (−∞;−1). D (0; 1).

Ê Lời giải.
TRƯỜNG THPT NGUYỄN TẤT THÀNH
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Đồ thị hàm số đi xuống từ trái qua phải trên khoảng (−1; 0) nên hàm số nghịch biến trên khoảng
(−1; 0).
Chọn đáp án B �

Ví dụ 5

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như sau

x
y′

y

−∞ −1 0 1 +∞
− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

−2−2

33

−2−2

+∞+∞

Hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng nào dưới đây?
A (0; 1). B (−∞; 0). C (1;+∞). D (−1; 0).

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên ta thấy hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng (0; 1).
Chọn đáp án A �

Ví dụ 6

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên sau. Khẳng định nào sau đây là đúng?
A Hàm số nghịch biến trên R \ {2}.
B Hàm số đồng biến trên (−∞; 2) và (2;+∞).
C Hàm số nghịch biến trên (−∞; 2) và (2;+∞).
D Hàm số nghịch biến trên R.

x
y′

y

−∞ 2 +∞
− −

22

−∞

+∞

22

Ê Lời giải.
Từ bảng biến thiên ta thấy hàm số nghịch biến trên (−∞; 2) và (2;+∞).
Chọn đáp án C �

Ví dụ 7

Cho hàm số y = f (x) có đạo hàm liên tục trên R, hàm số y = f ′(x)
có đồ thị như hình bên. Hàm số y = f (x) đồng biến trên khoảng nào
trong các khoảng sau

A (−∞;−2); (1;+∞). B (−2;+∞) \ {1}.
C (−2;+∞). D (−5;−2).

O x

y

−2 −1 1

2

4

y = f ′(x)

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị ta có bảng biến thiên
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x

y′

y

−∞ −2 1 +∞

− 0 + 0 +

+∞+∞ +∞+∞

Dựa và bảng biến thiên, hàm số y = f (x) đồng biến trên khoảng (−2;+∞).
Chọn đáp án C �

Ví dụ 8

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ. Hàm số đã cho đồng biến
trên khoảng nào?

A (−∞;−3). B (−3;−1). C (−2; 2). D (−2;−1).

x

y

−1

−3

−2

2

Ê Lời giải.
Từ đồ thị, suy ra y′ > 0 khi x ∈ (−3;−1).
Chọn đáp án B �

3Dạng Tìm m để hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d đơn điệu trên R

a) Hàm số đồng biến trên R thì y′ ≥ 0, ∀x ∈ R⇔
®

a > 0
∆y′ ≤ 0

hoặc suy biến


a = 0
b = 0
c > 0.

b) Hàm số nghịch biến trên R thì y′ ≤ 0, ∀x ∈ R⇔
®

a < 0
∆y′ ≤ 0

hoặc suy biến


a = 0
b = 0
c < 0.

Ví dụ 1

Số giá trị nguyên của tham số m để hàm số y = x3 − 2mx2 + 4x− 1 đồng biến trên R là
A 2. B vô số. C 3. D 4.

Ê Lời giải.
Tập xác định: D = R.
y′ = 3x2 − 4mx + 4

Hàm số y đồng biến trên R⇔ y′ ≥ 0, ∀x ∈ R⇔
®

a = 3 > 0

∆′ ≤ 0
⇔ 4m2 − 12 ≤ 0⇔ −

√
3 ≤ m ≤

√
3.

⇒ m ∈ {−1; 0; 1}.
TRƯỜNG THPT NGUYỄN TẤT THÀNH
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Vậy có 3 giá trị nguyên của m thỏa mãn.
Chọn đáp án C �

Ví dụ 2

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số y = −1
3

x3 − mx2 + (2m− 3)x − m + 2

nghịch biến trên R.
A m ≤ −3, m ≥ 1. B −3 < m < 1. C −3 ≤ m ≤ 1. D m ≤ 1.

Ê Lời giải.
Tập xác định: D = R.
Ta có y′ = −x2 − 2mx + (2m− 3).

Hàm số nghịch biến trên R khi y′ ≤ 0⇔
®

a = −1 < 0

∆′ ≤ 0
⇔ m2 + 2m− 3 ≤ 0⇔ −3 ≤ m ≤ 1.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 3

Tìm tất cả các giá trị của m để hàm số y = (m− 1)x3 − 3(m− 1)x2 + 3x + 2 đồng biến trên
R

A 1 < m ≤ 2. B 1 < m < 2. C 1 ≤ m ≤ 2. D 1 ≤ m < 2.

Ê Lời giải.
Tập xác định: D = R.
Ta có y′ = 3(m− 1)x2 − 6(m− 1)x + 3

Ì m = 1, y′ = 3 > 0

Ì m 6= 1

ycbt⇔
®

m− 1 > 0

∆′ = 9(m− 1)2 − 3(m− 1) · 3 ≤ 0
⇔ 1 < m ≤ 2.

Vậy 1 ≤ m ≤ 2.
Chọn đáp án C �

Ví dụ 4

Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số y = x3 + 3x2 −mx + 1 đồng biến trên khoảng
(−∞; 0).

A m ≤ 0. B m ≥ −2. C m ≤ −3. D m ≤ −1.

Ê Lời giải.
Tập xác định: D = R.
Đạo hàm: y′ = 3x2 + 6x−m.
Hàm số đồng biến trên khoảng (−∞; 0) khi và chỉ khi y′ ≥ 0, ∀x < 0
⇔ 3x2 + 6x−m ≥ 0, ∀x < 0.
Cách 1.
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3x2 + 6x−m ≥ 0, ∀x < 0⇔ 3x2 + 6x ≥ m, ∀x < 0.
Xét hàm số g(x) = 3x2 + 6x trên khoảng (−∞; 0), ta có: g′(x) = 6x + 6.
Xét g′(x) = 0⇔ 6x + 6 = 0⇔ x = −1. Ta có g(−1) = −3.
Bảng biến thiên

x

g(x)′

g(x)

−∞ −1 0

− 0 +

+∞+∞

−3−3

00

Dựa vào bảng biến thiên, ta có m ≤ −3.
Cách 2.
Ta có ∆′ = 9 + 3m.
Nếu ∆′ ≤ 0⇔ m ≤ −3 thì y′ ≥ 0, ∀x ∈ R⇒ y′ ≥ 0, ∀x < 0.
Nếu ∆′ > 0 thì y′ có hai nghiệm phân biệt x1, x2. Khi đó để y′ ≥ 0, ∀x < 0 thì ta phải có 0 ≤ x1 < x2.
Điều này không thể xảy ra vì S = x1 + x2 = −2 < 0.
Vậy m ≤ −3.

Chọn đáp án C �

4Dạng Tìm m để hàm y =
ax + b
cx + d

đơn điệu trên từng khoảng xác định

a) Tính y′ =
ad− cb

(cx + d)2 .

b) Hàm số đồng biến trên từng khoảng xác định của nó⇔ y′ > 0⇔ ad− cb > 0.

c) Hàm số nghịch biến trên từng khoảng xác định của nó⇔ y′ < 0⇔ ad− cb < 0.

Ví dụ 1

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số y =
x + 2−m

x + 1
nghịch biến trên các

khoảng mà nó xác định.
A m ≤ 1. B m ≤ −3. C m < −3. D m < 1.

Ê Lời giải.
y′ =

m− 1
(x + 1)2 . Hàm số đã cho nghịch biến trên các khoảng mà nó xác định khi và chỉ khi y′ < 0⇔

m− 1 < 0⇔ m < 1.
Chọn đáp án D �

Ví dụ 2

Tìm tất cả các giá trị của m để hàm số y =
x−m2

x− 3m + 2
đồng biến trên khoảng (−∞; 1).

A m ∈ (−∞; 1)∪ (2;+∞). B m ∈ (−∞; 1).

TRƯỜNG THPT NGUYỄN TẤT THÀNH
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C m ∈ (1; 2). D m ∈ (2;+∞).

Ê Lời giải.
ĐKXĐ: x 6= 3m− 2.

Ta có y′ =
m2 − 3m + 2
(x− 3m + 2)2 .

Hàm số đồng biến trên khoảng (−∞; 1)⇔
®

m2 − 3m + 2 > 0
3m− 2 > 1

⇔ m > 2.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 3

Tìm tất cả giá trị của tham số m để hàm số y =
x + m2

x + 1
luôn đồng biến trên từng khoảng xác

định.
A m ∈ (−∞;−1)∪ (1;+∞). B m ∈ [−1; 1].
C m ∈ R. D m ∈ (−1; 1).

Ê Lời giải.
Tập xác định D = R \ {−1}. Ta có: y′ =

1−m2

(x + 1)2 .

Hàm số đồng biến trên từng khoảng xác định⇔ y′ > 0, ∀x ∈ D ⇔ 1−m2 > 0⇔ −1 < m < 1.
Chọn đáp án D �

Ví dụ 4

Tìm tất cả các giá trị của m để hàm số y =
x−m2

x− 3m + 2
đồng biến trên khoảng (−∞; 1).

A m ∈ (−∞; 1)∪ (2;+∞). B m ∈ (−∞; 1).
C m ∈ (1; 2). D m ∈ (2;+∞).

Ê Lời giải.
ĐKXĐ: x 6= 3m− 2.

Ta có y′ =
m2 − 3m + 2
(x− 3m + 2)2 .

Hàm số đồng biến trên khoảng (−∞; 1)⇔
®

m2 − 3m + 2 > 0
3m− 2 > 1

⇔ m > 2.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 5

Có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m để hàm số y =
mx + 10
2x + m

nghịch biến trên

khoảng (0; 2)?
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A 6. B 5. C 9. D 4.

Ê Lời giải.
ĐKXĐ: x 6= −m

2
.

Ta có y′ =
m2 − 20

(2x + m)2 .

Hàm số nghịch biến trên khoảng (0; 2)

⇔

m2 − 20 < 0

− m
2

/∈ (0; 2)

⇔


− 2
√

5 < m < 2
√

5ñ
m ≥ 0
m ≤ −4

⇔ m ∈
Ä
−2
√

5;−4
ó
∪
î
0; 2
√

5
ä

.

Vì m ∈ Z⇒ m ∈ {−4; 0; 1; 2; 3; 4}.
Chọn đáp án A �

Ví dụ 6

Tính tổng các giá trị nguyên của tham số m để hàm số y =
3x + m
x + m

đồng biến trên khoảng

(−∞;−4)?
A 9. B 10. C 6. D 11.

Ê Lời giải.
ĐKXĐ: x 6= −m.

y′ =
2m

(x + m)2 .

YCBT⇔


2m

(x + m)2 > 0

−m /∈ (−∞;−4)
⇔
®

2m > 0
−m /∈ (−∞;−4)

⇔
®

m > 0
−m ≥ −4

⇔ 0 < m ≤ 4.

Do m nguyên nên m ∈ {1, 2, 3, 4}. Vậy tổng các giá trị của m là 10.
Chọn đáp án B �

5Dạng Biện luận đơn điệu của hàm đa thức trên khoảng, đoạn cho trước

� Loại 1: Tìm điều kiện của tham số để hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d đơn điệu trên toàn
miền xác định R.

¬ Hàm số đồng biến trên R thì y′ ≥ 0, ∀x ∈ R⇔
®

a > 0
∆y′ ≤ 0

hoặc suy biến


a = 0
b = 0
c > 0.
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 Hàm số nghịch biến trên R thì y′ ≤ 0, ∀x ∈ R⇔
®

a < 0
∆y′ ≤ 0

hoặc suy biến


a = 0
b = 0
c < 0.

� Loại 2: Tìm điều kiện của tham số để hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d đơn điệu trên khoảng
con của tập R.
Ta thường gặp hai trường hợp:

¬ Nếu phương trình y′ = 0 giải được nghiệm "đẹp": Ta thiết lập bảng xét dấu y′ theo các
nghiệm vừa tìm (xét hết các khả năng nghiệm trùng, nghiệm phân biệt). Từ đó "ép" khoảng
mà dấu y′ không thỏa mãn ra khỏi khoảng đề bài yêu cầu.

 Nếu phương trình y′ = 0 nghiệm "xấu": Ta sử dụng 1 trong 2 cách sau
Cách 1. Dùng định lý về so sánh nghiệm (sẽ nói rõ hơn qua bài giải cụ thể ).
Cách 2. Cô lập tham số m, dùng đồ thị (cách này xét sau).

� Loại 3: Tìm điều kiện của tham số để hàm số y = ax4 + bx2 + c đơn điệu trên khoảng con
của tập R.

¬ Giải phương trình y′ = 0, tìm nghiệm.

 Biện luận các trường hợp nghiệm (nghiệm trùng, nghiệm phân biệt). Từ đó "ép" khoảng
mà dấu y′ không thỏa mãn ra khỏi khoảng đề bài yêu cầu.

Ví dụ 1

Cho hàm số y =
1
3

x3 − mx2 + 4x + 2m, với m là tham số. Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị

nguyên của m để hàm số đồng biến trên R. Tìm tập S.
A S = {m ∈ Z | |m| > 2}. B S = {−2;−1; 0; 1; 2}.
C S = {−1; 0; 1}. D S = {m ∈ Z | |m| > 2}.

Ê Lời giải.
Tập xác định D = R. y′ = x2 − 2mx + 4.
Khi ∆′ = m2 − 4 < 0⇔ −2 < m < 2 thì y′ > 0, ∀x ∈ R. Nên hàm số đồng biến trên R.
Nếu ∆′ = m2 − 4 = 0 ⇔ m = ±2 thì y′ > 0, ∀x ∈ R và y′ = 0 tại 1 điểm. Nên hàm số đồng biến
trên R.
Do đó tập hợp tất cả các giá trị nguyên của m để hàm số đồng biến trên R là S = {−2;−1; 0; 1; 2}.
Chọn đáp án B �

Ví dụ 2

Giá trị m để hàm số y = −x3 + mx2 −m đồng biến trên khoảng (0; 2) là
A 0 < m < 3. B m ≥ 3. C m ∈ [1; 3]. D m ≤ 3.

Ê Lời giải.

y′ = −3x2 + 2mx ⇒ y′ = 0⇔ −3x2 + 2mx = 0⇔

x = 0

x =
2m
3
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Bảng biến thiên

x

y′

y

−∞ 0
2m
3

+∞

− 0 + 0 −

+∞+∞

−∞−∞

ycbt⇔ 2m
3
≥ 2⇔ m ≥ 3.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 3

Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m để hàm số y = x3− 3(m + 2)x2 + 3(m2 + 4m)x + 1
nghịch biến trên khoảng (0; 1)?

A 1. B 4. C 3. D 2.

Ê Lời giải.
Hàm số nghịch biến trên (0; 1) khi và chỉ khi

y′ ≤ 0, ∀x ∈ (0; 1) ⇔ 3x2 − 6(m + 2)x + 3(m2 + 4m) ≤ 0, ∀x ∈ (0; 1)
⇔ (x−m)(3x− 3m− 12) ≤ 0, ∀x ∈ (0; 1)
⇔ m ≤ x ≤ m + 4, ∀x ∈ (0; 1)

⇔
®

m ≤ 0
1 ≤ m + 4

⇔ −3 ≤ m ≤ 0.

Suy ra có 4 giá trị của m thỏa mãn đề bài.
Chọn đáp án B �

Ví dụ 4

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số y = x4 − 2(m− 1)x2 + m− 2 đồng biến
trên khoảng (1; 3).

A m ∈ [−5; 2). B m ∈ (−∞;−5). C m ∈ (2;+∞). D m ∈ (−∞; 2].

Ê Lời giải.
Hàm số đồng biến trên (1; 3)

⇔ y′ = 4x3 − 4(m− 1)x ≥ 0, ∀x ∈ (1; 3)
⇔ x2 −m + 1 ≥ 0, ∀x ∈ (1; 3) (vì trong khoảng (1; 3) ta có x > 0)
⇔ x2 + 1 ≥ m, ∀x ∈ (1; 3)
⇔ min

(1;3)
(x2 + 1) ≥ m

⇔ m ≤ 2 (vì hàm số y = x2 + 1 đồng biến trên (1; 3) nên m ≤ f (1))

Chọn đáp án D �
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6Dạng Biện luận đơn điệu của hàm phân thức trên khoảng, đoạn cho trước

� Loại 1. Tìm điều kiện của tham số để hàm y =
ax + b
cx + d

đơn điệu trên từng khoảng xác định.

¬ Tính y′ =
ad− cb

(cx + d)2 .

 Hàm số đồng biến trên từng khoảng xác định của nó⇔ y′ > 0⇔ ad− cb > 0.

® Hàm số nghịch biến trên từng khoảng xác định của nó⇔ y′ < 0⇔ ad− cb < 0.

� Loại 2. Tìm điều kiện để hàm y =
ax + b
cx + d

đơn điệu trên khoảng (m; n) ⊂ R\
ß
−d

c

™
.

¬ Tính y′ =
ad− cb

(cx + d)2 .

 Hàm số đồng biến trên khoảng (m; n):

⇔

y′ > 0

− d
c
/∈ (m; n)

⇔

ad− cb > 0

− d
c
≤ m hoặc − d

c
≥ n

® Hàm số nghịch biến trên khoảng (m; n):

⇔

y′ < 0

− d
c
/∈ (m; n)

⇔

ad− cb < 0

− d
c
≤ m hoặc − d

c
≥ n

Ví dụ 1

Tìm các giá trị của tham số m để hàm số y =
x + 2
x + m

nghịch biến trên tập xác định của nó.

A m ≤ 2. B m > 2. C m ≥ 2. D m < 2.

Ê Lời giải.

Tập xác định: D = R\{−m}.
Hàm số nghịch biến trên tập xác định của nó khi m− 2 < 0⇔ m < 2.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 2

Cho hàm số y =
mx− 2m− 3

x−m
với m là tham số. Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị nguyên của

m để hàm số đồng biến trên khoảng (2;+∞). Tìm số phần tử của S.
A 3. B 4. C 5. D 1.

Ê Lời giải.

Tập xác định của hàm số: D = R \ {m}.
� LÊ QUANG XE - ĐT: 0967.003.131
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Ta có y′ =
−m2 + 2m + 3

(x−m)2 .

Điều kiện cần và đủ để hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (2;+∞) là

y′ > 0, ∀x ∈ (2;+∞)

⇔
®
−m2 + 2m + 3 > 0
m /∈ (2;+∞)

⇔
®
− 1 < m < 3
m ≤ 2

⇔ −1 < m ≤ 2.

Do đó S = {0; 1; 2}.
Chọn đáp án A �

Ví dụ 3

Cho hàm số y =
2x− 1
x−m

. Tìm m để hàm số nghịch biến trên khoảng
Å

1
2

; 1
ã

.

A 1
2
< m ≤ 1. B m >

1
2

. C m ≥ 1. D m ≥ 1
2

.

Ê Lời giải.
Tập xác định: D = R \ {m}. Ta có y′ =

1− 2m
(x−m)2 .

Hàm số nghịch biến trên khoảng
Å

1
2

; 1
ã
⇔ y′ < 0, ∀x ∈

Å
1
2

; 1
ã
⇔


1− 2m < 0m ≤ 1

2
m ≥ 1

⇔ m ≥ 1.

Chọn đáp án C �

7Dạng Một số bài toán liên quan đến hàm hợp

� Loại 1: Cho đồ thị y = f ′(x), hỏi tính đơn điệu của hàm y = f (x).

¬ Tìm nghiệm của f ′(x) = 0 (hoành độ giao điểm với trục hoành);

 Xét dấu f ′(x) (phần trên Ox mang dấu dương; phần dưới Ox mang dấu âm);

® Lập bảng biến thiên của y = f (x), suy ra kết quả tương ứng.

� Loại 2: Cho đồ thị y = f ′(x), hỏi tính đơn điệu của hàm hợp y = f (u).

¬ Tính y′ = u′ · f ′(u);

 Giải phương trình f ′(u) = 0⇔
ñ

u′ = 0

f ′(u) = 0( Nhìn đồ thị, suy ra nghiệm.)
;

® Lập bảng biến thiên của y = f (u), suy ra kết quả tương ứng.

� Loại 3: Cho đồ thị y = f ′(x), hỏi tính đơn điệu của hàm y = g(x), trong đó g(x) có liên hệ
với f (x).

¬ Tính y′ = g′(x);
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 Giải phương trình g′(x) = 0 (thường dẫn đến việc giải phương trình liên quan đến f ′(x).
Loại này ta nhìn hình để suy ra nghiệm).

® Lập bảng biến thiên của y = g(x), suy ra kết quả tương ứng.

Ví dụ 1

Hàm số y = f (x) có đồ thị y = f ′(x) như hình vẽ
(đồ thị f ′(x) cắt Ox ở các điểm có hoành độ lần
lượt là 1, 2, 5, 6). Chọn khẳng định đúng.
A f (x) nghịch biến trên khoảng (1; 2).
B f (x) đồng biến trên khoảng (5; 6).
C f (x) nghịch biến trên khoảng (1; 5).
D f (x) đồng biến trên khoảng (4; 5).

x

y

O
1 2 5 6

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị ta có bảng biến thiên như sau

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 2 5 6 +∞

− 0 + 0 − 0 + 0 −

Dựa vào bảng biến thiên ta thấy hàm số đồng biến trong khoảng (5; 6).
Chọn đáp án B �

Ví dụ 2

Cho hàm số f (x) có bẳng xét dấu f ′(x) như hình bên dưới

x

f ′(x)

−∞ −3 −1 1 +∞

− 0 + 0 − 0 +

Hàm số y = f (3− 2x) nghịch biến trên khoảng
A (4;+∞). B (−2; 1). C (2; 4). D (1; 2).

Ê Lời giải.
Ta có y′ = −2 f (3− 2x).

y′ < 0⇔ f (3− 2x) > 0⇔
ñ

3− 2x > 5
− 2 < 3− 2x < 2

⇔

x < −1
1
2
< x <

5
2

.

Vậy hàm số nghịch biến trên (−∞;−1) và
Å

1
2

;
5
2

ã
.

Chọn đáp án B �
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Ví dụ 3

Cho hàm số y = f (x) có đạo hàm liên tục trên R. Biết đồ thị hàm số
y = f ′(x) như hình vẽ bên. Hàm số f (x2 − 2) đồng biến trên khoảng
nào trong các khoảng dưới đây?

A (0; 1). B (1;
√

3). C (−1; 0). D (−
√

3; 0).
x

y

O−2 −1 1

Ê Lời giải.
Ta có, hàm số f (x2 − 2) đồng biến khi

f ′(x2 − 2) = 2x f ′(x2 − 2) > 0

⇔
®

2x > 0

f ′(x2 − 2) > 0
hoặc

®
2x < 0

f ′(x2 − 2) < 0

⇔


x > 0ñ
− 2 < x2 − 2 < −1

x2 − 2 > 1

hoặc


x < 0ñ

x2 − 2 < −2

− 1 < x2 − 2 < 1

⇔


x > 0ñ

0 < x2 < 1

x2 > 3

hoặc


x < 0ñ

x2 < 0

1 < x2 < 3

⇔


x > 0− 1 < x < 1

x < −
√

3

x >
√

3

hoặc


x < 0− 1 < x < 1

−
√

3 < x < −1

1 < x <
√

3

⇔
ñ

0 < x < 1

x >
√

3
hoặc −

√
3 < x < −1.

Vậy hàm số đồng biến trên (0; 1).

Chọn đáp án A �

Ví dụ 4

Cho hàm số y = f (x). Đồ thị của hàm số y = f ′(x) như hình vẽ

bên. Đặt h(x) = f (x)− x2

2
. Mệnh đề nào dưới đây đúng?

A Hàm số y = h(x) đồng biến trên khoảng (2; 3).
B Hàm số y = h(x) đồng biến trên khoảng (0; 4).
C Hàm số y = h(x) nghịch biến trên khoảng (0; 1).
D Hàm số y = h(x) nghịch biến trên khoảng (2; 4). x

y

O

−2

2 4

−2

2

4

6

Ê Lời giải.
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Ta có h(x) = f (x)− x2

2
nên h′(x) = f ′(x)− x ⇒ h′(x) ≥ 0 ⇔ f ′(x) ≥ x và

h′(x) ≤ 0⇔ f ′(x) ≤ x.
Vẽ đường thẳng y = x cắt đồ thị tại ba điểm (−2;−2), (2; 2), (4; 4), từ đó ta
dễ dàng nhận thấy trên khoảng (2; 4) thì h′(x) < 0.
Do vậy hàm số y = h(x) nghịch biến trên khoảng (2; 4).

x

y

O

−2

2 4

−2

2

4

6

Chọn đáp án D �

8Dạng Ứng dụng tính đơn điệu của hàm số
...

Ví dụ 1

Cho hàm số f (x) = mx4 + nx3 + px2 + qx + r trong đó m,
n, p, q, r ∈ R. Biết rằng hàm số y = f ′(x) có đồ thị như hình
vẽ bên. Tập nghiệm của phương trình f (x) = 16m + 8n +
4p + 2q + r có tất cả bao nhiêu phần tử?

x

y

O−1 1 4

A 5. B 3. C 4. D 6.

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị ta thấy f ′(x) = 0 có 3 nghiệm phân biệt là −1, 1 và 4. Suy ra m 6= 0.
Khi đó f ′(x) = 4m(x + 1)(x− 1)(x− 4) = 4m(x3 − 4x2 − x + 4). Suy ra

f (x) = m
Å

x4 − 16
3

x3 − 2x2 + 16x
ã
+ C.

Đồng nhất với f (x) = mx4 + nx3 + px2 + qx + r ta được


n = −16m

3
p = −2m
q = 16m
r = C

.

Từ đó, f (x) = 16m + 8n + 4p + 2q + r

⇔ mx4 − 16m
3

x3 − 2mx2 + 16mx + r = 16m + 8 ·
Å
−16m

3

ã
+ 4 · (−2m) + 2.16m + r

⇔ mx4 − 16m
3

x3 − 2mx2 + 16mx +
8
3

m = 0⇔ x4 − 16
3

x3 − 2x2 + 16x +
8
3
= 0 (vì m 6= 0).

Xét hàm số g(x) = x4 − 16
3

x3 − 2x2 + 16x +
8
3

. Ta có

g′(x) = 4 (x + 1) (x− 1) (x− 4) = 0⇔
ñ

x = ±1
x = 4.

Bảng biến thiên:
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x

g′

g

−∞ −1 0 4 +∞

− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

−9−9

37
3

37
3

−152
3

−152
3

+∞+∞

Dựa vào bảng biến thiên suy ra: g(x) = 0 có 4 nghiệm.
Chọn đáp án C �

Ví dụ 2

Có bao nhiêu giá trị nguyên m để phương trình
Ä

8sin3x−m
ä3

= 162 sin x + 27m có nghiệm

thỏa mãn 0 < x <
π

3
?

A 1. B 3. C Vô số. D 2.

Ê Lời giải.
Đặt t = 2 sin x, với 0 < x <

π

3
thì t ∈

Ä
0;
√

3
ä

.

Phương trình đã cho trở thành
(
t3 −m

)3
= 81t + 27m.

Đặt u = t3 −m⇒ t3 = u + m.

Khi đó ta được

®
u3 = 27(3t + m)

(3t)3 = 27(u + m)
⇒ u3 − (3t)3 = 27(3t− u)⇔ u3 + 27u = (3t)3 + 27.3t. (∗)

Xét hàm số f (v) = v3 + 27v liên tục trên R có f ′(v) = 3v2 + 27 > 0, ∀v nên hàm số f (v) đồng biến
trên R.
Do đó (∗)⇔ u = 3t⇒ t3 − 3t = m (1)
Xét hàm số f (t) = t3 − 3t trên khoảng

Ä
0;
√

3
ä

. có f ′(t) = 3t2 − 3; f ′(t) = 0⇔ t = 1.
Bảng biến thiên

t

f ′(t)

f (t)

0 1
√

3
− 0 +

00

−2−2

00

Dựa vào bảng biến thiên ta thấy phương trình (1) có nghiệm khi −2 ≤ m < 0.
Vậy có hai giá trị nguyên của m thỏa yêu cầu bài toán.
Chọn đáp án D �

Ví dụ 3

Số giá trị nguyên của x là nghiệm của bất phương trình
√

4x2 + x + 6 −
√

x + 1 ≥ 4x − 2
là
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A 0. B 1. C 3. D 2.

Ê Lời giải.
Điều kiện x ≥ −1.
Xét hàm số f (x) =

√
4x2 + x + 6−

√
x + 1− 4x + 2 trên [−1;+∞), có

f ′(x) =
8x + 1

2
√

4x2 + x + 6
− 1

2
√

x + 1
− 4, ∀x ∈ (−1;+∞).

Ta thấy
8x + 1

2
√

4x2 + x + 6
≤ 2|8x + 1|√

(8x + 1)2 + 95
<

2|8x + 1|
|8x + 1| < 2 ⇒ f ′(x) < 0, ∀x ∈ (−1;+∞). Suy ra

hàm số f (x) nghịch biến trên [−1;+∞).
Bất phương trình

√
4x2 + x + 6−

√
x + 1 ≥ 4x− 2⇔ f (x) ≥ 0. Ta có

f (−1) = 9; f (0) =
√

6 + 1; f (1) =
√

11−
√

2− 2 < 0⇒ f (x) < 0, ∀x ≥ −1.

Vậy bất phương trình đã cho có hai nghiệm nguyên.
Chọn đáp án D �

Ví dụ 4

Cho hàm số f (x) = 3
√

7 + 3x − 3
√

7− 3x + 2019x. Gọi S là tập hợp các giá trị nguyên của m
thỏa mãn điều kiện f

(∣∣x3 − 2x2 + 3x−m
∣∣)+ f

(
2x− 2x2 − 5

)
< 0, ∀x ∈ (0; 1). Số phần tử

của S là
A 7. B 3. C 9. D 5.

Ê Lời giải.
Vì f (x) = 3

√
7 + 3x− 3

√
7− 3x + 2019x là hàm số lẻ và đồng biến trên R nên ta có

f
(∣∣∣x3 − 2x2 + 3x−m

∣∣∣) < − f
Ä

2x− 2x2 − 5
ä

⇔
∣∣∣x3 − 2x2 + 3x−m

∣∣∣ < 2x2 − 2x + 5

⇔ −2x2 + 2x− 5 < x3 − 2x2 + 3x−m < 2x2 − 2x + 5

⇔
®

x3 − 4x2 + 5x− 5 < m

x3 + x + 5 > m.

Xét g(x) = x3 − 4x2 + 5x− 5 và h(x) = x3 + x + 5 trên (0; 1) có bảng biến thiên là

x

g′(x)

g(x)

0 1

+

−5−5

−3−3

x

h′(x)

h(x)

0 1

+

55

77

Từ bảng biến thiên suy ra f
(∣∣x3 − 2x2 + 3x−m

∣∣)+ f
(
2x− 2x2 − 5

)
< 0, ∀x ∈ (0; 1) khi và chỉ khi®

m ≥ −3
m ≤ 5

⇔ −3 ≤ m ≤ 5.
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Vậy tập S có 9 phần tử.
Chọn đáp án C �

Ví dụ 5

Với a là tham số thực để bất phương trình 2x + 3x ≥ ax + 2 có tập nghiệm là R khi đó
A a ∈ (−∞; 0). B a ∈ (1; 3). C a ∈ (3;+∞). D a ∈ (0; 1).

Ê Lời giải.
Xét trường hợp a ≤ 0, khi đó phương trình không nhận các giá trị âm của x làm nghiệm. Thật vậy,
với x < 0 thì 2x + 3x < 2 mà ax + 2 ≥ 2. Suy ra loại a ≤ 0.
Xét trường hợp a > 0 khi đó ta có 2x + 3x ≥ ax + 2⇔ 2x + 3x − ax− 2 ≥ 0.
Đặt f (x) = 2x + 3x − ax− 2, x ∈ R. Khi đó f ′ (x) = 2x ln 2 + 3x ln 3− a, ∀x ∈ R.
f ′ (x) = 0⇔ 2x ln 2 + 3x ln 3 = a. (1)
Đặt g (x) = 2x ln 2 + 3x ln 3, ∀x ∈ R.
Khi đó g′ (x) = 2x ln2 2 + 3x ln2 3 > 0, ∀x ∈ R.
Suy ra hàm số g (x) đồng biến trên R. Mặt khác, ta lại có lim

x→+∞
g (x) = +∞ và lim

x→−∞
g (x) = 0.

Suy ra với mỗi giá trị a > 0 thì phương trình (1) luôn có nghiệm duy nhất là x0.
Ta có phương trình f ′ (x) = 0 có nghiệm duy nhất là x0.
Mà lim

x→+∞
f ′ (x) = +∞ và lim

x→−∞
f ′ (x) = −a < 0 nên f ′ (x) > 0, ∀x > x0 và f ′ (x) < 0, ∀x < x0.

Bảng biến thiên

x
f ′(x)

f (x)

−∞ x0 +∞
− 0 +

+∞+∞

f (x0)f (x0)

+∞+∞

Dựa vào bảng biến thiên ta thấy f (x) đạt giá trị nhỏ nhất tại x0, ta kết hợp với điều kiện đề bài là
f (x) ≥ 0, ∀x ∈ R và f (0) = 0 suy ra x0 = 0 và x0 = 0 là giá trị duy nhất để f (x) = 0.
Suy ra x0 = 0 là giá trị duy nhất để f ′ (x0) = 0⇒ f ′ (0) = ln 2 + ln 3− a = 0.
Suy ra a = ln 2 + ln 3 = ln 6.
Như vậy a là giá trị duy nhất thỏa mãn yêu cầu bài toán.
Suy ra mệnh đề đúng là a ∈ (1; 3).
Chọn đáp án C �
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BÀI TẬP RÈN LUYỆNCC

Câu 1

Hàm số y =
1
3

x3 − 2x2 + 3x + 1 đồng biến trên khoảng nào sau đây?

A (1; 3). B (2 : +∞). C (−∞; 0). D (0; 3).

Ê Lời giải.
Ta có y′ = x2 − 4x + 3.
y′ ≥ 0⇔ x ∈ (−∞; 1]∪ [3;+∞). Vậy hàm số đồng biến trên (−∞; 0).
Chọn đáp án C �

Câu 2

Cho hàm số y = x2(3− x). Mệnh đề nào sau đây đúng?
A Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (2;+∞).
B Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (+∞; 3).
C Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (0; 2).
D Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (−∞; 0).

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 6x− 3x2 ⇒ y′ = 0⇔

ñ
x = 0
x = 2

.

Bảng xét dấu

x

y′

−∞ 0 2 +∞

− 0 + 0 −

Quan sát bảng xét dấu ta thấy hàm số đồng biến trên khoảng (0; 2).
Chọn đáp án C �

Câu 3

Hàm số y = 2x4 + 3 nghịch biến trên khoảng nào dưới đây?
A (0;+∞). B (−∞; 3). C (−∞; 0). D (3;+∞).

Ê Lời giải.
Ta có: y′ = 8x3 = 0⇔ x = 0. Do đó hàm số nghịch biến trên khoảng (−∞; 0).

Chọn đáp án C �

Câu 4

Hàm số y = x4 + 8x3 + 5 nghịch biến trên khoảng nào dưới đây?
A (0;+∞). B (−∞;−6). C (−6; 0). D (−∞;+∞).

Ê Lời giải.
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Ta có y′ = 4x3 + 24x2 = 4x2(x + 6).

y′ = 0⇔
ñ

x = 0
x = −6

.

Bảng biến thiên

x

y′

y

−∞ −6 0 +∞

− 0 + 0 +

+∞+∞

y(−6)y(−6)

+∞+∞

Nhìn bảng biến thiên ta thấy hàm số nghịch biến trên khoảng (−∞;−6).
Chọn đáp án B �

Câu 5

Hàm số y = x4 − 2x2 + 1 đồng biến trên khoảng nào?
A (−1; 0). B (−1;+∞). C (−3; 8). D (−∞;−1).

Ê Lời giải.

y′ = 4x3 − 4x⇒ y′ = 0⇔ 4x3 − 4x = 0⇔

x = −1
x = 0
x = 1

Bảng xét dấu

x

y

−∞ −1 0 1 +∞

− 0 + 0 − 0 +

Chọn đáp án A �

Câu 6

Tìm tất cả các khoảng nghịch biến của hàm số y = −x4 + 8x2 − 7.
A (−2; 0), (2;+∞). B (−2; 0).
C (−∞;−2), (2;+∞). D (2;+∞).

Ê Lời giải.
y′ = −4x3 + 16x, y′ = 0⇔

ñ
x = 0
x = ±2

.

Lập bảng biến thiên ta thấy hàm số nghịch biến trên các khoảng (−2; 0), (2;+∞).
Chọn đáp án A �

Câu 7

Hàm số nào dưới đây nghịch biến trên khoảng (−∞;+∞)?
A y = −x3 − x + 3. B y = −x4 + 4x2 − 2.
C y = x3 + 4x2 − 1. D y = x4 − 5x + 7.
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Ê Lời giải.
Xét hàm số y = −x3 − x + 3. Ta có: y′ = −(3x2 + 1) < 0, ∀x ∈ R.
Chọn đáp án A �

Câu 8

Cho hàm số y = x3 − 5x2 + 3x− 4 nghịch biến trên khoảng (a; b) với a < b; a, b ∈ R và đồng
biến trên các khoảng (−∞; a), (b;+∞). Tính S = 3a + 3b.

A S = 6. B S = 9. C S = 10. D S = 12.

Ê Lời giải.
Xét hàm số y = x3 − 5x2 + 3x− 4 có y′ = 3x2 − 10x + 3.

Xét y′ = 0⇔ 3x2 − 10x + 3 = 0⇔

x = 3

x =
1
3

.

Dựa vào bảng biến thiên (hình bên):

x

y′

y

−∞ 1
3

3 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

+∞+∞

Suy ra hàm số đồng biến trên khoảng
Å
−∞;

1
3

ã
và (3;+∞). Hàm số nghịch biến trên

Å
1
3

; 3
ã

.

Suy ra a =
1
3

, b = 3⇒ S = 10.

Chọn đáp án C �

Câu 9

Tìm tất cả các khoảng nghịch biến của hàm số y = −4
3

x3 − 2x2 − x− 2017.

A
Å
−1

2
;+∞

ã
. B

Å
−∞;−1

2

ã
và
Å
−1

2
;+∞

ã
.

C (−∞;+∞). D
Å
−∞;−1

2

ã
.

Ê Lời giải.
Vì y′ = −(2x + 1)2 ≤ 0, ∀x ∈ R và dấu bằng chỉ xảy ra khi x = −1

2
nên hàm số nghịch biến trên

(−∞;+∞).
Chọn đáp án C �

Câu 10

Cho hàm số y = −x3 + 1. Trong các khẳng định sau, khẳng định nào đúng?
A Hàm số đồng biến trên khoảng (0; 2). B Hàm số đồng biến trên R.
C Hàm số đồng biến trên (−∞; 0). D Hàm số nghịch biến trên R.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = −3x2 ≤ 0∀x, do đó hàm số nghịch biến trên R.
Chọn đáp án D �
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Câu 11

Cho hàm số y =
x− 2
x + 3

. Tìm khẳng định đúng?

A Hàm số xác định trên R \ {3}.
B Hàm số đồng biếntrên R \ {−3}.
C Hàm số nghịch biến trên mỗi khoảng xác định.
D Hàm số đồng biến trên mỗi khoảng xác định.

Ê Lời giải.
y′ =

5
(x + 3)2 > 0 ∀x 6= −3 suy ra hàm số đồng biến trên các khoảng (−∞;−3), (−3;+∞).

Chọn đáp án D �

Câu 12

Cho hàm số y =
3x− 1
x− 2

. Mệnh đề nào dưới đây là đúng?

A Hàm số nghịch biến trên R.
B Hàm số đồng biến trên các khoảng (−∞; 2) và (2;+∞).
C Hàm số nghịch biến trên các khoảng (−∞; 2) và (2;+∞).
D Hàm số đồng biến trên R \ {2}.

Ê Lời giải.
Tập xác định là D = R \ {2}.
Có y′ =

−5
(x− 2)2 < 0, ∀x ∈ D nên hàm số nghịch biến trên các khoảng (−∞; 2) và (2;+∞).

Chọn đáp án C �

Câu 13

Hàm số nào sau đây nghịch biến trên tập xác định của nó?

A y =
x− 2
x− 1

. B y =
x− 2
x + 1

. C y = −x4 + x2. D y = −x3 + 1.

Ê Lời giải.
Xét phương án D

y′ = −3x2 ≤ 0, ∀x ∈ R⇒ hàm số luôn nghịch biến trên R.

Chọn đáp án D �

Câu 14

Hàm số y = x +
4
x

đồng biến trên khoảng nào dưới đây?

A (2;+∞). B (0;+∞). C (−2; 0). D (−2; 2).

Ê Lời giải.
Chọn đáp án A �
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Câu 15

Cho hàm số f (x) có đạo hàm f ′ (x) = x4 − 4x2 + 3. Hàm số f (x) đồng biến trên các khoảng
nào sau đây?

A
Ä
−∞;−

√
3
ä

, (−1; 1) và
Ä√

3;+∞
ä

. B
Ä
−
√

3;−1
ä

và
Ä

1;
√

3
ä

.

C (−∞; 1) và (3;+∞). D
Ä
−
√

2; 0
ä

và
Ä√

2;+∞
ä

.

Ê Lời giải.
Chọn đáp án A �

Câu 16

Cho hàm số f (x) có đạo hàm f ′ (x) = (x + 1)2(x− 1)3 (2− x). Hàm số đồng biến trên khoảng
nào dưới đây?

A (2;+∞). B (−1; 1). C (1; 2). D (−∞;−1).

Ê Lời giải.
Ta có f ′ (x) = 0⇔ x = 2∨ x = ±1 nên ta có bảng xét dấu

x

f ′(x)

−∞ −1 1 2 +∞

− 0 − 0 + 0 −

Ta thấy f ′ (x) > 0, ∀x ∈ (1; 2) nên hàm số đồng biến trên khoảng (1; 2).
Chọn đáp án C �

Câu 17

Cho hàm số y = f (x) có bảng xét dấu đạo hàm như sau. Mệnh đề nào dưới đây đúng?
A Hàm số đồng biến trên khoảng (−∞; 1).
B Hàm số nghịch biến trên khoảng (0; 2).
C Hàm số đồng biến trên khoảng (2;+∞).
D Hàm số nghịch biến trên khoảng (1;+∞).

x

y′

−∞ 0 1 2 +∞

+ 0 − − 0 +

Ê Lời giải.
Chọn đáp án C �

Câu 18

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như
hình bên. Mệnh đề nào sau đây là đúng?
A Hàm số đồng biến trên khoảng (−2; 2).
B Hàm số đồng biến trên khoảng (−∞; 3).
C Hàm số nghịch biến trên khoảng (−∞;−2).
D Hàm số nghịch biến trên khoảng (−2; 2).

x
f ′(x)

f (x)

−∞ −2 2 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

33

00

+∞+∞

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên ta thấy hàm số nghịch biến trên (−2; 2).
Chọn đáp án D �
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Câu 19

Đường cong của hình vẽ bên là đồ thị của hàm số y =
ax + b
cx + d

với a, b, c, d là các số thực. Mệnh đề nào sau đây đúng?
A y′ < 0, ∀x 6= 1.
B y′ > 0, ∀x 6= 1.
C y′ > 0, ∀x 6= 2.
D y′ < 0, ∀x 6= 2.

x

y

O
2−1

1

Ê Lời giải.
Chiều của đồ thị từ trái sang phải giảm xuống nên hàm số luôn nghịch biến trên mỗi khoảng xác
định của nó. Đồ thị hàm số nhận đường thẳng x = 2 làm tiệm cận đứng. Do đó y′ < 0, ∀x 6= 2.

Chọn đáp án D �

Câu 20

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ bên. Mệnh đề nào
sau đây đúng?
A Hàm số nghịch biến trên (−∞;+∞).
B Hàm số đồng biến trên (−∞; 2).
C Hàm số đồng biến trên (−∞;−1).
D Hàm số nghịch biến trên (1;+∞).

x

y

O
2

−2

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị ta thấy: Trên khoảng (−∞;−1), đồ thị là đường liền đi lên kể từ trái qua phải, nên
hàm số đồng biến trên (−∞;−1).

Chọn đáp án C �

Câu 21

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị hàm số y = f ′(x) như hình vẽ dưới.
Hàm số y = f (x) đồng biến trên khoảng nào?

A (−∞; 0). B (−3;+∞).
C (−∞; 4). D (−4; 0).

x

y

O−2−3

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị hàm số y = f ′(x) ta thấy f ′(x) > 0, ∀x ∈ (−3;+∞), suy ra hàm số y = f (x) đồng
biến trên khoảng (−3;+∞).

Chọn đáp án B �
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Câu 22

Cho hàm số y =
√

x2 − 6x + 5. Mệnh đề nào sau đây đúng?
A Hàm số đồng biến trên khoảng (3;+∞).
B Hàm số đồng biến trên khoảng (−∞; 1).
C Hàm số đồng biến trên khoảng (5;+∞).
D Hàm số nghịch biến trên khoảng (−∞; 3).

Ê Lời giải.
Tập xác định D = (−∞; 1]∪ [5;+∞).

Ta có y′ =
x− 3√

x2 − 6x + 5
. Ta có bảng biến thiên

x
y′

y

−∞ 1 5 +∞
− +

+∞+∞

0 00

+∞+∞

Ta thấy hàm số đồng biến trên (5;+∞).
Chọn đáp án C �

Câu 23

Hàm số y =
x2 − x + 1
x2 + x + 1

nghịch biến trên khoảng nào?

A (1;+∞). B (−1; 1). C (−∞;−1). D
Å

1
3

; 3
ã

.

Ê Lời giải.
Chọn đáp án B �

Câu 24

Hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d đồng biến trên R khi và chỉ khi

A
ñ

a = b = 0, c > 0

a > 0; b2 − 3ac ≥ 0
. B

ñ
a = b = 0, c > 0

a < 0; b2 − 3ac ≤ 0
.

C
ñ

a = b = 0, c > 0

a > 0; b2 − 3ac ≤ 0
. D a > 0; b2 − 3ac ≤ 0.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 3ax2 + 2bx + c.
Khi a = 0, b = 0, c > 0 thì y′ = c > 0, ∀x ∈ R do đó hàm số đồng biến trên R.

Khi a 6= 0, yêu cầu bài toán tương đương với

®
a > 0

∆′ ≤ 0
⇔
®

a > 0

b2 − 3ac ≤ 0
.

Chọn đáp án C �

Câu 25

Cho hàm số f (x) có tính chất f ′(x) ≥ 0, ∀x ∈ (0; 3) và f ′(x) = 0 ∀x ∈ (1; 2). Khẳng định nào
sau đây là sai?
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A Hàm số f (x) đồng biến trên khoảng (0; 3).
B Hàm số f (x) đồng biến trên khoảng (0; 1).
C Hàm số f (x) đồng biến trên khoảng (2; 3).
D Hàm số f (x) là hàm hằng (tức không đổi) trên khoảng (1; 2).

Ê Lời giải.

Ta thấy

®
f ′(x) ≥ 0 ∀x ∈ (0; 3)

f ′(x) = 0 ∀x ∈ (1; 2)
⇒


f ′(x) > 0 ∀x ∈ (0; 1)

f ′(x) > 0 ∀x ∈ (2; 3)

f ′(x) = 0 ∀x ∈ (1; 2)

.

Vậy khẳng định “Hàm số f (x) đồng biến trên (0; 3)” là một khẳng định sai.
Chọn đáp án A �

Câu 26

Nếu hàm số y = f (x) liên tục và đồng biến trên (0; 2) thì hàm số y = f (2x) luôn đồng biến
trên khoảng nào?

A (0; 4). B (0; 2). C (−2; 0). D (0; 1).

Ê Lời giải.
Hàm số y = f (2x) đồng biến thì 0 < 2x < 2⇔ 0 < x < 1.

Chọn đáp án D �

Câu 27

Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số y =
1
3

x3 + (2m + 1)x− 3m− 1 đồng biến trên
R.

A m ∈ (−∞;+∞). B m ≤ 0. C m ≥ −1
2

. D m < −1
2

.

Ê Lời giải.
y′ = x2 + 2m + 1, hàm số đồng biến trên R⇔ y′ ≥ 0, ∀x ∈ R

⇔ x2 + 2m + 1 ≥ 0, ∀x ∈ R⇔
®

∆ ≤ 0
a > 0

⇔ −4(2m + 1) ≤ 0⇔ m ≥ −1
2

.

Chọn đáp án C �

Câu 28

Cho hàm số y = −x3 −mx2 + (4m + 9)x + 5, với m là tham số. Có bao nhiêu giá trị nguyên
của m để hàm số nghịch biến trên (−∞;+∞)?

A 5. B 6. C 7 . D 4.

Ê Lời giải.
Hàm số y = −x3 − mx2 + (4m + 9)x + 5 là hàm bậc 3 có hệ số a = −1 < 0 nên điều kiện cần và
đủ để y = −x3 −mx2 + (4m + 9)x + 5 nghịch biến trên (−∞;+∞) là y′ = −3x2 − 2mx + 4m + 9 ≥
0, ∀x ∈ R⇔ ∆′ = m2 + 12m + 27 ≤ 0⇔ −9 ≤ m ≤ −3

Chọn đáp án C �

TRƯỜNG THPT NGUYỄN TẤT THÀNH



1. SỰ ĐỒNG BIẾN NGHỊCH BIẾN CỦA HÀM SỐTrang 33

Câu 29

Tìm các giá trị của tham số m để hàm số y =
x + 2
x + m

nghịch biến trên các khoảng xác định của

nó.
A m ≤ 2. B m > 2. C m ≥ 2. D m < 2.

Ê Lời giải.
Tập xác định: D = R\{−m}.
Hàm số nghịch biến trên tập xác định của nó khi m− 2 < 0⇔ m < 2.
Chọn đáp án D �

Câu 30

Cho hàm số y =
mx− 2

x + m− 3
. Các giá trị của m để hàm số nghịch biến trên các khoảng xác

định của nó là

A 1 < m < 2. B
ñ

m > 2
m < 1

. C 1 < m ≤ 2. D m = 1.

Ê Lời giải.
Ta có y′ =

m2 − 3m + 2
(x + m− 3)2 , x 6= −m + 3.

Yêu cầu bài toán⇔ m2 − 3m + 2 < 0⇔ 1 < m < 2.
Chọn đáp án A �

——HẾT——
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BÀI TẬP TỰ LUYỆNDD
Bài 1

Cho hàm số y =
2x + 1
x− 1

. Chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau.

A Hàm số nghịch biến trên khoảng
Å
−∞;−1

2

ã
và
Å
−1

2
;+∞

ã
.

B Hàm số đồng biến trên khoảng (−∞; 1) và (1;+∞).
C Hàm số nghịch biến trên khoảng (−∞; 1) và (1;+∞).

D Hàm số đồng biến trên khoảng
Å
−∞;−1

2

ã
và
Å
−1

2
;+∞

ã
.

Ê Lời giải.
Ta có y′ =

−3
(x− 1)2 < 0, với mọi x 6= 1 nên hàm số nghịch biến trên khoảng (−∞; 1) và (1;+∞).

Chọn đáp án C �

Bài 2

Cho hàm số y =
x− 1

2x− 1
. Mệnh đề nào dưới đây là đúng?

A Hàm số nghịch biến trên khoảng (1; 4).
B Hàm số đồng biến trên khoảng (−1; 4).
C Hàm số nghịch biến trên khoảng (−4; 1).
D Hàm số đồng biến trên khoảng (1; 4).

Ê Lời giải.
Ta có y′ =

1
(2x− 1)2 > 0, ∀x 6= 1

2
.

Suy ra hàm số đồng biến trên khoảng (1; 4).
Chọn đáp án D �

Bài 3

Hàm số y = x3 − 3x + 2 đồng biến trên khoảng nào?
A (−∞;−1) và (1;+∞). B (−1; 1).
C (−∞; 1). D R.

Ê Lời giải.
Tập xác định : D = R .

Ta có : y′ = 3x2 − 3 , y′ = 0⇔
ñ

x = −1
x = 1

.

Bảng xét dấu y′

x

y′
−∞ −1 1 +∞

+ 0 − 0 +

Dựa vào bảng xét dấu ta có hàm số đồng biến trên các khoảng (−∞;−1) và (1;+∞).
Chọn đáp án A �
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Bài 4

Hàm số y =
x + 1
x− 1

nghịch biến trên khoảng nào dưới đây?

A (1; 2). B (−∞;+∞). C (−∞; 2). D (−1;+∞).

Ê Lời giải.
Hàm số có tập xác định D = R \ {1}.
Ta có y′ =

−2
(x− 1)2 < 0, ∀x ∈ D .

Suy ra hàm số nghịch biến trên các khoảng (−∞; 1) và (1;+∞).
Vậy hàm số nghịch biến trên khoảng (1; 2).
Chọn đáp án A �

Bài 5

Hàm số y = −x4

2
+ 1 đồng biến trên khoảng

A (−∞; 1). B (1;+∞). C (−3; 4). D (−∞; 0).

Ê Lời giải.
Ta có y′ = −2x3. Suy ra y′ = 0⇒ x = 0. Ta có bảng biến thiên như sau

x

y′

y

−∞ 0 +∞

+ 0 −

−∞−∞

11

−∞−∞

Hàm số đồng biến trên khoảng (−∞; 0).
Chọn đáp án D �

Bài 6

Hàm số nào dưới đây đồng biến trên R?

A y = x4 + 2x2 + 2. B y =
x− 1

2x + 1
. C y = x3 + x− 5. D y = x + tan x.

Ê Lời giải.

Ì Hàm số y =
x− 1

2x + 1
và y = x + tan x không xác định trên R nên không đồng biến trên R.

Ì Hàm số y = x4 + 2x2 + 2 có y′ = 4x3 + 4x = 4x(x2 + 1) ≥ 0 ⇔ x ≥ 0 nên chỉ đồng biến trên
[0;+∞).

Ì Hàm số y = x3 + x− 5 có y′ = 3x2 + 1 > 0, ∀x ∈ R nên hàm số đồng biên trên R.

Chọn đáp án C �

Bài 7

Hàm số nào dưới đây đồng biến trên khoảng (−∞;+∞)?

A y = x4 + 2x2. B y = x3 + 3x. C y =
x− 3

2x + 1
. D y = x3 − 3x.
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Ê Lời giải.

Ì y = x4 + 2x2⇒ y′ = 4x3 + 4x.
y′ > 0⇔ x > 0; y′ < 0⇔ x < 0.
Vậy hàm số nghịch biến trên khoảng (−∞; 0) và đồng biến trên khoảng (0;+∞).

Ì y = x3 + 3x⇒ y′ = 3x2 + 3.
y′ > 0, ∀x ∈ R nên hàm số đồng biến trên khoảng (−∞;+∞).

Ì y =
x− 3

2x + 1
⇒ y′ =

7
(2x + 1)2 > 0, ∀x ∈ R \

ß
−1

2

™
nên hàm số đồng biến trên từng khoảng

xác định.

Ì y = x3 − 3x⇒ y′ = 3x2 − 3.
y′ > 0⇔ x ∈ (−∞;−1)∪ (1;+∞); y′ < 0⇔ x ∈ (−1; 1).
Vậy hàm số đồng biến trên các khoảng (−∞;−1); (1;+∞) và nghịch biến trên khoảng (−1; 1).

Chọn đáp án B �

Bài 8

Hàm số y =
x + 3
x− 1

nghịch biến trên khoảng nào sau đây?

A (−1;+∞). B (3;+∞). C (−∞; 3). D (−∞;+∞).

Ê Lời giải.
Điều kiện xác định x 6= 1.

Ta có y′ = − 4
(x− 1)2 < 0 với mọi x 6= 1.

Suy ra hàm số nghịch biến trên các khoảng (−∞; 1) và (1;+∞).
Chọn đáp án B �

Bài 9

Cho hàm số y = f (x) có đạo hàm f ′(x) = (3− x)(x2 − 1) + 2x, ∀x ∈ R. hỏi hàm số g(x) =
f (x)− x2 − 1 đồng biến trên khoảng nào trong các khoảng dưới đây?
A (3;+∞). B (−∞; 1). C (1; 2). D (−1; 0).

Ê Lời giải.
Ta có g′(x) = f ′(x)− 2x.

Hàm số g′(x) đồng biến khi g′(x) ≥ 0⇔ f ′(x)− 2x ≥ 0⇔ (3− x)(x2 − 1) ≥ 0⇔
ñ

x ≤ −1
1 ≤ x ≤ 3.

Đối chiếu các đáp án, hàm số g(x) đồng biến trên (1; 2).
Chọn đáp án C �

Bài 10

Cho hàm số y = f (x) xác định và liên tục trên R. Biết hàm số đó có đạo hàm là f ′(x) =
(x + 1)(x2 − 3x + 2)3(x− 1)2019. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng nào dưới đây?

A (3; 10). B (−1; 1). C (−2; 2). D (1; 2).

Ê Lời giải.
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Ta có f ′(x) = 0⇔

x + 1 = 0

x2 − 3x + 2 = 0
x− 1 = 0

⇔

x = −1
x = 1
x = 2.

Ta có bảng biến thiên của hàm số f (x) như sau

x

x + 1

(x2− 3x + 2)3

(x − 1)2019

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 1 2 +∞

− 0 + + +

+ + 0 − 0 +

− − 0 + +

+ 0 − 0 − 0 +

Dựa vào bảng biến thiên ta thấy hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (2;+∞) nên hàm số cũng
đồng biến trên khoảng (3; 10).
Chọn đáp án A �

Bài 11

Cho hàm số f (x) có đồ thị như hình bên, hàm số đồng biến
trên khoảng nào sau đây?

A (−∞;−1) và (1;+∞). B (−1; 1).
C (−∞; 2) . D (−2; 2).

O x

y

−1

1

−2

2

Ê Lời giải.
Từ đồ thị ta có hàm số đồng biến trên các khoảng (−∞;−1) và (1;+∞).
Chọn đáp án A �

Bài 12

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như
hình bên. Mệnh đề nào dưới đây đúng?
A Hàm số nghịch biến trên khoảng (0; 2).
B Hàm số đồng biến trên khoảng (−∞; 1).
C Hàm số nghịch biến trên khoảng

(−3; 1).
D Hàm số đồng biến trên khoảng (0;+∞).

x
y′

y

−∞ 0 2 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

11

−3−3

+∞+∞

Ê Lời giải.
Từ bảng biến thiên suy ra hàm số nghịch biến trên khoảng (0; 2).
Chọn đáp án A �
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Bài 13

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như sau

x

y′

y

−∞ −1 0 1 +∞

− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

−1−1

00

−1−1

+∞+∞

Hàm số y = f (x) đồng biến trên khoảng nào dưới đây?
A (−∞;−1). B (−1;+∞). C (0; 1). D (−1; 0).

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên ta có hàm số đồng biến trên khoảng (−1; 0) và (1;+∞).
Chọn đáp án D �

Bài 14

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R và có bảng biến thiên như hình bên dưới.

x
y′

y

−∞ −1 1 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

22

−2−2

+∞+∞

Hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng nào dưới đây?
A (−1; 1). B (−2; 2). C (1;+∞). D (−∞; 1).

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên suy ra hàm số y = f (x) nghịch biến trên khoảng (−1; 1).
Chọn đáp án A �

Bài 15

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ bên. Hàm số
y = f (x) nghịch biến trên khoảng nào dưới đây?

A (0;
√

2). B (−2; 2).
C (−∞; 0). D (

√
2;+∞).

x

y

O−
√

2
√

2

−2

2

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị, ta thấy trên khoảng (0;

√
2) đồ thị đi xuống nên hàm số y = f (x) nghịch biến trên

khoảng đó.
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Chọn đáp án A �

Bài 16

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R và có bảng biến thiên như hình dưới đây.

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 0 2 +∞

− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

−5−5

00

−32−32

+∞+∞

Hỏi hàm số đã cho đồng biến trên khoảng nào trong các khoảng dưới đây?
A (−1; 2). B (−∞; 0). C (0;+∞). D (−1; 0).

Ê Lời giải.

Quan sát bảng biến thiên, nhận thấy đồ thị của hàm số y = f (x) có mũi tên đi lên khi x ∈ (−1; 0)
và x ∈ (2;+∞). Suy ra, hàm số đã cho đồng biến trên (−1; 0) và (2;+∞).

Chọn đáp án D �

Bài 17

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R có bảng biến thiên như sau

x
y′

y

−∞ −1 0 1 +∞
+ 0 − + 0 −

−∞−∞

22

−1−1

33

22

Mệnh đề nào dưới đây đúng ?
A Hàm số đồng biến trên khoảng (−∞; 2).
B Hàm số đồng biến trên khoảng (−1; 3).
C Hàm số nghịch biến trên khoảng (−2; 1).
D Hàm số nghịch biến trên khoảng (1; 2).

Ê Lời giải.

Hàm số nghịch biến trên (1;+∞) nên nghịch biến trên khoảng (1; 2).

Chọn đáp án D �
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Bài 18

Cho hàm số y = f (x). Biết hàm số y = f ′(x) có đồ thị như
hình vẽ. Hàm số y = f (3− x2) đồng biến trên khoảng nào
trong các khoảng sau

A (2; 3). B (−1; 0). C (−2;−1). D (0; 1).
x

y

−6 −1 20

y = g′(x)

Ê Lời giải.
Từ đồ thị hàm số y = f ′(x), ta có bảng biến thiên của hàm số y = f (x) như sau

x
y′

y

−∞ −6 −1 2 +∞
− 0 + 0 − 0 +

Đặt g(x) = f (3− x2) ta có

g′(x) = −2x f ′(3− x2) = 0⇔
ñ

x = 0

f ′(3− x2) = 0
⇔


x = 0

3− x2 = −6

3− x2 = −1

3− x2 = 2

⇔


x = 0

x = ±3

x = ±2
x = ±1.

Ta có bảng xét dấu của g′(x) như sau:

x
g′(x)

−∞ −3 −2 −1 0 1 2 3 +∞
− 0 + 0 − 0 + 0 − 0 + 0 − 0 +

Từ đó suy ra hàm số đồng biến trên (−1; 0).
Chọn đáp án B �

Bài 19

Cho hàm số bậc bốn f (x). Đồ thị hàm số y = f ′(3− 2x)
được cho như hình bên. Hàm số y = f

(
x2 + 1

)
nghịch

biến trên khoảng nào
A (−∞; 0). B (0; 1). C (2;+∞). D (−1; 0).

O

y

x−1 2

Ê Lời giải.
Đặt t = 3− 2x ⇒ f ′(t) = f ′(3− 2x).

Cho f ′(t) = 0⇔ f ′(3− 2x) = 0⇔

x = −1⇒ t = 5
x = 0⇒ t = 3
x = 2⇒ t = −1.

Khi đó ta có bảng biến thiên của f (x)
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x
f ′(x)

f (x)

−∞ −1 3 5 +∞
− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

f (−1)f (−1)

f (3)f (3)

f (5)f (5)

+∞+∞

Xét g(x) = f
(
x2 + 1

)
, ta có g′(x) = 2x f ′

(
x2 + 1

)
.

Cho g′(x) = 0⇔ 2x f ′
(
x2 + 1

)
= 0⇔

ñ
x = 0

f ′(x2 + 1) = 0
⇔


x = 0

x2 + 1 = −1

x2 + 1 = 3

x2 + 1 = 5

⇔

x = 0

x = ±
√

2
x = ±2.

Khi đó ta có bảng biến thiên

x
g′

g

−∞ −2 −
√

2 0
√

2 2 +∞
− 0 + 0 − 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

g(−2)g(−2)

g(−
√

2)g(−
√

2)

g(0)g(0)

g(
√

2)g(
√

2)

g(2)g(2)

+∞+∞

Do đó hàm số f
(
x2 + 1

)
nghịch biến trên (−1; 0).

Chọn đáp án D �

Bài 20

Cho hàm số y =
x + m
x + 2

. Tập hợp tất cả các giá trị m để hàm số đồng biến trên khoảng (0;+∞)

là
A (2;+∞). B (−∞; 2). C (−∞; 2]. D [2;+∞).

Ê Lời giải.
Ta có y′ =

2−m
(x + 2)2 . Với m = 2 thì hàm số đã cho trở thành hàm hằng. Vậy

Hàm số đồng biến trên khoảng (0;+∞)
⇔ y′ > 0, ∀x ∈ (0;+∞)

⇔ 2−m
(x + 2)2 > 0, ∀x ∈ (0;+∞)

⇔ m < 2.

Vậy tập hợp các giá trị của m để hàm số đồng biến trên khoảng (0;+∞) là (−∞; 2).
Chọn đáp án B �

Bài 21

Tìm tất cả các giá trị m để hàm số y = x3 + mx luôn đồng biến trên tập số thực.
A m ≤ −3. B m < −3. C m ≥ 0. D m < 0.

Ê Lời giải.
Tập xác định: D = R.
Ta có y′ = 3x2 + m. Hàm số luôn đồng biến trên R khi và chỉ khi
y′ ≥ 0, ∀x ∈ R⇔ 3x2 + m ≥ 0, ∀x ∈ R⇔ m ≥ 0.
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Chọn đáp án C �

Bài 22

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số y =
−2 sin x− 1

sin x−m
đồng biến trên

khoảng
(

0;
π

2

)
?

A m ≥ −1
2

. B −1
2
< m < 0 hoặc m > 1.

C −1
2
< m ≤ 0 hoặc m ≥ 1. D m > −1

2
.

Ê Lời giải.
Đặt t = sin x.

Hàm số y =
−2 sin x− 1

sin x−m
đồng biến trên khoảng

(
0;

π

2

)
khi f (t) =

−2t− 1
t−m

đồng biến trên khoảng

(0; 1).

Ta có f ′(t) =
2m + 1
(t−m)2 .

Hàm số f (t) =
−2t− 1

t−m
đồng biến trên khoảng (0; 1) khi

®
2m + 1 > 0
m /∈ (0; 1)

⇔

− 1
2
< m ≤ 0

1 ≤ m
.

Chọn đáp án C �

Bài 23

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số y = −x3 − 3x2 + 3mx + 2 nghịch biến
trên khoảng (−∞; 0).

A m ≤ −1. B m ≥ −1. C m ≥ −3. D m ≤ −3.

Ê Lời giải.
• y′ = −3x2 − 6x + 3m.
• Hàm số nghịch biến trên (−∞; 0)
⇔ −3x2 − 3x + 3m ≤ 0 với mọi x ∈ (−∞; 0)
⇔ m ≤ x2 + 2x với mọi x ∈ (−∞; 0) mọi x ∈ (−∞; 0)⇔ m ≤ −1.
Chọn đáp án A �

Bài 24

Tìm tất cả các giá trị m để hàm số y =
1
3

x3 − mx2

2
+ 2x + 2017 đồng biến trên R.

A −2
√

2 6 m 6 2
√

2 . B −2
√

2 6 m .
C m 6 2

√
2 . D −2

√
2 < m < 2

√
2 .

Ê Lời giải.
Tập xác định D = R. Để hàm số đồng biến trên R thì y′ ≥ 0, ∀x ∈ R. Ta có

x2 + mx + 2 ≥ 0, ∀x ∈ R

⇔ ∆ ≤ 0
⇔ m2 − 8 ≤ 0
⇔ −2

√
2 ≤ m ≤ 2

√
2.

Chọn đáp án D �
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Bài 25

Cho hàm số y =
1
3

x3 −mx2 + (4m− 3)x + 2017. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số thực

m để hàm số đã cho đồng biến trên R.
A 1 ≤ m ≤ 3. B 1 < m < 3. C −3 ≤ m ≤ −1. D −3 < m < −1.

Ê Lời giải.
Tính đạo hàm : y′ = x2 − 2mx + 4m− 3.
Để hàm số đã cho đồng biến trên R thì điều kiện cần và đủ là®

a = 1 > 0

∆′ ≤ 0
⇔ m2 − 4m + 3 ≥ 0⇔ 1 ≤ m ≤ 3.

Chọn đáp án A �

Bài 26

Cho hàm số y =
x− 1
x + m

. Tập các giá trị của tham số m để hàm số đã cho đồng biến trên

khoảng (−∞;−2) là
A [−2;−1). B (−1; 2]. C (−1;+∞). D (−1; 2).

Ê Lời giải.
Tập xác định D = R \ {−m}.
Ta có y′ =

m + 1
(x + m)2 > 0.

Hàm số đồng biến trên khoảng (−∞;−2)⇔
®

m + 1 > 0
−m ≥ −2

⇔ −1 < m ≤ 2.

Chọn đáp án B �

Bài 27

Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị nguyên của tham số m để hàm số y = x3 − 3(m + 1)x2 +
3m(m + 2)x nghịch biến trên đoạn [0; 1]. Tính tổng các phần tử của S.

A S = −2. B S = −1. C S = 0. D S = 1.

Ê Lời giải.
Tập xác định của hàm số là D = R. Khi đó y′ = 3x2− 6(m+ 1)x+ 3m(m+ 2) = 3(x−m)(x−m− 2).

Khi đó y′ = 0⇔ 3(x−m)(x−m− 2) = 0⇔
ñ

x = m
x = m + 2.

Bảng biến thiên

x
y′

y

−∞ m m + 2 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

f (m)f (m)

f (m + 2)f (m + 2)

+∞+∞

Dựa vào bảng biến thiên thì hàm số nghịch biến trên khoảng (m; m + 2).

Để hàm số nghịch biến trên đoạn [0; 1] thì

®
m ≤ 0
m + 2 ≥ 1

⇔
®

m ≤ 0
m ≥ −1

⇔ −1 ≤ m ≤ 0.

Do m nguyên nên m ∈ {−1; 0}. Vậy S = −1.
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Chọn đáp án B �

Bài 28

Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m để hàm số y =
x + 1

x + 3m
nghịch biến trên khoảng

(6;+∞)?
A 6. B Vô số. C 3. D 0.

Ê Lời giải.
Ta có y =

x + 1
x + 3m

= 1 +
1− 3m
x + 3m

⇒ y′ = − 1− 3m
(x + 3m)2 .

Hàm số nghịch biến trên khoảng (6;+∞) khi và chỉ khi

®
1− 3m > 0
− 3m ≤ 6

⇔ −2 ≤ m <
1
3

.

Do m nguyên nên m ∈ {0,−1,−2}.
Chọn đáp án C �

Bài 29

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số y =
x− 1
x−m

nghịch biến trên khoảng

(−∞; 2).
A m ∈ (1;+∞). B m ∈ (2;+∞). C m ∈ [2;+∞). D m ∈ [1;+∞).

Ê Lời giải.
Điều kiện xác định x 6= m. Ta có y′ =

−m + 1
(x−m)2 .

Hàm số nghịch biến trên khoảng (−∞; 2) ⇔
®

y′ < 0
m /∈ (−∞; 2)

⇔
®
−m + 1 < 0
m ≥ 2

⇔
®

m > 1
m ≥ 2

⇔ m ≥

2.
Chọn đáp án C �

——HẾT——
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§2. CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ

LÝ THUYẾT CẦN NHỚAA

Định nghĩa 2.1.

� Hàm số đạt cực trị tại x0 thì x0 là nghiệm của phương trình y′ = 0 hoặc x0 là điểm mà tại đó
đạo hàm không xác định (chiều ngược lại nói chung không đúng).

� Bảng tổng kết tên gọi:

x

y

O x2

y2

x1

y1

(x1; y1) là điểm cực đại của đồ thị hàm số

(x2; y2) là điểm cực tiểu của đồ thị hàm số

• x1 là điểm cực đại của hàm số
• y1 là giá trị cực đại của hàm số

• x2 là điểm cực tiểu của hàm số
• y2 là giá trị cực tiểu của hàm số

CÁC DẠNG TOÁN THƯỜNG GẶPBB

1Dạng Ứng dụng đạo hàm (quy tắc 1) để tìm cực trị cực hàm số

a) Giải phương trình y′ = 0 tìm các nghiệm xi và những điểm xj mà đạo hàm không xác
định;

b) Đưa các nghiệm xi và xj lên bảng xét dấu và xét dấu y′;

c) Lập bảng biến thiên và nhìn "điểm dừng":

Ì "Dừng" trên cao tại điểm (x1; y1) thì x1 là điểm cực đại của hàm số; y1 là giá trị cực
đại (cực đại) của hàm số; (x1; y1) là tọa độ điểm cực đại của đồ thị.

Ì "Dừng" dưới thấp tại điểm (x2; y2) thì x2 là điểm cực tiểu của hàm số; y2 là giá trị cực
tiểu (cực tiểu) của hàm số; (x2; y2) là tọa độ điểm cực tiểu của đồ thị.

Ví dụ 1

Điểm cực tiểu của đồ thị hàm số y = x3 − x2 + 2 là

A
Å

2
3

;
50
27

ã
. B (0; 2). C

Å
50
27

;
2
3

ã
. D (2; 0) .

Ê Lời giải.
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Ta có y′ = 3x2 − 2x = 0⇔

x = 0⇒ y = 2

x =
2
3
⇒ y =

50
27

.

Có y′′ = 6x− 2⇒ y′′(0) = −2, y′′
Å

2
3

ã
= 2. Vậy điểm cực tiểu của đồ thị hàm số là

Å
2
3

;
50
27

ã
.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 2

Hàm số y =
1
2

x4 − 3x2 − 3 đạt cực đại tại

A x = 0. B x = −
√

3. C x =
√

3. D x = ±
√

3.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 2x3 − 6x.

Phương trình y′ = 0⇔ 2x(x2 − 3) = 0⇔
ñ

x = 0

x = ±
√

3.
Bảng biến thiên

x

y′

y

−∞ −
√

3 0
√

3 +∞

− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

−15
2

−15
2

−3−3

−15
2

−15
2

+∞+∞

Hàm số y =
1
2

x4 − 3x2 − 3 đạt cực đại tại x = 0.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 3

Điểm cực tiểu của đồ thị hàm số y = x4 − 1 là
A (−1;−1). B (0;−1). C (−1; 0). D (1;−1).

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 4x3, y′ = 0⇔ x = 0.

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

+∞+∞

−1−1

+∞+∞

Dựa vào bảng biến thiên ta có điểm cực tiểu của đồ thị hàm số là (0;−1).
Chọn đáp án B �
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Ví dụ 4

Hàm số y = x3 − 3x2 + 2 có đồ thị là (C). Gọi A, B là các điểm cực trị của (C). Tính độ dài
đoạn thẳng AB.

A AB = 2
√

5. B AB = 5. C AB = 4. D AB = 5
√

2.

Ê Lời giải.
Tập xác định D = R. Khi đó y′ = 3x2 − 6x và y′′ = 6x− 6.

Xét y′ = 0 suy ra 3x2 − 6x = 0⇔
ñ

x = 0
x = 2.

Mà y′′(0) = −6 < 0 nên hàm số đạt cực đại tại xCĐ = 0 suy ra yCĐ = 2.
Tương tự y′′(2) = 6 > 0 nên hàm số đạt cực tiểu tại xCT = 2 suy ra yCT = −2.

Giả sử A (0; 2) và điểm B (2;−2) ta có AB =
»

(2− 0)2 + (−2− 2)2 = 2
√

5.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 5

Phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 + 1 là
A y = −2x− 1. B y = −2x + 1. C y = 2x− 1. D y = 2x + 1.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 3x2 − 6x.

y′ = 0⇔
ñ

x = 0
x = 2

, do đó hàm số đã cho có hai điểm cực trị là A(0; 1) và B(2;−3).

Đường thẳng đi qua hai điểm A, B có phương trình y = −2x + 1.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 6

Cho hàm số y = −1
4

x4 +
3
2

x2 − 5
4

có đồ thị (C). Tính diện tích của tam giác tạo thành từ 3

điểm cực trị của đồ thị (C).

A S =
5
√

3
4

. B S =

√
3

4
. C S =

√
3. D S =

9
√

3
4

.

Ê Lời giải.

Ta có y′ = −x3 + 3x, cho y′ = 0⇔ −x3 + 3x = 0⇔

x = 0

x =
√

3

x = −
√

3

.

Đồ thị có 3 điểm cực trị là A
Å

0;−5
4

ã
, B
Ä√

3; 1
ä

và C
Ä
−
√

3; 1
ä

.

Mà tam giác ABC cân tại A có BC = 2
√

3 và h =
9
4

nên S =
1
2
· BC · h =

9
√

3
4

.

Chọn đáp án D �
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Ví dụ 7

Cho hàm số y = 3x4 − 4x3 − 6x2 + 12x + 1. Gọi M
(
x1; y1

)
là điểm cực tiểu của đồ thị của

hàm số đã cho. Tính tổng x1 + y1.
A 5. B −11. C 7. D 6.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 12x3 − 12x2 − 12x + 12 = 0⇒

ñ
x = −1
x = 1

. Ta có bảng biến thiên

x

y′

y

−∞ −1 1 +∞

− 0 + 0 +

+∞+∞

−10−10

+∞+∞
6

Suy ra tọa độ điểm cực tiểu là M(−1;−10).
Vậy x1 + y1 = −11.
Chọn đáp án B �

2Dạng Xác định cực trị khi biết bảng biến thiên hoặc đồ thị

� Loại 1: Cho bảng biến thiên hoặc đồ thị hàm y = f (x). Ta nhìn "điểm dừng":

¬ "Dừng" trên cao tại điểm (x1; y1) thì x1 là điểm cực đại của hàm số; y1 là giá trị cực đại
(cực đại) của hàm số; (x1; y1) là tọa độ điểm cực đại của đồ thị

 "Dừng" dưới thấp tại điểm (x2; y2) thì x2 là điểm cực tiểu của hàm số; y2 là giá trị cực
tiểu (cực tiểu) của hàm số; (x2; y2) là tọa độ điểm cực tiểu của đồ thị

� Loại 2: Cho đồ thị hàm f ′(x). Ta thực hiện tương tự như ở phần đồng biến, nghịch biến.

Ví dụ 1

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như
sau. Cực tiểu (giá trị cực tiểu)của hàm số là

A 4. B 2.
C −1. D 3.

x
y′

y

−∞ −1 2 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

44

33

+∞+∞

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên, hàm số đạt cực tiểu tại x = 2. Giá trị cực tiểu là yCT = 3.
Chọn đáp án D �

TRƯỜNG THPT NGUYỄN TẤT THÀNH



2. CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐTrang 49

Ví dụ 2

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như hình vẽ. Khẳng định nào sau đây sai?
A Hàm số đạt cực đại tại x = 0 và x = 1.
B Giá trị cực tiểu của hàm số bằng −1.
C Giá trị cực đại của hàm số bằng 2.
D Hàm số đạt cực tiểu tại x = −2.

x
y′

y

−∞ −2 0 1 +∞
− 0 + + 0 −

+∞+∞

−1−1

2

−∞

22

−∞−∞

Ê Lời giải.

Từ bảng biến thiên ta có x = −2 và x = 1 lần lượt là điểm cực tiểu và điểm cực đại của hàm số
y = f (x).

Chọn đáp án A �

Ví dụ 3

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R và có đạo hàm f ′(x) = (x− 1)(x− 2)2(x− 3)2017. Khẳng
định nào sau đây đúng?
A Hàm số đồng biến trên các khoảng (1; 2) và (3;+∞).
B Hàm số có 3 điểm cực trị.
C Hàm số nghịch biến trên khoảng (1; 3).
D Hàm số đạt cực đại tại x = 2, đạt cực tiểu tại x = 1 và x = 3.

Ê Lời giải.

Dựa vào bảng biến thiên của hàm số y = f (x):

x

y′

y

−∞ 1 2 3 +∞

+ 0 − 0 − 0 +

−∞−∞

22

−2−2

+∞+∞

ta thấy hàm số nghịch biến trên (1; 3).

Chọn đáp án C �
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Ví dụ 4

Cho hàm số y = f (x) xác định và có đạo hàm f ′(x). Biết rằng hình vẽ
dưới đây là đồ thị của hàm số f ′(x). Khẳng định nào sau đây là đúng
về cực trị của hàm số f (x)?
A Hàm số f (x) đạt cực tiểu tại x = −2.
B Hàm số f (x) đạt cực tiểu tại x = 1.
C Hàm số f (x) đạt cực đại tại x = −1.
D Hàm số f (x) đạt cực đại tại x = −2.

x

y
O−2

−4

1

Ê Lời giải.
Từ đồ thị của đạo hàm f ′(x), ta có bảng biến thiên như sau:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 1 +∞

− 0 − 0 +

CTCT

Vậy hàm số y = f (x) đạt cực tiểu tại x = 1.
Chọn đáp án B �

Ví dụ 5

Tìm số điểm cực tiểu trên đoạn [−2; 4] của hàm số y = f (x)
biết hàm số y = f ′(x) có đồ thị như hình vẽ bên.

A 1. B 0.
C 2. D 3.

x

y

−2 4O

f ′(x)

Ê Lời giải.
Đồ thị ta thấy f ′(x) = 0 tại ba điểm theo thứ tự x1, x2, x3. Ta có bảng biến thiên như sau:

x

f ′(x)

f (x)

−2 x1 x2 x3 4

+ 0 + 0 − 0 +

CĐCĐ

CTCT

Dựa vào bảng biến thiên, hàm số y = f (x) có một cực tiểu.
Chọn đáp án A �
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3Dạng Ứng dụng đạo hàm (quy tắc 2) để tìm cực trị cực hàm số

Chỉ dùng khi hàm số có đạo hàm cấp 2 tại x0. Ta thực hiện các bước:

a) Tính y′. Giải phương trình y′ = 0, tìm nghiệm x0.

b) Tính y′′.

Ì Nếu y′′(x0) < 0 thì x0 là điểm cực đại của hàm số.

Ì Nếu y′′(x0) > 0 thì x0 là điểm cực tiểu của hàm số.

o Ghi nhớ: "âm" lồi, "dương" lõm

Ví dụ 1

Hàm số y = x4 − 4x2 + 1 đạt cực tiểu tại điểm có hoành độ
A x = ±

√
2. B x = ±1. C x = 1. D x = ±2.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = x4 − 4x2 + 1 = 4x(x2 − 2); y′ = 0⇔

ñ
x = 0

x = ±
√

2
.

Bảng biến thiên

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −
√

2 0
√

2 +∞

− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

−3−3

11

−3−3

+∞+∞

Vậy hàm số y = x4 − 4x2 + 1 đạt cực tiểu tại điểm có hoành độ x = ±
√

2.
Chọn đáp án A �

Ví dụ 2

Tìm các điểm cực tiểu của hàm số y = sin 2x− x.
A x =

π

6
+ kπ. B x = −π

6
+ kπ. C x =

π

3
+ k2π. D x = −π

3
+ k2π.

Ê Lời giải.
Chọn đáp án B �

4Dạng Tìm m để hàm số đạt cực trị tại điểm x0 cho trước

a) Giải điều kiện y′(x0) = 0, tìm m.

b) Thử lại với m vừa tìm được bằng một trong hai cách sau:

Ì Cách 1: Lập bảng biến thiên với m vừa tìm được. Xem giá trị m nào thỏa yêu cầu.
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Ì Cách 2. Tính y′′. Thử y′′(x0) < 0⇒ x0 là điểm CĐ; y′′(x0) > 0⇒ x0 là điểm CT.

Ví dụ 1

Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số y = x3 − 2mx2 + m2x + 2 đạt cực tiểu tại
x = 1.

A m = 1. B m = 3.
C m = 1 hoặc m = 3. D m = −1.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 3x2 − 4mx + m2, y′′ = 6x− 4m. Hàm số đạt cực tiểu tại x = 1 khi®

y′(1) = 0

y′′(1) > 0
⇔
®

3− 4m + m2 = 0
6− 4m > 0

⇔


ñ

m = 1
m = 3

6− 4m > 0
⇔ m = 1.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 2

Cho hàm số y =
x2 + mx + 1

x + m
với m là tham số. Với giá trị nào của tham số m thì hàm số đạt

cực đại tại x = 2?
A m = −3. B m = 3. C m = −1. D m = 0.

Ê Lời giải.
Tập xác định: D = R \ {−m}.

Ta có y′ =
x2 + 2mx + m2 − 1

(x + m)2 .

Hàm số đạt cực đại tại x = 2⇒ y′(2) = 0⇔ 4 + 4m + m2 − 1
(2 + m)2 = 0⇔

ñ
m = −1
m = −3.

Ta có y′′ =
2

(x + m)3 .

Ì Với m = −1, ta có y′′(2) = 2 > 0⇒ x = 2 là điểm cực tiểu của hàm số.

Ì Với m = −3, ta có y′′(2) = −2 < 0⇒ x = 2 là điểm cực đại của hàm số.

Vậy với m = −3 thì hàm số đạt cực đại tại x = 2.
Chọn đáp án A �

5Dạng Biện luận cực trị hàm bậc ba y = ax3 + bx2 + cx + d

a) Biện luận nghiệm phương trình y′ = 0 (phương trình bậc hai).

Ì

®
∆ > 0
a 6= 0

: Hàm số có hai điểm cực trị
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Ì ∆ ≤ 0 hoặc suy biến

®
a = 0
b = 0

: Hàm số không có cực trị.

b) Định lý Vi-et: x1 + x2 = −2b
3a

và x1 · x2 =
c

3a
(nhìn trực tiếp từ hàm số).

• x2
1 + x2

2 = (x1 + x2)2 − 2x1x2; • (x1 − x2)2 = (x1 + x2)2 − 4x1x2
• x3

1 + x3
2 = (x1 + x2)3 − 3x1x2(x1 + x2).

c) Các công thức tính toán thường gặp • Độ dài MN =
√

(xN − xM)2 + (yN − yM)2

• Khoảng cách từ M đến ∆: d(M, ∆) =
|AxM + ByM + C|√

A2 + B2
, với ∆ : Ax + By + C = 0.

• Tam giác ABC vuông tại A⇔ #   »

AB · #   »

AC = 0.

• Diện tích tam giác ABC là S =
1
2
|a1b2 − a2b1|, với

#   »

AB = (a1; b1),
#   »

AC = (a2; b2).

d) Phương trình đường thẳng qua hai điểm cực trị là y = − 2
9a

(b2 − 3ac)x + d− bc
9a

.

Ví dụ 1

Có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m để hàm số y =
1
3

x3−mx2 + 5mx− 1 không
có cực trị?

A 6. B 3. C 5. D 4.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = x2 − 2mx + 5m, hàm số không có cực trị khi ∆′ ≤ 0⇔ 0 ≤ m ≤ 5.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 2

Tìm tất cả các giá trị thực của m để hàm số y = x3− 3x2 + (m+ 1)x + 2 có hai điểm cực trị.
A m < 2. B m ≤ 2. C m > 2. D m < −4.

Ê Lời giải.
y′ = 3x2 − 6x + m + 1, ∆′ = 6− 3m. Để hàm số có hai điểm cực trị thì y′ = 0 phải có hai nghiệm
phân biệt tức là ∆ > 0⇔ m < 2.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 3

Cho y = (m− 3)x3 + 2(m2−m− 1)x2 + (m + 4)x− 1. Gọi S là tập tất cả các giá trị nguyên của
tham số m để đồ thị hàm số đã cho có hai điểm cực trị nằm về hai phía của trục tung. Tìm số
phần tử của S.

A 4. B 5. C 6. D 7.

Ê Lời giải.
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y′ = 3(m− 3)x2 + 4(m2 − m− 1)x + m + 4. Hàm số có hai điểm cực trị nằm về hai phía của trục
tung khi và chỉ khi phương trình y′ = 0 có hai nghiệm phân biệt trái dấu⇔ (m− 3)(m + 4) < 0⇔
−4 < m < 3
Chọn đáp án C �

Ví dụ 4

Gọi S là tập các giá trị dương của tham số m sao cho hàm số y = x3 − 3mx2 + 9x−m đạt cực
trị tại x1, x2 thỏa mãn |x1 − x2| ≤ 2. Biết S = (a; b]. Tính T = b− a.

A T = 2 +
√

3. B T = 1 +
√

3. C T = 2−
√

3. D T = 3−
√

3.

Ê Lời giải.
Hàm số y = x3 − 3mx2 + 9x−m xác định trên R. Ta có y′ = 3(x2 − 2mx + 3).

Điều kiện hàm số có cực trị: m2 − 3 > 0. Lúc này theo Viet:

®
x1 + x2 = 2m
x1x2 = 3

.

Theo giả thiết |x1 − x2| =≤ 2⇔ (x1 − x2)2 ≤ 4⇔ (x1 + x2)2 − 4x1x2 ≤ 4.
Mà m dương nên 3 < m2 ≤ 4⇔

√
3 < m ≤ 2.

Vậy a =
√

3, b = 2⇒ b− a = 2−
√

3.
Chọn đáp án C �

Ví dụ 5

Cho hàm số y = −x3 − 3mx2 + m− 2 với m là tham số. Tổng tất cả các giá trị của m để đồ thị
hàm số có hai điểm cực trị A, B sao cho AB = 2 bằng

A 2. B 3. C 0. D 1.

Ê Lời giải.
Tập xác định D = R.

Ta có y′ = −3x2 − 6mx; y′ = 0⇔
ñ

x = 0
x = −2m.

Hàm số có hai điểm cực trị khi và chỉ khi m 6= 0.
Gọi hai điểm cực trị của đồ thị hàm số là A, B.
Ta có A (0; m− 2), B

(
−2m;−4m3 + m− 2

)
.

Do đó

AB2 = 4m2 + 16m6 = 4⇔ 4m6 + m2 − 1 = 0

⇔ m2 =
1
2
⇔ m = ± 1√

2
.

Suy ra tổng bằng 0.
Chọn đáp án C �

Ví dụ 6

Tìm m để đồ thị hàm số y = −x3 + 3mx + 1 có hai điểm cực trị A, B sao cho tam giác OAB
vuông tại gốc tọa độ O.

A m = 1
2 . B m = −1. C m = 1. D m = 0.
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6Dạng Biện luận cực trị hàm trùng phương y = ax4 + bx2 + c

a) Tính y′ = 4ax3 + 2bx = 2x(2ax2 + b); y′ = 0⇔ x = 0 hoặc 2ax2 + b = 0 (1).

b) Nhận xét:

Ì Hàm số có ba điểm cực trị khi (1) có hai nghiệm khác 0. Suy ra ab < 0

Ì Hàm số có đúng một điểm cực trị ab ≥ 0 và a, b không đồng thời bằng 0.

c) Các công thức tính nhanh:

Ì cos A =
b3 + 8a
b3 − 8a

Ì S2
ABC = − b5

32a3 .

x

y

A

BC

Ví dụ 1

Cho hàm số y = (m + 1)x4 −mx2 + 3. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số có
ba điểm cực trị.

A m ∈ (−∞;−1)∪ [0;+∞). B m ∈ (−1; 0).
C m ∈ (−∞;−1]∪ [0;+∞). D m ∈ (−∞;−1)∪ (0;+∞).

Ê Lời giải.
y′ = 4(m + 1)x3 − 2mx = 2x[2(m + 1)x2 −m]

y′ = 0⇔
ñ

x = 0

2(m + 1)x2 −m = 0 (∗)
Hàm số có ba điểm cực trị⇔ phương trình (∗) có hai nghiệm phân biệt khác 0

⇔ m
m + 1

> 0⇔
ñ

m < −1
m > 0.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 2

Tìm tất cả giá trị thực của tham số m để hàm số y = (m− 2)x4 + (m2− 4)x2 + 2m− 3 có đúng
1 điểm cực trị.

A m ∈ [−2; 2). B m ∈ [−2;+∞)\{2}.
C m ∈ [−2; 2]. D m ∈ [−2;+∞).

Ví dụ 3

Tìm tất cả các giá trị của tham số m để ba điểm cực trị của đồ thị hàm số y = x4 + (6m −
4)x2 + 1−m là ba đỉnh của một tam giác vuông.

A m =
2
3

. B m =
1
3

. C m = −1. D m = 3
√

3.
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Ê Lời giải.
Ta có y′ = 4x3 + 4(3m− 2)x. Giải y′ = 0⇔

ñ
x = 0

x2 = 2− 3m
.

Hàm số có ba cực trị khi và chỉ khi y′ = 0 có ba nghiệm phân biệt⇔ 2− 3m > 0⇔ m <
2
3

.

Khi đó, tọa độ ba điểm cực trị là A(0; 10m), B
Ä√

2− 3m;−(2− 3m)2 + 1−m
ä

và C
Ä
−
√

2− 3m;−(2− 3m)2 + 1−m
ä

.

Ta có
#   »

AB =
Ä√

2− 3m;−(2− 3m)2
ä

và
#   »

AC =
Ä
−
√

2− 3m;−(2− 3m)2
ä

Nhận xét:4ABC luôn cân tại A.
Do đó, ABC tạo thành tam giác vuông⇔ #   »

AB.
#   »

AC = 0⇔ −(2− 3m) + (2− 3m)4 = 0

⇔ (2− 3m)3 = 1⇔ m =
1
3

.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 4

Gọi m0 là giá trị của tham số m để đồ thị hàm số y = x4 + 2mx2 − 1 có 3 điểm cực trị lập
thành một tam giác có diện tích bằng 4

√
2. Mệnh đề nào sau đây là đúng?

A m0 ∈ (−1; 1]. B m0 ∈ (−2;−1]. C m0 ∈ (−∞;−2]. D m0 ∈ (−1; 0).

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 4x3 + 4mx = 4x(x2 + m).
Hàm số có ba điểm cực trị⇔ y′ = 0 có ba nghiệm phân biệt⇔ m < 0.
Khi đó đồ thị hàm số có ba điểm cực trị là A(0;−1), B

(
−
√
−m;−m2 − 1

)
, B
(√
−m;−m2 − 1

)
.

Gọi H là trung điểm của BC, ta có H(0;−m2 − 1).

Ta có BC =
»(

2
√
−m

)2
= 2
√
−m, AH =

»(
−m2

)2
= m2.

Tam giác ABC cân tại A nên SABC =
1
2

BC · AH =
1
2
· 2
√
−m ·m2 =

√
−m ·m2.

Theo giả thiết, ta có SABC = 4
√

2⇔
√
−m ·m2 = 4

√
2⇒ m = −2.

Chọn đáp án C �
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BÀI TẬP RÈN LUYỆNCC

Câu 1

Tọa độ điểm cực đại của đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 + 1 là
A (0; 1). B (2;−3). C (1;−1). D (3; 1).

Ê Lời giải.
Tập xác định D = R.

y′ = 3x2 − 6x; y′ = 0⇔
ñ

x = 0
x = 2.

Bảng biến thiên

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 2 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

11

−3−3

+∞+∞

Vậy tọa độ điểm cực đại của đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 + 1 là (0; 1).
Chọn đáp án A �

Câu 2

Gọi x1 là điểm cực đại x2 là điểm cực tiểu của hàm số y = −x3 + 3x + 2. Tính x1 + 2x2.
A 2. B 1. C −1. D 0.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = −3x2 + 3, y′ = 0⇔ x = ±1.
Vì y′ đổi dấu từ âm sang dương khi qua x = −1 và đổi dấu từ dương sang âm khi qua x = 1 nên
x2 = −1 là điểm cực tiểu và x1 = 1 là điểm cực đại của hàm số. Do đó x1 + 2x2 = 1− 2 = −1.
Chọn đáp án C �

Câu 3

Hiệu số giữa giá trị cực đại và giá trị cực tiểu của hàm số y = x3 − 3x2 + 4 là
A 4. B −4. C −2. D 2.

Ê Lời giải.

y′ = 3x2 − 6x = 0⇔
ñ

x = 0
x = 2

.

Từ bảng biến thiên suy ra
yCĐ = 4, yCT = 0 nên yCĐ − yCT = 4.

x

y′

y

−∞ 0 2 +∞

+ 0 − 0 +

+∞+∞

44

00

+∞+∞

Chọn đáp án A �
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Câu 4

Điểm cực tiểu của hàm số y = −x4 + 5x2 − 2 là
A y = 0. B x = −2. C x = 0. D y = −2.

Ê Lời giải.

Ta có y′ = −4x3 + 10x = −2x(2x2 − 5); y′ = 0⇔

x = 0

x = ±
√

10
2

Bảng biến thiên của hàm số như sau :

x

y′

y

−∞ −
√

10
2

0
√

10
2

+∞

+ 0 − 0 + 0 −

−∞−∞

17
4

17
4

−2−2

17
4
17
4

−∞−∞

Dựa vào bảng biến thiên ta thấy hàm số đạt cực tiểu tại x = 0.
Chọn đáp án C �

Câu 5

Cho hàm số y = x4 − 8x3 + 1. Chọn mệnh đề đúng.
A Nhận điểm x = 6 làm điểm cực đại. B Nhận điểm x = 6 làm điểm cực tiểu.
C Nhận điểm x = 0 làm điểm cực đại. D Nhận điểm x = 0 làm điểm cực tiểu.

Ê Lời giải.
Ta có: y′ = 4x3 − 24x2; y′ = 0⇔

ñ
x = 0
x = 6.

Ta có bảng biến thiên như sau:

x

y′

y

−∞ 0 6 +∞

− 0 − 0 +

+∞+∞

−431−431

+∞+∞

Vậy hàm số nhận x = 6 làm điểm cực tiểu.
Chọn đáp án B �

Câu 6

Số điểm cực trị của đồ thị hàm số y = −x4 + 2x2 + 2 là
A 2. B 3. C 0. D 1.

Ê Lời giải.
Cần nhớ: Hàm trùng phương y = ax4 + bx2 + c có ab < 0 thì có ba cực trị và ab > 0 thì có một cực
trị.
Do đó đồ thị hàm số có ba điểm cực trị.
Chọn đáp án B �
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Câu 7

Tiếp tuyến tại điểm cực tiểu của đồ thị hàm số y =
1
3

x3 − 2x2 + 3x− 5

A Có hệ số góc dương. B Song song với trục hoành.
C Có hệ số góc bằng −1. D Song song với đường thẳng x = 1.

Ê Lời giải.
Giả sử x0 là hoành độ điểm cực tiểu của đồ thị khi đó y′(x0) = 0 ⇒ hệ số góc của tiếp tuyến tại
điểm cực tiểu là k = y′(x0) = 0 do đó tiếp tuyến tại điểm cực tiểu song song với trục hoành.
Chọn đáp án B �

Câu 8

Gọi A, B là hai điểm cực trị của đồ thị hàm số y = x3− 3x2 + 4. Tính diện tích S của tam giác
OAB với O là gốc tọa độ.

A S = 8. B S =
√

3. C S = 2. D S = 4.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 3x2 − 6x và y′ = 0⇔ x = 0 hoặc x = 2.
Do đó hai điểm cực trị của đồ thị hàm số là A(0; 4), B(2; 0).

Diện tích tam giác vuông OAB là SOAB =
1
2

OA ·OB = 4.

Chọn đáp án D �

Câu 9

Khoảng cách từ điểm cực tiểu của đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 + 2 đến trục tung bằng
A 1. B 2. C 4. D 0.

Ê Lời giải.
Ta có: y′ = 3x2 − 6x.

y′ = 0⇔ 3x2 − 6x = 0⇔
ñ

x = 0
x = 2.

Bảng biến thiên:

x

y′

y

−∞ 0 2 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

22

−2−2

+∞+∞

Điểm cực tiểu của đồ thị là (2;−2). Do đó khoảng cách cần tìm bằng 2.
Chọn đáp án B �

Câu 10

Cho hàm số y = x4− 8x2 + 10 có đồ thị (C). Gọi A, B, C là ba điểm cực trị của đồ thị (C). Tính
diện tích S của tam giác ABC.

A S = 64. B S = 32. C S = 24. D S = 12.
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Ê Lời giải.
Ta có y′ = 4x3 − 16x, y′ = 0⇔

ñ
x = 0
x = ±2

.

Tọa độ 3 điểm cực trị của đồ thị hàm số là A(0; 10), B(−2;−6), C(2;−6).
Gọi H là trung điểm BC ⇒ H(0;−6).
Theo tính chất của hàm trùng phương nên tam giác ABC cân tại A.

Do đó SABC =
1
2

AH · BC =
1
2

16 · 4 = 32.

Chọn đáp án B �

Câu 11

Tìm hàm số có đồ thị (C) nhận điểm N(1;−2) là cực tiểu
A y = x4 − x2 − 2. B y = x4 + 2x2 − 4.
C y = −x4 + 2x2 − 3. D y = x4 − 2x2 − 1.

Ê Lời giải.
Xét hàm số y = x4 − 2x2 − 1. Ta có: y′ = 4x3 − 4x. Ta được bảng biến thiên như hình bên.

x

y′

y

−∞ −1 0 1 +∞

− 0 + 0 − 0 +

−∞−∞

−2−2

−1−1

−2−2

−∞−∞

Dựa vào bảng biến thiên ta có N(1;−2) là cực tiểu.
Chọn đáp án D �

Câu 12

Cho hàm số y = −x4 + 2x2 − 4. Diện tích tam giác tạo bởi ba điểm cực trị của đồ thị hàm số
là

A 4. B 1
2

. C 1. D 2.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = −4x3 + 4x. Khi đó y′ = 0⇔

ñ
x = 0
x = ±1

.

Đồ thị hàm số có ba điểm cực trị là A(0;−4), B(1;−3), C(−1;−3).
Ta có H(0;−3) là trung điểm BC. Suy ra AH là đường cao.

Suy ra S =
1
2

AH · BC =
1
2
· 1 · 2 = 1.

Chọn đáp án C �

Câu 13

Hàm số y =
x− 1
x + 1

có bao nhiêu điểm cực trị?

A 1. B 2. C 0. D 3.

Ê Lời giải.
Tập xác định của hàm số là D = R \ {−1} .

y′ =
2

(x + 1)2 > 0, ∀x ∈ D nên hàm số không có cực trị.
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Chọn đáp án C �

Câu 14

Số điểm cực trị của hàm số y = x2017 (x + 1) là
A 2017. B 2. C 1. D 0.

Ê Lời giải.

y′ = (2018x + 2017) x2016 ⇒ y′ = 0⇔

x = 0

x =
2017
2018

.

Bảng biến thiên

x

y′

y

−∞ 0
2017
2018

+∞

− 0 + 0 +

+∞+∞

00

+∞+∞

Vậy hàm số đã cho có một điểm cực trị.
Chọn đáp án C �

Câu 15

Cho hàm số y = f (x) xác định trên R và có đạo hàm y′ = f ′(x) = 3x3 − 3x2. Mệnh đề nào
sau đây sai?
A Trên khoảng (1;+∞) hàm số đồng biến.
B Trên khoảng (−1; 1) hàm số nghịch biến.
C Đồ thị hàm số có hai điểm cực trị.
D Đồ thị hàm số có một điểm cực tiểu.

Ê Lời giải.

Ta có: y′ = 0⇔ 3x3 − 3x2 = 0⇔
ñ

x = 0
x = 1.

Bảng biến thiên:

x

y′

y

−∞ 0 1 +∞

− 0 − 0 +

+∞+∞

CTCT

+∞+∞

Hàm số đồng biến trên khoảng (1;+∞).
Hàm số nghịch biến trên khoảng (−∞; 1).
Hàm số đạt cực tiểu tại x = 1.
Chọn đáp án C �
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Câu 16

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R và có đạo hàm f ′(x) = x(x− 1)2(x− 2)3. Số điểm cực trị
của hàm số y = f (x) là

A 1. B 2. C 0. D 3.

Ê Lời giải.
Ta có bảng xét dấu của f ′(x):

x

f ′(x)

−∞ 0 1 2 +∞

+ 0 − 0 − 0 +

Dựa vào bảng xét dấu ta thấy f (x) có 2 điểm cực trị.
Chọn đáp án B �

Câu 17

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như hình vẽ bên.

x
f ′(x)

f (x)

−∞ −1 0 1 +∞
− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

00

11

00

+∞+∞

Giá trị cực đại của hàm số là
A y = 1. B y = 0. C x = 1. D x = 0.

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên ta thấy hàm số đạt cực đại tại x = 0⇒ yCĐ = 1.
Chọn đáp án A �

Câu 18

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như hình bên dưới.

x
y′

y

−∞ −1 0 1 +∞
+ 0 − + 0 −

−∞−∞

22

−1 −1

33

22

Hàm số y = f (x) có bao nhiêu điểm cực trị?
A 1. B 2. C 3. D 4.

Ê Lời giải.
Từ bảng biến thiên ta thấy y′ đổi dấu khi qua x = −1 và x = 1 nên hàm số y = f (x) có hai điểm
cực trị.
Chọn đáp án B �
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Câu 19

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình bên. Mệnh đề nào dưới
đây đúng?
A Hàm số có giá trị cực tiểu bằng 2.
B Hàm số có giá trị cực đại bằng 0.
C Hàm số đạt cực đại tại x = 0 và cực tiểu tại x = 2.
D Hàm số có ba điểm cực trị.

O x

y

−2

−2

2

2

Ê Lời giải.
Từ đồ thị hàm số ta thấy, hàm số đạt giá trị cực đại tại x = 0 và cực tiểu tại x = 2.
Chọn đáp án C �

Câu 20

Cho hàm số y = f (x) xác định trên R và có bảng xét
dấu của đạo hàm như hình vẽ bên. Hàm số đã cho
đạt cực tiểu tại

A x = 0. B x = 2. C y = 0. D y = 2.

x

y′

−∞ 0 2 +∞

− 0 + 0 −

Ê Lời giải.
Hàm số đã cho đạt cực tiểu tại x = 0.
Chọn đáp án A �

Câu 21

Hàm số y = f (x) liên tục trên khoảng K, biết đồ thị của hàm số
y′ = f ′(x) trên K như hình vẽ bên. Tìm số cực trị của hàm số y =
f (x) trên K.
A 1. B 2.
C 3. D 4.

x

y

O−1
−2

1

Ê Lời giải.
Gọi x0 và x1 là hai hoành độ giao điểm khác 0 của đồ thị hàm số f ′(x) với trục hoành.
Ta có bảng biến thiên như sau:

x
f ′(x)

f (x)

−∞ x0 x1 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞
+∞+∞

Hàm số y = f (x) có một điểm cực đại và một điểm cực tiểu trên K.
Chọn đáp án B �

Câu 22

Hàm số y = x− 3 3
√

x2 có bao nhiêu điểm cực trị?
A 2. B 0. C 1. D 8.
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Ê Lời giải.
Tập xác định: D = R.

Đạo hàm y′ = 1− 2
3
√

x
, xác định với mọi x 6= 0.

y′ = 0⇔ 3
√

x = 2⇔ x = 8.
Bảng biến thiên

x

y′

y

−∞ 0 8 +∞

+ − 0 +

−∞−∞

00

−4−4

+∞+∞

Vậy hàm số có 2 điểm cực trị.
Chọn đáp án A �

Câu 23

Hàm số y = x3 − 2mx2 + m2x− 2 đạt cực tiểu tại x = 1 khi
A m = 3. B m = 1. C m = −1. D m = −3.

Ê Lời giải.
Ta có: y′ = 3x2 − 4mx + m2, y′′ = 6x− 4m.

Hàm số đạt cực tiểu tại x = 1 khi

®
y′(1) = 0

y′′(1) > 0
⇔
®

m2 − 4m + 3 = 0
6− 4m > 0

⇔ m = 1.

Chọn đáp án B �

Câu 24

Với giá trị nào của m thì hàm số y = mx3 − 3mx + 2 đạt cực đại tại x = 1?
A m = 3. B m < 0. C m = 1. D m 6= 0.

Ê Lời giải.
Xét hàm số y = mx3 − 3mx + 2. Với mọi x ∈ R ta có y′ = 3mx2 − 3m và y′′ = 6mx.
Hàm số y = mx3 − 3mx + 2 đạt cực đại tại x = 1 khi và chỉ khi®

y′(1) = 0
y′′(1) < 0

⇔
®

3m− 3m = 0
6m < 0

⇔ m < 0.

Chọn đáp án B �

Câu 25

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số y = x3− 3mx2 + 3m + 1 có hai điểm
cực trị.

A m ≥ 0. B ∀ m ∈ R. C m ≤ 0. D m 6= 0.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 3x2 − 6mx = 3x(x− 2m).
Hàm số có hai điểm cực trị⇔ m 6= 0.
Chọn đáp án D �
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Câu 26

Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để hàm số f (x) = x3−mx2 +

Å
m +

4
3

ã
x + 10

có hai điểm cực trị. Hỏi có bao nhiêu số nguyên m ∈ S và thỏa |m| ≤ 2018?
A 4031. B 4036. C 4029. D 4033.

Ê Lời giải.
Ta có:
y′ = 3x2 − 2mx + m +

4
3

Để hàm số có hai cực trị thì m2 − 3m− 4 > 0⇔
ñ

m < −1
m > 4.

Vậy có 4031 số nguyên thỏa mãn yêu cầu bài toán.
Chọn đáp án A �

Câu 27

Cho hàm số y = 2x3 + 3(m− 1)x2 + 6(m− 2)x− 18. Tập hợp tất cả các giá trị của tham số m
để hàm số có hai điểm cực trị thuộc khoảng (−5; 5) là

A (−∞;−3)∪ (7;+∞). B (−3;+∞) \ {3}.
C (−∞; 7) \ {3}. D (−3; 7) \ {3}.

Ê Lời giải.
y′ = 6x2 + 6(m− 1)x + 6(m− 2).

y′ = 0⇔ x2 + (m− 1)x + (m− 2) = 0⇔
ñ

x1 = −1 ∈ (−5; 5)
x2 = −m + 2.

Hàm số có hai điểm cực trị thuộc khoảng (−5; 5)⇔
®
−m + 2 6= −1
− 5 < −m + 2 < 5

⇔
®

m 6= 3
− 3 < m < 7.

Chọn đáp án D �

Câu 28

Biết đồ thị hàm số y = x4 + bx2 + c chỉ có một điểm cực trị là điểm có tọa độ (0;−1), khi đó b
và c thỏa mãn những điều kiện nào dưới đây?

A b < 0 và c = −1. B b ≥ 0 và c > 0. C b < 0 và c < 0. D b ≥ 0 và c = −1.

Ê Lời giải.

Ì Đồ thị hàm số y = x4 + bx2 + c chỉ có một điểm cực trị⇒ b ≥ 0.

Ì Điểm cực trị (0;−1) thuộc đồ thị hàm số suy ra c = −1.

Chọn đáp án D �

Câu 29

Cho hàm số y = (m + 1) x4 −mx2 + 3. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số có
ba điểm cực trị.

A m ∈ (−∞;−1)∪ (0;+∞). B m ∈ (−1; 0).
C m ∈ (−∞;−1)∪ [0;+∞). D m ∈ (−∞;−1]∪ [0;+∞).

Ê Lời giải.
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Hàm số có ba điểm cực trị⇔ a · b < 0⇔ (m + 1) · (−m) < 0⇔ m ∈ (−∞;−1)∪ (0;+∞).
Chọn đáp án A �

Câu 30

Cho hàm số f (x) = x4 + 4mx3 + 3 (m + 1) x2 + 1. Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị nguyên
của m để hàm số có cực tiểu mà không có cực đại. Tính tổng các phần tử của tập S.

A 1. B 2. C 6. D 0.

Ê Lời giải.
Ta có : f ′(x) = 4x3 + 12mx2 + 6 (m + 1) x = 2x

[
2x2 + 6mx + 3 (m + 1)

]
.

f ′(x) = 0⇔
ñ

x = 0

g(x) = 2x2 + 6mx + 3 (m + 1) = 0 (1)
.

Ì Trường hợp 1: (1) vô nghiệm hoặc có nghiệm kép khi và chỉ khi
1−
√

7
2

≤ m ≤ 1 +
√

7
2

.

Ì Trường hợp 2: (1) có 2 nghiệm phân biệt trong đó có một nghiệm bằng 0, suy ra m = −1.

Vì m ∈ Z⇒ m ∈ {−1; 0; 1} hay S = {−1; 0; 1}.
Vậy tổng các phần tử của S là : −1 + 0 + 1 = 0.
Chọn đáp án D �

——HẾT——
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BÀI TẬP TỰ LUYỆNDD
Bài 1

Hàm số y = x3 − 3x + 2018 đạt cực tiểu tại điểm
A x = −1. B x = 3. C x = 0. D x = 1.

Ê Lời giải.
Xét hàm số y = x3 − 3x + 2018. Ta có y′ = 3x2 − 3; y′ = 0⇔

ñ
x = 1
x = −1

.

Bảng biến thiên

x

y′

−∞ −1 1 +∞

+ 0 − 0 +

Vậy hàm số đã cho đạt cực tiểu tại điểm x = 1.
Chọn đáp án D �

Bài 2

Cho hàm số f (x) có đạo hàm f ′(x) = x3(x + 1), ∀x ∈ R. Số điểm cực trị của hàm số đã cho
là

A 1. B 3. C 0. D 2.

Ê Lời giải.
Ta có f ′(x) = 0 ⇔

ñ
x = −1
x = 0

và f ′(x) đổi dấu qua các điểm x = −1, x = 0. Vậy hàm số y = f (x) có

hai điểm cực trị.
Chọn đáp án D �

Bài 3

Trong các hàm số sau, hàm số nào có 2 cực tiểu

A y = x2 − 2x + 3. B y =
x3

3
− x2 + 1.

C y = −x4 +
√

2x2 + 1. D y = x4 − x2.

Ê Lời giải.
Loại đáp án A (vì là hàm bậc hai) và loại đáp án B (vì đây là hàm bậc ba).
Vì hàm số có 2 cực tiểu nên hệ số a > 0. Vậy đáp số là hàm y = x4 − x2. (vì a = 1 > 0).
Chọn đáp án D �

Bài 4

Đồ thị hàm số y = x3 − 3x + 1 có điểm cực tiểu là
A x = −1. B x = 1. C (1;−1). D (−1; 3).

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 3x2 − 3, y′′ = 6x. Suy ra y′ = 0 ⇔ x = ±1 và y′′(1) > 0. Vậy đồ thị hàm số có điểm cực
tiểu là (1;−1).
Chọn đáp án C �
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Bài 5

Đồ thị hàm số y =
x2 + 2
x− 1

có hai điểm cực trị thuộc đường thẳng (d) có phương trình là

A y = 2x. B y = −2x−
√

3. C y = x−
√

3. D y = 2x +
√

3.

Ê Lời giải.
Phương trình đi qua 2 điểm cực trị của hàm số y =

x2 + 2
x− 1

là

(d) : y =
(x2 + 2)′

(x− 1)′
= 2x.

Chọn đáp án A �

Bài 6

Cho hàm số y = x4 − 2x2 + 3. Giá trị cực tiểu của hàm số đã cho bằng
A 2. B 3. C −1. D 1.

Ê Lời giải.

Ta có y′ = 4x(x2 − 1), y′ = 0⇔

x = −1
x = 0
x = 1

. Ta có bảng biến thiên

x

y′

y

−∞ −1 0 1 +∞

− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

22

33

22

+∞+∞

Từ bảng biến thiên, ta thấy yCT = 2.
Chọn đáp án A �

Bài 7

Hàm số y = x3 − 3x2 − 9x + 4 đạt cực đại tại x1 và cực tiểu tại x2. Tính tích T = y (x1)×
y (x2).

A T = −207. B T = 0. C T = 161. D T = −302.

Ê Lời giải.
Tập xác định là D = R. Ta có y′ = 3x2 − 6x− 9, y′ = 0⇔

ñ
x = −1
x = 3.

Ta có bảng biến thiên của hàm số là

x

y′

y

−∞ −1 3 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

99

−23−23

+∞+∞
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Từ bảng biến thiên ta suy ra y (x1) = 9, y (x2) = −23, nên suy ra T = 9× (−23) = −207.
Chọn đáp án A �

Bài 8

Hàm số y = |x2 − 2x− 3| có bao nhiêu điểm cực trị?
A 2. B 3. C 5. D 1.

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số y = |x2 − 2x− 3|

x

y

O
−1 31

Dựa vào đồ thị, hàm số có 3 điểm cực trị.
Chọn đáp án B �

Bài 9

Tìm giá trị cực tiểu của hàm số y = x3 − 3x + 1.
A 0. B 1. C 3. D −1.

Ê Lời giải.
TXĐ : D = R.
Ta có

y′ = 3x2 − 3.

y′ = 0⇔ 3x2 − 3 = 0.

⇔
ñ

x = 1
x = −1.

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 1 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

33

−1−1

+∞+∞

Chọn đáp án D �

Bài 10

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R và có bảng biến thiên như sau

x

y′

y

−∞ 1 3 +∞

+ 0 − || +

−∞−∞

22

−1−1

+∞+∞
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Khẳng định nào sau đây đúng?
A Hàm số đạt cực tiểu tại điểm x = 3.
B Hàm số có giá trị nhỏ nhất trên R bằng −1.
C Hàm số có giá trị cực đại bằng 1.
D Hàm số chỉ có một điểm cực trị.

Ê Lời giải.
Từ bảng biến thiên ta thấy hàm số đạt cực tiểu tại x = 3.

Chọn đáp án A �

Bài 11

Cho hàm số y = f (x). Hàm số y = f ′(x) có bảng biến thiên như sau

x

f ′(x)

−∞ −3 1 +∞

+∞+∞

−3−3

00

−∞−∞

Hàm số đã cho có bao nhiêu điểm cực trị?
A 2. B 1. C 3. D 0.

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên của hàm số y = f ′(x), ta thấy có điểm x = a, với a ∈ (−∞;−3) mà
f ′(a) = 0. Và f ′(x) đổi dấu khi qua điểm x = a. Nên x = a là một điểm cực trị.
Mặt khác trên khoảng (−3;+∞) thì f ′(x) ≤ 0, do đó hàm số đã cho có duy nhất một điểm cực trị.

Chọn đáp án B �

Bài 12

Cho hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d (a, b, c, d ∈ R) có đồ thị
như hình vẽ bên. Số điểm cực trị của hàm số đã cho là

A 1. B 2. C 0. D 3.

x

y

O 1

−1

1

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị trên, suy ra số điểm cực trị của hàm số là 2.

Chọn đáp án B �

Bài 13

Cho hàm số y = f (x) xác định, liên tục trên R và có bảng biến thiên như sau
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x

y′

y

−∞ −1 0 1 +∞

− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

−4−4

33

−4−4

+∞+∞

Hàm số đã cho đạt cực tiểu tại
A x = −4. B x = 0. C x = 3. D x = −1, x = 1.

Ê Lời giải.

Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy hàm số đạt cực tiểu tại x = ±1.

Chọn đáp án D �

Bài 14

Tìm số điểm cực tiểu trên đoạn [−2; 4] của hàm số y =
f (x) biết hàm số y = f ′(x) có đồ thị như hình vẽ bên.
A 1. B 0. C 2. D 3.

x

y

−2 4O

f ′(x)

Ê Lời giải.

Đồ thị ta thấy f ′(x) = 0 tại ba điểm theo thứ tự x1, x2, x3. Ta có bảng biến thiên như sau:

x

f ′(x)

f (x)

−2 x1 x2 x3 4

+ 0 + 0 − 0 +

CĐCĐ

CTCT

Dựa vào bảng biến thiên, hàm số y = f (x) có một cực tiểu.

Chọn đáp án A �
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Bài 15

Đường cong hình bên là đồ thị hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d
với a, b, c, d là các số thực. Mệnh đề nào dưới đây đúng?

x

y

O

A Phương trình y′ = 0 chỉ có 1 nghiệm thực và a < 0.
B Phương trình y′ = 0 có 2 nghiệm thực phân biệt và a > 0.
C Phương trình y′ = 0 chỉ có 2 nghiệm thực phân biệt và a < 0.
D Phương trình y′ = 0 chỉ có 1 nghiệm thực và a > 0.

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị ta có a > 0 và đồ thị có hai cực trị nên y′ = 0 có hai nghiệm phân biệt.
Chọn đáp án B �

Bài 16

Cho hàm số f (x) liên tục trên R và có đồ thị như hình bên
(I). Hàm số nghịch biến trên khoảng (0; 1).
(II). Hàm số đồng biến trên khoảng (−1; 2).
(III). Hàm số có ba điểm cực trị.
(IV). Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 2.

x

y

2

−1 1O

Số mệnh đề đúng trong các mệnh đề trên là
A 4. B 2. C 3. D 1.

Ê Lời giải.
Từ đồ thị hàm số ta thấy

Ì Đồ thị đi xuống trên khoảng (0; 1) nên hàm số nghịch biến trên khoảng (0; 1). Do đó (I) đúng.

Ì Đồ thị đi lên trên khoảng (−1; 0), đi xuống trên khoảng (0; 1) và đi lên trên khoảng (1; 2) nên
trên khoảng (−1; 2) hàm số không hoàn toàn đồng biến. Do đó (II) sai.

Ì Đồ thị hàm số có ba điểm hai điểm cực tiểu và một điểm cực đại nên (III) đúng.

Ì Giá trị lớn nhất của hàm số là tung độ của điểm cao nhất của đồ thị hàm số nên (IV) sai.
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Như vậy ta có hai mệnh đề đúng là (I) và (III).
Chọn đáp án B �

Bài 17

Cho hàm số y = f (x) có đạo hàm trên R và đồ thị hàm số
y = f ′(x) trên R như hình vẽ bên dưới. Khi đó trên R hàm số
y = f (x)

x

y

O

A có 1 điểm cực đại và 2 điểm cực tiểu. B có 1 điểm cực đại và 1 điểm cực tiểu.
C có 2 điểm cực đại và 2 điểm cực tiểu. D có 2 điểm cực đại và 1 điểm cực tiểu.

Ê Lời giải.
Từ đồ thị hàm số y = f ′(x) ,ta lập bảng biến thên của hàm số y = f (x) :

x
y′

y

−∞ 0 x1 x2 +∞
+ 0 + 0 − 0 +

y1y1

y2y2

Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy hàm số có 1 điểm cực đại và 1 điểm cực tiểu.
Chọn đáp án B �

Bài 18

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như sau

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 3 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

20192019

−2019−2019

+∞+∞

Đồ thị hàm số y = | f (x− 2018) + 2019| có bao nhiêu điểm cực trị?
A 5. B 4. C 2. D 3.

Ê Lời giải.
Xét hàm số g(x) = f (x− 2018) + 2019.
g′(x) = (x− 2018)′ f ′(x− 2018) = f ′(x− 2018)
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g′(x) = 0⇔
ñ

x− 2018 = −1
x− 2018 = 3

⇔
ñ

x = 2017
x = 2021.

Ta có g(2017) = f (2017− 2018) + 2019 = 4038; g(2021) = f (2021− 2018) + 2019 = 0.
Bảng biến thiên của hàm g(x)

x

g′(x)

g(x)

−∞ 2017 2021 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

40384038

00

+∞+∞

Khi đó bảng biến thiên |g(x)| là

x

|g(x)|

−∞ x0 2017 2021 +∞

+∞+∞

00

40384038

00

+∞+∞

Vậy hàm số y = | f (x− 2018) + 2019| có 3 điểm cực trị.
Chọn đáp án D �

Bài 19

Cho hàm số y = f (x) có đạo hàm trên R và có đồ thị như hình vẽ bên.
Hàm số y =

(
f (x)

)2 có bao nhiêu cực trị?
A 3. B 5. C 6. D 4.

x

y

O 1 2 3

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 2 f (x) · f ′(x) = 0⇔

ñ
f (x) = 0

f ′(x) = 0.

Dựa vào đồ thị, ta có f (x) = 0⇔

x = 0
x = 1 (kép)
x = 3

và f ′(x) = 0⇔

x = a (với 0 < a < 1)
x = 1
x = b (với 2 < b < 3).

Bảng xét dấu của y′

x

f (x)

f ′(x)

y′

−∞ 0 a 1 b 3 +∞

− 0 + + 0 + + 0 −
+ + 0 − 0 + 0 − −
− 0 + 0 − 0 + 0 − 0 +

Hàm số y =
(

f (x)
)2 có cực trị khi và chỉ khi y′ đổi dấu khi x đi qua x0. Dựa vào bảng biến thiên ta

thấy y′ đổi dấu 5 lần. Vậy hàm số đã cho có 5 cực trị.
Chọn đáp án B �
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Bài 20

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 2 4 +∞

+ 0 − 0 + +

−∞−∞

33

−2−2

+∞+∞

Khẳng định nào sau đây là đúng?
A Hàm số đạt cực đại tại x = 4. B Hàm số đạt cực đại tại x = 2.
C Hàm số đạt cực đại tại x = −2. D Hàm số đạt cực đại tại x = 3.

Ê Lời giải.
Dựa vào Bảng biến thiên, ta có hàm số đạt cực đại tại x = −2.

Chọn đáp án C �

Bài 21

Cho hàm số y = (1−m)x4 −mx2 + 2m− 1 . Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để
hàm số có đúng một cực trị

A (−∞; 0]∪ [1;+∞). B (−∞; 1].
C [0;+∞). D [0; 1].

Ê Lời giải.
TH1: 1−m = 0⇔ m = 1
Hàm số trở thành hàm bậc 2 y = −x2 + 1 rõ ràng có 1 cực trị nên m = 1 thỏa yêu cầu đề bài.
TH2: 1−m 6= 0⇔ m 6= 1
Ta có y′ = 4(1−m)x3 − 2mx = 2x[2(1−m)x2 −m] .

y′ = 0⇔ 2x[2(1−m)x2 −m] = 0⇔

x = 0

x2 =
m

2(1−m)
Để hàm số có đúng 1 cực trị thì phương trình y′ = 0 có 1 nghiệm (điều kiện này chỉ đúng với
hàm trùng phương, chưa chắc đúng với các hàm số khác) nghĩa là phương trình x2 =

m
2(1−m)

vô

nghiệm hoặc có nghiệm kép x = 0 .

Khi đó

m = 0
m

2(1−m)
< 0
⇔
ñ

m > 1
m 6 0

.

Vậy giá trị m thỏa yêu cầu đề bài là

ñ
m > 1
m 6 0

hay m ∈ (−∞; 0]∪ [1;+∞) .

Chọn đáp án A �
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Bài 22

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số

f (x) = −x3 + 2(2m− 1)x2 − (m2 − 8)x + 2

đạt giá trị cực tiểu tại điểm x = −1.
A m = −2. B m = 3. C m = 1. D m = −9.

Ê Lời giải.
Ta có f ′(x) = −3x2 + 4(2m− 1)x− (m2 − 8)⇒ f ′′(x) = −6x + 4(2m− 1).

Hàm số đạt giá trị cực tiểu tại điểm x = −1 thì f ′(−1) = 0⇔
ñ

m = 1
m = −9.

Ì Với m = 1, ta có f ′′(−1) = 10 > 0⇒ hàm số đạt cực tiểu tại x = −1.

Ì Với m = −9, ta có f ′′(−1) = −70 < 0⇒ hàm số đạt cực đại tại x = −1.

Vậy m = 1 thì hàm số đạt cực tiểu tại x = −1.
Chọn đáp án C �

Bài 23

Tìm giá trị thực của m để hàm số f (x) =
1
3

x3−mx2 +
(
m2 − 4

)
x+ 1 đạt cực đại tại x0 = 3.

A m = 1. B m = −1. C m = 5. D m = −7.

Ê Lời giải.
Ta có f ′(x) = x2 − 2mx + m2 − 4 và f ′′(x) = 2x− 2m.
Hàm số đạt cực đại tại x0 = 3 khi®

f ′(3) = 0

f ′′(3) < 0
⇔
®

9− 6m + m2 − 4 = 0
6− 2m < 0

⇔


ñ

m = 1
m = 5

m > 3
⇔ m = 5.

Vậy với m = 5 thì hàm số đã cho đạt cực đại tại x0 = 3.
Chọn đáp án C �

Bài 24

Tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số y =
x5

5
− mx4

4
+ 2 đạt cực đại tại x = 0 là

A m > 0. B m < 0. C m ∈ R. D Không tồn tại m.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = x4 −mx3 = x3(x−m).

Ì m = 0⇒ y′ = x4 ⇒ hàm số không có cực trị.

Ì m > 0. Bảng xét dấu y′

x

y′

−∞ 0 m +∞

+ 0 − 0 +
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Hàm số đạt cực đại tại x = 0 (thỏa mãn).

Ì m < 0. Bảng xét dấu y′

x

y′

−∞ m 0 +∞

+ 0 − 0 +

Hàm số đạt cực đại tại x = m (không thỏa mãn).

Chọn đáp án A �

Bài 25

Cho hàm số y =
1
3

x3 +
(
m2 −m + 2

)
x2 +

(
3m2 + 1

)
x− 1. Tìm tất cả các giá trị của tham số

m để hàm số đạt cực tiểu tại x = −2.
A m ∈ {−1;−3}. B m ∈ {1; 3}. C m = 1. D m = 3.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = x2 + 2

(
m2 −m + 2

)
x + 3m2 + 1, y′′ = 2x + 2

(
m2 −m + 2

)
.

Hàm số đạt cực tiểu tại x = −2⇒ y′(−2) = 0⇔ −m2 + 4m− 3 = 0⇔
ñ

m = 1
m = 3.

Ì Với m = 1⇒ y′ = x2 + 4x + 4 = (x + 2)2 ≥ 0⇒ hàm số không có cực trị.

Ì Với m = 3⇒ y′(−2) = 0, y′′(−2) = 12 > 0⇒ hàm số đạt cực tiểu tại x = −2.

Vậy m = 3 là giá trị cần tìm của m.
Chọn đáp án D �

Bài 26

Biết M(0; 2), N(2;−2) là các điểm cực trị của đồ thị hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d. Tính giá
trị của hàm số tại x = −2.

A y(−2) = 2. B y(−2) = 22. C y(−2) = 6. D y(−2) = −18.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 3ax2 + 2bx + c.
Do M(0; 2), N(2;−2) là các điểm cực trị của đồ thị hàm số nên

y′(0) = 0

y′(2) = 0
y(0) = 2
y(2) = −2

⇔


c = 0
12a + 4b + c = 0
d = 2
8a + 4b + 2c + d = 0

⇔


a = 1
b = −3
c = 0
d = 2.

Vậy hàm số y = x3 − 3x2 + 2. Suy ra y(−2) = −18.
Chọn đáp án D �

——HẾT——
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§3. GIÁ TRỊ LỚN NHẤT - NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐ

LÝ THUYẾT CẦN NHỚAA

1. Định nghĩa giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất hàm số

Định nghĩa 3.1. Cho hàm số y = f (x) xác định trên tập D . Ta có

Ì M là giá trị lớn nhất của hàm số nếu

®
f (x) ≤ M, ∀x ∈ D

∃x0 ∈ D : f (x0) = M
.

Kí hiệu max
x∈D

f (x) = M

Ì n là giá trị nhỏ nhất của hàm số nếu

®
f (x) ≥ n, ∀x ∈ D

∃x0 ∈ D : f (x0) = n
.

Kí hiệu min
x∈D

f (x) = n

x

y

O
a

f (a)

x0

f (x0)

b

ymax

ymin

2. Các phương pháp thường dùng để tìm max - min

Phương pháp 3.1. Ta sử dụng một số phương pháp sau để tìm max - min.

Ì Dùng đạo hàm (đối với hàm một biến), lập bảng biến thiên.

— Tìm GTLN - GTNN trên một đoạn [a; b]

— Tìm GTLN - GTNN trên một khoảng (a; b)

Ì Dùng bất đẳng thức đánh giá và kiểm tra dấu bằng

¬ Bất đẳng thức Cauchy: Với a1; a2; · · · ; an là các số thực không âm, ta luôn có

a1 + a2 + · · ·+ an ≥ n n
√

a1 · a2 · · · an

Dấu "=" xảy ra khi a1 = a2 = · · · = an.
Trường hợp thường gặp Cauchy cho 2 số hoặc 3 số:
• a1 + a2 ≥ 2

√
a1a2. • a1 + a2 + a3 ≥ 3 3

√
a1a2a3.

 Bất đẳng thức Bu-nhia-cốp-xki: Với hai bộ số a1; a2; · · · ; an và b1; b2; · · · ; bn, ta luôn có

(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)2 ≤
Ä

a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n

ä Ä
b2

1 + b2
2 + · · ·+ b2

n

ä
Dấu "=" xảy ra khi

a1

b1
=

a2

b2
= · · · = an

bn
.

Ì Dùng điều kiện có nghiệm của phương trình.
Giả sử y0 thuộc miền giá trị của hàm số y = f (x). Khi đó, tồn tại x ∈ D để phương trình
f (x) = y0 có nghiệm. Biện luận điều kiện này, ta sẽ tìm được "khoảng dao động" của y0.
Từ đó suy ra max, min.
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CÁC DẠNG TOÁN THƯỜNG GẶPBB
1Dạng Tìm max – min của hàm số trên đoạn [a; b] cho cho trước

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên [a; b] khi đó hàm số luôn có GTLN, GTNN trên đoạn đó và
để tìm GTLN, GTNN ta làm như sau

a) Tính y′ và tìm các điểm x1, x2, . . . , xn mà tại đó y′ triệt tiêu hoặc hàm số không có đạo
hàm.

b) Tính các giá trị f (x1) , f (x2) , . . . , f (xn) , f (a), f (b). Khi đó

Ì max
x∈[a;b]

f (x) = max
x∈[a;b]

{ f (a), f (x1) , f (x2) . . . f (xi) , f (b)}

Ì min
x∈[a;b]

f (x) = min
x∈[a;b]

{ f (a), f (x1) , f (x2) . . . f (xi) , f (b)}

Ì Nếu hàm số y = f (x) luôn tăng hoặc luôn giảm trên [a; b] thì max
x∈[a;b]

f (x) =

max{ f (a), f (b)}; min
x∈[a;b]

f (x) = min{ f (a), f (b)}.

Ví dụ 1

Tổng giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số f (x) = x5− x4− 3x3 + 9 trên đoạn [−2; 1]
bằng

A 5. B 10. C −10. D −5.

Ê Lời giải.

Có y′ = 5x4 − 4x3 − 9x2; y′ = 0⇔


x = 0
x = −1

x =
9
5
/∈ [−2; 1].

Có


y(−2) = −15
y(1) = 6
y(0) = 9
y(−1) = 10

. Vậy tổng giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số f (x) là −15 + 10 = −5.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 2

Giá trị nhỏ nhất của hàm số f (x) = x3 − 3x + 5 trên đoạn [2; 4] là
A 5. B 0. C 7. D 3.

Ê Lời giải.
Ta có f ′(x) = 3x2 − 3.
f ′(x) = 0⇔ x = ±1 /∈ [2; 4].
Khi đó f (2) = 7, f (4) = 57.
Suy ra giá trị nhỏ nhất của hàm số f (x) trên đoạn [2; 4] bằng 7.
Chọn đáp án C �
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Ví dụ 3

Gọi M, m lần lượt là giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số y = x3 + 3x2− 9x + 1 trên
[−4; 4]. Tính tổng M + m.

A 12. B 98. C 17. D 73.

Ê Lời giải.

Ta có y′ = 3x2 + 6x− 9 = 0⇔
ñ

x = 1
x = −3.

Khi đó: y(−4) = 21, y(−3) = 28, y(1) = −4, y(4) = 77.
Do đó M + m = 77 + (−4) = 73.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 4

Giá trị nhỏ nhất của hàm số y =
x− 1
x + 1

trên đoạn [0; 3] là

A min
[0;3]

y =
1
2

. B min
[0;3]

y = −3. C min
[0;3]

y = 1. D min
[0;3]

y = −1.

Ê Lời giải.

Trên đoạn [0; 3] hàm số luôn xác định.

Ta có y′ =
2

(x + 1)2 > 0, ∀x ∈ [0; 3] nên hàm số đã cho đồng biến trên đoạn [0; 3].

Do đó min
[0;3]

y = y(0) = −1.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 5

Giá trị lớn nhất của hàm số y =
x2 − 3x + 3

x− 1
trên đoạn

ï
−2;

1
2

ò
bằng

A 4. B −3. C −7
2

. D −13
3

.

Ê Lời giải.

Ta có y′ =
x2 − 2x
(x− 1)2 . Xét y′ = 0⇔ x2 − 2x = 0⇔

x = 0 ∈
ï
−2;

1
2

ò
x = 2 /∈

ï
−2;

1
2

ò .

Ta có y(0) = −3, y(−2) =
−13

3
, y
Å

1
2

ã
=
−7
2

.

Suy ra max y

x∈
[
−2;

1
2

] = −3

Chọn đáp án B �
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Ví dụ 6

Tìm giá trị lớn nhất M của hàm số y =
√

7 + 6x− x2.
A M = 4. B M =

√
7. C M = 7. D M = 3.

Ê Lời giải.
Tập xác định D = [−1; 7].

y′ =
−x + 3√

7 + 6x− x2
.

Cho y′ = 0⇔ x = 3 ∈ D .
Có y(3) = 4, y(−1) = 0, y(7) = 0. Vậy M = 4.
Chọn đáp án A �

Ví dụ 7

Giá trị nhỏ nhất của hàm số y = 3x +
4
x2 trên khoảng (0;+∞) bằng

A 3 3
√

9. B 2 3
√

9. C 33
5

. D 25
4

.

Ê Lời giải.
Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho 3 số dương, ta có

y =
3x
2

+
3x
2

+
4
x2 ≥ 3 3

…
3x
2
· 3x

2
· 4

x2 = 3 3
√

9.

Đẳng thức xảy ra khi
3x
2

=
4
x2 ⇔ x =

2
3
√

2
= 2 3
√

2.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 8

Giá trị lớn nhất của hàm số f (x) =
mx + 1
x−m

trên đoạn [1; 2] bằng 3. Khi đó giá trị m thuộc

khoảng nào dưới đây?

A
Å
−3

4
; 0
ã

. B
Å

1;
3
2

ã
. C

Å
0;

3
4

ã
. D

Å
3
4

; 11
ã

.

Ê Lời giải.
Ta có y′ =

−m2 − 1
(x−m)2 < 0, ∀m.

+) Xét f (1) =
m + 1
1−m

= 3⇒ m =
1
2

. Khi đó thay m =
1
2

vào hàm số ta được giá trị lớn nhất của hàm

số là f (1) = 3.

+) Xét f (2) =
2m + 1
2−m

= 3⇒ m = 1. Khi đó hàm số không có giá trị lớn nhất bằng 3 trên đoạn [1; 2].

Vậy m =
1
2

thỏa mãn.

Chọn đáp án C �
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Ví dụ 9

Cho hàm số y = f (x) là hàm số liên tục trên R và có bảng biến thiên như hình vẽ dưới đây.
Khẳng định nào sau đây là khẳng định sai?
A Cực đại của hàm số là 4.
B Cực tiểu của hàm số là 3.
C max

R
y = 4.

D min
R

y = 3.

x
f ′(x)

f (x)

−∞ −1 0 1 +∞
+ 0 − 0 + 0 −

−∞−∞

44

33

44

−∞−∞

Ê Lời giải.

Tử bảng biến thiên ta thấy lim
x→+∞

f (x) = −∞ nên hàm số không có giá trị nhỏ nhất trên R.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 10

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị là đường cong ở hình bên. Tìm giá trị
nhỏ nhất m của hàm số y = f (x) trên đoạn [−1; 1].

A m = 2. B m = −2.
C m = 1. D m = −1. x

y

O
−1

2

1

−2

Ê Lời giải.

Dựa vào đồ thị ta có giá trị nhỏ nhất của hàm số trên đoạn [−1; 1] bằng −2.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 11

Cho hàm số y = f (x), biết hàm số y = f ′(x) có đồ thị như hình vẽ

dưới đây. Hàm số y = f (x) đạt giá trị nhỏ nhất trên đoạn
ï

1
2

;
3
2

ò
tại điểm nào sau đây?

A x =
3
2

. B x =
1
2

. C x = 1. D x = 0. x

y

O 3
2

1

Ê Lời giải.

Dựa vào đồ thị hàm số y = f ′(x). Ta có bảng biến thiên
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x

y′

y

1
2

1
3
2

− 0 + 0

Suy ra hàm số đạt giá trị nhỏ nhất trên
ï

1
2

;
3
2

ò
tại x = 1.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 12

Cho hàm số f (x) có đồ thị của hàm số y = f ′(x) như hình vẽ.
Biết f (0) + f (1)− 2 f (2) = f (4)− f (3). Giá trị nhỏ nhất m, giá
trị lớn nhất M của hàm số f (x) trên đoạn [0; 4] là

A m = f (4), M = f (1). B m = f (4), M = f (2).
C m = f (1), M = f (2). D m = f (0), M = f (2).

O
x

y

2
4

y = f ′(x)

Ê Lời giải.
Từ đồ thị hàm số y = f ′(x) ta suy ra f ′(x) = 0⇔

ñ
x = 0
x = 2.

Ta có bảng biến thiên:

x

f ′(x)

f (x)

0 2 4

0 + 0 −

f (0)f (0)

f (2)f (2)

f (4)f (4)

Từ bảng biến thiên ta thấy M = f (2).

Mặt khác, từ bảng biến thiên ta có

®
f (1) < f (2)
f (3) < f (2)

⇒ f (1) + f (3) < 2 f (2).

Do đó f (4) = f (0) + f (1) + f (3)− 2 f (2) < f (0) + f (2) + f (2)− 2 f (2) = f (0)⇒ m = f (4).
Chọn đáp án B �

2Dạng Tìm max – min trên một khoảng (a; b) cho trước

a) Bài toán chuyển động:

Ì Gọi s(t) là hàm quãng đường; v(t) là hàm vận tốc; a(t) là hàm giá tốc;

Ì Khi đó s′(t) = v(t); v′(t) = a(t).

b) Bài toán thực tế – tối ưu.
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Ì Biểu diễn dữ kiện cần đạt max – min qua một hàm f (t).

Ì Khảo sát hàm f (t) trên miền điều kiện "đúng" và suy ra kết quả.

Ví dụ 1

Giá trị lớn nhất của hàm số y = −x3 + 3x + 1 trên khoảng (0;+∞) bằng
A 5. B 1. C −1. D 3.

Ê Lời giải.
Có y′ = −3x2 + 3; y′ = 0⇔ x = ±1. Ta có bảng biến thiên

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

+ 0 −

11

33

−∞−∞

Chọn đáp án D �

Ví dụ 2

Cho hàm số f (x) có bảng biến thiên như sau

x
f ′(x)

f (x)

−∞ 2 0 1 2 +∞
− 0 + − 0 − 0 +

+∞

−1

1

−2

+∞

Chọn đáp án đúng.
A Hàm số đạt cực đại tại x = 1. B Hàm số có 4 cực trị.
C Hàm số có giá trị cực tiểu bằng 2. D Hàm số có giá trị nhỏ nhất bằng −2.

Ê Lời giải.
Từ 4 đáp án, ta thấy đáp án đúng là “Hàm số có giá trị nhỏ nhất bằng −2”.
Chọn đáp án D �

Ví dụ 3

Biết hàm số f (x) = −x + 2020− 1
x

đạt giá trị lớn nhất trên khoảng (0; 4) tại x0. Giá trị của

P = x0 + 2020 bằng
A 4036. B 2020. C 2021. D 2019.
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Ê Lời giải.

Ta có f ′(x) = −1 +
1
x2 =

−x2 + 1
x2 .

f ′(x) = 0⇔ −x2 + 1 = 0⇔
ñ

x = 1
x = −1 (loại).

Bảng biến thiên

x

y′

y

0 1 4

+ 0 −

Suy ra hàm số đạt giá trị lớn nhất trên (0; 4) tại x0 = 1.
Vậy P = x0 + 2020 = 1 + 2020 = 2021.
Chọn đáp án C �

Ví dụ 4

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R và có đồ thị như hình vẽ bên.
Giá trị lớn nhất của hàm số y = | f (sin x)− 3 sin x| với mọi x ∈ (0; π)
bằng

A 4. B 1. C 2. D 3.

x

y

1

−1

O

1

Ê Lời giải.
Đặt t = sin x vì x ∈ (0; π)⇒ t ∈ (0; 1].
Suy ra y = | f (t)− 3t| với t ∈ (0; 1].
Xét hàm số g(t) = f (t)− 3t⇒ g′(x) = f ′(t)− 3.
Từ hình vẽ ta thấy hàm số f (t) nghịch biến trên (0; 1]⇒ f ′(t) ≤ 0 ∀t ∈ (0; 1]⇒ g′(x) ≤ 0 ∀t ∈ (0; 1].
Ta có g(0) = 1 và g(1) = f (1)− 3 = −1− 3 = −4.
Bảng biến thiên

t
g′(t)

g(t)

0 1
−

11

−4−4

Từ đó suy ra bảng biến thiên của hàm số y = |g(t)|
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t

g(t)

0 1

11

00

44

Vậy max
x∈(0;π)

y = max
t∈(0;1]

|g(t)| = 4.

Chọn đáp án A �

3Dạng Một số bài toán ứng dụng trong thực tế

a) Bài toán chuyển động:

Ì Gọi s(t) là hàm quãng đường; v(t) là hàm vận tốc; a(t) là hàm giá tốc;

Ì Khi đó s′(t) = v(t); v′(t) = a(t).

b) Bài toán thực tế – tối ưu.

Ì Biểu diễn dữ kiện cần đạt max – min qua một hàm f (t).

Ì Khảo sát hàm f (t) trên miền điều kiện "đúng" và suy ra kết quả.

Ví dụ 1

Kì thi THPT Quốc gia năm 2018 vừa kết thúc, Nam đỗ vào trường đại học Bách Khoa Hà Nội.
Hoàn cảnh gia đình không được tốt nên gia đình rất lo lắng về việc đóng học phí cho Nam.
Vì vậy gia đình đã quyết định bán một phần mảnh đất hình chữ nhật có chu vi 50m , lấy tiền
lo học phí cho Nam cũng như tương lai của em. Mảnh đất còn lại sau khi bán là một hình
vuông cạnh bằng chiều rộng của mảnh đất chữ nhật ban đầu. Tìm số tiền lớn nhất mà gia
đình Nam nhận được khi bán đất, biết 1 m2 đất có giá 1500000 VN đồng.

A 115687500 VN đồng. B 112687500 VN đồng.
C 114187500 VN đồng. D 117187500 VN đồng.

Ê Lời giải.
Gọi chiều dài và chiều rộng của mảnh đất hình chữ nhật ban đầu lần lượt là x(m), y(m).

Điều kiện

®
0 < y < 12, 5
12, 5 < x < 25.

Từ giả thiết suy ra 2(x + y) = 50⇔ x + y = 25. (1)
Diện tích của phần đất được bán là S = xy− y2. (2)
Từ (1) và (2) suy ra S = (25− y)y− y2 = −2y2 + 25y .
Số tiền lớn nhất mà gia đình Nam nhận được khi bán đất khi và chỉ khi diện tích đất được bán lớn
nhất.
Xét hàm số : f (y) = −2y2 + 25y, y ∈

Å
0;

25
2

ã
.

Dễ thấy : max(
0;

25
2

) f (y) = f
Å

25
4

ã
=

625
8

.

Suy ra diện tích đất lớn nhất được bán là
625
8

(m2).

Vậy số tiền lớn nhất mà gia đình Nam nhận được khi bán đất là
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625
8
· 1500000 = 117187500 (VN đồng).

Chọn đáp án D �

Ví dụ 2

Một chất điểm chuyển động với quãng đường s(t) cho bởi công thức s(t) = 6t2− t3, t (giây) là
thời gian. Hỏi trong khoảng thời gian từ 0 đến 6 giây, vận tốc v (m/s) của chất điểm đạt giá
trị lớn nhất tại thời điểm t (giây) bằng bao nhiêu?

A t = 3 s. B t = 4 s. C t = 2 s. D t = 6 s.

Ê Lời giải.
Ta có v(t) = s′(t) = 12t− 3t2.
v′(t) = 12− 6t, v′(t) = 0⇔ t = 2.
Lập bảng biến thiên ta thấy v(t) đạt giá trị lớn nhất tại t = 2.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 3

Từ một tấm tôn có hình dạng là nửa hình tròn bán kính
R = 3, người ta muốn cắt ra một hình chữ nhật (hình vẽ
bên). Diện tích lớn nhất có thể của tấm tôn hình chữ nhật
là

A 9
2

. B 6
√

2. C 9. D 9
√

2.

OQ P

M N

Ê Lời giải.
Đặt OQ = x, (0 < x < 3)⇒ MQ =

√
MO2 −OQ2 =

√
9− x2.

Ta có SMNPQ = PQ ·MQ = 2x ·
√

9− x2 ≤ 2 · x2 + 9− x2

2
= 9.

Dấu = xảy ra khi x =
3
√

2
2

.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 4

Một sợi dây có chiều dài là 6 m, được chia thành 2 phần. Phần thứ nhất được uốn thành hình
tam giác đều, phần thứ hai uốn thành hình vuông. Hỏi độ dài của cạnh hình tam giác đều
bằng bao nhiêu để tổng diện tích 2 hình thu được là nhỏ nhất?

A 12
4 +
√

3
m. B 18

√
3

4 +
√

3
m. C 36

√
3

4 +
√

3
m. D 18

9 + 4
√

3
m.
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Ê Lời giải.
Gọi độ dài cạnh hình tam giác đều là x (m). Khi đó độ dài cạnh hình vuông là

6− 3x
4

.

Tổng diện tích khi đó là S =

√
3

4
x2 +

Å
6− 3x

4

ã2
=

1
16

îÄ
9 + 4

√
3
ä

x2 − 36x + 36
ä

].

Xét hàm số f (x) =
Ä

9 + 4
√

3
ä

x2 − 36x + 36, x ∈ (0; 6).

Ta có f (x) là tam thức bậc 2 có − b
2a

=
18

9 + 4
√

3
∈ (0; 6) và a > 0.

Suy ra f (x) đạt giá trị nhỏ nhất tại x = − b
2a

18
9 + 4

√
3

.

Vậy diện tích nhỏ nhất khi x =
18

9 + 4
√

3
m.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 5

Một công ty muốn làm một đường ống dẫn dầu từ kho
A ở trên bờ biển đến một vị trí B trên một hòn đảo. Hòn
đảo cách bờ biển 6 km. Gọi C là điểm trên bờ sao cho BC
vuông góc với bờ biển. Khoảng cách từ A đến C là 9 km.
Người ta cần xác định một vị trí D trên AC để lắp ống
dẫn theo đường gấp khúc ADB. Tính khoảng cách AD để
số tiền chi phí thấp nhất, biết rằng giá để lắp đặt mỗi km
đường ống trên bờ là 100 triệu đồng và dưới nước là 260
triệu đồng.

A 6,5 km. B 7,5 km. C 7 km. D 6 km.

AC D

B

6 km

9 km

Ê Lời giải.
Đặt CD = x km, 0 ≤ x ≤ 9, ta có AD = 9− x và BD =

√
x2 + 36.

Chi phí để lắp ống dẫn theo đường gấp khúc ADB là T = 100(9− x) + 260
√

x2 + 36.

Ta có T′ = −100 +
260x√
x2 + 36

; T′ = 0⇔ 1002(x2 + 36) = 2602x2 ⇔ x2 = 6,25⇔ x = 2,5.

Bảng biến thiên

x

T′

T

0 2,5 9

− 0 +

Từ bảng biến thiên suy ra chi phí thấp nhất khi x = 2,5 hay AD = 6,5 km.
Chọn đáp án A �

Ví dụ 6

Một công ty bất động sản có 40 căn hộ cho thuê. Biết rằng nếu cho thuê mỗi căn hộ với giá
3000000 đồng một tháng thì mọi căn hộ đều có người thuê và cứ tăng thêm giá cho thuê mỗi
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căn hộ 100000 đồng một tháng (theo quy định trong hợp đồng ) thì sẽ có 1 căn hộ bị bỏ trống.
Hỏi muốn có thu nhập cao nhất thì công ty đó phải cho thuê mỗi căn hộ với giá bao nhiêu
một tháng.

A 3900000 đồng. B 3700000 đồng. C 3500000 đồng. D 4000000 đồng.

Ê Lời giải.
Gọi x (đồng/tháng) là số tiền tăng thêm mỗi lần (x ≥ 0).
Khi đó tổng số tiền công ty thu được là:

T(x) = (3000000 + x)
(

40− x
100000

)
= 120000000 + 10x− x2

100000
⇒ T′(x) = 10− x

50000
= 0⇔ x = 500000.

Vậy max
x≥0

T(x) = T(500000) = 122500000. Vậy giá thuê mỗi căn hộ là 3500000 đồng.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 7

Cho một cái hộp hình hộp chữ nhật có kích thước
ba cạnh lần lượt là 4 cm, 6 cm, 9 cm như hình vẽ.
Một con kiến ở vị trí A muốn đi đến vị trí B. Biết
rằng con kiến chỉ có thể bò trên cạnh hoặc trên bề
mặt của hình hộp đã cho. Gọi x cm là quãng đường
ngắn nhất con kiến đi từ A đến B. Khẳng định nào
sau đây đúng?

A x ∈ [15; 16). B x ∈ [13; 14).
C x ∈ [12; 13). D x ∈ [14; 15).

9 cm

4
cm

6 cm

A

B

Ê Lời giải.

x 9− x

4

6

A

B

C DM

Cách 1. Đánh số các đỉnh của hình hộp như hình vẽ. Giả sử con kiến đi từ A đến M và từ M đến B.
Đặt MC = x(cm) (x ∈ [0; 9]). Khi đó ta có quãng đường con kiến đi từ A đến B là

y = AM + MB =
√

16 + x2 +
»

36 + (9− x)2.

Áp dụng bất đẳng thức Minkowski
√

a2 + b2 +
√

c2 + d2 ≥
√

(a + c)2 + (b + d)2 ta có

y ≥
»

(4 + 6)2 + (x + 9− x)2 =
√

181 ≈ 13, 45(cm).
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
4
6
=

x
9− x

⇔ x = 3, 6.

Chứng minh tương tự với các đường đi khác của con kiến xuống các cạnh khác ta lần lượt được độ
dài ngắn nhất trên các đường khác là

√
205 ≈ 14, 31,

√
241 ≈ 15, 52.

Vậy quãng đường con kiến đi ngắn nhất là 13, 45 (cm).
Cách 2. Xét hàm số y =

√
16 + x2 +

√
36 + (9− x)2 với x ∈ [0; 9].

Ta có y′ =
x√

16 + x2
− 9− x√

36 + (9− x)2
.

y′ = 0⇔ x ·
»

36 + (9− x)2 = (9− x) ·
√

16 + x2 ⇔ 20x2 + 288x− 1296 = 0⇔
ñ

x = 3, 6
x = −18.

Lập bảng biến thiên ta có min
[0;9]

y = y(3, 6) ≈ 13, 45.

Tương tự với các trường hợp còn lại.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 8

Ông Khoa muốn xây một cái bể chứa nước lớn dạng một khối hộp chữ nhật không nắp có
thể tích bằng 288 m3. Đáy bể là hình chữ nhật có chiều dài gấp đôi chiều rộng, giá thuê nhân
công để xây bể là 500000 đồng/m2. Nếu ông Khoa biết xác định các kích thước của bể hợp lí
thì chi phí thuê nhân công sẽ thấp nhất. Hỏi ông Khoa trả chi phí thấp nhất để xây dựng bể
đó là bao nhiêu? (biết độ dày thành bể và đáy bể không đáng kể).

A 90 triệu đồng. B 168 triệu đồng. C 54 triệu đồng. D 108 triệu đồng.

Ê Lời giải.

Gọi chiều rộng của đáy bể là x (x > 0) suy ra chiều dài của đáy bể là 2x.

Do thể tích của bể là 288 m3 nên chiều cao của bể là: h =
288
2x2 =

144
x2 .

Nên diện tích cần xây là: S(x) = 2x2 + 2xh + 2 · 2x · h = 2x2 +
864

x
.

Để chi phí là thấp nhất thì S(x) là nhỏ nhất.

S(x) = 2x2 +
432

x
+

432
x
≥ 3 · 3

…
2x2 · 432

x
· 432

x
= 216.

Vậy chi phí thấp nhất để xây dựng bể là 216 · 500000 = 108.000.000 đồng.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 9

Tính diện tích lớn nhất của hình chữ nhật ABCD nội tiếp trong nửa đường tròn có bán kính
10 cm (hình vẽ)
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A BO

CD

10 cm

A 160 cm2. B 100 cm2. C 80 cm2. D 200 cm2.

Ê Lời giải.

Đặt OA = x (0 < x < 10). Khi đó DA =
√

OD2 −OA2 =
√

100− x2.
Diện tích hình chữ nhật ABCD:

SABCD = AB · AD = 2OA · AD = 2x
√

100− x2 ≤ x2 + 100− x2 = 100 cm2.

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi x =
√

100− x2 ⇔ x = 50
√

2.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 10

Một cái ao có hình ABCDE (như hình vẽ), ở giữa ao có
một mảnh vườn hình tròn bán kính 10m, người ta muốn
bắc một cây cầu từ bờ AB của ao đến vườn. Tính gần đúng
độ dài tối thiểu l của cây cầu biết:

Ì Hai bờ AE và BC nằm trên hai đường thẳng vuông
góc với nhau, hai đường thẳng này cắt nhau tại điểm
O;

Ì Bờ AB là một phần của một parabol có đỉnh là điểm
A và có trục đối xứng là đường thẳng OA;

DE

O B C

A

20m

40m

40
m

30
m

I

Ì Độ dài đoạn OA và OB lần lượt là 40m và 20m;

Ì Tâm I của mảnh vườn cách đường thẳng AE và BC lần lượt là 40m và 30m.

A l ≈ 17,7m. B l ≈ 25,7m. C l ≈ 27,7m. D l ≈ 15,7m.

Ê Lời giải.
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Ta coi một đơn vị bằng 10m và gắn hệ trục tọa độ Oxy sao
cho A, B lần lượt thuộc các tia Oy, Ox. Khi đó bờ của mảnh
vườn là hình tròn (C) : (x− 4)2 + (y− 3)2 = 1, bờ AB của ao
là phần parabol (P) : y = 4− x2 ứng với x ∈ [0; 2]. Bài toán
trở thành tìm M ∈ (C) và N ∈ (P) sao cho MN ngắn nhất.
Ta thấy rằng để MN ngắn nhất thì M, N, I phải thẳng hàng
với I(4; 3) là tâm của (C).
Khi đó MN = IN − IM = IN − 1, vì vậy ta chỉ cần tìm
N ∈ (P) sao cho IN ngắn nhất.

20m

40m

40
m

30
m

I
M

D

O B C

A

E

N

y

x

Do N ∈ (P) nên N
(
x; 4− x2) với x ∈ [0; 2].

IN2 = (x− 4)2 +
(
1− x2)2

= x4 − x2 − 8x + 17.
Xét f (x) = x4 − x2 − 8x + 17 với x ∈ [0; 2], f ′(x) = 4x3 − 2x− 8.
f ′(x) = 0⇔ 4x3 − 2x− 8 = 0⇔ x = x0 ≈ 1,392768772 ∈ (0; 2).
f (0) = 17, f (2) = 13, f (x0) ≈ 7,68 suy ra min

[0;2]
f (x) ≈ 7,68.

Vậy min IN ≈ 2,77 tức là l ≈ 17,7m.
Chọn đáp án A �
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BÀI TẬP RÈN LUYỆNCC
Câu 1

Gọi M và m lần lượt là giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số y = x3 − 3x2 − 9x + 35
trên đoạn [−4; 4]. Tính T = M + 2m.

A T = −41. B T = −44. C T = −43. D T = −42.

Ê Lời giải.
y′ = 3x2 − 6x− 9ñ

x = −1 ⇒ y = 40
x = 3 ⇒ y = 8.

Ta có: y(4) = 15, y(−4) = −41.
Suy ra: M = 40, m = −41 nên T = −42.
Chọn đáp án D �

Câu 2

Giá trị lớn nhất của hàm số y = −x4 + 4x2 trên đoạn [−1; 2] bằng
A 1. B 4. C 5. D 3.

Ê Lời giải.
Trên đoạn [−1; 2] ta có

y′ = 0⇔ −4x3 + 8x = 0⇔
ñ

x = 0

x =
√

2.

Do đó max
[−1;2]

y = max
¶

y(−1), y
Ä√

2
ä

, y(2)
©
= y
Ä√

2
ä
= 4.

Chọn đáp án B �

Câu 3

Giá trị lớn nhất của hàm số f (x) =
x + 1
x + 2

trên đoạn [1; 3] bằng

A 6
7

. B 5
6

. C 4
5

. D 2
3

.

Ê Lời giải.
Ta có f ′(x) =

1
(x + 2)2 > 0 ∀x 6= 2.

Do f (1) =
2
3

và f (3) =
4
5

, suy ra giá trị lớn nhất của hàm số trên đoạn [1; 3] là
4
5

.

Chọn đáp án C �

Câu 4

Giá trị nhỏ nhất của hàm số y =
x2 + 3
x + 1

trên đoạn [−4;−2] là

A min
[−4;−2]

y = −7. B min
[−4;−2]

y = −19
3

. C min
[−4;−2]

y = −8. D min
[−4;−2]

y = −6.

Ê Lời giải.
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Hàm số đã cho liên tục trên đoạn [−4;−2].

Ta có y′ =
x2 + 2x− 3

(x + 1)2 ; y′ = 0⇔
ñ

x = 1 6∈ (−4;−2)
x = −3 ∈ (−4;−2).

Ta có y(−4) = −19
3

; y(−3) = −6; y(−2) = −7. Suy ra min
[−4;−2]

y = −7.

Chọn đáp án A �

Câu 5

Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số y = x +
√

12− 3x2.
A max y = 4, min y = 2. B max y = 4, min y = −2.
C max y = 2, min y = −2. D max y = 2, min y = −4.

Ê Lời giải.
Điều kiện: −2 ≤ x ≤ 2. Đạo hàm y′ = 1− 3x√

12− 3x2
= 0⇔

√
12− 3x2 = 3x ⇔ x = ±1.

Ta có y(−2) = −2, y(2) = 2, y(−1) = 2, y(1) = 4. Suy ra max y = 4, min y = −2.
Chọn đáp án B �

Câu 6

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như
hình bên. Xét ba khẳng định sau:

(1) Hàm số đồng biến trên khoảng (0; 2).

(2) Hàm số có một cực đại.

(3) Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 3.

x

y′

y

−∞ −2 0 2 +∞

+ 0 − 0 + 0 −

−∞−∞

33

−1−1

33

−∞−∞

Số khẳng định đúng trong ba khẳng định trên là
A 1. B 2. C 3. D 0.

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên ta có các kết luận sau:

Ì Hàm số đồng biến trên các khoảng (−∞;−2), (0; 2) và nghịch biến trên các khoảng (−2; 0),
(2;+∞).

Ì Hàm số đạt cực đại tại x = ±2 và giá trị cực đại của hàm số bằng 3. Hàm số đạt cực tiểu tại
x = 0 và giá trị cực tiểu của hàm số bằng −1.

Ì y ≤ 3, ∀x ∈ R. Dấu “=” xảy ra khi x = ±2. Vậy max
x∈R

y = 3.

Chọn đáp án C �

Câu 7

Tổng giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của hàm số y =
√

2− x2 − x bằng bao nhiêu?
A 2−

√
2. B 2. C 2 +

√
2. D 1.

Ê Lời giải.
Tập xác định D = [−

√
2;
√

2].

Ta có y′ =
−x√
2− x2

− 1 =
−x−

√
2− x2

√
2− x2

.
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Mặt khác,

y′ = 0

⇔ −x−
√

2− x2 = 0

⇔
√

2− x2 = −x

⇔
®

x ≤ 0

2− x2 = x2 ⇔
®

x ≤ 0

x2 = 1
⇔ x = −1.

Ta có y
Ä
−
√

2
ä
= −
√

2; y(−1) = 2; y
Ä√

2
ä
= −
√

2.

Vậy max
x∈D

f (x) = 2, min
x∈D

f (x) = −
√

2 hay max
x∈D

f (x) + min
x∈D

f (x) = 2−
√

2.

Chọn đáp án A �

Câu 8

Cho hàm số y = f (x) có bảng xét dấu đạo hàm như sau:

x

y′
−∞ −1 0 1 +∞

− − 0 + 0 −

Mệnh đề nào sau đây đúng?
A min

(−1;+∞)
f (x) = f (0). B max

(0;+∞)
f (x) = f (1).

C max
(−1;1]

f (x) = f (0). D min
(−∞;−1)

f (x) = f (−1).

Ê Lời giải.
Bổ sung vào bảng biến thiên trên ta có bảng biến thiên như sau:

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 0 1 +∞

− − 0 + 0 −

f (0)f (0)

f (1)f (1)

Từ bảng biến thiên suy ra max
(0;+∞)

f (x) = f (1).

Chọn đáp án B �

Câu 9

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R và có bảng biến thiên như hình bên dưới. Khẳng định
nào sau đây là đúng?
A Hàm số có hai điểm cực trị.
B Hàm số có giá trị nhỏ nhất bằng 0 và giá

trị lớn nhất bằng 1.
C Hàm số có giá trị cực đại bằng 0.
D Hàm số có đạt cực tiểu tại x = 0 và đạt

cực đại tại x = 1.

x
y′

y

−∞ −1 0 +∞
− 0 + −

+∞+∞

00

11

−∞−∞
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Ê Lời giải.
Quan sát bảng biến thiên, ta thấy hàm số đạt cực tiểu tại x = −1 và đạt cực đại tại x = 0.
Chọn đáp án A �

Câu 10

Trên khoảng (0; 1), hàm số y = x3 +
1
x

đạt giá trị nhỏ nhất tại x0 bằng

A 1
2

. B 1
4
√

3
. C 1

3
√

3
. D 1√

3
.

Ê Lời giải.
Áp dụng bất đẳng thức Cô-si ta có

x3 +
1
x
= x3 +

1
3x

+
1

3x
+

1
3x
≥ 4 4

…
x3 · 1

3x
· 1

3x
· 1

3x
=

4
4
√

27
.

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi x3 =
1

3x
⇔ x =

1
4
√

3
(vì x > 0).

Vậy min
x∈(0;1)

y =
4

4
√

27
⇔ x =

1
4
√

3
.

Chọn đáp án B �

Câu 11

Hàm số y = 4 sin x− 3 cos x có giá trị lớn nhất M, giá trị nhỏ nhất m là
A M = 7, m = 1. B M = 5, m = −5. C M = 1, m = −7. D M = 7, m = −7.

Ê Lời giải.
Ta có: y = 4 sin x− 3 cos x ⇔ 4 sin x− 3 cos x = y (1). Điều kiện để phương trình (1) có nghiệm là
a2 + b2 ≥ c2 ⇔ 42 + (−3)2 ≥ y2 ⇔ y2 ≤ 25⇔ −5 ≤ y ≤ 5.
Chọn đáp án B �

Câu 12

Cho hàm số y =
x−m2 + m

x + 1
. Tổng các giá trị của tham số m sao cho giá trị nhỏ nhất của hàm

số trên đoạn [0; 1] bằng −2 là
A 2. B −2. C 0. D 1.

Ê Lời giải.
Ta có y′ =

m2 −m + 1
(x + 1)2 > 0 với mọi x ∈ [0; 1]⇒ hàm số luôn đồng biến trên [0; 1]

⇒ giá trị nhỏ nhất của hàm số trên đoạn [0; 1] là y(0) = −2

⇔ m2 −m− 2 = 0⇔
ñ

m = −1
m = 2.

Tổng các giá trị của m để giá trị nhỏ nhất của hàm số trên đoạn [0; 1] bằng −2 là 1.
Chọn đáp án D �

Câu 13

Gọi T là tập hợp tất cả giá trị của tham số m để hàm số y =
mx + 1
x + m2 có giá trị lớn nhất trên
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đoạn [2; 3] bằng
5
6

. Tính tổng S của các phần tử trong T.

A S =
18
5

. B S =
17
5

. C S = 6. D S = 2.

Ê Lời giải.
Hàm số luôn xác định trên đoạn [2; 3].

Ta có y′ =
m3 − 1

(x + m2)2 và y(2) =
2m + 1
m2 + 2

; y(3) =
3m + 1
m2 + 3

.

Trường hợp 1: nếu y′ < 0, ∀x ∈ [2; 3] thì m < 1 và max
[2;3]

y = y(2) =
5
6
⇔ m = 2; m =

2
5

, do đó ta

được m =
2
5

.

Trường hợp 2: nếu y′ > 0, ∀x ∈ [2; 3] thì m > 1 và max
[2;3]

y = y(3) =
5
6
⇔ m = 3; m =

3
5

, do đó ta

được m = 3.

Vậy T =

ß
2
5

; 3
™

, do đó tổng các phần tử của T là S =
17
5

.

Chọn đáp án B �

Câu 14

Giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số y =
cos2 x− 5 cos x + 3

cos x− 6
là

A ymax =
1
5

; ymin = −9
7

. B ymax = 13; ymin = 4.

C ymax = 1; ymin = −9
7

. D ymax =
1
5

; ymin = −1.

Ê Lời giải.
Đặt t = cos x, t ∈ [−1; 1], bài toán trở thành tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số y =
t2 − 5t + 3

t− 6
trên đoạn [−1; 1].

Ta có y′ =
t2 − 12t + 27

(t− 6)2 ; y′ = 0⇔
ñ

t = 3
t = 9

Trên đoạn [−1; 1] thì t2 − 12t + 27 > 0⇒ y′ > 0 nên hàm số đồng biến.
Vậy giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số lần lượt là

maxy = y(1) =
1
5

; miny = y(−1) = −9
7

.

Chọn đáp án A �

Câu 15

Tìm giá trị nhỏ nhất m của hàm số y =
√

1 + x +
√

3− x−
√

1 + x ·
√

3− x trên tập xác định
của nó.

A m = 2
√

2− 1. B m =
4
5

. C m = 2
√

2− 2. D m =
9

10
.

Ê Lời giải.
Điều kiện −1 ≤ x ≤ 3.

Đặt t =
√

1 + x +
√

3− x, ta có
√

1 + x ·
√

3− x =
t2 − 4

2
.
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Ta có t′ =
1

2
√

1 + x
− 1

2
√

3− x
và t′ = 0⇔ x = 1.

Mà t(−1) = t(3) = 2, t(1) = 2
√

2 nên với x ∈ [−1; 3] thì t ∈ [2; 2
√

2].
Do đó, để tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số đã cho trên tập xác định của nó, ta tìm giá trị nhỏ nhất

của hàm số f (t) = t− t2 − 4
2

trên [2; 2
√

2].

Ta có f ′(t) = 1− t < 0, ∀t ∈ [2; 2
√

2] nên m = min
[−1;3]

y(x) = min
[2;2
√

2]
f (t) = f (2

√
2) = 2

√
2− 2.

Chọn đáp án C �

Câu 16

Cho hàm số f (x) có đạo hàm trên R và có đồ thị hàm số
y = f ′(x) như hình vẽ. Biết rằng f (−1) + f (2) = f (1) +
f (4), các điểm A(1; 0), B(−1; 0) thuộc đồ thị. Giá trị nhỏ
nhất và giá trị lớn nhất của f (x) trên đoạn [−1; 4] lần lượt
là

A f (1), f (−1). B f (0), f (2).
C f (−1), f (4). D f (1), f (4).

x

y

O−1 1 4

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị hàm số f ′(x) ta có bảng biến thiên sau

x

f ′(x)

f (x)

−1 1 4

0 − 0 +

f (−1)f (−1)

f (1)f (1)

f (4)f (4)

Suy ra min
x∈[−1;4]

f (x) = f (1).

Trên đoạn [1; 4] hàm số đồng biến nên f (1) < f (2).
Từ đó ta có f (4) = f (2)− f (1) + f (−1) > f (−1). Suy ra max

x∈[−1;4]
f (x) = f (4).

Chọn đáp án D �

Câu 17

Tìm m để bất phương trình x4 − 4x2 −m + 1 ≤ 0 có nghiệm thực.
A m ≥ −3. B m ≤ 1. C m ≥ 1. D m ≤ −3.

Ê Lời giải.
Bất phương trình⇔ m ≥ x4 − 4x2 + 1. Lập bảng biến thiên y = x4 − 4x2 + 1 trên R.
Ta có: y′ = 4x3 − 8x2 ⇒ y′ = 0 ⇔ñ

x = 0

x = ±
√

2.
Từ bảng biến thiên suy ra

m ≥ min
R

f (x) = −3

x

y′

y

−∞ −
√

2 0
√

2 +∞

− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

−3−3

11

−3−3

+∞+∞

TRƯỜNG THPT NGUYỄN TẤT THÀNH



3. GIÁ TRỊ LỚN NHẤT - NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐTrang 99

Chọn đáp án A �

Câu 18

Cho hàm số f (x) =
x−m
x + 1

, với m là tham số. Biết min
[0;3]

f (x) + max
[0;3]

f (x) = −2. Hãy chọn kết

luận đúng?
A m = 2. B m > 2. C m = −2. D m < −2.

Ê Lời giải.
Ta có f ′(x) =

1 + m
(x + 1)2

⇒ hàm số f (x) luôn đồng biến hoặc nghịch biến trên đoạn [0; 3]. Do đó hàm số f (x) đạt giá trị lớn
nhất và nhỏ nhất tại x = 0; x = 3 hoặc ngược lại. Khi đó

min
[0;3]

f (x) + max
[0;3]

f (x) = −2⇔ f (0) + f (3) = −2⇔ −m +
3−m

4
= −2⇔ m =

11
5

> 2.

Chọn đáp án B �

Câu 19

Tìm giá trị của tham số m để bất phương trình
x2 + 3x + 3

x + 1
≥ m nghiệm đúng với mọi x ∈

[0; 1].

A m ≤ 3. B m ≤ 7
2

. C m ≥ 7
2

. D m ≥ 3.

Ê Lời giải.

Để bất phương trình
x2 + 3x + 3

x + 1
≥ m nghiệm đúng với mọi x ∈ [0; 1] tương đương với min

[0;1]
f (x) ≥

m với f (x) =
x2 + 3x + 3

x + 1
.

Ta có f
′
(x) =

x2 + 2x
(x + 1)2 = 0⇔ x = 0 (nhận) hoặc x = −2 (loại).

f (0) = 3, f (1) =
7
2

. Suy ra min
[0;1]

f (x) = 3. Do đó 3 ≥ m.

Chọn đáp án A �

Câu 20

Cho a > 0. Giá trị nhỏ nhất của biểu thức P =
7(a2 + 9)

a
+

a
a2 + 9

bằng

A 251
3

. B 2
√

7. C 253
3

. D 253
6

.

Ê Lời giải.

Đặt t =
a2 + 9

a
, t ≥ 6.

Khi đó P = 7t +
1
t

. Xét hàm số f (t) = 7t +
1
t

có f ′(t) = 7− 1
t2 .

f ′(t) = 7− 1
t2 = 0⇔ t = ± 1√

7
(loại).

Bảng biến thiên
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t

f ′(t)

f (t)

6 +∞

+

f (6)f (6)
+∞+∞

Ta có min P = min
x∈[6;+∞)

f (t) = f (6) =
253
6

.

Chọn đáp án D �

Câu 21

Cho hai số thực x, y thay đổi thỏa mãn điều kiện x2 + y2 = 2. Gọi M, m lần lượt là giá trị lớn
nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức P = 2(x3 + y3)− 3xy. Giá trị của M + m bằng

A −4. B −1
2

. C −6. D 1− 4
√

2.

Ê Lời giải.
Ta có

P = 2(x + y)(x2 − xy + y2)− 3xy = 2(x + y)(2− xy)− 3xy.

Đặt t = x + y. Do x2 + y2 = 2⇒ xy =
t2 − 2

2
.

Khi đó P = 2t

Ç
2− t2 − 2

2

å
− 3 · t2 − 2

2
= −t3 − 3

2
t2 + 6t + 3.

Ta có (x + y)2 ≥ 4xy⇒ t2 ≥ 2(t2 − 2)⇒ −2 ≤ t ≤ 2.

Xét f (t) = −t3 − 3
2

t2 + 6t + 3, t ∈ [−2; 2].

Ta có f ′(t) = −3t2 − 3t + 6 = 0⇔
ñ

t = 1 ∈ [−2; 2]
t = −2 ∈ [−2; 2]

.

Ta có f (1) =
13
2

, f (2) = 1, f (−2) = −7.

Vậy min P = −7, max P =
13
2

. Khi đó M + m = −1
2

.

Chọn đáp án B �

Câu 22

M, m lần lượt là giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số y = cos x(1 + 2 cos 2x). Tìm
2M−m.

A 9. B
√

3
3

. C 6 +

√
3

9
. D 2

√
3

9
+ 3.

Ê Lời giải.
Với mọi x ∈ R, ta có y = cos x(1 + 2 cos 2x) = cos x + 2 cos x(2 cos2 x− 1) = 4 cos3 x− cos x.
Đặt t = cos x (t ∈ [−1; 1]), ta được: y = 4t3 − t.

Xét hàm số f (t) = 4t3 − t trên [−1; 1], ta có f ′(t) = 12t2 − 1; f ′(t) = 0⇔ t = ± 1
2
√

3
(nhận).

Ta có f (−1) = −3, f (1) = 3, f (− 1
2
√

3
) =

√
3

9
, f (

1
2
√

3
) = −

√
3

9
.

Suy ra max
R

y = max
[−1;1]

f (t) = f (1) = 3 và min
R

y = min
[−1;1]

f (t) = f (−1) = −3. Vậy 2M−m = 9.

Chọn đáp án A �
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Câu 23

Cho biểu thức P =
2xy

x2 + y2 với x, y khác 0. Giá trị nhỏ nhất của P bằng

A −2. B 0. C −1. D 1.

Ê Lời giải.
Ta có P + 1 =

2xy
x2 + y2 + 1 =

(x + y)2

x2 + y2 ≥ 0 nên P ≥ −1, dấu “= ”xảy ra khi và chỉ khi x = −y 6= 0.

Chọn đáp án C �

Câu 24

Tìm giá trị nhỏ nhất m của hàm số f (x) = 4x2 +
1
x
− 4 trên khoảng (0;+∞).

A m = −1. B m = −4. C m = 7. D m = −3.

Ê Lời giải.
Ta có f (x) = 4x2 +

1
x
− 4 = 4x2 +

1
2x

+
1

2x
− 4.

Áp dụng bất đẳng thức AM− GM, ta có f (x) ≥ 3 · 3

…
4x2 · 1

2x
· 1

2x
− 4 = −1. Đẳng thức xảy ra khi

4x2 =
1

2x
⇔ x3 =

1
8
⇔ x =

1
2

.
Vậy min

x∈(0;+∞)
f (x) = −1

Chọn đáp án A �

Câu 25

Gọi m và M lần lượt là giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất của hàm số y =
2x + 19

x2 + 16x + 68
. Tính

tích mM.
A mM = −0.20. B mM = −0.25. C mM = −0.15. D mM = −0.30.

Câu 26

Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số f (x) = cos2 2x− sin x cos x + 4 trên R.

A min
x∈R

f (x) =
7
2

. B min
x∈R

f (x) = 3. C min
x∈R

f (x) =
10
3

. D min
x∈R

f (x) =
16
5

.

Ê Lời giải.
Ta có f (x) = 1− sin2 2x− 1

2
sin 2x + 4 = − sin2 2x− 1

2
sin 2x + 5.

Đặt t = sin 2x ⇒ t ∈ [−1; 1].

Xét hàm số f (t) = −t2 − 1
2

t + 5⇒ f ′(t) = −2t− 1
2

.

Khi đó, f ′(t) = 0⇔ t = −1
4
∈ [−1; 1].

Mặt khác f (−1) =
9
2

, f (1) =
7
2

, f
Å
−1

4

ã
=

81
16

.

Vậy giá trị nhỏ nhất của hàm số bằng
7
2

khi sin 2x = 1⇔ x =
π

4
+ kπ, k ∈ Z.

Chọn đáp án A �
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Câu 27

Cho x, y là hai số thực không âm thỏa mãn x + y = 2. Gọi a, b lần lượt là giá trị nhỏ nhất, giá

trị lớn nhất của biểu thức P =
1
3

x3 + x2 + y2− x+ 1. Khi đó kết luận nào sau đây là đúng?

A a + b =
22
3

. B a + b =
10
3

. C a + b = 8. D a + b =
32
3

.

Ê Lời giải.
Từ x + y = 2 ta có y = 2− x và x ∈ [0; 2].

Khi đó P =
1
3

x3 + x2 + (2− x)2 − x + 1 =
1
3

x3 + 2x2 − 5x + 5 với x ∈ [0; 2].

Ta có P′ = x2 + 4x− 5, P′ = 0⇔
ñ

x = 1 (nhận)
x = −5 (loại).

Ta có


P(0) = 5

P(1) =
7
3

P(2) =
17
3

. Suy ra max
x∈[0;2]

P =
17
3

và min
x∈[0;2]

P =
7
3

. Suy ra a + b = 8.

Chọn đáp án C �

Câu 28

Cho các số thực x, y thỏa mãn x2 + 2xy + 3y2 = 4. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức P =
(x− y)2.

A max P = 8. B max P = 16. C max P = 12. D max P = 4.

Ê Lời giải.
Ta xét giá trị lớn nhất của biểu thức Q =

P
4
=

(x− y)2

x2 + 2xy + 3y2 .

Ì Nếu x = 0 thì Q =
1
3

. (1)

Ì Nếu x 6= 0 thì chia cả tử và mẫu cho x2, ta được

Q =
x2 − 2xy + y2

x2 + 2xy + 3y2 =
1− 2

y
x
+
(y

x

)2

1 + 2
y
x
+ 3

(y
x

)2

Đặt t =
y
x

, vậy ta được hàm f (t) =
t2 − 2t + 1

3t2 + 2t + 1
. Suy ra f ′(t) = 0 ⇔ 8t2 − 4t − 4 = 0 ⇔t = 1

t = −1
2

. Suy ra f (1) = 0, f
Å

1
2

ã
= 3. (2)

Từ (1) và (2) suy ra giá trị lớn nhất cần tìm của P là 12.
Chọn đáp án C �

Câu 29

Một người thợ muốn làm một chiếc thùng hình hộp chữ nhật có đáy là hình vuông và không
có nắp, biết thể tích của khối hộp là V = 2,16 m3. Giá nguyên liệu để làm bốn mặt bên là
36000 đồng/m2 và giá nguyên liệu để làm đáy là 90000 đồng/m2. Tính các kích thước của
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hình hộp để chi phí làm chiếc thùng đó là nhỏ nhất.
A Cạnh đáy là 1,2 m, chiều cao là 1,8 m. B Cạnh đáy là 1,5 m, chiều cao là 1,2 m.
C Cạnh đáy là 1,7 m, chiều cao là 1 m. D Cạnh đáy là 1 m, chiều cao là 1,7 m.

Ê Lời giải.
Gọi độ dài cạnh đáy là x m và chiều cao là h m.
Ta có, diện tích đáy là x2 ⇒
thể tích hình hộp là V = x2h = 2,16⇒ h =

2,16
x2 .

Diện tích mặt bên là xh =
2,16

x
.

Chi phí làm chiếc thùng là f (x) = 90x2 + 4 · 36 · 2,16
x

=

90x2 +
7776
25x

.

f ′(x) = 180x− 7776
25x2 = 0⇒ x = 1,2.

Ta có bảng biến thiên

x

f ′(x)

f (x)

0 1,2 +∞

− 0 +

+∞+∞ +∞+∞

Để chi phí làm chiếc thùng nhỏ nhất thì cạnh đáy là 1,2 m và chiều cao là h =
2,16
1,2

= 1,8 m.

Chọn đáp án A �

Câu 30

Cho ba số dương x, y, z theo thứ tự lập thành cấp số cộng. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức

P =

√
x2 + 8yz + 3√
(2y + z)2 + 6

.

A 5
2
√

2
. B 5√

10
. C 6√

10
. D 6√

15
.

Ê Lời giải.
x, y, z theo thứ tự lập thành cấp số cộng nên ta có x + z = 2y. Do đó

P =

√
x2 + 4(x + z)z + 3√

(x + 2z)2 + 6

=

√
x2 + 4xz + 4z2 + 3√

(x + 2z)2 + 6

=
|x + 2z|+ 3√
(x + 2z)2 + 6

=
t + 3√
t2 + 6

. (với t = |x + 2z|, ĐK: t ≥ 0)
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Xét hàm số f (t) =
t + 3√
t2 + 6

, t ∈ [0;+∞)

Ta có

f ′(t) =

√
t2 + 6− t(t + 3)√

t2 + 6
t2 + 6

=
t2 + 6− t2 − 3t

(
√

t2 + 6)3
=

6− 3t
(
√

t2 + 6)3
.

Bảng biến thiên

x

f ′(t)

f (t)

0 2 +∞

+ 0 −

5√
10
5√
10

Vậy max P = max
[0;+∞)

f (t) = f (2) =
5√
10

.

Chọn đáp án B �

——HẾT——
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BÀI TẬP TỰ LUYỆNDD

Bài 1

Giá trị nhỏ nhất của hàm số y =
2x + 1
1− x

trên đoạn [2; 3] bằng

A 3
4

. B −5. C −7
2

. D −3.

Ê Lời giải.

Ta có y′ =
3

(1− x)2 > 0, ∀x 6= 1, suy ra hàm số đồng biến trên [2; 3]. Do đó, giá trị nhỏ nhất của

hàm số trên [2; 3] là f (2) = −5.

Chọn đáp án B �

Bài 2

Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số y =
x2 − 4x
2x + 1

trên đoạn [0; 3].

A min
[0;3]

y = −4. B min
[0;3]

y = 0. C min
[0;3]

y = −1. D min
[0;3]

y = −3
7

.

Ê Lời giải.

Ta có y′ =
2x2 + 2x− 4

(2x + 1)2 , ∀x ∈ (0; 3) và y′ = 0⇔
ñ

x = 1 ∈ [0; 3]
x = −2 /∈ [0; 3].

Tính y(0) = 0, y(3) = −3
7

, y(1) = −1. Từ đó ta có min
[0;3]

y = −1.

Chọn đáp án C �

Bài 3

Tìm giá trị lớn nhất của hàm số f (x) = x3 − 3x2 − 9x + 10 trên đoạn [−2; 2].
A 5. B 17. C −15. D 15.

Ê Lời giải.

f ′(x) = 3x2 − 6x− 9.

f ′(x) = 0⇔ 3x2 − 6x− 9 = 0⇔
ñ

x = −1
x = 3.

f (−2) = 8, f (−1) = 15, f (2) = −12. Suy ra max
[−2;2]

f (x) = 15.

Chọn đáp án D �
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Bài 4

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình bên. Giá trị lớn nhất của
hàm số này trên đoạn [−1; 2] bằng

A 5. B 2.
C 1. D Không xác định.

x

y

O−2

−1

2
1

−1

1

5

Ê Lời giải.
Từ đồ thị ta thấy max

[−1;2]
f (x) = f (2) = 5.

Chọn đáp án A �

Bài 5

Tìm giá trị lớn nhất của hàm số y = x4 − 2x2 trên đoạn [0; 1].
A −1. B 0. C −2. D 1.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 4x3 − 4x. Do đó

y′ = 0⇔ 4x3 − 4x = 0⇔

x = 0 ∈ [0; 1]
x = 1 ∈ [0; 1]
x = −1 6∈ [0; 1].

Ta có y(0) = 0, y(1) = −1. Vậy giá trị lớn nhất của hàm số trên đoạn [0; 1] bằng 0.
Chọn đáp án B �

Bài 6

Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số y = x3 − 3x + 2 trên đoạn [0; 2].

Ê Lời giải.
Hàm số y = x3 − 3x + 2 liên tục trên đoạn [0; 2].

Ta có y′ = 3x2 − 3, y′ = 0⇔
ñ

x = −1 /∈ [0; 2]
x = 1 ∈ [0; 2].

Tính được y(0) = 2, y(1) = 0, y(2) = 4. Vậy max
[0;2]

y = 4 tại x = 2 và min
[0;2]

y = 0 tại x = 1. �

Bài 7

Tìm tham số m sao cho hàm số y =
mx + 1
x−m

có min
x∈[−1;2]

y = m + 2.

Ê Lời giải.
Tập xác định: D = R \ {m}.

Ta có y′ =
−m2 − 1
(x−m)2 < 0, ∀x ∈ D .
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Do đó hàm số luôn nghịch biến trên từng khoảng (−∞; m) và (m; +∞).
Để tồn tại giá trị nhỏ nhất trên [−1; 2] thì m ∈ (−∞;−1)∪ (2;+∞).
Khi đó

min
x∈[−1;2]

y = y(2) ⇔ 2m + 1
2−m

= m + 2

⇔ 2m + 1 = (m + 2)(2−m)
⇔ m2 + 2m− 3 = 0

⇔
ñ

m = 1 (loại)
m = −3.

Vậy m = −3 là giá trị cần tìm. �

Bài 8

Tìm giá trị lớn nhất M của hàm y = f (x) = x4 − 2x2 + 1 trên đoạn [0; 2] .
A M = 9. B M = 10. C M = 1. D M = 0.

Ê Lời giải.
Ta có f (x) xác định và liên tục trên [0; 2].
f ′(x) = 4x3 − 4x.

f ′(x) = 0⇔ 4x3 − 4x = 0⇔

x = 0
x = 1
x = −1 (loại).

Ta có f (0) = 1; f (1) = 0; f (2) = 9.
Vậy giá trị lớn nhất của hàm số trên đoạn [0; 2] là 9.
Chọn đáp án A �

Bài 9

Giá trị lớn nhất và giá trị của hàm số y = x3 + 3x2 − 9x + 1 trên đoạn [0; 3] lần lượt là M và
m. Tính M và m.

A M = 54 và m = 1. B M = 25 và m = 0.
C M = 28 và m = −4. D M = 36 và m = −5.

Ê Lời giải.

Ta có y′ = 3x2 + 6x− 9, y′ = 0⇔ 3x2 + 6x− 9 = 0⇔
ñ

x = 1
x = −3.

Có y(0) = 1, y(1) = −4, y(3) = 28. Vậy M = 28 và m = −4.
Chọn đáp án C �

Bài 10

Giá trị nhỏ nhất của hàm số f (x) = x3 + 3x trên đoạn [−1; 2] bằng
A 4. B −4. C 14. D −2.

Ê Lời giải.
Ta thấy f ′(x) = 3x2 + 3 > 0, ∀x ∈ [−1; 2]⇒ min

[−1;2]
f (x) = f (−1) = −4.

Chọn đáp án B �
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Bài 11

Cho hàm số y = f (x) xác định và liên tục trên R có đồ thị bên. Gọi
M và m lần lượt là giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số đã cho
trên đoạn [1; 3]. Giá trị của M + m bằng

A 4. B −6. C −2. D −4. x

y

O
2

−1

1

−2

3

−4

Ê Lời giải.
Ta có M = max

[1;3]
f (x) = f (2) = 0; m = min

[1;3]
f (x) = f (3) = −4.

nên M + m = 0 + (−4) = −4.
Chọn đáp án D �

Bài 12

Trên khoảng (0; 1) hàm số y = x3 +
1
x

đạt giá trị nhỏ nhất tại x0 bằng

A 1
3
√

3
. B 1

4
√

3
. C 1

2
. D 1√

3
.

Ê Lời giải.
Trên khoảng (0; 1), ta có f ′(x) = 3x2 − 1

x2 =
3x4 − 1

x2 và f ′(x) = 0⇔ x =
1

4
√

3
. Bảng biến thiên

x

f ′(x)

f (x)

0
1

4
√

3
1

− 0 +

+∞+∞

f
Å

1
4
√

3

ã
f
Å

1
4
√

3

ã +∞+∞

Do đó min
(0;1)

y = f
Å

1
4
√

3

ã
.

Chọn đáp án B �

Bài 13

Giá trị lớn nhất của hàm số y = −x3 + 3x + 1 trên khoảng (0;+∞) bằng
A 3. B 1. C −1. D 5.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = −3x2 + 3; y′ = 0⇔

ñ
x = 1
x = −1 (loại).

Bảng biến thiên
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x
y′

y

0 1 +∞
+ 0 −

11

33

−∞−∞

Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy max
(0;+∞)

y = 3.

Chọn đáp án A �

Bài 14

Kết luận nào sau đây là đúng về hàm số y =
√

x− x2?
A Hàm số có giá trị lớn nhất và có giá trị nhỏ nhất.
B Hàm số có giá trị nhỏ nhất và không có giá trị lớn nhất.
C Hàm số có giá trị lớn nhất và không có giá trị nhỏ nhất.
D Hàm số không có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất.

Ê Lời giải.
Hàm số y =

√
x− x2 có tập xác định D = [0; 1].

Với mọi x ∈ (0; 1), ta có y′ =
(x− x2)′

2
√

x− x2
=

1− 2x
2
√

x− x2
và y′ = 0 khi x =

1
2

.

Bảng biến thiên

x

y′

y

0
1
2

1

+ 0 −

00

1
2
1
2

00

Dựa vào bảng biến thiên ta có max
D

y =
1
2

tại x =
1
2

, min
D

y = 0 tại x = 0 hoặc x = 1.

Chọn đáp án A �

Bài 15

Giá trị lớn nhất của hàm số y = x− 1
x

trên (0; 3] bằng

A 28
9

. B 8
3

. C 0. D 2.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 1 +

1
x2 > 0, ∀x ∈ (0; 3]. Suy ra max

(0;3]
f (x) = f (3) =

8
3

.

Chọn đáp án B �

Bài 16

Cho hàm số f (x) = x4 − 2ax + 4a− 7, có giá trị nhỏ nhất là m. Hỏi có tất cả bao nhiêu giá trị
nguyên dương mà m có thể nhận?
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A 11. B 8. C 9. D 10.

Ê Lời giải.
Ta có: m ≤ f (x), ∀x ∈ R.
Suy ra m ≤ f (2) = 9. Suy ra các giá trị nguyên dương của m thỏa 1 ≤ m ≤ 9.
Có 9 giá trị.
Chọn đáp án D �

Bài 17

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên của hàm số y = f ′(x) như hình bên dưới.

x

f ′(x)

−∞ −3 0 +∞

+∞+∞

00

22

−∞−∞

Bất phương trình f (x) ≥
√

x2 + 91 + m đúng với mọi x ∈ (−3; 0) khi và chỉ khi
A m ∈

(
f (−3)− 10; f (−3)− 91

)
. B m ∈

Ä
f (0)−

√
91; f (0)− 9

ä
.

C m ∈
(
−∞; f (−3)− 10

]
. D m ∈

(
f (0)− 9; f (0)

)
.

Ê Lời giải.
Ta có f (x)−

√
x2 + 91 ≥ m.

Xét g(x) = f (x)−
√

x2 + 91 có g′(x) = f ′(x)− x√
x2 + 91

.

Dựa vào bảng biến thiên của hàm số y = f ′(x) ta thấy f ′(x) > 0 ∀x ∈ (−3; 0).
Suy ra g′(x) = f ′(x)− x√

x2 + 91
> 0 ∀x ∈ (−3; 0).

Do đó hàm số y = g(x) đồng biến trong khoảng (−3; 0).
Vậy bất phương trình f (x) ≥

√
x2 + 91 + m đúng với mọi x ∈ (−3; 0) khi và chỉ khi

m ≤ min
x∈(−3;0)

g(x) = g(−3) = f (−3)− 10

hay m ∈
(
−∞; f (−3)− 10

]
.

Chọn đáp án C �

Bài 18

Tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để phương trình

(cos x + 1) (cos 2x−m cos x) = m sin2 x

có đúng hai nghiệm x ∈
ï
0;

2π

3

ò
là (a; b]. Giá trị của a + b là

A −1. B 5
2

. C −3
2

. D 0.

Ê Lời giải.
Ta có (cos x + 1) (cos 2x−m cos x) = m sin2 x ⇔ (cos x + 1) (cos 2x−m cos x) = m(1− cos2 x)

⇔ (cos x + 1) (cos 2x−m) = 0⇔
ñ

cos x = −1
cos 2x = m.
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Phương trình cos x = −1⇔ x = π + k2π không cho ta nghiệm nào thuộc x ∈
ï
0;

2π

3

ò
.

Do đó yêu cầu bài toán tương đương với phương trình cos 2x = m có hai nghiệm x ∈
ï
0;

2π

3

ò
.

Xét hàm số y = cos 2x trên
ï
0;

2π

3

ò
.

Đạo hàm y′ = −2 sin 2x; y′ = 0⇔ x = k
π

2
⇒ x =

π

2
∈
ï
0;

2π

3

ò
.

Bảng biến thiên:

x

y′

y

0
π

2
2π

3
− 0 +

11

−1−1

−1
2
−1

2

Khi x ∈
ï
0;

2π

3

ò
thì m ∈ [−1; 1].

Với m = −1 hoặc −1
2
< m ≤ 1 thì cho ta một nghiệm x.

Với −1 < m ≤ −1
2

cho ta hai nghiệm x ∈
ï
0;

2π

3

ò
nên m ∈

Å
−1;−1

2

ò
.

Vậy a = −1, b = −1
2

nên a + b = −3
2

.

Chọn đáp án C �

Bài 19

Cho hàm số y = x +
√

1− x2. Tìm tất cả các giá trị của tham số m để bất phương trình
f (x) ≥ m nghiệm đúng với mọi x ∈ [−1; 1].
A m ≥

√
2. B m ≤ −1. C −1 ≤ m ≤

√
2. D m > −1.

Ê Lời giải.
Xét hàm số y = x +

√
1− x2 trên [−1; 1].

Ta có y′ = 1− x√
1− x2

(x 6= ±1); y′ = 0⇔ x =

√
2

2
.

Bảng biến thiên:

x

y′

y

−1
√

2
2

1

+ 0 −

−1−1

√
2
√

2

11

Dựa vào bảng biến thiên ta thấy f (x) ≥ m đúng với mọi x ∈ [−1; 1] khi và chỉ khi m ≤ min
x∈[−1;1]

f (x) =

−1.
Chọn đáp án B �

——HẾT——
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§4. ĐƯỜNG TIỆM CẬN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐ

LÝ THUYẾT CẦN NHỚAA

1. Đường tiệm cận ngang

Định nghĩa 4.1. Cho hàm số y = f (x) xác định trên một khoảng vô hạn (a;+∞), (−∞; b)
hoặc (−∞;+∞). Đường thẳng y = y0 là TCN của đồ thị hàm số y = f (x) nếu lim

x→−∞
f (x) =

y0 hoặc lim
x→+∞

f (x) = y0.

� Hình vẽ về tiệm cận ngang của đồ thị hàm số

x

y

O

Không có TCN

x

y

O

y = 11

Có TCN y = 1

x

y

O

y = −2

y = 2

2

−2

Có TCN y = 2, y = −2

� Các bước tìm TCN:

¬ Tính lim
x→+∞

f (x) và lim
x→−∞

f (x).

 Xem ở "vị trí" nào ra kết quả hữu hạn thì ta kết luận có tiệm cận ngang ở "vị trí" đó.

2. Đường tiệm cận đứng

Định nghĩa 4.2. Đường thẳng x = x0 là TCĐ của đồ thị hàm số y = f (x) nếu lim
x→x−0

f (x) =

∞ hoặc lim
x→x+0

f (x) = ∞.

� Hình vẽ về tiệm cận đứng của đồ thị hàm số

x

y

O

Không có TCĐ

x

y

O 1

Có TCĐ x = 1

x

y

O
1−1

Có TCĐ x = −1 và x = 1

� Các bước tìm TCĐ

¬ Tìm nghiệm của mẫu, giả sử nghiệm đó là x = x0.

 Tính giới hạn một bên tại x0. Nếu xảy ra lim
x→x−0

f (x) = ∞ hoặc lim
x→x+0

f (x) = ∞ thì ta kết

luận x = x0 là đường tiệm cận đứng.

TRƯỜNG THPT NGUYỄN TẤT THÀNH
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SỬ DỤNG MÁY TÍNH CASIO

¬ Sử dụng máy tính cầm tay để tìm tiệm cận ngang: Nhập biểu thức f (x).

¬ Bấm CACL X = 108 để kiểm tra khi x → +∞.

 Bấm CACL X = −108 để kiểm tra khi x → −∞.

 Sử dụng máy tính cầm tay để tìm tiệm cận đứng: Nhập biểu thức f (x).

¬ Bấm CACL X = x0 − 0.000001 để kiểm tra khi x → x−0 .

 Bấm CACL X = x0 + 0.000001 để kiểm tra khi x → x+0 .

CÁC DẠNG TOÁN THƯỜNG GẶPBB

1Dạng Tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y = f (x).

Thực hiện theo lý thuyết đã nêu trên. Chú ý các vấn đề thường gặp sau:

� Tính giới hạn của hàm số dạng phân thức
anxn + an−1xn−1 + · · ·

bmxm + am−1xm−1 + · · · khi x → ±∞ để xác định

TCN, ta thường gặp:

¬ bậc tử < bậc mẫu thì kết quả bằng 0.

 bậc tử = bậc mẫu thì kết quả bằng
an

bm
.

® bậc tử > bậc mẫu thì kết quả bằng ∞. Lúc này đồ thị không có đường TCN.

� Khi tìm TCĐ, trước tiên ta tìm nghiệm của mẫu. Chú ý:

¬ Những nghiệm "đơn" không thỏa tử đều nhận.

 Những nghiệm "đơn" thỏa tử đều bị loại.

� Đồ thị hàm số y =
ax + b
cx + d

luôn có TCĐ x = −d
c

và TCN: y =
a
c

.

Ví dụ 1

Đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y =
2x− 4
x + 2

là

A y = 2. B x = 2. C x = −2. D y = −2.

Ê Lời giải.

lim
x→−∞

2x− 4
x + 2

= 2 và lim
x→+∞

2x− 4
x + 2

= 2 nên hàm số có tiệm cận ngang là y = 2.

Chọn đáp án A �
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Ví dụ 2

Tìm tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y =
2x + 1
1− x

.

A y = −2. B x = −2. C y = 2. D x = 1.

Ê Lời giải.
Ta có lim

x→±∞

2x + 1
−x + 1

= −2.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 3

Hàm số nào có đồ thị nhận đường thẳng x = 2 làm đường tiệm cận đứng?

A y = x− 2 +
1

x + 1
. B y =

1
x + 1

.

C y =
2

x + 2
. D y =

5x
2− x

.

Ê Lời giải.
Xét hàm số y =

5x
2− x

Ta có lim
x→2+

5x = 10 > 0; lim
x→2+

(2− x) và x− 2 < 0 khi x > 2 suy ra lim
x→2+

5x
2− x

= −∞.

Vậy đồ thị hàm số y =
5x

2− x
nhận đường thẳng x = 2 làm tiệm cận đứng.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 4

Đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y =
3x + 1
x− 2

là đường thẳng

A x = −2. B x = 2. C y = 3. D y = −1
2

.

Ê Lời giải.
Ta có: lim

x→2+

3x + 1
x− 2

= +∞.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 5

Đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y =
x + 1

x2 + 4x− 5
có phương trình là

A x = −1. B y = 1; y = −5. C x = 1; x = −5. D x = ±5.

Ê Lời giải.
Ta có lim

x→1+
y = +∞, lim

x→1−
y = −∞, lim

x→5+
y = +∞, lim

x→5−
y = −∞.
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Vậy đồ thị hàm số có hai đường tiệm cận đứng là x = 1 và x = −5.
Chọn đáp án C �

Ví dụ 6

Số đường tiệm cận của đồ thị hàm số y =
3

x− 2
là

A 1. B 2. C 0. D 3.

Ê Lời giải.
Tiệm cận đứng x = 2.
Tiệm cận ngang y = 0.
Chọn đáp án B �

Ví dụ 7

Tìm số đường tiệm cận của đồ thị hàm số y =
x2 − 3x + 2

x2 − 4
.

A 1. B 0. C 2. D 3.

Ê Lời giải.
Tập xác định: D = R\{±2}.
Ta có lim

x→±∞
y = 1⇒ đồ thị hàm số có 1 tiệm cận ngang là y = 1.

Ta lại có lim
x→2

y = lim
x→2

x− 1
x + 2

=
1
4

và lim
x→−2+

y = lim
x→−2+

x− 1
x + 2

= −∞ nên đồ thị hàm số có 1 tiệm cận

đứng là x = −2.
Vậy đồ thị hàm số đã cho có 2 đường tiệm cận.
Chọn đáp án C �

Ví dụ 8

Tìm toạ độ giao điểm I của hai đường tiệm cận của đồ thị hàm số y =
2x− 1
2− 3x

.

A I
Å

2
3

; 1
ã

. B I
Å

2
3

;−2
3

ã
. C I

Å
3
2

;−2
3

ã
. D I

Å
−2

3
;

2
3

ã
.

Ê Lời giải.
Đường tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị hàm số lần lượt là x =

2
3

và y = −2
3

. Nên giao

điểm I có tọa độ
Å

2
3

;−2
3

ã
.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 9

Cho hàm số y =
1− 2x
x + 3

có đồ thị (C). Mệnh đề nào dưới đây sai?
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A Tâm đối xứng của đồ thị (C) là điểm I(3; 2).
B Điểm P(−3; 2017) thuộc đường tiệm cận đứng của đồ thị (C).
C Đường thẳng y = −2 là tiệm cận ngang của (C).
D Đường thẳng x = −3 là tiệm cận đứng của (C).

Ê Lời giải.

Ta có: Tâm đối xứng của đô thị hàm số y =
1− 2x
x + 3

là I(−3;−2).

Chọn đáp án A �

Ví dụ 10

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị là đường cong (C) và các giới hạn lim
x→2+

f (x) = 1, lim
x→2−

f (x) = 1,

lim
x→+∞

f (x) = 2, lim
x→−∞

f (x) = 2. Hỏi mệnh đề nào sau đây đúng?

A Đường thẳng y = 2 là tiệm cận ngang của (C).
B Đường thẳng y = 1 là tiệm cận ngang của (C).
C Đường thẳng x = 2 là tiệm cận ngang của (C).
D Đường thẳng x = 2 là tiệm cận đứng của (C).

Ê Lời giải.

Ta có lim
x→+∞

f (x) = 2, lim
x→−∞

f (x) = 2⇒ y = 2 là tiệm cận ngang của (C).

Chọn đáp án A �

Ví dụ 11

(Quốc Gia - 2018) Số tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y =

√
x + 9− 3
x2 + x

là

A 3. B 2. C 0. D 1.

Ê Lời giải.

Tập xác định D = [−9;+∞) \ {−1; 0}.

Ta có


lim

x→−1+

√
x + 9− 3
x2 + x

= +∞

lim
x→−1−

√
x + 9− 3
x2 + x

= −∞
⇒ x = −1 là tiệm cận đứng.

Ngoài ra lim
x→0

√
x + 9− 3
x2 + x

=
1
6

nên x = 0 không thể là một tiệm cận được.

Chọn đáp án D �
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Ví dụ 12

Đồ thị hàm số y =
√

4x2 + 4x + 3−
√

4x2 + 1 có bao nhiêu đường tiệm cận ngang?
A 2. B 0. C 1 . D 3 .

Ê Lời giải.

Ta có
√

4x2 + 4x + 3−
√

4x2 + 1 =
4x2 + 4x + 3− (4x2 + 1)√
4x2 + 4x + 3 +

√
4x2 + 1

=
4x + 2√

4x2 + 4x + 3 +
√

4x2 + 1
.

Từ đó suy ra lim
x→+∞

y = 1; lim
x→−∞

y = −1, do đó đồ thị hàm số y =
√

4x2 + 4x + 3−
√

4x2 + 1 có 2

đường tiệm cận ngang.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 13

Hai đường tiệm cận của đồ thị hàm số y =
3x + 1
x− 4

cắt hai trục tọa độ tại các điểm A, B. Bán

kính R của đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB là

A R = 4. B R = 5. C R =
5
2

. D R = 3.

Ê Lời giải.

Đồ thị hàm số y =
3x + 1
x− 4

có hai đường tiệm cận là d1 : x = 4 và d2 : y = 3.

Giả sử d1 ∩Ox = A⇒ A(4; 0), d2 ∩Oy = B⇒ B(0; 3).
Ta có tam giác OAB vuông tại O nên độ dài bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác bằng một nửa

cạnh huyền, dó đó : R =
AB
2

=

√
42 + 32

2
=

5
2

.

Chọn đáp án C �

2Dạng Xác định TCN và TCĐ khi biết bảng biến thiên hàm số y = f (x)

� Nhìn "vị trí" ±∞ để xác định đường TCN.

¬ Nếu "vị trí" nào ra kết quả hữu hạn thì vị trí đó có TCN.

 Nếu "vị trí" nào không tồn tại hoặc ra kết quả ∞ thì "vị trí" đó không có TCN.

� Nhìn "vị trí có hai gạch sọc" để xác định TCĐ.

¬ Nếu "vị trí" nào xuất hiện ∞ thì vị trí đó là TCĐ.

 Nếu "vị trí" nào không xuất hiện ∞ ở cả hai bên (giới hạn trái và giới hạn phải) thì vị trí
đó không là TCĐ.

Ví dụ 1

Cho hàm số y = f (x) xác định trên R\ {0} , liên tục trên mỗi khoảng xác định và có bảng
biến thiên như hình bên. Chọn khẳng định đúng.
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x

y′

y

−∞ 0 1 +∞

− + 0 −
+∞+∞

−1 −∞

22

−∞−∞

A Đồ thị hàm số có đúng một tiệm cận ngang.
B Đồ thị hàm số có hai tiệm cận ngang.
C Đồ thị hàm số có đúng một tiệm cận đứng.
D Đồ thị hàm số không có tiệm đứng và tiệm cận ngang.

Ê Lời giải.

Do lim
x→+∞

y = −∞ và lim
x→−∞

y = +∞ nên đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang.

Do lim
x→0+

y = +∞ suy ra x = 0 là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 2

Cho bảng biến thiên của hàm số y = f (x) như sau. Đồ thị của hàm số đã cho có tổng số bao
nhiêu đường tiệm cận đứng và tiệm cận ngang?

x

y

−∞ −1
2 +∞

−∞−∞

+∞ +∞

33

A 3. B 1. C 0. D 2.

Ê Lời giải.

Đồ thị hàm số có một đường tiệm cận đứng là đường thẳng x = −1
2

và có một đường tiệm cận

ngang là đường thẳng y = 3.
Vậy đồ thị hàm số đã cho có tổng số 2 đường tiệm cận đứng và ngang.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 3

Cho hàm số y = f (x) xác định trên R \ {±1} liên tục trên mỗi khoảng xác định và có bảng
biến thiên như hình vẽ. Số đường tiệm cận của đồ thị hàm số là
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x

y′

y

−∞ −1 0 1 +∞

− − 0 + +

−2−2

−∞

+∞

11

+∞

−∞

−2−2

A 1. B 2. C 3. D 4.

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên ta có:

lim
x→−1±

f (x) = ±∞. lim
x→1±

f (x) = ∓∞.

Do đó x = 1 và x = −1 là các đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số.
Lại có lim

x→±∞
f (x) = −2. Do đó y = −2 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số.

Vậy đồ thị hàm số có 3 đường tiệm cận.
Chọn đáp án C �

Ví dụ 4

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như hình vẽ dưới đây. Đồ thị hàm số y = f (x) có bao
nhiêu đường tiệm cận?

x

y′

y

−∞ −2 0 2 +∞

+ − 0 +

−2−2

3 +∞

−2−2

+∞

A 4. B 2. C 3. D 1.

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên ta có:

Ì lim
x→−∞

y = −2.

Ì lim
x→−2+

y = +∞.

Ì lim
x→2−

y = +∞.

Vậy đồ thị hàm số có ba đường tiệm cận.
Chọn đáp án C �

3Dạng Một số bài toán biện luận theo tham số m
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Ví dụ 1

Tìm tất cả các giá trị của m để đồ thị hàm số y =
mx + 2
x− 5

có đường tiệm cận ngang đi qua

điểm A(1; 3).
A m = −3. B m = 1. C m = −1. D m = 3.

Ê Lời giải.
Tiệm cận ngang y = m đi qua điểm A(1; 3) nên m = 3.
Chọn đáp án D �

Ví dụ 2

Cho hàm số y =
ax + 1
bx− 2

, xác định a và b để đồ thị của hàm số trên nhận đường thẳng x = 1

làm tiệm cận đứng và đường thẳng y =
1
2

làm tiệm cận ngang.

A
®

a = −1
b = −2

. B
®

a = 1
b = 2

. C
®

a = 2
b = 2

. D
®

a = 2
b = −2

.

Ê Lời giải.

Yêu cầu bài toán⇔


a
b
=

1
2

2
b
= 1

⇔
®

b = 2
a = 1

.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 3

Tìm giá trị của m để đồ thị hàm số y =
2x2 − 5x + m

x−m
có tiệm cận đứng.

A
ñ

m = 0
m = 2

. B m 6= 0. C m 6= 2. D
®

m 6= 0
m 6= 2

.

Ê Lời giải.
Ta có x−m = 0⇔ x = m.

Để đồ thị hàm số có tiệm cận đứng thì 2(m)2 − 5(m) + m 6= 0⇔ 2m2 − 4m 6= 0⇔
®

m 6= 0
m 6= 2

.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 4

Biết rằng hai đường tiệm cận của đồ thị hàm số y =
2x + 1
x−m

(với m là tham số) tạo với hai trục

tọa độ một hình chữ nhật có diện tích bằng 2. Giá trị của m là
A m = ±2. B m = −1. C m = 2. D m = ±1.
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Ê Lời giải.
Điều kiện m 6= −1

2
.

Ta có lim
x→+∞

2x + 1
x−m

= 2 và lim
x→−∞

2x + 1
x−m

= 2⇒ y = 2 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số.

Ì Xét m > −1
2

, ta có lim
x→m+

2x + 1
x−m

= +∞, lim
x→m−

2x + 1
x−m

= −∞ ⇒ x = m là tiệm cận đứng của

đồ thị hàm số.

Ì Xét m < −1
2

, ta có lim
x→m+

2x + 1
x−m

= −∞, lim
x→m−

2x + 1
x−m

= +∞ ⇒ x = m là tiệm cận đứng của

đồ thị hàm số.

Diện tích hình chữ nhật là |2m| = 2⇒ m = ±1 (thỏa mãn).
Chọn đáp án D �

Ví dụ 5

Tìm tất cả các điểm trên đồ thị hàm số y =
x + 1
x− 2

sao cho tổng khoảng cách từ điểm đó đến

hai đường tiệm cận là nhỏ nhất.
A
Ä

2 +
√

3; 1 +
√

3
ä

và
Ä

2−
√

3; 1−
√

3
ä

. B
Ä

1 +
√

3; 2−
√

3
ä

và
Ä

1−
√

3; 2 +
√

3
ä

.

C
Ä

1 +
√

3; 2 +
√

3
ä

và
Ä

1−
√

3; 2−
√

3
ä

. D
Ä

2 +
√

3; 1−
√

3
ä

và
Ä

2−
√

3; 1 +
√

3
ä

.

Ê Lời giải.
Xét M0

Å
x0;

x0 + 1
x0 − 2

ã
thuộc đồ thị hàm số.

Hai đường tiệm cận của đồ thị hàm số là x = 2 (TCĐ) và y = 1 (TCN).
Tổng khoảng cách từ M0 đến hai đường tiệm cận là

|x0 − 2|+
∣∣∣∣x0 + 1
x0 − 2

− 1
∣∣∣∣ = |x0 − 2|+ 3

|x0 − 2| ≥ 2
√

3.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi

|x0 − 2| = 3
|x0 − 2| ⇔ |x0 − 2| =

√
3⇔

[
x0 = 2 +

√
3

x0 = 2−
√

3
⇒
[

y0 = 1 +
√

3

y0 = 1−
√

3.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 6

Tìm tất cả các giá trị của tham số thực m để đồ thị hàm số y =
x− 2

x2 −mx + 1
có đúng 3 đường

tiệm cận.

A


m > 2

m 6= 5
2

m < −2

. B


m > 2m < −2

m 6= −5
2

. C
ñ

m > 2
m < −2

. D −2 < m < 2.
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Ê Lời giải.
ĐKXĐ : x2 −mx + 1 6= 0

Ta có lim
x→±∞

y = lim
x→±∞

x− 2
x2 −mx + 1

= 0⇒ y = 0 là tiệm cận ngang.

Do đó đồ thị hàm số y =
x− 2

x2 −mx + 1
có đúng 3 đường tiệm cận khi và chỉ khi phương trình

x2 −mx + 1 = 0 có hai nghiệm phân biệt khác 2.

⇔
®

∆ = m2 − 4 > 0

22 − 2m + 1 6= 0
⇔


ñ

m > 2
m < −2

m 6= 5
2

.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 7

Hỏi có bao nhiêu cặp số nguyên dương (a; b) để hàm số y =
2x− a
4x− b

có đồ thị trên (1;+∞) như hình vẽ bên?

A 1. B 4. C 2. D 3.

O x

y

1

Ê Lời giải.
Ta có, y′ =

4a− 2b
(4x− b)2 và đường tiệm cận đứng x =

b
4

.

Yêu cầu bài toán tương đương



y′ < 0
b
4
< 1

a > 0, b > 0
a, b ∈ Z

⇔


2a− b < 0
b < 4
a > 0, b > 0
a, b ∈ Z

⇔
®

0 < 2a < b < 4
a, b ∈ Z

⇔
®

a = 1
b = 3.

Chọn đáp án A �
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BÀI TẬP RÈN LUYỆNCC
Câu 1

Phương trình đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y =
x− 3
x− 1

là

A y = 5. B y = 0. C x = 1. D y = 1.

Ê Lời giải.

Ta có lim
x→±∞

x− 3
x− 1

= lim
x→±∞

1− 3
x

1− 1
x

= 1, nên đường thẳng y = 1 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số

đã cho.
Chọn đáp án D �

Câu 2

Cho hàm số y =
x + 1

2x− 2
. Khẳng định nào sau đây đúng?

A Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng là x =
1
2

.

B Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là y = −1
2

.

C Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là y =
1
2

.

D Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng là x = 2.

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số y =

x + 1
2x− 2

có tiệm cận đứng x = 1 và tiệm cận ngang y =
1
2

.

Chọn đáp án C �

Câu 3

Số đường tiệm cận đứng và ngang của đồ thị hàm số y =
3x + 1
x2 − 4

là

A 2. B 1. C 4. D 3.

Ê Lời giải.
Ta có D = R \ {±2}.
lim

x→2+
y = +∞; lim

x→2−
y = −∞⇒ x = 2 là đường tiệm cận đứng.

lim
x→(−2)+

y = +∞; lim
x→(−2)−

y = −∞⇒ x = −2 là đường tiệm cận đứng.

lim
x→+∞

y = 0; lim
x→−∞

y = 0⇒ y = 0 là đường tiệm cận ngang.

Vậy đồ thị hàm số đã cho có 3 đường tiệm cận.
Chọn đáp án D �

Câu 4

Đường thẳng y = 2 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số nào sau đây?

A y =
2x2 + 1
2− x

. B y =
x2 + 2x + 1

1 + x
. C y =

x + 1
1− 2x

. D y =
2x− 2
x + 2

.
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Ê Lời giải.
Ta có lim

x→+∞

2x− 2
x + 2

= 2 và lim
x→−∞

2x− 2
x + 2

= 2 ⇒ đường thẳng y = 2 là đường tiệm cận ngang của

đồ thị hàm số y =
2x− 2
x + 2

.

Chọn đáp án D �

Câu 5

Cho hàm số y = f (x) có lim
x→−∞

f (x) = −2 và lim
x→+∞

f (x) = 2. Khẳng định nào sau đây

đúng?
A Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận ngang.
B Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận ngang.
C Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là hai đường thẳng x = −2 và x = 2.
D Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là hai đường thẳng y = −2 và y = 2.

Ê Lời giải.
lim

x→−∞
f (x) = −2 nên y = −2 là tiệm cận ngang.

lim
x→+∞

f (x) = 2 nên y = 2 là tiệm cận ngang.

Chọn đáp án D �

Câu 6

Cho hàm số y = f (x) có tập xác định là R và lim
x→−∞

f (x) = y0, lim
x→+∞

f (x) = −∞. Tìm kết luận

đúng trong các kết luận sau.
A Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng là đường thẳng x = y0.
B Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là đường thẳng y = y0.
C Đồ thị hàm số không có tiệm cận.
D Đồ thị hàm số có cả tiệm cận đứng, tiệm cận ngang.

Ê Lời giải.
Do lim

x→−∞
f (x) = y0 nên đồ thị hàm số nhận đường thẳng y = y0 làm tiệm cận ngang.

Do hàm số có tập xác định là R nên không tồn tại giá trị x0 làm cho lim
x→(x0)±

f (x) = ±∞, vậy đồ thị

hàm số không có tiệm cận đứng.
Chọn đáp án B �

Câu 7

Cho hàm số y =
2017
x− 2

có đồ thị (H). Số đường tiệm cận của (H) là

A 0. B 2. C 3. D 4.

Ê Lời giải.
Đồ thị (H) có tiệm cận đứng là x = 2, tiệm cận ngang là y = 0.
Vậy số đường tiệm cận của (H) là 2.
Chọn đáp án B �
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Câu 8

Cho đồ thị (C) : y =
x− 3
x + 2

có hai đường tiệm cận cắt nhau tại I. Tính độ dài đoạn thẳng OI

(với O là gốc tọa độ).
A OI =

√
3. B OI =

√
2. C OI = 1. D OI =

√
5.

Ê Lời giải.
Ta có tiệm cận đứng của đồ thị (C) là x = −2 và tiệm cận ngang là y = 1. Do đó I(−2; 1) là giao
điểm của hai đường tiệm cận của đồ thị (C).
Ta có OI =

√
(−2− 0)2 + (1− 0)2 =

√
5.

Chọn đáp án D �

Câu 9

Số đường tiệm cận (đứng và ngang) của đồ thị hàm số y =
1
x2 là bao nhiêu?

A 0. B 1. C 2. D 3.

Ê Lời giải.
Ta có lim

x→0+

1
x2 = lim

x→0−

1
x2 = +∞ nên đồ thị hàm số nhận đường thẳng x = 0 làm tiệm cận đứng.

Lại có lim
x→±∞

1
x2 = 0 nên đồ thị hàm số nhận đường thẳng y = 0 làm tiệm cận ngang.

Vậy đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận.
Chọn đáp án C �

Câu 10

Tìm số tiệm cận đứng và ngang của đồ thị hàm số y =
x + 1

x2 − 3x + 2
.

A 3. B 2. C 1. D 0.

Ê Lời giải.
Tập xác định của hàm số là D = R \ {1; 2}.

Ta có lim
x→+∞

x + 1
x2 − 3x + 2

= lim
x→+∞

1
x
+

1
x2

1− 3
x
+

2
x2

= 0; lim
x→−∞

x + 1
x2 − 3x + 2

= lim
x→−∞

1
x
+

1
x2

1− 3
x
+

2
x2

= 0 nên

y = 0 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số.

Ta có lim
x→1+

x + 1
x2 − 3x + 2

= −∞; lim
x→1−

x + 1
x2 − 3x + 2

= +∞ nên x = 1 là tiệm cận đứng của đồ thị hàm

số.
Ta có lim

x→2+

x + 1
x2 − 3x + 2

= +∞; lim
x→2−

x + 1
x2 − 3x + 2

= −∞ nên x = 2 là tiệm cận đứng của đồ thị hàm

số.
Vậy hàm số có 3 tiệm cận đứng và ngang.
Chọn đáp án A �

Câu 11

Đồ thị hàm số y =
x2 + 2x− 3

x2 − 1
có đường tiệm cận ngang là
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A y = 2. B y = ±2. C y = 1. D y = ±1.

Ê Lời giải.
Hàm số có tập xác định D = R \ {±1}.

Ta có lim
x→−∞

y = 1 và lim
x→+∞

y = 1. Do đó đồ thị hàm số y =
x2 + 2x− 3

x2 − 1
có đường tiệm cận ngang

là y = 1.
Chọn đáp án C �

Câu 12

Đồ thị hàm số y =
x− 1
|x|+ 1

có bao nhiêu đường tiệm cận (đứng và ngang)?

A 1. B 2. C 0. D 3.

Ê Lời giải.
Dễ thấy đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận đứng. Ta có

lim
x→+∞

y = lim
x→+∞

x− 1
x + 1

= 1,

lim
x→−∞

y = lim
x→−∞

x− 1
1− x

= −1.

Vậy hàm số đã cho có hai đường tiệm cận.
Chọn đáp án B �

Câu 13

Đồ thị hàm số f (x) =
1√

x2 − 4x−
√

x2 − 3x
có bao nhiêu đường tiệm cận ngang?

A 3. B 1. C 4. D 2.

Ê Lời giải.
Hàm số đã cho có tập xác định là D = (−∞; 0)∪ [4;+∞).

Ta có f (x) =
1√

x2 − 4x−
√

x2 − 3x
=

√
x2 − 4x +

√
x2 − 3x

−x
=

|x|
Ç…

1− 4
x
+

…
1− 3

x

å
−x

.

Do đó

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

Ç
−
…

1− 4
x
−
…

1− 3
x

å
= −2;

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

Ç…
1− 4

x
+

…
1− 3

x

å
= 2.

Vậy đồ thị hàm số đã cho có 2 đường tiệm cận ngang.
Chọn đáp án D �

Câu 14

Cho hàm số y =
x + 2

x
có đồ thị (C). Gọi d là tích khoảng cách từ một điểm bất kì trên (C)

đến các đường tiệm cận của (C). Tính d.
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A d = 1. B d =
√

2. C d = 2. D d = 2
√

2.

Ê Lời giải.
Đồ thị (C) có tiệm cận đứng là d1 : x = 0, tiệm cận ngang là d2 : y− 1 = 0.

Gọi M ∈ (C)⇒ M
Å

m;
m + 2

m

ã
, (m 6= 0).

Ta có d (M, d1) = |m|; d (M, d2) =
2
|m| . Do đó d = |m| · 2

|m| = 2.

Chọn đáp án C �

Câu 15

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như sau.
Tổng số tiệm cận ngang và tiệm cận đứng của đồ
thị hàm số đã cho là

A 4. B 1.
C 3. D 2.

x
y′

y

−∞ 1 +∞
+ +

22

+∞

3

55

Ê Lời giải.
Từ bảng biến thiên ta có

Ì lim
x→−∞

y = 2 suy ra y = 2 là tiệm cận ngang.

Ì lim
x→+∞

y = 5 suy ra y = 5 là tiệm cận ngang.

Ì lim
x→1−

y = +∞ suy ra x = 1 là tiệm cận đứng.

Vậy đồ thị hàm số tổng cộng có 3 đường tiệm cận ngang và tiệm cận đứng.
Chọn đáp án C �

Câu 16

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như
hình bên. Hỏi đồ thị hàm số y = f (x) có tổng số
bao nhiêu tiệm cận (tiệm cận đứng và tiệm cận
ngang)?

A 0. B 2.
C 3. D 1.

x
y′

y

−∞ 1 3 +∞
+ + 0 −

−1−1

+∞

−∞

22

−∞−∞

Ê Lời giải.
Ta có lim

x→−∞
f (x) = −1, lim

x→+∞
f (x) = −∞ nên y = −1 là tiệm cận ngang.

Ta có lim
x→1+

f (x) = −∞ nên x = 1 là tiệm cận đứng.

Vậy đồ thị hàm số có 2 đường tiệm cận.
Chọn đáp án B �

Câu 17

Cho hàm số y = f (x) xác định trên R \ {±1}, liên tục trên mỗi khoảng xác định và có bảng
biến thiên như sau
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 0 1 +∞

− − − −
−2−2

−∞

+∞

−∞

+∞

22

−1

Khẳng định nào sau đây sai?
A Đồ thị hàm số y = f (x) có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng y = −2, y = 2.
B Đồ thị hàm số y = f (x) có hai tiệm cận đứng là các đường thẳng x = 1, x = −1.
C Hàm số y = f (x) không có đạo hàm tại điểm x = 0.
D Hàm số y = f (x) đạt cực trị tại điểm x = 0.

Ê Lời giải.
Vì qua x = 0 đạo hàm của hàm số không đổi dấu nên khẳng định “Hàm số y = f (x) đạt cực trị tại
điểm x = 0” là khẳng định sai.
Chọn đáp án D �

Câu 18

Cho hàm số y = f (x) xác định trên
(−2; 0)∪ (0;+∞) và có bảng biến thiên
như hình vẽ. Số đường tiệm cận của
đồ thị hàm số f (x) là

A 4. B 2.
C 1. D 3.

x

f ′(x)

f (x)

−2 0 +∞

+ −

−∞

+∞ 1

00

Ê Lời giải.

Từ bảng biến thiên, ta thấy


lim

x→−2+
f (x) = −∞

lim
x→0−

f (x) = +∞

lim
x→+∞

f (x) = 0

, suy ra đồ thị hàm số f (x) có 3 tiệm cận trong đó

có 2 tiệm cận đứng và 1 tiệm cận ngang.
Chọn đáp án D �

Câu 19

Cho hàm số y = f (x) xác định trên
R\ {0}, liên tục trên mỗi khoảng xác
định và có bảng biến thiên như hình
bên. Hỏi đồ thị hàm số có bao nhiêu
đường tiệm cận?

A 1. B 2.
C 3. D 4.

x
y′

y

−∞ 0 1 +∞
+ − 0 +

22

−∞ −∞

11

−∞−∞

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên, ta có

lim
x→−∞

y = 2; lim
x→0±

y = −∞
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Vậy hàm số có một tiệm cận ngang y = 2, một tiệm cận đứng x = 0.
Chọn đáp án B �

Câu 20

Cho hàm số y =
ax− b
x− 1

có đồ thị như hình bên. Khẳng định nào

dưới đây là đúng?
A b < 0 < a. B 0 < b < a.
C b < a < 0. D a < b < 0. x

y

O

Ê Lời giải.

¬ Tiệm cận nagang y = a. Theo hình vẽ thì a < 0.

 Giao với Oy tại điểm (0; b). Theo hình vẽ thì b < 0 và b < a.

Vậy b < a < 0.
Chọn đáp án C �

Câu 21

Cho hàm số y =
2x2 − 3x + m

x−m
có đồ thị (C). Tìm tất cả các giá trị của tham số m để (C) không

có tiệm cận đứng.
A m = 0 hoặc m = 1. B m = 2.
C m = 1. D m = 0.

Ê Lời giải.
Đồ thị (C) không có tiệm cận đứng khi m là nghiệm của 2x2 − 3x + m

⇔ 2m2 − 3m + m = 0⇔
ñ

m = 0
m = 1.

Chọn đáp án A �

Câu 22

Tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y =
2x + 1
x−m

đi qua điểm M(2; 5) khi m bằng bao nhiêu?

A m = −2. B m = −5. C m = 5. D m = 2.

Ê Lời giải.
Với m 6= −1

2
đồ thị có tiệm cận đứng là đường thẳng x = m. Tiệm cận đứng x = m đi qua M(2; 5)

khi chỉ khi m = 2.
Chọn đáp án D �
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Câu 23

Cho hàm số y = f (x) là hàm đa thức có bảng biến thiên

x
y′

y

−∞ −1 3 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

44

−2−2

+∞+∞

Số tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y =
2018
f (x)

là

A 4. B 1. C 3. D 2.

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên suy ra phương trình f (x) = 0 có 3 nghiệm đơn phân biệt. Do đó hàm số

y =
2018
f (x)

có 3 đường tiệm cận đứng.

Chọn đáp án C �

Câu 24

Tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số y =
x− 2

x2 + 2mx + 1
có hai tiệm cận

đứng là
A (−1; 1). B (−∞;−1)∪ (1;+∞).

C
ß
−5

4

™
. D

Å
−∞;−5

4

ã
∪
Å
−5

4
;−1
ã
∪ (1;+∞).

Ê Lời giải.
Hàm số y =

x− 2
x2 + 2mx + 1

có hai tiệm cận đứng khi và chỉ khi phương trình x2 + 2mx + 1 = 0 có 2

nghiệm phân biệt khác 2.

⇔
®

∆′ > 0
4 + 4m + 1 6= 0

⇔
®

m2 − 1 > 0
4m 6= −5

⇔


ñ

m > 1
m < −1

m 6= −5
4

⇔ m ∈
Å
−∞;−5

4

ã
∪
Å
−5

4
;−1
ã
∪ (1;+∞).

Chọn đáp án D �

Câu 25

Cho hàm số y =
x− 1

mx2 − 2x + 3
. Có tất cả bao nhiêu giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm

số đã cho có đúng hai đường tiệm cận.
A 2. B 3. C 0. D 1.

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số đã cho luôn có 1 tiệm cận ngang với mọi m.
Do đó bài toán trở thành tìm m để đồ thị hàm số đã cho có đúng 1 tiệm cận đứng.
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Ì Với m = 0, y =
x− 1
−2x + 3

. Đồ thị hàm số đã cho có 1 tiệm cận đứng x =
3
2

.

Ì Với m 6= 0. Đồ thị hàm số đã cho có đúng 1 tiệm cận đứng khi phương trình mx2− 2x + 3 = 0
có nghiệm kép hoặc nghiệm x = 1.
Điều đó tương đương với ñ

1− 3m = 0
m− 2 + 3 = 0

⇔

m =
1
3

m = −1.

Vậy có 3 giá trị m thỏa mãn đề bài là −1, 0,
1
3

.

Chọn đáp án B �

Câu 26

Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số y =
4x− 5
x−m

có tiệm cận đứng nằm bên

phải trục tung.

A m < 0. B m > 0 và m 6= 5
4

.

C m > 0. D m > 0 và m 6= −5
4

.

Ê Lời giải.
Với m 6= 5

4
, đồ thị hàm số y =

4x− 5
x−m

có tiệm cận đứng x = m.

Tiệm cận đứng nằm bên phải trục tung⇔ m > 0.

Vậy m > 0 và m 6= 5
4

.

Chọn đáp án B �

Câu 27

Biết rằng đồ thị của hàm số y =
(a− 3)x + a + 2018

x− (b + 3)
nhận trục hoành làm tiệm cận ngang và

trục tung làm tiệm cận đứng. Khi đó giá trị của a + b là
A 3. B −3. C 6. D 0.

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số đã cho nhận trục hoành làm tiệm cận ngang và trục tung làm tiệm cận đứng nên lim

x→±∞
y = 0

lim
x→0

y = ∞
⇔
®

a− 3 = 0
b + 3 = 0

⇔
®

a = 3
b = −3.

Vậy a + b = 0.
Chọn đáp án D �

Câu 28

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R \ {1} và có bảng biến thiên sau:
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x

y′

y

−∞ −2 1 2 +∞

− 0 + + 0 −
+∞+∞

22

+∞

−∞

33

−∞−∞

Đồ thị hàm số y =
1

2 f (x)− 5
có bao nhiêu tiệm cận đứng?

A 0. B 2. C 1. D 4.

Ê Lời giải.

Hàm số g(x) =
1

2 f (x)− 5
xác định khi và chỉ khi

x 6= 1

f (x) 6= 5
2

.

Ì Có lim
x→1−

g(x) = 0 và lim
x→1+

g(x) = 0 nên x = 1 không là tiệm cận đứng của đồ thị hàm g(x).

Ì Xét phương trình f (x) =
5
2

(1).

Dựa vào bảng biến thiên ta suy ra phương trình (1) có 4 nghiệm phân biệt x1, x2, x3, x4 (với
x1 < −2 < x2 < 1 < x3 < 2 < x4).

Mặt khác hàm số g(x) =
1

2 f (x)− 5
có tử thức là hằng số nên ta suy ra đồ thị hàm số y = g(x)

có 4 tiệm cận đứng.

Chọn đáp án D �

Câu 29

Tập hợp các giá trị m để đồ thị hàm số y =
mx2 + 6x− 2

x + 2
có tiệm cận đứng là

A
ß

7
2

™
. B R. C R \

ß
−7

2

™
. D R \

ß
7
2

™
.

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng khi và chỉ khi phương trình mx2 + 6x − 2 = 0 không có nghiệm
x = −2. Khi đó

4m− 14 6= 0⇔ m 6= 7
2

.

Vậy tập hợp các giá trị m cần tìm là R \
ß

7
2

™
.

Chọn đáp án D �

Câu 30

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số y =
x2 − 1

x2 − 2mx + 2m
có đúng 3

đường tiệm cận.
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A m 6= −1
4

. B
ñ

m < 0
m > 2

. C


m > 2m < 0

m 6= −1
4

. D 0 < m < 2.

Ê Lời giải.
Vì lim

x→−∞
y = 1 và lim

x→+∞
y = 1 nên đồ thị hàm số có tiệm cận ngang y = 1. Để đồ thị hàm số

có 3 tiệm cận thì đồ thị hàm số phải có thêm 2 tiệm cận đứng nữa. Muốn thế thì phương trình
x2 − 2mx + 2m = 0 phải có hai nghiệm phân biệt khác ±1. Điều này tương đương với

∆ > 0

12 − 2m · 1 + 2m 6= 0

(−1)2 − 2m(−1) + 2m 6= 0

⇔

m2 − 2m > 0

m 6= −1
4

⇔


m > 2m < 0

m 6= −1
4

.

Chọn đáp án C �

——HẾT——
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BÀI TẬP TỰ LUYỆNDD
Bài 1

Hàm số nào sau đây có đồ thị nhận đường thẳng x = 2 là đường tiệm cận?

A y =
1

x + 1
. B y =

5x
2− x

.

C y = x− 2 +
1

x + 1
. D y =

2
x + 2

.

Ê Lời giải.
Ta có lim

x→2+

5x
2− x

= −∞ và lim
x→2−

5x
2− x

= +∞ nên đồ thị hàm số y =
5x

2− x
nhận x = 2 làm tiệm

cận đứng.
Chọn đáp án B �

Bài 2

Đường thẳng y = 2 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số nào sau đây?

A y =
1− 2x
1− x

. B y =
x− 2

2x− 4
. C y =

2x2 + 3
x + 2

. D y =
1− x

1− 2x
.

Ê Lời giải.

Ta có lim
x→+∞

1− 2x
1− x

= lim
x→+∞

1
x
− 2

1
x
− 1

= 2.

Vậy y = 2 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y =
1− 2x
1− x

.

Chọn đáp án A �

Bài 3

Tìm số đường tiệm cận của đồ thị hàm số y =
2x− 1
x2 + 1

.

A 0. B 1. C 3. D 2.

Ê Lời giải.
Nhận thấy hàm số y =

2x− 1
x2 + 1

xác định trên R và lim
x→±∞

2x− 1
x2 + 1

= 0, nên đồ thị hàm số chỉ có một

tiệm cận.
Chọn đáp án B �

Bài 4

Cho hàm số y = f (x) xác định trên
R\ {0}, liên tục trên mỗi khoảng xác
định và có bảng biến thiên như hình
bên. Hỏi đồ thị hàm số có bao nhiêu
đường tiệm cận?

A 1. B 2. C 3. D 4.

x

y′

y

−∞ 0 1 +∞

+ − 0 +

22

−∞ −∞

11

−∞−∞
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Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên, ta có

lim
x→−∞

y = 2; lim
x→0±

y = −∞

Vậy hàm số có một tiệm cận ngang y = 2, một tiệm cận đứng x = 0.
Chọn đáp án B �

Bài 5

Đồ thị của hàm số nào trong các hàm số sau đây có đúng hai đường tiệm cận?

A y =
1

x2 − 4
. B y = x−2018. C y =

x3 − 1
4

. D y =
1

x2 + 4
.

Ê Lời giải.
Xét từng đáp án, ta có

Ì Đồ thị hàm số y =
1

x2 − 4
có tiệm cận đứng là x = 2, x = −2 và tiệm cận ngang là y = 0.

Ì Hàm số y = x−2018 =
1

x2018 nên đồ thị nhận tiệm cận đứng là x = 0 và tiệm cận ngang là
y = 0.

Ì Đồ thị hàm số y =
x3 − 1

4
không có tiệm cận.

Ì Đồ thị hàm số y =
1

x2 + 4
có đúng một tiệm cận ngang y = 0.

Chọn đáp án B �

Bài 6

Cho hàm số y = f (x) có lim
x→+∞

f (x) = 3 và lim
x→−∞

f (x) = −3. Khẳng định nào sau đây là khẳng

định đúng?
A Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng y = 3 và y = −3.
B Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng x = 3 và x = −3.
C Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận ngang.
D Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận ngang.

Ê Lời giải.
Vì lim

x→+∞
f (x) = 3 và lim

x→−∞
f (x) = −3 nên đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường

thẳng y = 3 và y = −3.
Chọn đáp án A �

Bài 7

Số đường tiệm cận đứng và ngang của đồ thị hàm số y =
x− 1

x2 + x− 2
là

A 1. B 4. C 3. D 2.

Ê Lời giải.
Tập xác định D = R \ {−2; 1}.
Ta có
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Ì lim
x→±∞

x− 1
x2 + x− 2

= lim
x→±∞

1
x
− 1

x2

1 +
1
x
− 2

x2

= 0. Suy ra đồ thị hàm số có một đường tiệm cận ngang

là y = 0.

Ì lim
x→−2+

x− 1
x2 + x− 2

= lim
x→−2+

x− 1
(x + 2)(x− 1)

= lim
x→−2+

1
x + 2

= +∞ và

lim
x→−2−

x− 1
x2 + x− 2

= lim
x→−2−

x− 1
(x + 2)(x− 1)

= lim
x→−2−

1
x + 2

= −∞. Suy ra đồ thị có đường tiệm

cận đứng là x = −2.

Ì lim
x→1

x− 1
x2 + x− 2

= lim
x→1

x− 1
(x + 2)(x− 1)

= lim
x→1

1
x + 2

=
1
3

. Suy ra, x = 1 không phải là tiệm cận

đứng của đồ thị hàm số.

Vậy số đường tiệm cận đứng và ngang của đồ thị hàm số đã cho là 2.
Chọn đáp án D �

Bài 8

Đồ thị hàm số y =
x√

x2 − 4
có tất cả bao nhiêu đường tiệm cận?

A 4. B 3. C 1. D 2.

Ê Lời giải.

Ì Tập xác định D = (−∞;−2)∪ (2;+∞)

Ì lim
x→2+

y = +∞; lim
x→−2−

y = −∞. Suy ra x = −2, x = 2 là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số

Ì lim
x→+∞

y = 1; lim
x→−∞

y = −1. Suy ra y = −1, y = 1 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số.

Vậy đồ thị hàm số đã cho có 4 đường tiệm cận.

Chọn đáp án A �

Bài 9

Đồ thị hàm số y =

√
x2 − 4

x2 − 5x + 6
có tất cả bao nhiêu đường tiệm cận đứng và tiệm cận

ngang?
A 3. B 4. C 2. D 1.

Ê Lời giải.
Ta có

Ì lim
x→+∞

√
x2 − 4

x2 − 5x + 6
= lim

x→+∞

x2
…

1
x2 −

4
x4

x2
Å

1− 5
x
+

6
x2

ã = lim
x→+∞

…
1
x2 −

4
x4

1− 5
x
+

6
x2

= 0;

Ì lim
x→−∞

√
x2 − 4

x2 − 5x + 6
= lim

x→−∞

x2
…

1
x2 −

4
x4

x2
Å

1− 5
x
+

6
x2

ã = lim
x→−∞

…
1
x2 −

4
x4

1− 5
x
+

6
x2

= 0.
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Suy ra đồ thị hàm số có 1 đường tiệm cận ngang là y = 0.

Mặt khác x2 − 5x + 6 = 0⇔
ñ

x = 2
x = 3.

Lại có

Ì lim
x→2+

√
x2 − 4

x2 − 5x + 6
= lim

x→2+

√
(x− 2)(x + 2)

(x− 2)(x− 3)
= lim

x→2+

√
x + 2√

x− 2(x− 3)
= −∞;

Ì lim
x→2−

√
x2 − 4

x2 − 5x + 6
không tồn tại

Ì lim
x→3+

√
x2 − 4

x2 − 5x + 6
= lim

x→3+

√
x2 − 4

(x− 2)(x− 3)
= +∞

Ì lim
x→3−

√
x2 − 4

x2 − 5x + 6
= lim

x→3−

√
x2 − 4

(x− 2)(x− 3)
= −∞.

Suy ra đồ thị hàm số có 2 đường tiệm cận đứng là x = 2 và x = 3.
Vậy đồ thị hàm số có tổng số đường tiệm cận đứng và tiệm cận ngang bằng 3.
Chọn đáp án A �

Bài 10

Tìm tham số m để đồ thị hàm số y =
mx− 1
2x + m

có đường tiệm đứng cận là x = −1.

Ê Lời giải.
Ta có tiệm cận đứng là 2x + m = 0⇔ x = −m

2
= −1⇔ m = 2.

Kết luận: m = 2. �

Bài 11

Tìm tham số m để đồ thị hàm số y =
(m + 1)x− 5m

2x−m
có tiệm cận ngang là đường thẳng

y = 1.

A m = 2. B m =
5
2

. C m = 0. D m = 1.

Ê Lời giải.
Đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y =

(m + 1)x− 5m
2x−m

là y =
m + 1

2
= 1⇔ m = 1.

Chọn đáp án D �

Bài 12

Tìm tham số m để đồ thị hàm số y =
3x− 1
x−m

có đường tiệm cận đứng là x = 5.

Ê Lời giải.
Ta có tiệm cận đứng là x−m = 0⇔ x = m = 5.
Kết luận: m = 5 là giá trị cần tìm. �

Bài 13

Cho hàm số y = f (x) có đạo hàm trên R và có bảng biến thiên như sau
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 0 1 +∞

+ 0 − 0 + 0 −

−∞−∞

00

−1−1

00

−∞−∞

Phát biểu nào sao đây là sai?
A Giá trị lớn nhất của hàm số y = f (x) trên tập R là 0.
B Hàm số y = f (x) nghịch biến trên các khoảng (−1; 0) và (1;+∞).
C Đồ thị hàm số y = f (x) không có đường tiệm cận .
D Giá trị nhỏ nhất của hàm số y = f (x) trên tập R là −1.

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên ta thấy:

Ì Hàm số đạt giá trị lớn nhất bằng 0.

Ì Hàm số nghịch biến trên các khoảng (−1; 0) và (1;+∞).

Ì Đồ thị hàm số không có đường tiệm cận.

Ì Hàm số có giá trị cực tiểu yCT = −1.

Ì Hàm số không có giá trị nhỏ nhất.

Chọn đáp án D �

Bài 14

Tìm tổng tất cả các giá trị của m để đồ thị hàm số y =
x + 2

x2 − 4x + m
chỉ có một tiệm cận

đứng.
A −8. B 4. C −120. D 8.

Ê Lời giải.
Đặt g(x) = x2 − 4x + m = 0. Ta xét 2 trường hợp

Trường hợp 1. ∆′g = 0⇔ m = 4 thì đồ thị hàm số có 1 tiệm cận đứng.

Trường hợp 2. ∆′g > 0⇔ m < 4 thì g(x) = 0 có 2 nghiệm.
Vậy để đồ thị hàm số có 1 tiệm cận đứng khi và chỉ khi

g(−2) = 0⇔ (−2)2 − 4(−2) + m = 0⇔ m = −12.

Vậy tổng tất cả giá trị của m bằng 4 + (−12) = −8.
Chọn đáp án A �

Bài 15

Tìm tập hợp các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số y =
m2x + 1

x− 1
có tiệm cận ngang là
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đường thẳng y = 4.
A {−4; 4}. B {−2;−1}. C {1; 2}. D {−2; 2}.

Ê Lời giải.

Ta có lim
x→±∞

y = lim
x→±∞

m2x + 1
x− 1

= lim
x→±∞

m2 +
1
x

1− 1
x

= m2

⇒ đường thẳng y = m2 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số.
Như vậy, đường thẳng y = 4 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số⇔ m2 = 4⇔ m = ±2.
Chọn đáp án D �

Bài 16

Tập hợp các giá trị m để đồ thị hàm số y =
mx2 + 6x− 2

x + 2
có tiệm cận đứng là

A
ß

7
2

™
. B R. C R \

ß
−7

2

™
. D R \

ß
7
2

™
.

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng khi và chỉ khi phương trình mx2 + 6x − 2 = 0 không có nghiệm
x = −2. Khi đó

4m− 14 6= 0⇔ m 6= 7
2

.

Vậy tập hợp các giá trị m cần tìm là R \
ß

7
2

™
.

Chọn đáp án D �

Bài 17

Tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số y =
x− 4

x2 −mx + 4
có hai đường

tiệm cận đứng là
A (−∞;−4]∪ [4;+∞). B R\{5}.
C (−∞;−4)∪ (4;+∞)\{5}. D (−∞;−4)∪ (4;+∞).

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số y =

x− 4
x2 −mx + 4

có hai đường tiệm cận đứng khi và chỉ khi phương trình x2 −mx + 4 = 0

có hai nghiệm phân biệt khác 4, tức®
∆ = m2 − 16 > 0
20− 4m 6= 0

⇔
®

m > 4∨m < −4
m 6= 5.

Vậy với m ∈ (−∞;−4)∪ (4;+∞)\{5}, đồ thị hàm số y =
x− 4

x2 −mx + 4
có hai đường tiệm cận đứng.

Chọn đáp án C �

Bài 18

Biết rằng đồ thị của hàm số y =
(n− 3)x + n− 2017

x + m + 3
(m, n là tham số) nhận trục hoành làm

tiệm cận ngang và trục tung làm tiệm cận đứng. Tính tổng m− 2n.
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A 0. B −3. C −9. D 6.

Ê Lời giải.

• lim
x→+∞

y = lim
x→+∞

n− 3 +
n− 2017

x

1 +
m + 3

x

= n− 3.

Vì đồ thị nhận trục hoành làm tiệm cận ngang nên n− 3 = 0⇔ n = 3.

• Vì đồ thị hàm số nhận trục tung làm tiệm cận đứng nên

®
n− 2017 6= 0
m + 3 = 0

⇔
®

n 6= 2017
m = −3.

Vậy m− 2n = −9.
Chọn đáp án C �

Bài 19

Có bao nhiêu giá trị m nguyên thuộc khoảng (−10; 10) để đồ thị hàm số y =

√
x (x−m)− 1

x + 2
có đúng ba đường tiệm cận?

A 12. B 11. C 0. D 10.

Ê Lời giải.
Ta có:

lim
x→+∞

y = lim
x→+∞

√
x (x−m)− 1

x + 2
= lim

x→+∞

x
…

1− m
x
− 1

x + 2
= lim

x→+∞

…
1− m

x
− 1

x

1 +
2
x

= 1.

Suy ra y = 1 là đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số.

lim
x→−∞

y = lim
x→−∞

√
x (x−m)− 1

x + 2
= lim

x→−∞

−x
…

1− m
x
− 1

x + 2
= lim

x→−∞

−
…

1− m
x
− 1

x

1 +
2
x

= −1.

Suy ra y = −1 là đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số.
Do đó bài toán thỏa khi va chỉ khi đồ thị hàm số chỉ có duy nhất một tiệm cận đứng.

Ta lại có: y =

√
x (x−m)− 1

x + 2
=

x2 −mx− 1
(x + 2) (

√
x (x−m) + 1)

.

Để đồ thị hàm số chỉ có duy nhất một đường TCĐ thì x = −2 không là nghiệm của tử và x = −2
thuộc tập xác định của hàm số.

⇔
®
− 2(−2−m) ≥ 0

(−2)2 −m · (−2)− 1 6= 0
⇔
®

m ≥ −2
2m + 3 6= 0

⇔

m ≥ −2

m 6= −3
2

.

Do m ∈ (−10; 10), m ∈ Z nên m ∈ {−2;−1; 0; 1; ...; 8; 9} và có 12 giá trị thỏa mãn.
Chọn đáp án A �

Bài 20

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy các đường tiệm cận của đồ thị hàm số y =
x + 1
x− 2

tạo với các

trục toạ độ một đa giác có diện tích bằng (đơn vị diện tích)
A 1. B 3. C 2. D 4.

Ê Lời giải.
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Hàm số y =
x + 1
x− 2

có tiệm cận đứng là x = 2 và tiệm cận ngang là y = 1.

Suy ra các đường tiệm cận của đồ thị cùng với các trục tọa độ tạo thành hình chữ nhật có 2 kích
thước là 1 và 2.
Vậy diện tích hình chữ nhật bằng 2 (đvdt).
Chọn đáp án C �

Bài 21

Đồ thị của hàm số nào trong các hàm số dưới đây có tiệm cận ngang?
A y = (x + 1)

1
2 . B y = (x + 1)−1. C y = log2(x + 1). D y = (x + 1)2.

Ê Lời giải.
Ta có lim

x→±∞
(x + 1)−1 = lim

x→±∞

1
x + 1

= 0 nên đồ thị hàm số y = (x + 1)−1 có tiệm cận ngang.

Chọn đáp án B �

Bài 22

Một trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương án A, B, C, D có bảng biến thiên như sau

x
y′

y

−∞ 2 +∞
− −

22

−∞

+∞

22

Đó là hàm số nào?
A y =

2x− 1
x + 2

. B y =
2x + 3
x− 2

. C y =
x− 4
x− 2

. D y =
x + 1
x− 2

.

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên thì đồ thị hàm số có đường tiệm cận ngang là y = 2 và tiệm cận đứng là
x = 2.
Trong 4 hàm số đã cho ở 4 phương án, chỉ có hàm số y =

2x + 3
x− 2

thỏa mãn cả hai điều trên.

Chọn đáp án B �

Bài 23

Biết đồ thị hàm số y =
(2m− 1)x + 3

x−m + 1
(m là tham số) có hai đường tiệm cận. Gọi I là giao

điểm của hai đường tiệm cận và A(4; 7). Tổng của tất cả các giá trị của tham số m sao cho
AI = 5 là

A 42
5

. B 2. C 32
5

. D 25
5

.

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số có đường tiệm cận đứng x = m− 1, đường tiệm cận ngang y = 2m− 1.
Giao điểm của hai đường tiệm cận là I(m− 1; 2m− 1).

AI = 5⇔ (m− 1− 4)2 + (2m− 1− 7)2 = 25⇔ 5m2 − 42m + 64 = 0⇔

m =
32
5

m = 2.
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Tổng các giá trị m là
42
5

.

Chọn đáp án A �

Bài 24

Biết đồ thị hàm số y =

√
3x + 1 + ax + b

(x− 5)2 không có tiệm cận đứng. Tính a2 + b3.

A −4841
152

. B −4814
152

. C 4841
152

. D 4814
152

.

Ê Lời giải.
Xét hàm số f (x) =

√
3x + 1 + ax + b có f ′(x) =

3
2
√

3x + 1
+ a.

Đồ thị hàm số không có tiệm cận đứng khi và chỉ khi f (x) = (x− 5)2 · g(x).
Tức là, ta có điều kiện®

f (5) = 0

f ′(5) = 0
⇔


√

3 · 5 + 1 + a · 5 + b = 0
3

2
√

3.5 + 1
+ a = 0

⇔

5a + b = −4

a =
−3
8

⇔


b =
−17

8

a =
−3
8

.

Vậy a2 + b3 =

Å−1
2

ã2
+

Å−3
2

ã3
=
−4814

152
.

Chọn đáp án A �

Bài 25

Cho hàm số y =
2x− 1
x + 1

(C). Biết rằng M1
(
x1; y1

)
và M2

(
x2; y2

)
là hai điểm trên đồ thị (C)

có tổng khoảng cách đến hai tiệm cận của (C) nhỏ nhất. Tính giá trị P = x1x2 + y1y2.
A −1. B 0. C −2. D 1.

Ê Lời giải.
Tập xác định: D = R \ {−1}.
Vì lim

x→(−1)+
y = −∞⇒ ∆1 : x = −1 là tiệm cận đứng của (C).

lim
x→±∞

y = 2⇒ ∆2 : y = 2 là tiệm cận ngang của (C).

Ta có: y =
2x− 1
x + 1

= 2− 3
x + 1

, gọi M
Å

a; 2− 3
a + 1

ã
∈ (C), (a 6= −1).

d (M, ∆1) = |a + 1|.
d (M, ∆2) =

∣∣∣∣ −3
a + 1

∣∣∣∣ = 3
|a + 1| .

S = d (M, ∆1) + d (M, ∆2) = |a + 1|+ 3
|a + 1| ≥ 2

 
|a + 1| · 3

|a + 1| = 2
√

3, ∀a 6= −1.

Suy ra min S = 2
√

3, đạt được khi |a + 1| = 3
|a + 1| ⇔ (a + 1)2 = 3⇔

[
a = −1−

√
3

a = −1 +
√

3.
Do đó M1

Ä
−1−

√
3; 2 +

√
3
ä

, M2
Ä
−1 +

√
3; 2−

√
3
ä

là hai điểm trên (C) có tổng khoảng cách đến
hai tiệm cận nhỏ nhất.
Vậy P = x1x2 + y1y2 =

Ä
−1−

√
3
ä Ä
−1 +

√
3
ä
+
Ä

2 +
√

3
ä Ä

2−
√

3
ä
= −1.

Chọn đáp án A �

——HẾT——
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§5. ĐỒ THỊ CÁC HÀM SỐ THƯỜNG GẶP

LÝ THUYẾT CẦN NHỚAA

1. Hàm số bậc hai y = ax2 + bx + c

Phương pháp 5.1. Đối với hàm số bậc hai ta có

x

y

O

− b
2a

I
− ∆

4a

a > 0

x

y

O

− b
2a

I
− ∆

4a

a < 0

GHI NHỚ
¬ Tọa độ đỉnh:

I(x0; y0) =
Å
− b

2a
;− ∆

4a

ã
.

 (P) viết theo tọa độ đỉnh:
y = a(x− x0)2 + y0

2. Hàm số bậc ba y = ax3 + bx2 + cx + d

Phương pháp 5.2. Đối với hàm số bậc ba ta có

� TH1. y′ = 0 có hai nghiệm phân biệt x1 và x2. Khi
đó, hàm số có hai điểm cực trị x = x1 và x = x2.

x

y

O

x2

x1

I

a > 0

x

y

O

x1

x2

I

a < 0

� TH2. y′ = 0 có nghiệm kép x0. Khi đó, hàm số
không có cực trị.

x

y

O

I

a > 0

x

y

O

I

a < 0

� TH3. y′ = 0 vô nghiệm. Khi đó, hàm số không có
cực trị.

x

y

O

I

a > 0

x

y

O

a < 0

I

GHI NHỚ
¬ Hàm số có hai điểm cực trị®

a 6= 0

b2 − 3ac > 0.

 Liên hệ tổng tích hai nghiệm
x1 + x2 = −2b

3a
x1x2 =

c
3a

® Hàm số không có điểm cực trị

b2 − 3ac ≤ 0 hoặc

®
a = 0
b = 0.

¯ Hoành độ điểm uốn là nghiệm

phương trình y′′ = 0⇔ x = − b
3a

.

Tọa độ điểm uốn là tâm đối xứng
của đồ thị.
° Tiếp tuyến tại điểm uốn I(x0; y0)
sẽ có hệ số góc nhỏ nhất nếu a > 0
và lớn nhất nếu a < 0.
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3. Hàm số bậc bốn trùng phương y = ax4 + bx2 + c

Phương pháp 5.3. Đối với hàm số trùng phương ta có

� y′ = 0 có ba nghiệm phân biệt. Khi đó, hàm số có
ba điểm cực trị x = 0 và x = ±

»
− b

2a .

x

y

O

a > 0

x

y

O

a < 0

� y′ = 0 có đúng 1 nghiệm x = 0. Khi đó, hàm số có
đúng 1 điểm cực trị.

x

y

O

a > 0

x

y

O

a < 0

GHI NHỚ
¬ Hàm số có ba điểm cực trị

ab < 0

 Hàm số có đúng một điểm cực
trị®

ab ≥ 0

a, b không đồng thời bằng 0
.

® Hàm số chẵn, đối xứng nhau qua
Oy.

4. Hàm nhất biến y =
ax + b
cx + d

Phương pháp 5.4. Đối với hàm số bậc nhất ta có

� Tập xác định D = R\
ß
−d

c

™
� Hình dạng đồ thị:

x

y

O

y′ > 0

I

− d
c

a
c

x

y

O

y′ < 0

I

− d
c

a
c

GHI NHỚ

¬ Tiệm cận đứng x = −d
c
.

 Tiệm cận ngang y =
a
c
.

® Giao với Ox: y = 0⇒ x = −b
a
.

¯ Giao với Oy: x = 0⇒ y =
b
d
.

° Giao hai đường tiệm cận (điểm
I) là tâm đối xứng của đồ thị.

CÁC DẠNG TOÁN THƯỜNG GẶPBB

1Dạng Nhận dạng đồ thị hàm bậc ba y = ax3 + bx2 + cx + d

� Nhìn "dáng điệu" của đồ thị:

Bên phải đi lên thì a > 0.¬ Bên phải đi xuống thì a < 0.

� Nhìn điểm thuộc đồ thị: Thay toạ độ đó vào hàm số phải thoả mãn. Đồ thị qua điểm (0; d).

� Nhìn cực trị:
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¬ Đồ thị hàm số có điểm cực đại (cực tiểu) là (x0; y0) thì

®
y′(x0) = 0
y(x0) = y0

.

 Mối liên hệ giữa hai điểm cực trị x1 và x2 của hàm số: x1 + x2 = −2b
3a

và x1x2 =
c

3a
.

Ví dụ 1

Bảng biến thiên ở hình bên là của một trong bốn hàm
số sau đây. Hỏi đó là hàm số nào?

A y = −x3 − 2x2 + 5. B y = x3 − 3x2 + 5.
C y = −x3 − 3x + 5. D y = x3 + 3x2 + 5.

x
f ′(x)

f (x)

−∞ 0 2 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

55

11

+∞+∞

Ví dụ 2

Bảng biến thiên ở hình bên là của một trong bốn hàm
số sau đây. Hỏi đó là hàm số nào?

A y = x3 − 3x2 + x +
3.

B y = x3 − 3x + 4.

C y = x3 − 3x2 + 3x +
1.

D y = x3 + 3x2 + 5.

x
y′

y

−∞ 1 +∞
+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞
2

Ví dụ 3

Đường cong bên là đồ thị của một trong bốn hàm số đã cho sau đây.
Hỏi đó là hàm số nào?

A y = −x3 + x2 − 2. B y = x3 + 3x2 − 2.
C y = x3 − 3x + 2. D y = x2 − 3x− 2. x

y

O

−2

Ê Lời giải.

Dựa vào hình dáng đồ thị, ta thấy đây là đồ thị của hàm số bậc ba y = ax3 + bx2 + cx + d với a > 0
nên loại các hàm y = x4 + x2 − 2, y = −x2 − 3x− 2. Mặt khác, đồ thị đi qua điểm (0;−2) nên loại
hàm y = x3 − 3x + 2.
(Ngoài ra, ta có thể đánh giá dấu của các hệ số a, b, c thông qua hoành độ 2 điểm cực trị và hoành
độ trung điểm của hai điểm cực trị. Trong đồ thị này ta còn thấy hàm số có điểm cực tiểu x = 0
nên c = 0)

Chọn đáp án B �
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Ví dụ 4

Đường cong bên là đồ thị của một trong bốn hàm số đã cho sau đây.
Hỏi đó là hàm số nào?

A y = x3 + 3x− 2. B y = x3 − 3x + 2.
C y = −x3 + 3x + 2. D y = −x3 − 3x− 2.

x

y

O−2

4

1 2

Ê Lời giải.
Quan sát đồ thị, ta thấy nhánh cuối của đồ thị hướng xuống dưới nên lim

x→+∞
y = −∞, suy ra hệ số

a < 0. Như vậy hai hàm số y = x3 + 3x− 2; y = x3 − 3x + 2 không thỏa mãn.
Mặt khác hàm số có hai điểm cực trị nên hàm số y = −x3 − 3x− 2 có y′ = −3x2 − 3 < 0 ∀x ∈ R

không thỏa mãn.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 5

Cho hàm số đa thức bậc ba y = f (x) = ax3 + bx2 + cx + d có đồ thị (C) như
hình vẽ. Hỏi (C) là đồ thị của hàm số nào?

A y = x3 − 1. B y = (x + 1)3.
C y = (x− 1)3. D y = x3 + 1.

O
x

y

1

−1

Ê Lời giải.
(C) tiếp xúc với Ox tại điểm uốn, suy ra f (x) có nghiệm bội ba x = 1 nên hàm số có dạng y =
a(x− 1)3. Mà (0;−1) ∈ (C) nên a = 1.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 6

Cho hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d có đồ thị như hình vẽ bên.
Khẳng định nào sau đây là đúng?

A a > 0, b > 0, c > 0, d > 0. B a < 0, b < 0, c > 0, d > 0.
C a > 0, b < 0, c < 0, d > 0. D a > 0, b < 0, c > 0, d > 0.

x

y

O
1

Ê Lời giải.
Nhìn vào đồ thị, ta thấy đồ thị hàm số đi từ −∞ lên +∞ nên a > 0.
Giao điểm với trục tung nằm trên trục hoành, do đó d > 0.
Hàm số có hai điểm cực trị, và hai điểm cực trị đều dương. Suy ra tổng hai điểm cực trị và tích hai
điểm cực trị đều dương.

Ta có f ′(x) = 3ax2 + 2bx + c nên tổng hai điểm cực trị là
−2b
3a

. Suy ra
−2b
3a

> 0, hay b < 0.
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Còn tích hai điểm cực trị là
c

3a
. Suy ra

c
3a

> 0 hay c > 0.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 7

Hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d có đồ thị như hình vẽ bên. Mệnh
đề nào sau đây đúng?

A a < 0, b < 0, c < 0, d > 0. B a < 0, b > 0, c < 0, d > 0.
C a < 0, b > 0, c > 0, d < 0. D a < 0, b < 0, c > 0, d < 0.

x

y

O

Ê Lời giải.
Dựa vào hình dáng đồ thị suy ra a < 0.

Dựa vào vị trí điểm cực đại và điểm cực tiểu, suy ra xCT + xCĐ > 0⇒ −b
a
> 0⇒ b > 0.

Hai điểm cực trị có hoành độ trái dấu nên xCT · xCĐ < 0⇒ c
a
< 0⇒ c > 0.

Đồ thị hàm số cắt trục tung tại điểm có tung độ dương nên d > 0.
Vậy a < 0, b > 0, c > 0 và d > 0.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 8

Cho hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d có đồ thị như hình vẽ bên.
Mệnh đề nào dưới đây đúng?

A a < 0, b > 0, c > 0, d > 0. B a < 0, b < 0, c = 0, d > 0.
C a < 0, b > 0, c = 0, d > 0. D a > 0, b < 0, c > 0, d > 0.

x

y

O

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị ta có thể thấy a < 0, đồ thị cắt trục tung tại điểm có tung độ dương nên d > 0.

Hàm số có hai cực trị thỏa

®
S > 0
P = 0

⇔


− b

a
> 0

c
a
= 0

⇔
®

b > 0
c = 0.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 9

Tìm đồ thị hàm số y = f (x) được cho bởi một trong các phương án dưới đây, biết f (x) =
(a− x)(b− x)2 với a < b.
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A
x

y

O

B
x

y

O

C
x

y

O

D
x

y

O

Ê Lời giải.
Hàm số đã cho thỏa mãn các điều kiện sau

Ì Đồ thị hàm số tiếp xúc với trục hoành tại điểm có hoành độ x = b (do f (b) = f ′(b) = 0).

Ì lim
x→±∞

f (x) = ∓∞, do f (x) là hàm số bậc ba có hệ số cao nhất âm.

Chọn đáp án A �

2Dạng Nhận dạng đồ thị hàm bậc bốn trùng phương y = ax4 + bx2 + c

� Nhìn "dáng điệu" của đồ thị:

Bên phải đi lên thì a > 0.¬ Bên phải đi xuống thì a < 0.

� Nhìn điểm thuộc đồ thị: Thay toạ độ đó vào hàm số phải thoả mãn. Đồ thị qua điểm (0; c).

� Nhìn điểm cực trị

Đồ thị có 3 điểm cực trị ab < 0¬ Đồ thị có một điểm cực trị ab > 0.

Ví dụ 1

Bảng biến thiên ở hình bên là của một trong
bốn hàm số sau đây. Hỏi đó là hàm số nào?
A y = x4 − 8x2 + 2.
B y = x4 + 6x2 + 2.
C y = x4 − 6x2 + 2.
D y = −x4 + 8x2 + 2.

x
y′

y

−∞ −
√

3 0
√

3 +∞
− 0 + 0 − 0 +

−∞−∞

−7−7

22

−7−7

−∞−∞

Ví dụ 2

Bảng biến thiên ở hình bên là của một trong bốn
hàm số sau đây. Hỏi đó là hàm số nào?

A y = −x4 + 3x2 + 2. B y = −x4 − 2x2 + 1.
C y = −x4 − 3x2 + 2. D y = −x4 + x2 + 2.

x
y′

y

−∞ 0 +∞
+ 0 −

−∞−∞

22

−∞−∞
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Ví dụ 3

Đồ thị ở hình bên là của một trong bốn hàm số sau đây. Hỏi đó là
hàm số nào?

A y = x4 − 2x2 − 1. B y = 2x4 − 4x2 − 1.
C y = −x4 + 2x2 − 1. D y = −2x4 + 4x2 − 1.

O
x

y

−1 1

−2

−1

Ê Lời giải.

Đồ thị đã cho là đồ thị của hàm số trùng phương với a > 0, do đó loại phương án y = −x4 + 2x2−
1,y = −2x4 + 4x2 − 1.
Đồ thị đi qua điểm A(1;−2) nên thay tọa độ điểm A vào ta có đáp án y = x4 − 2x2 − 1.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 4

Đồ thị ở hình bên là của một trong bốn hàm số sau đây. Hỏi đó
là hàm số nào?

A y = −x4 + 4x2. B y = x4 − 3x2.

C y = −x4 − 2x2. D y = −1
4

x4 + 3x2.

x

y

O−
√

2
√

2

4

Ê Lời giải.

Dựa vào đồ thị ta thấy đồ thị hàm số đi qua các điểm O(0; 0), A(−
√

2; 4) và B(
√

2; 4). Thay lần lượt
tọa độ các điểm O, A, B vào các hàm số trên ta thấy y = −x4 + 4x2 thỏa mãn.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 5

Đồ thị ở hình bên là của một trong bốn hàm số sau đây. Hỏi đó là hàm
số nào?

A y = x2 − 1. B y = x4 − 2x2 − 1.

C y = x4 + 2x2 − 1. D y =
1
4

x4 − 3x2 − 1.
x

y

O
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Ví dụ 6

Biết rằng hàm số y = f (x) = ax4 + bx2 + c có đồ thị là đường cong hình
vẽ bên. Tính giá trị f (a + b + c).

A f (a + b + c) = −1. B f (a + b + c) = 2.
C f (a + b + c) = −2. D f (a + b + c) = 1. x

y

O

−1

−1

1

1

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số đi qua điểm (0; 1) nên c = 1.
Đồ thị hàm số đi qua điểm (1;−1) nên a + b + c = −1⇒ a + b = −2. (1)
Hàm số có f ′(x) = 4ax3 + 2bx.
Do hàm số đạt cực trị tại điểm x = 1 nên 4a + 2b = 0⇔ 2a + b = 0. (2)
Từ (1) và (2) ta có a = 2, b = −4.
Như vậy a = 2, b = −4, c = 1. Do đó f (x) = 2x4 − 4x2 + 1 và a + b + c = −1.
Từ đó f (a + b + c) = f (−1) = −1.
Chọn đáp án A �

Ví dụ 7

Biết đồ thị hàm số y = x4 + bx2 + c chỉ có một điểm cực trị là điểm có tọa độ (0;−1), khi đó b
và c thỏa mãn những điều kiện nào dưới đây?

A b < 0 và c = −1. B b ≥ 0 và c > 0. C b < 0 và c < 0. D b ≥ 0 và c = −1.

Ê Lời giải.

Ì Đồ thị hàm số y = x4 + bx2 + c chỉ có một điểm cực trị⇒ b ≥ 0.

Ì Điểm cực trị (0;−1) thuộc đồ thị hàm số suy ra c = −1.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 8

Đường cong trong hình bên là đồ thị hàm số y = ax4 + bx2 + c với a, b,
c là các tham số thực. Mệnh đề nào sau đây đúng?

A a < 0, b > 0, c < 0. B a < 0, b < 0, c < 0.
C a > 0, b < 0, c < 0. D a > 0, b < 0, c > 0.

x

y
O

Ê Lời giải.
Dựa vào hình dạng của đồ thị ta có a > 0.
Giao điểm của đồ thị hàm số với trục tung tại điểm có tung độ c < 0.
Đồ thị hàm số có ba điểm cực trị nên ab < 0⇒ b < 0.
Chọn đáp án C �
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Ví dụ 9

Hàm số y = ax4 + bx2 + c có đồ thị như hình vẽ bên. Mệnh đề nào sau
đây là đúng?

A a < 0, b > 0, c > 0. B a < 0, b < 0, c < 0.
C a < 0, b > 0, c < 0. D a < 0, b < 0, c > 0.

x

y

O

Ê Lời giải.

Từ đồ thị của hàm số y = ax4 + bx2 + c ta suy ra a < 0, đạo hàm của hàm số có 3 nghiệm phân biệt
và do đồ thị cắt trục tung tại điểm có tung độ c nên c < 0.
Ta có y′ = 4ax3 + 2bx = 2x(2ax2 + b), nên y′ = 0 có 3 nghiệm phân biệt khi và chỉ khi 2ax2 = −b
có 2 nghiệm phân biệt khác 0⇔ ab < 0⇒ b > 0.
Như vậy: a < 0, b > 0, c < 0.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 10

Hàm số y = ax4 + bx2 + c có đồ thị như hình vẽ bên. Mệnh đề nào sau
đây là đúng?

A a < 0, b > 0, c > 0. B a > 0, b > 0, c > 0.
C a > 0, b < 0, c > 0. D a > 0, b > 0, c < 0.

x

y

O

Ê Lời giải.

Từ đồ thị của hàm số y = ax4 + bx2 + c ta suy ra a < 0, đạo hàm của hàm số có 3 nghiệm phân biệt
và do đồ thị cắt trục tung tại điểm có tung độ c nên c < 0.
Ta có y′ = 4ax3 + 2bx = 2x(2ax2 + b), nên y′ = 0 có 3 nghiệm phân biệt khi và chỉ khi 2ax2 = −b
có 2 nghiệm phân biệt khác 0⇔ ab < 0⇒ b > 0.
Như vậy: a < 0, b > 0, c < 0.

Chọn đáp án D �

3Dạng Nhận dạng đồ thị hàm nhất biến y =
ax + b
cx + d

Chú ý bốn thông số

Tiệm cận đứng x = −d
c

.¬ Tiệm cận ngang y =
a
c

.

Giao với Ox: y = 0⇒ x = −b
a

.® Giao với Oy: x = 0⇒ y =
b
d

.¯
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Ví dụ 1

Bảng biến thiên ở hình bên là của hàm số nào?

A y =
2x− 1
x + 3

. B y =
4x− 6
x− 2

.

C y =
3− x
2− x

. D y =
x + 5
x− 2

.

x
y′

y

−∞ 2 +∞
− −

11

−∞

+∞

11

Ê Lời giải.
Xét hàm số y =

x + 5
x− 2

có 
y′ =

−7
(x− 2)2 < 0, ∀x ∈ R \ {2}

lim
x→±∞

y = 1.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 2

Bảng biến thiên sau là của hàm số nào trong các
hàm số bên dưới?

A y =
x− 1
x− 3

. B y =
x− 1
−x− 3

.

C y =
x + 5
−x + 3

. D y =
1

x− 3
.

x
y′

y

−∞ 3 +∞
+ +

−1−1

+∞

−∞

−1−1

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên, ta suy ra

Ì Hàm số nghịch biến trên từng khoảng xác định.

Ì Đồ thị hàm số nhận đường thẳng x = 2 và đường thẳng y = 1 làm tiệm cận đứng và tiệm cận
ngang.

Vậy ta nhận hàm số y =
x + 5
x− 2

.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 3

Đường cong trong hình vẽ bên là đồ thị của hàm số nào trong các
hàm số sau?

A y =
2x− 1
x + 1

. B y =
1− 2x
x + 1

.

C y =
2x + 1
x− 1

. D y =
2x + 1
x + 1

.
x

y

O

−1−1

2
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Ê Lời giải.

Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng là x = −1 nên loại đáp án y =
2x + 1
x− 1

.

Đồ thị hàm số đi qua điểm A(0;−1) nên loại đáp án y =
1− 2x
x + 1

và y =
2x + 1
x + 1

.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 4

Cho hàm số y =
ax + 1
bx− 2

có đồ thị như hình vẽ. Tính T =

a + b
A T = 2. B T = 0.
C T = −1. D T = 3.

x

y

1

2

O

−1 1 3 4 5 6

−2

−1

2

3

4

Ê Lời giải.

Từ biểu thức của hàm số, suy ra tiệm cận đứng là x =
2
b

, tiệm cận ngang là y =
a
b

.
Dựa vào hình vẽ, suy ra tiệm cận đứng x = 2, tiệm cận ngang y = 1.
Từ hai điều trên suy ra a = 1, b = 1. Vậy T = 1 + 1 = 2.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 5

Hãy xác định a, b để hàm số y =
2− ax
x + b

có đồ thị như hình

vẽ?
A a = 1; b = −2. B a = b = 2.
C a = −1; b = −2. D a = b = −2.

x

y

O

−1 2−2

1

Ê Lời giải.

Đồ thị hàm số có đường tiệm cận đứng là x = 2 nên b + 2 = 0⇔ b = −2.
Đồ thị hàm số cắt trục hoành tại điểm (−2; 0) nên 2 + 2a = 0⇒ a = −1.

Chọn đáp án C �
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Ví dụ 6

Hình vẽ bên là đồ thị của hàm số y =
ax + b
cx + d

. Mệnh đề nào sau

đây là đúng?
A ab > 0, bd < 0. B ab < 0, ad > 0.
C ab < 0, ad < 0. D bd > 0, ad > 0.

x

y

O

Ví dụ 7

Hình vẽ bên là đồ thị của hàm số y =
ax + b
cx + d

. Mệnh đề nào sau

đây là đúng?
A bd < 0, ab > 0. B ad > 0, ab < 0.
C ad < 0, ab < 0. D bd > 0, ad > 0.

x

y

O
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BÀI TẬP RÈN LUYỆNCC
Câu 1

Đồ thị hàm số nào dưới đây không đi qua điểm A(1; 1)?
A y = x. B y = 2x2 − 1. C y = 2x3 − x− 1. D y = −x4 + 2.

Ê Lời giải.
Do 2 · 13 − 1− 1 6= 1 nên đồ thị hàm số y = 2x3 − x− 1 không đi qua điểm A(1; 1).
Chọn đáp án C �

Câu 2

Cho hàm số y =
2x− 1
x− 2

có đồ thị (C). Đồ thị (C) đi qua điểm nào?

A M(1; 3). B M(0;−2). C M
Å
−1;

1
3

ã
. D M(3; 5).

Ê Lời giải.

Ì Khi x = 1⇒ y = −1.

Ì Khi x = 0⇒ y =
1
2

.

Ì Khi x = −1⇒ y = 1.

Ì Khi x = 3⇒ y = 5.

Vậy đồ thị (C) đi qua điểm M(3; 5).
Chọn đáp án D �

Câu 3

Bảng biến thiên ở hình bên là của một trong
bốn hàm số sau dây. Hỏi đó là hàm số nào?
A y = −x3 − 3x− 2.
B y = x3 − 3x2 − 1.
C y = x3 + 3x2 − 1.
D y = −x3 + 3x2 − 1.

x
y′

y

−∞ 0 2 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

−1−1

−5−5

+∞+∞

Ê Lời giải.
Dựa và bảng biến thiên, suy ra đồ thị là hàm bậc ba, có hệ số a > 0, cắt trục tung tại điểm A(0;−1).
Chọn đáp án B �

Câu 4

Đường cong bên là đồ thị của một trong bốn hàm số sau. Hỏi đó là hàm số
nào dưới đây?

A y = −x3 + 3x + 1. B y = x3 + 3x + 1.
C y = −x3 − 3x + 1. D y = x3 − 3x + 1. x

y

O

Ê Lời giải.
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Ta có: lim
x→+∞

y = +∞ nên hệ số a > 0.

Dựa vào hình ta thấy đồ thị có 2 điểm cực trị.
Mặt khác y = x3 + 3x + 1 có y′ = 3x2 + 3 > 0, ∀x ∈ R nên hàm cần tìm là y = x3 − 3x + 1.

Chọn đáp án D �

Câu 5

Đường cong bên là đồ thị của một trong bốn hàm số sau. Hỏi đó là hàm
số nào dưới đây?

A y = x3 + 3x2 − 3x + 1. B y = −x3 − 2x2 + x− 2.
C y = −x3 + 3x + 1. D y = x3 + 3x2 + 3x + 1. x

y

O

Ê Lời giải.
Từ đồ thị hàm số suy ra hệ số a < 0, đồ thị đi qua các điểm có tọa độ (0; 1) nên chọn hàm số
y = −x3 + 3x + 1.

Chọn đáp án C �

Câu 6

Đường cong bên là đồ thị của một trong bốn hàm số sau. Hỏi đó là
hàm số nào dưới đây?

A y = (x + 1)2(1 + x). B y = (x + 1)2(1− x).
C y = (x + 1)2(2− x). D y = (x + 1)2(2 + x).

x

y

O1

4

2

−1

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số cắt trục hoành tại điểm (−1; 0) và (2; 0). Ta thấy chỉ có đồ thị hàm y = (x + 1)2(2− x)
thỏa mãn.

Chọn đáp án C �

Câu 7

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ bên. Khẳng
định nào sau đây là đúng?

A f (1,5) < 0, f (2,5) < 0. B f (1,5) > 0 > f (2,5).
C f (1,5) > 0, f (2,5) > 0. D f (1,5) < 0 < f (2,5).

x

y

O
1 2 3

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị ta thấy f (x) > 0 ∀x ∈ (1; 2) và f (x) < 0 ∀x ∈ (2; 3).
Do đó, f (1,5) > 0, f (2,5) < 0.

Chọn đáp án B �
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Câu 8

Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây.
Hàm số đó là hàm số nào?

A y = x4 + 5x2 + 2. B y = x3 − 3x2 + 2.
C y = x4 − 5x2 + 2. D y = −x4 + 5x2 + 2.

y

xO

Ê Lời giải.
Từ đồ thị hàm số, suy ra lim

x→±∞
y = +∞ và đồ thị hàm số có ba cực trị nên hàm số cần tìm là

y = x4 − 5x2 + 2.
Chọn đáp án C �

Câu 9

Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới
đây. Hàm số đó là hàm số nào?

A y = x4 − 3x2. B y = −1
4

x4 + 3x2.

C y = −x4 − 2x2. D y = −x4 + 4x2.

y

xO

4

−2 2

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị hàm số đã cho, suy ra: lim

x→±∞
y = −∞, hàm số có ba điểm cực trị, đồ thị hàm số đi

qua điểm (2; 0). Vậy hàm số cần tìm là y = −x4 + 4x2.
Chọn đáp án D �

Câu 10

Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới
đây. Hàm số đó là hàm số nào?

A y = −x4 + 4x2 + 3. B y = −x4 + 2x2 + 3.
C y = (x2 − 2)2 − 1. D y = (x2 + 2)2 − 1.

O x

y

−2 2
−1

3

Ê Lời giải.

Ì Dựa vào dạng đồ thị hàm y = ax4 + bx2 + c⇒ a > 0.

Ì Đồ thị hàm số có 3 điểm cực trị khi ab < 0⇒ b < 0.

Do đó, đây là đồ thị của hàm số y = (x2 − 1)2 − 1.
Chọn đáp án C �

� LÊ QUANG XE - ĐT: 0967.003.131



Chương 1. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 158Trang

Câu 11

Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn
hàm số dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào?

A y =
−2x + 1
2x + 1

. B y =
−x + 1
x + 1

.

C y =
−x + 2
x + 1

. D y =
−x

x + 1
.

O x

y

−1

1

−1 1

Ê Lời giải.
Từ đồ thị của hàm số đã cho ta thấy
Tiệm cận đứng của đồ thị là đường thẳng có phương trình x = −1.
Tiệm cận ngang của đồ thị là đường thẳng có phương trình y = −1.
Đồ thị đi qua các điểm (1; 0) và (0; 1).

Suy ra hàm số cần tìm là y =
−x + 1
x + 1

.

Chọn đáp án B �

Câu 12

Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số
dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào?

A y =
2x + 1
x− 1

. B y =
x + 2
1− x

.

C y =
x + 2
x− 1

. D y =
x + 1
x− 1

.

x

y

O−2

−2

1

1

Ê Lời giải.
Từ hình vẽ ta thấy đồ thị hàm số cắt trục tung tại điểm (0;−2).

Do đó loại các hàm số y =
x + 2
1− x

, y =
x + 1
x− 1

và y =
2x + 1
x− 1

.

Chọn đáp án C �

Câu 13

Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới
đây. Hàm số đó là hàm số nào?

A y = x4 − 2x2. B y = x4 − 2x2 − 3.
C y = −x4 + 2x2. D y = −x4 + 2x2 − 3.

x

y

−1 1

−1

O

Ê Lời giải.
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Từ đồ thị ta thấy đồ thị hàm số đi qua điểm x = 1 và y = −1.
Thay vào các đáp án ta thấy hàm số y = x4 − 2x2 thay x = 1 thì y = −1.
Chọn đáp án A �

Câu 14

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R và có bảng biến thiên như hình bên. Khẳng định nào sau
đây sai?
A Hàm số không có giá trị lớn nhất và có giá

trị nhỏ nhất bằng −2.
B Hàm số có hai điểm cực trị.
C Đồ thị hàm số có hai tiệm cận ngang.
D Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 5 và giá trị

nhỏ nhất bằng −2.

x
y′

y

−∞ −1 2 +∞
− + 0 −

55

−2−2

44

−1−1

Ê Lời giải.
Đáp án sai là: Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 5 và giá trị nhỏ nhất bằng −2.
Chọn đáp án D �

Câu 15

Đường cong ở hình bên là đồ thị một trong bốn hàm số cho ở
phương án A, B, C, D. Hỏi đó là hàm số nào?

A y = −x3 + 1. B y = −2x3 + x2.
C y = 3x2 + 1. D y = −4x3 + 1.

x

y

O

1

1

Ê Lời giải.
Các điểm A(0; 1) và B(1; 0) thuộc đồ thị hàm số nên chỉ có hàm số y = −x3 + 1 thỏa mãn.
Chọn đáp án A �

Câu 16

Hàm số nào trong bốn hàm số dưới đây có bảng
biến thiên như hình bên?

A y =
2x− 3
x + 2

. B y =
x + 4
x− 2

.

C y =
2x + 3
x− 2

. D y =
2x− 7
x− 2

.

x
y′

y

−∞ 2 +∞
− −

22

−∞

+∞

22

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy

Ì Đồ thị hàm số nhận đường thẳng x = 2 làm tiệm cận đứng.

Ì Đồ thị hàm số nhận đường thẳng y = 2 làm tiệm cận ngang.

Ì Hàm số nghịch biến trên từng khoảng xác định.

Xét qua bốn hàm số, chỉ có hàm số y =
2x + 3
x− 2

là thỏa mãn các tính chất trên.
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Chọn đáp án C �

Câu 17

Cho hàm số y = ax4 + bx2 + c có đồ thị như hình vẽ bên. Khẳng
định nào sau đây đúng?

A a > 0, b < 0, c > 0. B a > 0, b < 0, c < 0.
C a > 0, b > 0, c > 0. D a < 0, b > 0, c > 0.

O
x

y

−2 −1 21

−2

−1

1

2

Ê Lời giải.
Dựa vào hình dạng của đồ thị ta thấy a > 0.
Cho x = 0 ta được y = c.
Do đó đồ thị hàm số cắt trục tung tại điểm (0; c).
Mà từ hình vẽ ta thấy đồ thị hàm số cắt trục tung tại điểm có tung độ dương.
Suy ra c > 0.
Ta có y′ = 4ax3 + 2bx2.
Từ hình vẽ ta thấy đồ thị hàm số có 3 điểm cực trị.
Do đó phương trình y′ = 0 có ba nghiệm phân biệt.
Mà a > 0 nên b < 0.
Chọn đáp án A �

Câu 18

Cho hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d có đồ thị như hình bên. Mệnh
đề nào sau đây đúng?

A a > 0, b < 0, c > 0, d < 0. B a > 0, b < 0, c < 0, d > 0.
C a < 0, b < 0, c < 0, d > 0. D a > 0, b > 0, c < 0, d > 0.

x

y

O

Ê Lời giải.

Ì Dựa vào hình dáng đồ thị, suy ra a > 0.

Ì Do đồ thị cắt trục tung tại điểm phía trên trục hoành nên d > 0.

Ì Hàm số có hai cực trị trái dấu, suy ra ac < 0⇒ c < 0.

Ì Điểm uốn nằm bên phải trục tung, suy ra ab < 0⇒ b < 0.

Vậy a > 0, b < 0, c < 0, d > 0.
Chọn đáp án B �
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Câu 19

Cho hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d có đồ thị như hình vẽ dưới
đây, điểm cực tiểu của đồ thị nằm trên trục tung. Mệnh đề nào
dưới đây đúng?

A a < 0, b < 0, c = 0, d > 0. B a > 0, b < 0, c > 0, d > 0.
C a < 0, b > 0, c > 0, d > 0. D a < 0, b > 0, c = 0, d > 0. x

y

O

Ê Lời giải.
Từ đồ thị hàm số ta thấy a < 0. Đồ thị hàm số cắt trục tung tại điểm (0; d)⇒ d > 0.
Ta có y′ = 3ax2 + 2bx + c. Hàm số có điểm cực tiểu là x = 0⇒ y′(0) = 0⇒ c = 0.

Gọi x1, x2 là hai điểm cực trị, từ đồ thị ta có x1 + x2 = −2b
3a

> 0. Mà a < 0⇒ b > 0.

Chọn đáp án D �

Câu 20

Cho hàm số y = f (x) = ax3 + bx2 + cx + d với a 6= 0. Biết đồ thị hàm số có hai điểm cực trị là
A(1;−1), B(−1; 3). Tính f (4).

A f (4) = 53. B f (4) = −17. C f (4) = −53. D f (4) = 17.

Ê Lời giải.
Ta có f ′(x) = 3ax2 + 2bx + c, ∀x ∈ R.
Hàm số y = f (x) = ax3 + bx2 + cx + d có hai cực trị là A(1;−1), B(−1; 3) khi và chỉ khi

f (1) = −1
f (−1) = 3

f ′(1) = 0

f ′(−1) = 0

.

Điều này tương đương với 
a + b + c + d = −1
− a + b− c + d = 3
3a + b + c = 0
3a− b + c = 0

.

Từ đây ta giải được a = 1, b = 0, c = −3, d = 1. Hay f (x) = x3 − 3x + 1.
Do đó, f (4) = 53.
Chọn đáp án A �

Câu 21

Cho A (0;−3) là điểm cực đại và B (−1;−5) là điểm cực tiểu của đồ thị hàm số trùng phương
y = ax4 + bx2 + c. Tính giá trị của hàm số tại x = −2.

A y (−2) = 43. B y (−2) = 23. C y (−2) = 19. D y (−2) = 13.

Ê Lời giải.
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Ta có y′ = 4ax3 + 2bx; y′′ = 12ax2 + 2b.

Do A (0;−3) , B (−1;−5) là các điểm cực trị nên


y′(−1) = 0
y(0) = −3
y(−1) = −5

⇔


− 4a− 2b = 0
c = 3
a + b + c = −5

⇔


a = 2
b = −4
c = −3

.

⇒ y = 2x4 − 4x2 − 3.
Thử lại với y = 2x4 − 4x2 − 3 có y′ = 8x3 − 8x.

y′ = 0⇔


x = −1
x = 0
x = 1

. Ta có bảng biến thiên:

x

y′

y

−∞ −1 0 1 +∞

− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

−5−5

−3−3

−5−5

+∞+∞

Vậy y = 2x4 − 4x2 − 3. Suy ra: y(−2) = 13.

Chọn đáp án D �

Câu 22

Cho hàm số y = ax4 + bx2 + c có đồ thị như hình vẽ bên. Mệnh đề
nào dưới đây đúng?

A a > 0, b < 0, c < 0. B a < 0, b < 0, c < 0.
C a < 0, b > 0, c < 0. D a > 0, b < 0, c > 0. x

y

O

Ê Lời giải.
Dựa vào hình dạng đồ thị suy ra a < 0.
Hàm số có 3 điểm cực trị nên ab < 0⇒ b > 0.
Giao điểm với trục tung nằm dưới trục hoành nên c < 0.

Chọn đáp án C �

Câu 23

Cho hàm số g(x) liên tục trên R thỏa mãn g′(0) = 0, g′′(x) > 0 ∀x ∈ (−1; 2). Hỏi đồ thị nào
dưới đây có thể là đồ thị của hàm số g(x)?

A

O
x

y

1

−1 2

. B
O x

y

1

−1

2

.
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C
O x

y

1

−1

2

. D
O x

y

1

−1

2

.

Ê Lời giải.
g′(0) = 0⇒ Hàm số y = g(x) đạt cực trị tại x = 0 (1).
g′′(x) > 0⇒ g′′(0) > 0.
Ta có: g′(0) = 0; g′′(0) > 0⇒ Hàm số y = g(x) đạt cực tiểu tại điểm x = 0.
Do đó, ta thu được đáp án.
Chọn đáp án A �

Câu 24

Xác định các hệ số a, b, c để hàm số y = ax4 + bx2 + c có đồ thị như
hình vẽ bên.

A a = −1
4

, b = 3, c = −3. B a = 1, b = −2, c = −3.

C a = 1, b = −3, c = 3. D a = 1, b = 3, c = −3.
O x

y

−1 1

−3

−4

Ê Lời giải.

Ì Ta có: y′ = 4ax3 + 2bx = 2x
(
2ax2 + b

)
.

Ì Từ hình vẽ, suy ra đồ thị hàm số có 3 điểm cực trị có tọa độ là (−1;−4), (0;−3), (1;−4).

Ì Khi đó:


y(0) = −3
y (−1) = y(1) = −4

y′ (−1) = y′(1) = 0
⇔


c = −3
a + b + c = −4
2a + b = 0

⇔


a = 1
b = −2
c = −3.

Chọn đáp án B �

Câu 25

Cho hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d có đồ thị là đường cong như hình
bên. Tính tổng S = a + b + c + d.

A S = 0. B S = 6.
C S = −4. D S = 2.

x

y

O
2

−2

2

Ê Lời giải.
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Ta có: f ′(x) = 3ax2 + 2bx + c. Từ đồ thị ta thấy hàm số đạt cực đại tại x = 0, cực tiểu tại x = 2 và

f (0) = 2, f (2) = −2 nên ta có hệ


d = 2
8a + 4b + 2c + d = −2
c = 0
12a + 4b + c = 0.

. Giải hệ ta tìm được a = 1, b = −3, c =

0, d = 2. Do đó a + b + c + d = 0.
Chọn đáp án C �

Câu 26

Cho hàm số y =
ax + b
x + c

có đồ thị như hình vẽ, với a, b, c là

các số nguyên. Tính giá trị của biểu thức T = a− 3b + 2c.
A T = 12. B T = −7.
C T = 10. D T = −9.

x

y

O

−1

−2

1 2

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số đi qua điểm (2; 0) nên 2a + b = 0.
Đồ thị nhận đường thẳng x = 1 làm tiệm cận đứng nên c = −1.

Đồ thị hàm số đi qua điểm (0;−2) nên
b
c
= −2 suy ra b = 2, a = −1.

Vậy a− 3b + 2c = −9
Chọn đáp án D �

Câu 27

Cho hàm số y =
ax + b
cx + d

có đồ thị như hình bên. Mệnh đề nào sau đây

đúng?
A ac > 0, bd > 0, cd > 0. B ad < 0, bc > 0, cd > 0.
C ab > 0, bc > 0, bd < 0. D bc > 0, ad < 0, ac < 0.

x

y

O

Ê Lời giải.
Ta có y′ =

ad− bc
(cx + d)2 .

Đồ thị trong hình vẽ có các tính chất

Ì nghịch biến trên từng khoảng xác định nên ad− bc < 0 hay bc− ad > 0,

Ì đồ thị cắt trục hoành tại điểm có hoành độ âm và cắt trục tung tại điểm có tung độ âm nên
− b

a
< 0

b
d
< 0

hay

®
ab > 0
bd < 0,

Ì đường tiệm cận ngang của đồ thị nằm phía trên trục hoành nên
a
c
> 0⇔ ac > 0,
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Ì đường tiệm cận đứng của đồ thị nằm phía bên phải trục tung nên −d
c
> 0⇔ cd < 0.

Do đó,

Ì mệnh đề “ac > 0, bd > 0, cd > 0” bị loại vì có bd > 0,

Ì mệnh đề “bc > 0, ad < 0, ac < 0” bị loại vì có ac < 0,

Ì mệnh đề “ad < 0, bc > 0, cd > 0” bị loại vì có cd > 0,

Ì mệnh đề “ab > 0, bc > 0, bd < 0” đúng. Thật vậy, từ ab > 0, ac > 0 suy ra bc > 0.

Vậy mệnh đề đúng là “ab > 0, bc > 0, bd < 0”.
Chọn đáp án C �

Câu 28

Cho hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d có đồ thị như hình bên. Trong các
mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng?

A ab < 0, bc > 0, cd < 0. B ab > 0, bc > 0, cd < 0.
C ab < 0, bc < 0, cd > 0. D ab < 0, bc > 0, cd > 0. O x

y

Ê Lời giải.
Từ đồ thị suy ra hệ số a > 0.
Đồ thị cắt trục tung tại điểm có tung độ dương nên d > 0. Có y′ = 3ax2 + 2bx + c.
Dựa vào đồ thị ta thấy phương trình y′ = 0 có hai nghiệm trái dấu và tổng hai nghiệm dương nên

ac < 0

− 2b
3a

> 0
⇒
®

c < 0
b < 0

do (a > 0).

Do đó ab < 0, bc > 0, cd < 0.
Chọn đáp án A �

Câu 29

Cho hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d đạt cực trị tại các điểm x1, x2 thỏa mãn x1 ∈ (−1; 0),
x2 ∈ (1; 2). Biết hàm số đồng biến trên khoảng (x1; x2). Đồ thị hàm số cắt trục tung tại điểm
có tung độ âm. Trong các khẳng định sau, khẳng định nào đúng?

A a < 0, b > 0, c > 0, d < 0. B a < 0, b < 0, c > 0, d < 0.
C a > 0, b > 0, c > 0, d < 0. D a < 0, b > 0, c < 0, d < 0.

Ê Lời giải.
y′ = 3ax2 + 2bx + c.
Vì hàm số đạt cực trị tại các điểm x1, x2 và hàm số đồng biến trên khoảng (x1; x2) nên a < 0.
Đồ thị hàm số cắt trục tung tại điểm có tung độ âm nên d < 0.

Vì x1 ∈ (−1; 0), x2 ∈ (1; 2) nên

®
x1 + x2 > 0
x1 · x2 < 0

⇔


− 2b

3a
> 0

c
3a

< 0
⇔
®

b > 0
c > 0

.

Chọn đáp án A �
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Câu 30

Cho hàm số bậc ba y = ax3 + bx2 + cx + d có đồ thị như hình vẽ. Tìm giá
trị nhỏ nhất của biểu thức P = a2 + c2 + b + 2d + 1.

A 1
5

. B 1. C 5
8

. D 1
3

.

x

y

O

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 3ax2 + 2bx + c. Từ đồ thị suy ra d = 0, b2 − 3ac = 0⇒ ac =

b2

3
.

Do đó, P ≥ 2ac + b + 1 =
2b2

3
+ b + 1 =

2
3

Å
b +

3
4

ã2
+

5
8
≥ 5

8
.

Vậy min P =
5
8

tương ứng với a = c =
√

3
4

, b = −3
4

.

Chọn đáp án C �

——HẾT——
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BÀI TẬP TỰ LUYỆNDD
Bài 1

Đồ thị của hàm số nào sau đây có dạng như đường cong trong
hình bên?

A y = x3 + x + 1. B y = x3 − x + 1.
C y = x3 − x− 1. D y = x3 + x− 1.

x

y

O

Ê Lời giải.
Nhìn vào hình vẽ ta thấy đồ thị cắt trục tung tại điểm có tung độ dương nên loại các đáp án
y = x3 − x− 1 và y = x3 + x− 1.
Ta thấy đồ thị hàm số không có cực trị nên chọn đáp án y = x3 + x + 1 vì hàm số này có y′ =
3x2 + 1 > 0, ∀x.
Chọn đáp án A �

Bài 2

Bảng biến thiên ở hình bên là của một trong bốn hàm số dưới đây. Tìm hàm số đó.

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 3 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

33

−1−1

+∞+∞

A y = x3 − 5x2 + x + 6. B y = x3 − 6x2 + 9x− 1.
C y = −x3 + 6x2 − 9x + 7. D y = x4 + x2 − 3.

Ê Lời giải.
Phương pháp:
Dựa vào cách đọc Bảng biến thiên để xác định hàm số.
Tìm ra các điểm thuộc đồ thị hàm số rồi thay tọa độ vào các hàm số ở đáp án để loại trừ.
Cách giải:
Từ bảng biến thiên, ta có lim

x→+∞
f (x) = −∞; lim

x→+∞
f (x) = +∞ nên loại y = −x3 + 6x2 − 9x+

vày = x4 + x2 − 3.
Ta thấy điểm (3;−1) thuộc đồ thị hàm số f (x) nên thay x = 3; y = −1 vào hai hàm số ở phương án
y = x3− 5x2 + x+ 6 và phương án y = x3− 6x2 + 9x− 1 ta thấy chỉ có hàm số y = x3− 6x2 + 9x− 1
thỏa mãn nên hàm số cần tìm là y = x3 − 6x2 + 9x− 1.
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Chọn đáp án B �

Bài 3

Bảng biến thiên sau là của hàm số nào?

x

y′

y

−∞ 2 +∞

− −
11

−∞

+∞

11

A y =
x− 1

2x + 1
. B y =

2x + 1
x− 2

. C y =
x + 3
2 + x

. D y =
x + 1
x− 2

.

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên ta có hàm số giảm, TCN y = 1; TCĐ x = 2.
Chọn đáp án D �

Bài 4

Đường cong ở hình vẽ bên là đồ thị của hàm số nào trong bốn
hàm số dưới đây?

A y = x4 − 2x2 + 1. B y = x3 − 3x + 1.
C y = x3 − 3x2 + 1. D y = −x3 + 3x + 1.

x

y

O−1
1−2

−1

3

1

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị ta thấy đây là đồ thị của hàm bậc ba với hệ số a > 0 và hàm số có hai cực trị tại
x = ±1.

a) Xét y = x3 − 3x + 1, ta có y′ = 3x2 − 3. Do đó y′ = 0⇔ x = ±1, suy ra bảng xét dấu của y′

x
y′

−∞ −1 1 +∞
+ 0 − 0 +

Do đó hàm số đạt cực trị tại x = ±1.

b) Xét y = x3 − 3x2 + 1, ta có y′ = 3x2 − 6x. Do đó y′ = 0 ⇔ x = 0, x = 2, suy ra bảng xét dấu
của y′

x
y′

−∞ 0 2 +∞
+ 0 − 0 +

Do đó hàm số đạt cực trị tại x = 0, x = 2.

Chọn đáp án B �
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Bài 5

Đường cong trong hình vẽ bên là đồ thị của hàm số nào?
A y = x3 − 3x + 1. B y = −x3 + 3x− 1.
C y = x3 + 3x + 1. D y = −x4 − 4x2 + 1.

O x

y

Ê Lời giải.
Ta thấy đồ thị hàm số trên có 2 điểm cực trị và cắt trục tung tại điểm có tung độ dương nên chỉ có
hàm số y = x3 − 3x + 1 thoả mãn.
Chọn đáp án A �

Bài 6

Đồ thị hình bên là của hàm số

A y =
1
4

x4 − 1
2

x2 − 1. B y =
1
4

x4 − x2 − 1.

C y =
1
4

x4 − 2x2 − 1. D y = −1
4

x4 + x2 − 1.

y

x
O−2 2−3 3−1

−5

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị hàm số đã cho, ta thấy hàm số có 3 điểm cực trị là −2; 0; 2 và hệ số a > 0.
Các điểm cực của hàm số chính là nghiệm của phương trình y′ = 0 .

Xét hàm số y =
1
4

x4 − 2x2 − 1 có y′ = x3 − 4x = 0⇔
ñ

x = 0
x = ±2

(nhận).

Chọn đáp án C �

Bài 7

Đường cong trong hình vẽ bên là đồ thị của hàm số nào dưới
đây?

A y = −x4 + 2x2 − 1. B y = −x3 + x2 − 1.
C y = x3 − x2 − 1. D y = x4 − 2x2 − 1.

x

y

O
1−1

−2

−1

Ê Lời giải.
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Từ đồ thị đã cho ta suy ra đồ thị hàm số có hai điểm cực tiểu là (−1;−2), (1;−2) và một điểm cực
đại là (0;−1), cho nên đây là đồ thị của hàm số y = x4 − 2x2 − 1.
Chọn đáp án D �

Bài 8

Đường cong ở hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số dưới đây.
Hàm số đó là hàm số nào?

A y = −x4 + 5x2 + 2. B y = x4 + 5x2 + 2.
C y = x3 − 3x2 + 2. D y = x4 − 5x2 + 2.

x

y

O

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số trong hình vẽ là đồ thị của hàm số bậc 4 trùng phương, có 3 điểm cực trị và lim

x→+∞
y =

+∞ nên hàm số đó là y = x4 − 5x2 + 2.
Chọn đáp án D �

Bài 9

Đồ thị sau đây là của hàm số nào?
A y = x4 + 2x2. B y = x4 − 2x2 − 1.
C y = x4 − 2x2. D y = x2 − 2x4.

O
x

y

−1 1

1

2

−1

Ê Lời giải.
Đồ thị hình bên là hàm trùng phương có hệ số a > 0 và có tọa độ các điểm cực trị là (−1,−1),
(1,−1) và (0, 0) nên ta chọn y = x4 − 2x2.
Chọn đáp án C �

Bài 10

Đường cong như hình vẽ bên là đồ thị của một trong bốn hàm số
dưới đây. Hàm số đó là hàm số nào?

A y =
x + 1
x− 1

. B y = x4 − x2 + 1.

C y = −x3 + 3x2 − 1. D y = x3 − 3x2 + 1.

x

y

2−1

−3

1

O

Ê Lời giải.
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Nhận thấy đây là đồ thị của hàm bậc ba có hệ số a > 0 nên đồ thị đã cho là của hàm số y =
x3 − 3x2 + 1.

Chọn đáp án D �

Bài 11

Đồ thị sau đây là của hàm số nào?

A y =
x + 2
x + 1

.

B y =
2x + 1
x + 1

.

C y =
2x− 1
x + 1

.

D y =
−x + 1
x− 2

. x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2

1

2

3

4

Ê Lời giải.

Đồ thị có tiệm cận đứng là đường thẳng x = −1 và tiệm cận ngang là đường thẳng y = 2 nên ta

loại 2 đáp án y =
x + 2
x + 1

và y =
−x + 1
x− 2

.

Mặt khác do hàm số đi qua điểm (0; 1) nên chỉ có đáp án y =
2x + 1
x + 1

là phù hợp.

Chọn đáp án B �

Bài 12

Hàm số nào cho dưới đây có đồ thị như hình bên?
A y = (x + 1)2(1 + x). B y = (x + 1)2(1− x).
C y = (x + 1)2(2− x). D y = (x + 1)2(2 + x).

O x−2 −1 1

y

2

4

2

Ê Lời giải.

Đồ thị hàm số cắt trục hoành tại điểm (−1; 0) và (2; 0). Ta thấy chỉ có đồ thị hàm y = (x + 1)2(2− x)
thỏa mãn.

Chọn đáp án C �
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Bài 13

Đồ thị sau đây là của hàm số nào?

A y =
x + 1
x− 1

. B y =
2x + 1
x− 1

.

C y =
x + 2
1− x

. D y =
2x− 1
x− 1

.

−3 −2 2 3

−2

2

3

4

5

O x

y

1

−1−1 1

Ê Lời giải.
Đồ thị có tiệm cận đứng x = 1 và tiệm cận ngang y = 1, vậy đồ thị là của hàm số y =

x + 1
x− 1

.

Chọn đáp án A �

Bài 14

Đường cong trong hình bên là đồ thị của một trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương
án A, B, C, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số nào?

1 2

1

x

y

O

A y = −2x3 + 9x2 − 12x− 4. B y = x3 − 3x− 4.
C y = x4 − 3x2 − 4. D y = 2x3 − 9x2 + 12x− 4.

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số đi qua điểm (1; 1) suy ra trong 4 phương án đã cho có duy nhất phương án thỏa mãn
là y = 2x3 − 9x2 + 12x− 4.
Xét hàm số y = 2x3 − 9x2 + 12x− 4 ta có:

y′ = 6x2 − 18x + 12, y′ = 0⇔ x2 − 3x + 2 = 0⇔
ñ

x = 1
x = 2

.

y′ > 0⇔ x ∈ (−∞; 1)∪ (2;+∞).
y′ < 0⇔ x ∈ (1; 2).
Suy ra hàm số đồng biến trên các khoảng (−∞; 1) và (2;+∞); nghịch biến trên (1; 2).
Điểm cực đại của đồ thị hàm số (1; 1), điểm cực tiểu của đồ thị hàm số (2; 0).
Vậy đồ thị đã cho là đồ thị của hàm số y = 2x3 − 9x2 + 12x− 4.

Chọn đáp án D �
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Bài 15

Cho hàm số y =
ax + 1
bx− 2

có đồ thị như hình vẽ. Tính T =

a + b.
A T = 0. B T = 2. C T = −1. D T = 3.

O
x

y

−1 1 2

1

Ê Lời giải.

Nhận thấy, x = 2, y = 1 lần lượt là tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của đồ thị hàm số.

Suy ra,


2
b
= 2

a
b
= 1

⇔
®

b = 1
a = 1

. Vậy T = a + b = 2.

Chọn đáp án D �

Bài 16

Hàm số nào sau đây có bảng biến thiên như
hình bên
A y = −x3 + 3x.
B y = −x3 + 3x2 + 1.
C y = x3 − 3x.
D y = x3 − 3x2 − 1.

x

y′

y

−∞ −1 1 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

22

−2−2

+∞+∞

Ê Lời giải.

Hàm số y = x3 − 3x có y′ = 3x2 − 3,

y′ = 0⇔
ñ

x =1
x =− 1.

Từ bảng biến thiên như hình bên suy ra hàm số cần
tìm là y = x3 − 3x.

x

y′

y

−∞ −1 1 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

22

−2−2

+∞+∞

Chọn đáp án C �
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Bài 17

Hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d (a 6= 0) có đồ thị như hình bên.
Kết luận nào sau đây đúng?
A a > 0, b < 0, c > 0, d = 0.
B a > 0, b ≥ 0, c > 0, d = 0.
C a > 0, b ≤ 0, c > 0, d < 0.
D a > 0, b ≥ 0, c > 0, d > 0.

x

y

O

Ê Lời giải.

Đồ thị hàm số có dạng đồ thị hàm số bậc 3 với hệ số a > 0.
Ta có O(0; 0) thuộc đồ thị hàm số nên d = 0.
Do đó y = x

(
ax2 + bx + c

)
; y = 0⇔ x = 0 hoặc ax2 + bx + c = 0.

Từ đồ thị hàm số, ta thấy phương trình y = 0 có 3 nghiệm phân biệt là x = 0, x1 > 0, x2 > 0.
Do đó phương trình ax2 + bx + c = 0 có 2 nghiệm dương phân biệt

⇔


− b

2a
> 0

c
a
> 0

⇒
®

b < 0
c > 0.

Vậy a > 0, b < 0, c > 0, d = 0.

Chọn đáp án A �

Bài 18

Cho hàm số y = x3 + bx2 + d (b, d ∈ R) có đồ thị như hình vẽ bên. Mệnh đề
nào sau đây đúng?

A b < 0, d > 0. B b > 0, d > 0. C b = 0, d > 0. D b > 0, d = 0.

x

y

O

Ê Lời giải.

Đồ thị cắt trục tung tại điểm có tung độ d > 0.

Ta có y′ = 3x2 + 2bx = 0⇔

x = 0

x = −2b
3

.

Đồ thị hàm số y = x3 + bx2 + d, (b, d ∈ R) không có cực trị nên phương trình y′ = 0 vô nghiệm
hoặc có nghiệm kép, từ đó ta suy ra b = 0.

Chọn đáp án C �
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Bài 19

Cho hàm số y =
ax− 2
x + b

có đồ thị như hình bên. Khẳng định nào

sau đây đúng?
A b < a < 0. B 0 < b < a. C 0 < a < b. D b < 0 < a.

x

y

O 1

Ê Lời giải.
Quan sát đồ thị ta có tiệm cận ngang y = a nằm phía trên Ox nên a > 0, đường tiệm cận đứng
x = −b nằm bên trái Oy nên −b < 0⇔ b > 0.
Giao điểm của hai tiệm cận là I(a;−b). Ta thấy d(I, Ox) > d(I, Oy)⇔ |a| > |b| ⇔ a > b.
Vậy 0 < b < a.
Chọn đáp án B �

Bài 20

Đường cong bên dưới là đồ thị hàm số nêu dưới đây

O x

y

1

A y = x3 + 3x2 − 3x + 1. B y = −x3 − 2x2 + x− 2.
C y = −x3 + 3x + 1. D y = x3 + 3x2 + 3x + 1.

Ê Lời giải.
Để hàm số có đồ thị như hình vẽ thì y = −x3 − 2x2 + x− 2 hoặc y = −x3 + 3x + 1.
Vì đồ thị đi qua (0, 1) nên y = −x3 + 3x + 1.
Chọn đáp án C �

——HẾT——
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§6. ỨNG DỤNG ĐỒ THỊ ĐỂ BIỆN LUẬN NGHIỆM PHƯƠNG
TRÌNH VÀ BẤT PHƯƠNG TRÌNH.

LÝ THUYẾT CẦN NHỚAA

1. Ứng dụng đồ thị để biện luận nghiệm phương trình.

Định nghĩa 6.1. .

� Xét phương trình f (x) = m, với m là tham số. Nghiệm của
phương trình này có thể coi là hoành độ giao điểm của đồ thị
y = f (x) (cố định) với đường thẳng y = m (nằm ngang).

� Từ đó, để biện luận nghiệm phương trình f (x) = m, ta có thể
thực hiện các bước như sau:

¬ Lập bảng biến thiên của hàm số y = f (x) trên miền xác
định mà đề bài yêu cầu.

 Tịnh tiến đường thẳng y = m theo hướng "lên, xuống".
Quan sát số giao điểm để quy ra số nghiệm tương ứng.

x

y

y = f (x)

3

−1

y = m

2. Ứng dụng đồ thị để biện luận nghiệm bất phương trình.

Phương pháp 6.1. Để giải bất phương trình

� Xét bất phương trình ở dạng f (x) < m (1), với m là tham số.

¬ Bài toán 1. Tìm điều kiện của tham số m để (1) có nghiệm trên miền D : Khi đó, ta tìm
điều kiện để đồ thị y = f (x) có phần nằm dưới đường thẳng y = m.

 Bài toán 2. Tìm điều kiện của tham số m để (1) nghiệm đúng với mọi x thuộc miền
D : Khi đó, ta tìm điều kiện để đồ thị y = f (x) nằm hoàn toàn phía dưới đường thẳng
y = m.

x

y

y = m

min f (x)
Minh họa Bài toán 1

x

y y = m

max f (x)

Minh họa Bài toán 2

� Các bài toán tương tự:

f (x) > m nghiệm đúng ∀x ∈ D .¬ f (x) > m có nghiệm trên miền D .

f (x) ≤ m nghiệm đúng ∀x ∈ D .® f (x) ≤ m có nghiệm trên miền D .¯

f (x) ≥ m nghiệm đúng ∀x ∈ D .° f (x) ≥ m có nghiệm trên miền D .±
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o Khi muốn sử dụng phương pháp đồ thị để biện luận nghiệm của phương trình f (x, m) = 0 hoặc bất
phương trình f (x, m) > 0, f (x, m) < 0, ta phải thực hiện "cô lập" tham số m.

CÁC DẠNG TOÁN THƯỜNG GẶPBB

1Dạng Giải, biện luận nghiệm phương trình bằng phương pháp đồ thị

• Chuyển phương trình đã cho về dạng f (x) = m;

• Tịnh tiến đường thẳng y = m lên xuống theo phương ngang. Nhìn giao điểm với đồ thị
y = f (x) để quy ra số nghiệm tương ứng.

Ví dụ 1

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ. Số nghiệm của phương
trình 2 f (x)− 3 = 0 là

A 2. B 1.
C 0. D 3.

x

y

O

−1

3

Ê Lời giải.

Ta có 2 f (x)− 3 = 0⇔ f (x) =
3
2

.

Từ đồ thị suy ra phương trình có 3 nghiệm phân biệt.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 2

Cho hàm số f (x) = ax3 + bx2 + cx + d (d 6= 0) có đồ thị như hình vẽ
bên. Số nghiệm của phương trình 3 f (x)− 1 = 0 bằng

A 0. B 1.
C 2. D 3.

x

y

O 1 2

−1

4

Ê Lời giải.

Ta có 3 f (x)− 1 = 0⇔ f (x) =
1
3

.

Khi đó số giao điểm của đồ thị y = f (x) và đường thẳng y =
1
3

chính là số nghiệm của phương

trình 3 f (x)− 1 = 0. Dựa vào đồ thị ta có số nghiệm của phương trình là 1.

Chọn đáp án B �
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Ví dụ 3

Cho hàm số f (x) có bảng biến thiên như hình
bên. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m
để phương trình f (x) = m + 1 có ba nghiệm
thực phân biệt.

A −3 ≤ m ≤ 3. B −2 ≤ m ≤ 4.
C −2 < m < 4. D −3 < m < 3.

x
y′

y

−∞ −1 3 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

44

−2−2

+∞+∞

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên phương trình f (x) = m + 1 có ba nghiệm thực phân biệt khi

−2 < m + 1 < 4⇔ −3 < m < 3.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 4

Cho hàm số y = f (x) xác định trên R \ {0},
liên tục trên mỗi khoảng xác định và có bảng
biến thiên sau. Tìm tập hợp tất các cả thực của
tham số m sao cho phương trình f (x) = m có
ba nghiệm thực phân biệt.

A (−∞; 4]. B [−2; 4].
C (−2; 4). D (−2; 4].

x
y′

y

−∞ 0 2 +∞
− + 0 −

+∞+∞

−2 −∞

44

−∞−∞

Ê Lời giải.
Với mỗi tham số m ta có một đường thẳng y = m song song hoặc trùng với Ox.
Phương trình f (x) = m có ba nghiệm thực phân biệt khi đường thẳng y = m cắt đồ thị tại 3 điểm
phân biệt.
Dựa vào bảng biến thiên, phương trình có 3 nghiệm phân biệt khi −2 < m < 4.
Chọn đáp án C �

Ví dụ 5

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R \ {0} và
có bảng biến thiên như hình bên. Hỏi phương
trình 3| f (x)| − 10 = 0 có bao nhiêu nghiệm?

A 2 nghiệm. B 4 nghiệm.
C 3 nghiệm. D 1 nghiệm.

x
f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 +∞
− − 0 +

22

−∞

+∞

33

+∞+∞

Ê Lời giải.
Từ bảng biến thiên đề bài, ta có bảng biến thiên của hàm số y = | f (x)| như sau
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x
f ′(x)

| f (x)|

−∞ 0 1 +∞
− − 0 +

22

00

+∞ +∞

33

+∞+∞

Ta có 3| f (x)| − 10 = 0⇔ | f (x)| = 10
3

. (1)

Số nghiệm của phương trình (1) bằng số giao điểm của đồ thị y = | f (x)| và đường thẳng y = 3.
Dựa vào bảng biến thiên trên, suy ra phương trình (1) có 3 nghiệm.
Chọn đáp án C �

Ví dụ 6

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R và có bảng biến
thiên như sau. Hỏi phương trình f

(
|x|
)
= 1 có mấy

nghiệm?
A 6 nghiệm. B 2 nghiệm.
C 3 nghiệm. D 4 nghiệm.

x
y′

y

−∞ 0 2 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

22

−2−2

+∞+∞

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên ta có

f
(
|x|
)
= 1

⇔

|x| = a (a < 0)
|x| = b (0 < b < 2)
|x| = c (c > 2)

⇔
ñ

x = ±b
x = ±c.

Vậy phương trình f
(
|x|
)
= 1 có bốn nghiệm.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 7

Cho hàm số y = f (x) = ax3 + bx2 + cx + d (a, b, c, d ∈ R) có đồ thị
như hình vẽ bên. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để phương
trình 2 f

(
|x|
)
−m = 0 có đúng 4 nghiệm phân biệt.

A 1 < m < 3. B −1 < m < 3.
C −2 < m < 6. D 2 < m < 6. x

y

O

2

3

−1

Ê Lời giải.
Ta có f

(
|x|
)
=

®
f (x), x ∈ [0;+∞)
f (−x), x ∈ (−∞; 0).
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Do đó, đồ thị của hàm số y = f
(
|x|
)

gồm hai phần:

Ì Phần 1: Phần đồ thị bên phải trục Oy của đồ thị hàm số y = f (x).

Ì Phần 2: Đối xứng với phần 1 qua Oy.

Ta có
2 f
(
|x|
)
= m⇔ f

(
|x|
)
=

m
2

. (1)

Số nghiệm của phương trình (1) chính bằng số giao điểm của
đường thẳng d : y =

m
2

và đồ thị hàm số y = f
(
|x|
)
.

Do đó, phương trình (1) có 4 nghiệm phân biệt

⇔ −1 <
m
2
< 3⇔ −2 < m < 6.

Vậy giá trị cần tìm của m là −2 < m < 6.
x

y

2

0

3

−1

−2

y =
m
2

Chọn đáp án C �

Ví dụ 8

Cho hàm số y = f (x) xác định và liên tục trên R, có
bảng biến thiên như sau. Số nghiệm của phương trình
2[ f (x)]2 − 3 f (x) + 1 = 0 là

A 2. B 3.
C 6. D 0.

x
y′

y

−∞ −1 1 +∞
+ 0 − 0 +

11

33
1
3
1
3

11

Ê Lời giải.

Ta có 2[ f (x)]2 − 3 f (x) + 1 = 0⇔

 f (x) = 1

f (x) =
1
2

.

Phương trình f (x) = 1 có duy nhất nghiệm x0.

Phương trình f (x) =
1
2

có 2 nghiệm phân biệt khác x0. Vậy phương trình có ba nghiệm.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 9

Tìm tất cả các giá trị của tham số m để phương trình −x4 + 2x2 + 3 + 2m = 0 có 4 nghiệm
phân biệt.

A −2 6 m 6
−3
2

. B −3
2

< m < 2. C −2 < m <
−3
2

. D 3 < m < 4.

Ê Lời giải.
Ta có −x4 + 2x2 + 3 + 2m = 0⇔ 2m + 3 = x4 − 2x2. Đây là phương trình hoành độ giao điểm của
đồ thị hàm số y = x4 − 2x2 và đường thẳng y = 2m + 3.
Số nghiệm của phương trình chính là số giao điểm của hai đồ thị.

TRƯỜNG THPT NGUYỄN TẤT THÀNH



6. ỨNG DỤNG ĐỒ THỊ ĐỂ BIỆN LUẬN NGHIỆM PHƯƠNG TRÌNH VÀ BẤT PHƯƠNG TRÌNH.Trang 181

Xét hàm số y = x4 − 2x2 có y′ = 4x3 − 4x. Cho y′ = 0⇔

x = 0
x = 1
x = −1.

Ta có bảng biến thiên sau

x

y′

y

−∞ −1 0 1 +∞

− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

−1−1

00

−1−1

+∞+∞

Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy để có bốn giao điểm thì

−1 < 2m + 3 < 0⇔ −4 < 2m < −3⇔ −2 < m < −3
2

.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 10

Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m để hàm số y =
1
3

x3− x2 + mx + 1 có hai điểm cực

trị đều thuộc khoảng (−1; 4)?
A 4. B 9. C 8. D 3.

Ê Lời giải.
Để hàm số có hai điểm cực trị đều thuộc khoảng (−1; 4) thì phương trình y′ = 0 có hai nghiệm
phân biệt thuộc (−1; 4).
Ta có y′ = 0⇔ m = 2x− x2 = g(x).
Bảng biến thiên của g(x)

x

g′(x)

g(x)

−1 1 4

+ 0 −

−3−3

11

−8−8

Để phương trình y′ = 0 có hai nghiệm phân biệt thuộc (−1; 4) thì −3 < m < 1.
Vậy có 3 giá trị của m.
Chọn đáp án D �
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Ví dụ 11

Cho phương trình sin3 x− 3 sin2 x + 2−m = 0. Có bao nhiêu giá trị nguyên của m để phương
trình có nghiệm?

A 3. B 1. C 5. D 4.

Ê Lời giải.
Đặt t = sin x, điều kiện: t ∈ [−1; 1].
Phương trình đã cho trở thành t3 − 3t2 + 2−m = 0⇔ t3 − 3t2 + 2 = m.
Xét hàm số f (t) = t3 − 3t2 + 2 với t ∈ [−1; 1]. Ta có

f ′(t) = 3t2 − 6t, f ′(t) = 0⇔
ñ

t = 0 (nhận)
t = 2 (loại).

Do f (−1) = −2, f (0) = 2, f (1) = 0 nên f (t) ∈ [−2; 2].
Vì vậy, để phương trình đã cho có nghiệm thì −2 ≤ m ≤ 2, mà m ∈ Z nên m ∈ {−2;−1; 0; 1; 2}.
Vậy có 5 giá trị m.

Chọn đáp án C �

2Dạng Giải, biện luận nghiệm bất phương trình bằng phương pháp đồ thị

Ví dụ 1

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình bên. Số nghiệm nguyên của
bất phương trình f (x) ≤ 3 là

A 3. B 5 . C 6. D 2.

x

y

O
4

3

1 3

Ê Lời giải.
Theo hình vẽ, nghiệm của bất phương trình f (x) ≤ 3 là 0 ≤ x ≤ 4. Suy ra các nghiệm nguyên là
x ∈ {0; 1; 2; 3; 4}.
Chọn đáp án B �

Ví dụ 2

Tìm tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số y = x3 − 3x2 + (2m− 1)x + 2019
đồng biến trên (2;+∞).

A m <
1
2

. B m =
1
2

. C m ≥ 0. D m ≥ 1
2

.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 3x2 − 6x + 2m− 1.
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Hàm số đồng biến trên khoảng (2;+∞) khi và chỉ khi y′ ≥ 0, ∀x > 2

⇔ 3x2 − 6x + 2m− 1 ≥ 0, ∀x > 2
⇔ −2m + 1 ≤ 3x2 − 6x, ∀x > 2.

Xét g(x) = 3x2 − 6x, ∀x > 2. Ta có g′(x) = 6x− 6⇒ g′(x) = 0⇔ x = 1 6∈ (2;+∞).
Bảng biến thiên

x
g′(x)

g(x)

2 +∞
+

00

+∞+∞

Từ bảng biến thiên suy ra 1− 2m ≤ g(x), ∀x > 2⇔ 1− 2m ≤ 0⇔ m ≥ 1
2

.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 3

Có bao nhiêu giá trị nguyên âm của tham số m để hàm số y = x3 + mx− 1
5x5 đồng biến trên

khoảng (0;+∞)?
A 5. B 3. C 0. D 4.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 3x2 + m +

1
x6 .

Hàm số đồng biến trên khoảng (0;+∞) khi và chỉ khi

y′ = 3x2 + m +
1
x6 ≥ 0, ∀x ∈ (0;+∞)

⇔ −3x2 − 1
x6 ≤ m, ∀x ∈ (0;+∞).

Xét hàm số g(x) = −3x2 − 1
x6 ≤ m, x ∈ (0;+∞).

g′(x) = −6x +
6
x7 =

−6
(
x8 − 1

)
x7 , g′(x) = 0⇔

ñ
x = 1
x = −1 (loại).

Bảng biến thiên

x

g′(x)

g(x)

0 1 +∞

+ 0 −

−∞−∞

−4−4

−∞−∞

Dựa vào bảng biến thiên, ta có m ≥ −4, suy ra các giá trị nguyên âm của tham số m là −4; −3; −2;
−1.
Chọn đáp án D �
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Ví dụ 4

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho bất phương trình m
√

x2 − 2x + 2+m + 2x−
x2 ≤ 0 có nghiệm x ∈ [0; 1 +

√
3].

A m ≤ 2
3

. B m ≤ 0. C m ≥ 2
3

. D m ≤ −1.

Ê Lời giải.

m
√

x2 − 2x + 2 + m + 2x− x2 ≤ 0⇔ m ≤ x2 − 2x√
x2 − 2x + 2 + 1

(∗)

Xét hàm số f (x) =
x2 − 2x√

x2 − 2x + 2 + 1
trên [0; 1 +

√
3].

Đặt t =
√

x2 − 2x + 2 + 1, với x ∈ [0; 1 +
√

3]⇒ t ∈ [2; 3].

Khi đó hàm số f (x) trở thành f (t) =
(t− 1)2 − 2

t
= t− 2− 1

t
; t ∈ [2; 3].

Ta có f ′(t) = 1 +
1
t2 > 0, ∀t ∈ [2; 3]. Do đó hàm số f (t) đồng biến trên [2; 3]

⇒ max
[2;3]

f (t) = f (3) =
2
3

.

Phương trình (∗) có nghiệm x ∈ [0; 1 +
√

3] khi và chỉ khi m ≤ max
[0;1+

√
3]

f (x) = max
[2;3]

f (t) =
2
3

.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 5

Gọi S là tập hợp các giá trị nguyên của tham số m thuộc [0; 2019] để bất phương trình x2 −
m +

√
(1− x2)3 ≤ 0 đúng với mọi x ∈ [−1; 1]. Số phần tử của tập S bằng

A 1. B 2020. C 2019. D 2.

Ê Lời giải.
Ta có x2 −m +

√
(1− x2)3 ≤ 0⇔ x2 +

√
(1− x2)3 ≤ m.

Xét hàm số f (x) = x2 +
√

(1− x2)3 trên [−1; 1].

Với mọi x thuộc [−1; 1], ta có: f ′(x) = x(2− 3
√

(1− x2)); f ′(x) = 0⇔

x = 0

x = ±
√

5
3

.

Vì f (±1) = 1, f (0) = 1, f

Ç
±
√

5
3

å
=

23
27

nên max
x∈[−1;1]

f (x) = 1.

Do đó, x2 +
√

(1− x2)3 ≤ m⇔ m ≥ max
x∈[−1;1]

f (x)⇔ m ≥ 1.

Vậy có 2019 giá trị nguyên của m thuộc [0; 2019] thỏa yêu cầu bài toán.

Chọn đáp án C �

3Dạng Một số bài toán liên quan đến hàm hợp
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Ví dụ 1

Cho hàm số bậc ba y = f (x) có đồ thị như hình vẽ bên . Khi đó
phương trình 4 f (3x4)− 3 = 0 có bao nhiêu nghiệm dương?

A 2. B 4.
C 5. D 1.

x

y

O−1

1 2

1

Ê Lời giải.

Bảng biến thiên của hàm số y = 3x4 Ta có: 4 f (3x4)− 3 = 0⇔ f (3x4) =
3
4
⇔

3x4 = x1, x1 ∈ (−1; 0)

3x4 = x2, x2 ∈ (0; 1)

3x4 = x3, x3 ∈ (1; 2)
Dựa vào bảng biến thiên ta có 3x4 = x1 vô nghiệm; 3x4 = x2 có một nghiệm âm một nghiệm dương;
3x4 = x3 có một nghiệm âm một nghiệm dương.
Vậy phương trình 4 f (3x4)− 3 = 0 có 2 nghiệm dương

Chọn đáp án A �

Ví dụ 2

Cho hàm số f (x) có bảng biến thiên như sau.
Số nghiệm của phương trình f (3x4 − 6x2 +
1) = 1 là

A 4. B 5.
C 6. D 3.

x

y′

y

−∞ −2 1 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

22

−1−1

+∞+∞

Ê Lời giải.

Dựa vào bảng biến thiên, ta có f (x) = 1⇔

x = a ∈ (−∞;−2)
x = b ∈ (−2; 1)
x = c ∈ (1;+∞)

Do đó f (3x4 − 6x2 + 1) = 1⇔

3x4 − 6x2 + 1 = a(1)

3x4 − 6x2 + 1 = b(2)

3x4 − 6x2 + 1 = c(3)
Xét hàm số g(x) = 3x4 − 6x2 + 1

Có g′(x) = 12x3 − 12x = 0⇔

x = −1
x = 0
x = 1

Bảng biến thiên:

Dựa vào bảng biến thiên, có:
- Phương trình (1) vô nghiệm.
- Phương trình (2) có đúng 4 nghiệm phân biệt.
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- Phương trình (3) có đúng 2 nghiệm phân biệt.
Vậy phương trình đã cho có tất cả 6 nghiệm.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 3

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như hình
bên. Phương trình f (4x − x2)− 2 = 0 có bao nhiêu
nghiệm thực?

A 2. B 6. C 0. D 4.

x
y′

y

−∞ 0 4 +∞
− 0 + 0 −

+∞+∞

−1−1

33

−∞−∞

Ê Lời giải.

Đặt t = 4x− x2. Khi đó t = −(x− 2)2 + 4 ≤ 4.
Từ mỗi giá trị t < 4 ta tìm được hai giá trị x. Với t = 4 ta tìm được x = 2.

Từ bảng biến thiên, ta thấy phương trình f (t) = 2⇔

t = α ∈ (−∞; 0)
t = β ∈ (0; 4)
t = γ ∈ (4;+∞)

Vậy phương trình f (4x− x2)− 2 = 0 có 4 nghiệm.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 4

Cho hàm số bậc ba y = f (x) có đồ thị như hình vẽ. Số nghiệm thuộc
đoạn [0; 5π] của phương trình f (cos x) = 1

A 3. B 4. C 5. D 6.

x

y

O
−1

4

1

2

Ê Lời giải.

Đặt t = cos x, t ∈ [−1; 1] ta được f (t) = 1⇔ t = a với a ∈ (0; 1)
Xét hàm số g(x) = cos x trên đoạn [0; 5π]
Đồ thị của hàm số g(x) = cos x tên đoạn [0; 5π] là

Dựa vào đồ thị ta có cos x = a có 5 nghiệm trên [0; 5π]
Vậy phương trình f (cos x) = 1 có 5 nghiệm trên [0; 5π].

Chọn đáp án C �
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Ví dụ 5

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ bên. Tập hợp tất cả các
giá trị thực của tham số m để phương trình f (1− cos 2x) = m có
nghiệm thuộc khoảng (0; π) là

A [−1; 3]. B (−1; 1). C (−1; 3). D (−1; 1].

x

y

O
2−1

−2 1

3

Ê Lời giải.
Ta có x ∈ (0; π) thì cos 2x ∈ [−1; 1) nên t = 1− cos 2x ∈ (0; 2].
Phương trình f (t) = m có nghiệm thuộc khoảng (0; 2] khi và chỉ khi m ∈ [−1; 3].
Chọn đáp án A �

Ví dụ 6

Cho hàm số bậc ba y = f (x) có đồ thị như hình vẽ bên. Số nghiệm

thực của phương trình | f (x3 − 3x)| = 2
3

là

A 6. B 10. C 3. D 9.
O

x

y

2
2−2

−1

Ê Lời giải.
Đặt t = g(x) = x3 − 3x (1).
Ta có g′(x) = 3x2 − 3 = 0⇔ x± 1.
Bảng biến thiên

x

g′(x)

g(x)

−∞ −1 1 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

22

−2−2

+∞+∞

Dựa vào bảng biến thiên ta có

Ì t ∈ (−2; 2) cho ta 3 giá trị x thỏa mãn (1).

Ì t ∈ {−2; 2} cho ta 2 giá trị x thỏa mãn (1).

Ì t ∈ (−∞;−2)∪ (2;+∞) cho ta 1 giá trị x thỏa mãn (1).

Phương trình | f (x3 − 3x)| = 2
3

(2) trở thành | f (t)| = 2
3
⇔

 f (t) =
2
3

f (t) = −2
3

.

Dựa vào đồ thị ta có:
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Ì Phương trình f (t) =
2
3

có 3 nghiệm thỏa mãn −2 < t1 < t2 < 2 < t3. Suy ra có 7 nghiệm của
phương trình (2).

Ì Phương trình f (t) = −2
3

có 3 nghiệm thỏa mãn t4 < −2 < 2 < t5 < t6. Suy ra có 3 nghiệm
của phương trình (2).

Vậy phương trình đã cho có 10 nghiệm.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 7

Cho hàm số f (x), bảng biến thiên của hàm số f ′(x) như sau:

x

f ′(x)

−∞ −1 0 1 +∞

+∞+∞

−3−3

22

−1−1

+∞+∞

Số điểm cực trị của hàm số y = f (4x2 + 4x) là
A 5. B 9. C 7. D 3.

Ê Lời giải.

Có ( f (4x2 + 4x))′ = (8x + 4) f ′(4x2 + 4x), ( f (4x2 + 4x))′ = 0⇔

x = −1
2

f ′(4x2 + 4x) = 0.
Bảng biến thiên

x

f ′(x)

−∞ −1 0 1 +∞

+∞+∞

−3−3

22

−1−1

+∞+∞

a1 a2 a3 a4

Từ bảng biến thiên trên ta có f ′(4x2 + 4x) = 0⇔


4x2 + 4x = a1 ∈ (−∞;−1)

4x2 + 4x = a2 ∈ (−1; 0)

4x2 + 4x = a3 ∈ (0; 1)

4x2 + 4x = a4 ∈ (1;+∞)

. (1)

Xét g(x) = 4x2 + 4x, g′(x) = 8x + 4, g′(x) = 0⇔ x = −1
2

ta có bảng biến thiên
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x

g′(x)

g(x)

−∞ −1
2

+∞

− 0 +

+∞+∞

11

+∞+∞

Kết hợp bảng biến thiên của g(x) và hệ (1) ta thấy:

Ì Phương trình 4x2 + 4x = a1 ∈ (−∞;−1) vô nghiệm.

Ì Phương trình 4x2 + 4x = a2 ∈ (−1; 0) tìm được hai nghiệm phân biệt khác −1
2

.

Ì Phương trình 4x2 + 4x = a2 ∈ (0; 1) tìm được thêm hai nghiệm mới phân biệt khác −1
2

.

Ì Phương trình 4x2 + 4x = a2 ∈ (1;+∞) tìm được thêm hai nghiệm phân biệt khác −1
2

.

Vậy hàm số y = f (4x2 + 4x) có tất cả 7 điểm cực trị.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 8

Cho hàm số y = f (x) có đạo hàm liên tục trên R, hàm số y = f ′(x)
có đồ thị như hình bên. Số điểm cực trị của hàm số y = f (x)− x2

là
A 1. B 2.
C 3. D 4.

O x

y

−1−2

1 2

−2

−4

2

4

Ê Lời giải.
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Đặt g(x) = f (x)− x2. Khi đó g′(x) = f ′(x)− 2x.
Trên hình đã cho, ta vẽ thêm đồ thị hàm số y = 2x.
Dựa vào đồ thị hàm số, ta thấy phương trình g′(x) = 0 có 4 nghiệm phân
biệt là −2;−1; 1; 2.
Dựa vào đồ thị hàm số, ta có bảng xét dấu của đạo hàm g′(x) như sau

x

g′(x)

−∞ −2 −1 1 2 +∞

+ 0 − 0 + 0 − 0 +

Do đó, hàm số y = g(x) có 4 điểm cực trị.

O x

y

−1−2

1 2

−2

−4

2

4

Chọn đáp án D �

Ví dụ 9

Cho hàm số f (x). Hàm số f ′(x) có đồ thị như hình bên. Hàm
số g(x) = f (1 − 2x) + x2 − x nghịch biến trên khoảng nào
dưới đây?

A
Å

1;
3
2

ã
. B

Å
0;

1
2

ã
. C (−2;−1). D (2; 3).

x

y

O−2

1
4

−2

Ê Lời giải.
Xét đường thẳng d : y = −1

2
x đi qua các điểm A(−2; 1), O(0; 0) và

B(4;−2) được bổ sung vào đồ thị đã cho (như hình vẽ).

Và theo đồ thị ta có: f ′(X) > −X
2
⇔
ñ
− 2 < X < 0
X > 4.

Với g(x) = f (1− 2x) + x2 − x ta có g′(x) = −2 f ′(1− 2x) + 2x− 1.
Từ đó g′(x) < 0 ⇔ −2 f ′(1 − 2x) + 2x − 1 < 0 ⇔ f ′(1 − 2x) >

−1− 2x
2

x

y

O

y = f ′(x)

−2

1
4

−2
y = −1

2
x

⇔
ñ
− 2 < 1− 2x < 0
1− 2x > 4

⇔

1
2
< x <

3
2

x < −3
2

.

Vậy hàm số g(x) nghịch biến trên các khoảng
Å
−∞;−3

2

ã
và
Å

1
2

;
3
2

ã
nên nghịch biến trên khoảngÅ

1;
3
2

ã
.

Chọn đáp án A �
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BÀI TẬP RÈN LUYỆNCC
Câu 1

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R và có đồ thị ở hình bên. Số
nghiệm dương phân biệt của phương trình f (x) = −

√
3 là

A 1. B 3.
C 2. D 4.

x

y

O
1−1

−2

−1

Ê Lời giải.
Vì −2 < −

√
3 < −1 nên suy ra đường thẳng y = −

√
3 cắt đồ thị

hàm số y = f (x) tại bốn điểm phân biệt, trong đó có hai điểm phân
biệt có hoành độ dương. Do đó phương trình f (x) = −

√
3 có hai

nghiệm dương phân biệt.

x

y

O
1−1

−2

−1

y = f (x)

y = −
√

3

Chọn đáp án C �

Câu 2

Hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ bên. Phương trình 2 f (x)−
5 = 0 có bao nhiêu nghiệm âm?

A 0. B 2.
C 1. D 3.

x

y

5

3

1

Ê Lời giải.
Ta có 2 f (x)− 5 = 0⇔ f (x) =

5
2

.

Đường thẳng y =
5
2

cắt đồ thị hàm số y = f (x) tại 3 điểm trong

đó có 2 điểm có hoành độ âm nên phương trình 2 f (x)− 5 = 0
có 2 nghiệm âm.

x

y

5

3

1

f (x) =
5
2

Chọn đáp án B �
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Câu 3

Cho hàm số y = f (x) xác định trên R \ {0}, liên
tục trên mỗi khoảng xác định và có bảng biến
thiên như hình bên. Số phần tử tập nghiệm của
phương trình | f (x)| = 2 là

A 4. B 3. C 5. D 6.

x
y′

y

−∞ 0 1 +∞
− + 0 −

+∞+∞

−1 −∞

22

−∞−∞

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên ta thấy, phương trình f (x) = 2 có 2 nghiệm và phương trình f (x) = −2 có
2 nghiệm. Vậy tổng số nghiệm là 4.

Chọn đáp án A �

Câu 4

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như
sau. Số nghiệm của phương trình f (x+ 5)− 4 =
0 là

A 0. B 2.
C 3. D 1.

x
y′

y

−∞ −1 3 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

44

−2−2

+∞+∞

Ê Lời giải.
Số nghiệm của phương trình f (x + 5)− 4 = 0 là số giao điểm của đường thẳng d : y = 4 với đồ thị
hàm số y = f (x). Dựa vào bảng biến thiên, phương trình đã cho có 2 nghiệm.
Chọn đáp án B �

Câu 5

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ bên. Tìm số nghiệm
của phương trình f (x) = −x + 1.

A 2. B 4.
C 1. D 3.

x

y

O
2

−2

2

1

Ê Lời giải.
Nhận thấy số nghiệm của phương trình f (x) = −x + 1 chính là số
giao điểm giữa đồ thị hàm số y = f (x) và đường thẳng d : y = −x +
1.
Qua hình vẽ ta thấy, hai đồ thị hàm số giao nhau tại 3 điểm phân
biệt.
Vậy phương trình đã cho có 3 nghiệm phân biệt. x

y

O
2

−2 d

2

1

Chọn đáp án D �
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Câu 6

(2D1B5-3)
Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R và có đồ thị như hình vẽ. Tìm
số nghiệm của phương trình 2 f (x2) + 3 = 0.

A 4. B 2.
C 3. D 6. x

y

O
2

1

−2

Ê Lời giải.

Ta có 2 f (x2) + 3 = 0⇔ f (x2) = −3
2

. (1)

Đồ thị hàm số y = f (x) cắt đường thẳng y = −3
2

tại các

điểm có hoành độ a, b, c trong đó

a < 0 < b < 2 < c (2).

Từ (1) và (2) suy ra

x

y

O
2

1

−2

a b c

y = − 3
2

(1)⇔

x2 = a (loại)

x2 = b

x2 = c

⇔
ñ

x = ±
√

b

x = ±
√

c.

Vậy phương trình đã cho có 4 nghiệm phân biệt.

Chọn đáp án A �

Câu 7

Số nghiệm thực của phương trình 2|x|3 − 9x2 + 12|x| − 9
2
= 0 là

A 2. B 6. C 4. D 3.

Ê Lời giải.
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Xét hàm số y = 2x3 − 9x2 + 12x− 9
2

.
Tập xác định là D = R.
Ta có y′ = 6x2 − 18x + 12.

y′ = 0⇔ 6x2 − 18x + 12 = 0⇔
ñ

x = 1
x = 2.

lim
x→+∞

y = +∞; lim
x→−∞

y = −∞.

Bảng biến thiên

x
y′

y

−∞ 1 2 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

1
2
1
2 −1

2
−1

2

+∞+∞

Đồ thị (C) của y = 2x3 − 9x2 + 12x− 9
2

(như hình vẽ).

x

y

O

Từ đồ thị (C) của hàm số y = 2x3 − 9x2 + 12x − 9
2

ta suy ra đồ thị của hàm số y = 2|x|3 − 9x2 +

12|x| − 9
2

bằng cách giữ nguyên phần đồ thị (C) phía bên phải trục tung (x ≥ 0) và lấy đối xứng

qua trục tung phần đồ thị (C) bên phải trục tung. Như vậy ta được đồ thị như sau

x

y

O

Rõ ràng đồ thị này cắt trục hoành tại 6 điểm nên phương trình 2|x|3 − 9x2 + 12|x| − 9
2
= 0 có 6

nghiệm.

Chọn đáp án B �
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Câu 8

Cho hàm số y = f (x) xác định, liên tục trên
R và có bảng biến thiên sau. Tìm tất cả các
giá trị thực của tham số m để phương trình
f (x)− 1 = m có đúng hai nghiệm.

A
ñ

m = −2
m > −1

. B −2 < m < −1.

C
ñ

m > 0
m = −1

. D
ñ

m = −2
m ≥ −1

.

x
y′

y

−∞ −1 0 1 +∞
− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

−1−1

00

−1−1

+∞+∞

Ê Lời giải.
Ta có f (x)− 1 = m⇔ f (x) = m + 1.
Đây là phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số y = f (x) và đường thẳng d : y = m + 1.
Để phương trình f (x)− 1 = m có hai nghiệm thì đường thẳng d cắt đồ thị hàm số y = f (x) tại hai
điểm.
Dựa vào bảng biến thiên ta có đường thẳng d cắt đồ thị hàm số y = f (x) tại hai điểm khi và chỉ khiñ

m + 1 = −1
m + 1 > 0

⇔
ñ

m = −2
m > −1.

Chọn đáp án A �

Câu 9

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ bên. Có tất cả bao nhiêu
giá trị nguyên của m để phương trình 4 f (x) + m = 0 có đúng 4
nghiệm thực phân biệt?

A 4. B 3.
C 2. D 0.

x

y

O

−1 1

−3

−4

Ê Lời giải.
Ta có 4 f (x) + m = 0⇔ f (x) = −m

4
.

Phương trình có 4 nghiệm phân biệt khi và chỉ khi −4 < −m
4
< −3⇔ 12 < m < 16.

Vậy có 3 giá trị nguyên của m thỏa mãn yêu cầu.
Chọn đáp án B �

Câu 10

Tìm các giá trị thực của tham số m để phương trình x3− 3x2−m− 4 = 0 có ba nghiệm phân
biệt.

A 4 < m < 8. B m < 0. C −8 < m < −4. D 0 ≤ m ≤ 4.

Ê Lời giải.
Ta có x3 − 3x2 −m− 4 = 0⇔ x3 − 3x2 − 4 = m. (1)
Xét f (x) = x3 − 3x2 − 4 có tập xác định D = R.
Phương trình (1) có 3 nghiệm phân biệt khi và chỉ khi f (x) = m có 3 nghiệm phân biệt.

Ta có f ′(x) = 3x2 − 6x, f ′(x) = 0⇔ 3x2 − 6x = 0⇔
ñ

x = 0
x = 2.
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Bảng biến thiên

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 2 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

−4−4

−8−8

+∞+∞

Dựa vào bảng biến thiên, ta có f (x) = m có ba nghiệm phân biệt khi −8 < m < −4.
Chọn đáp án C �

Câu 11

Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị của tham số m để phương trình 2x3− 3x2 = 2m + 1 có đúng
hai nghiệm phân biệt. Tổng các phần tử của S bằng

A −1
2

. B −3
2

. C −5
2

. D 1
2

.

Ê Lời giải.
Xét hàm số f (x) = 2x3 − 3x2 trên R.

Ta có f ′(x) = 6x2 − 6x, f ′(x) = 0⇔
ñ

x = 0
x = 1

. Ta có bảng biến thiên của hàm số f (x) như sau

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

00

−1−1

+∞+∞

Phương trình đã cho có đúng hai nghiệm phân biệt khi và chỉ khi đồ thị hàm số y = f (x) và y =

g(x) = 2m + 1 có đúng hai điểm chung. Điều này tương đương với

ñ
2m + 1 = 0
2m + 1 = −1

⇔

m = −1
2

m = −1.

Vậy tổng các phần tử của S bằng −3
2

.

Chọn đáp án B �

Câu 12

Tập tất cả các giá trị của tham số m để phương trình x4 − 4x2 + 3 + m = 0 có 4 nghiệm phân
biệt là

A (−1; 3). B (−3; 1). C (2; 4). D (−3; 0).

Ê Lời giải.
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Ta có: x4 − 4x2 + 3 + m = 0⇔ −x4 + 4x2 − 3 = m.

Xét hàm số y = −x4 + 4x2 − 3, khi đó: y′ = −4x3 + 8x; y′ = 0⇔
ñ

x = ±
√

2
x = 0.

Bảng biến thiên

x
y′

y

−∞ −
√

2 0
√

2 +∞
+ 0 − 0 + 0 −

−∞−∞

33

−1−1

33

−∞−∞

Vậy để phương trình đã cho có 4 nghiệm phân biệt thì −3 < m < 1⇒ m ∈ (−3; 1).

Chọn đáp án B �

Câu 13

Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m để đường thẳng y = m cắt đồ thị hàm số y =
2x2|x2 − 2| tại 6 điểm phân biệt?

A 1. B 0. C 2. D 3.

Ê Lời giải.

y = 2x2|x2 − 2| =


2x2(x2 − 2) khi

[
x ≤ −

√
2

x ≥
√

2

− 2x2(x2 − 2) khi−
√

2 < x <
√

2.
Vẽ đồ thị hàm số f (x) = 2x2(x2− 2), từ đó suy ra đồ thị hàm số đã cho
như hình.
Do đó, đường thẳng y = m cắt đồ thị hàm số y = 2x2|x2 − 2| tại 6
điểm phân biệt khi và chỉ khi 0 < m < 2. Vì m ∈ Z nên m = 1.

x

y

O−1 1
√

2−
√

2

2

Chọn đáp án A �

Câu 14

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ dưới đây. Tìm tất cả
các giá trị thực của tham số m để phương trình | f (x)| = m có 6
nghiệm phân biệt.

A −4 < m < −3. B 0 < m < 3.
C m > 4. D 3 < m < 4.

x

y

O

−4

−3

−1 1

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số y = | f (x)|
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x

y

O

4

3

−1 1

y = m

Số nghiệm của phương trình | f (x)| = m là số giao điểm của đồ thị hàm số và đường thẳng y = m.
Phương trình có 6 nghiệm phân biệt khi 3 < m < 4.

Chọn đáp án D �

Câu 15

Cho hàm số y = f (x) = ax3 + bx2 + cx + d có
bảng biến thiên như hình bên. Khi đó, phương trình
| f (x)| = m có bốn nghiệm phân biệt x1 < x2 < x3 <
1
2
< x4 khi và chỉ khi

A 1
2
< m < 1. B 1

2
≤ m < 1.

C 0 < m < 1. D 0 < m ≤ 1.

x
y′

y

−∞ 0 1 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

11

00

+∞+∞

Ê Lời giải.
Nghiệm phương trình | f (x)| = m chính là hoành độ giao điểm của đồ thị y = | f (x)| với đường
thẳng d : y = m.

¬ Tọa độ hai điểm cực trị là (0; 1) và (1; 0), suy ra tọa độ điểm uốn là
Ä

1
2 ; 1

2

ä
.

 Hình ảnh đồ thị y = f (x) và y = | f (x)| được minh họa như hình bên dưới:

x

y
y = f (x)

1
2

1
2

1

1

x

y
y = | f (x)|

1
2

1
2

d : y = m

1

1

® Theo đồ thị y = | f (x)| để hoành độ giao điểm thỏa x1 < x2 < x3 <
1
2
< x4 thì

1
2
< m < 1.

Chọn đáp án A �
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Câu 16

Cho hàm số y = −2x3 + 3x2 − 1 có đồ thị như hình vẽ. Bằng
cách sử dụng đồ thị hàm số, xác định m để phương trình 2x3 −
3x2 + 2m = 0 có đúng ba nghiệm phân biệt, trong đó có hai

nghiệm lớn hơn
1
2

.

A m ∈
Å
−1

2
; 0
ã

. B m ∈ (−1; 0) .

C m ∈
Å

0;
1
2

ã
. D m ∈

Å
1
4

;
1
2

ã
.

x

y

O
− 1

2

1
2

−1

1

Ê Lời giải.
Phương trình đã cho tương đương −2x3 + 3x2 − 1 = 2m− 1. Số nghiệm của phương trình đúng
bằng số hoành độ giao điểm của hai đồ thị hàm số y = −2x3 + 3x2 − 1 và y = 2m− 1.
Nên để phương trình đã cho có nghiệm thỏa mãn yêu cầu thì ta cần có

−1
2
< 2m− 1 < 0⇔ 1

4
< m <

1
2

.

Chọn đáp án D �

Câu 17

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ. Tìm tất cả các giá trị thực
của tham số m để bất phương trình f (x) ≤ 2m có nghiệm đúng với mọi
x ∈ [0; 1].

A 0 ≤ m ≤ 2. B m ≥ 2.
C 0 ≤ m ≤ 1. D m ≥ 1. x

y

O 1
−1

2

−2

Ê Lời giải.
Bất phương trình f (x) ≤ 2m có nghiệm đúng với mọi x ∈ [0; 1]
⇔ max

x∈[0;1]
f (x) ≤ 2m ⇔ 2 ≤ 2m ⇔ m ≥ 1.

Chọn đáp án D �

Câu 18

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R có đồ thị như hình vẽ. Số nghiệm
thực của phương trình f (x2 + x) = 1 là

A 2. B 3.
C 4. D 5. x

y

−1 1 2−1

1
O

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị ta có
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x2 + x = 1

x2 + x = 2

⇔ x ∈
®
−1±

√
5

2
;−2; 1

´
.

Vậy phương trình đã cho có 4 nghiệm thực.
Chọn đáp án C �

Câu 19

Cho hàm số y = f (x) xác định trên R \ {1}, liên tục
trên mỗi khoảng xác định và có bảng biến thiên như
sau. Số nghiệm của phương trình f

Ä√
2x− 3

ä
+ 4 =

0 là
A 4. B 3. C 2. D 1.

x

y′

y

−∞ −1 3 +∞

+ − 0 +

−∞−∞

2 +∞

−4−4

+∞+∞

Ê Lời giải.
Điều kiện x ≥ 3

2
.

Đặt t =
√

2x− 3 (t ≥ 0), ta được phương trình f (t) + 4 = 0⇔ f (t) = −4.
Từ bảng biến thiên ta suy ra t = 3. Do đó, ta có

√
2x− 3 = 3⇔ x = 6.

Vậy phương trình f
Ä√

2x− 3
ä
+ 4 = 0 có 1 nghiệm.

Chọn đáp án D �

Câu 20

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ. Số nghiệm thực của
phương trình f ( f (sin 2x)) = 0 trong khoảng (0; π) là

A 4. B 3. C 2. D 1.

x

y

O−1 1

1

Ê Lời giải.

Dựa vào đồ thị ta có f (x) ≤ 1, suy ra f ( f (sin 2x)) = 0⇔

 f (sin 2x) = a < −1
f (sin 2x) = 0
f (sin 2x) = b > 1.

Ì Khi f (sin 2x) = a < −1⇒ sin 2a = a′ < −1, suy ra phương trình vô nghiệm.

Ì Khi f (sin 2x) = b > 1, suy ra phương trình vô nghiệm.

Ì Khi f (sin 2x) = 0⇔

 sin 2x = m < −1
sin 2x = 0
sin 2x = n > 1

⇔ sin 2x = 0⇔ 2x = kπ ⇔ x = k
π

2
, k ∈ Z.

Khi x ∈ (0; π)⇔ 0 < k < 2, k ∈ Z⇒ k = 1⇒ x =
π

2
.

Vậy phương trình đã cho có một nghiệm x =
π

2
.

Chọn đáp án D �
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Câu 21

Tìm tất cả các giá trị của m để hàm số y = x3 + 3x2 − mx − 4 luôn đồng biến trên khoảng
(−∞; 0).

A m ≤ −3. B m < −3. C m ≥ 3. D m > 3.

Ê Lời giải.
y′ = 3x2 + 6x−m.
Hàm số đồng biến trên (−∞; 0)
⇔ 3x2 + 6x−m ≥ 0, ∀x ∈ (−∞; 0)
⇔ m ≤ 3x2 + 6x, ∀x ∈ (−∞; 0)
⇔ m ≤ min

x∈(−∞;0)
(3x2 + 6x)⇔ m ≤ min

x∈(−∞;0)

[
3(x + 1)2 − 3

]
⇔ m ≤ −3.

Chọn đáp án A �

Câu 22

Tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số y = x3 + 3x2 + (m− 1)x + 4m đồng
biến trên khoảng (−1; 1) là

A m > 4. B m ≥ 4. C m ≤ −8. D m < 8.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 3x2 + 6x + m− 1.
Hàm số đã cho đồng biến trên (−1; 1) khi

y′ ≥ 0, ∀x ∈ (−1; 1)⇔ 3x2 + 6x− 1 ≥ −m, ∀x ∈ (−1; 1). (∗)

Xét hàm số g(x) = 3x2 + 6x− 1 trên (−1; 1), ta có g′(x) = 6x + 6.
Ta có bảng biến thiên như hình vẽ.

x
g′

g

−1 1
+

−4−4

88

Dựa vào bảng biến thiên của hàm số g, ta có

(∗)⇔ −m ≤ −4⇔ m ≥ 4.

Vậy m ≥ 4 là giá trị thỏa mãn yêu cầu bài toán.
Chọn đáp án B �

Câu 23

Cho hàm số f (x), bảng biến thiên của
hàm số f ′(x) như hình vẽ bên. Số điểm
cực trị của hàm số y = f (x2 + 2x) là

A 3. B 9.
C 5. D 7.

x

f ′(x)

−∞ −1 0 1 +∞

+∞+∞

−3−3

22

−1−1

+∞+∞

Ê Lời giải.
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Ta có y′ = (2x + 2) f ′
(
x2 + 2x

)
= 0⇔



2x + 2 = 0

x2 + 2x = a, a < −1

x2 + 2x = b, − 1 < b < 0

x2 + 2x = c, 0 < c < 1

x2 + 2x = d, d > 1.
Xét hàm số g(x) = x2 + 2x xác định trên R, có y′ = 2x + 2, ta có bảng biến thiên như hình vẽ.

x

g′(x)

g(x)

−∞ −1 +∞

− 0 +

+∞+∞

−1−1

+∞+∞

Dựa vào bảng biến thiên ta được y′ = 0 có 7 nghiệm đơn nên hàm số đã cho có 7 điểm cực trị.
Chọn đáp án D �

Câu 24

Cho hàm số bậc ba y = f (x) có đồ thị như hình vẽ bên. Số

nghiệm thực của phương trình
∣∣ f (x3 − 3x

)∣∣ = 1
2

là

A 6. B 10. C 12. D 3.

x

y

O

2

−2

−1

2

Ê Lời giải.

Ta có | f (x3 − 3x)| = 1
2
⇔

 f (x3 − 3x) =
1
2

(1)

f (x3 − 3x) = −1
2

(2).

Từ đồ thị ta có

x

y =
1
2

y = −1
2

y

O

2

−2

−1

2

Ì (1)⇔ f
(
x3 − 3x

)
=

1
2
⇔

x3 − 3x = α1 (−2 < α1 < 0)

x3 − 3x = α2 (0 < α2 < 2)

x3 − 3x = α3 (α3 > 2) .
TRƯỜNG THPT NGUYỄN TẤT THÀNH



6. ỨNG DỤNG ĐỒ THỊ ĐỂ BIỆN LUẬN NGHIỆM PHƯƠNG TRÌNH VÀ BẤT PHƯƠNG TRÌNH.Trang 203

Ì (2)⇔ f
(
x3 − 3x

)
= −1

2
⇔

x3 − 3x = α4 (α4 < −2)

x3 − 3x = α5 (α5 > 2)

x3 − 3x = α6 (α6 > 2) .

Xét hàm số y = x3 − 3x xác định trên R và có y′ = 3x2 − 3. Ta có bảng biến thiên

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 1 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

22

−2−2

+∞+∞

Dựa vào bảng biến thiên ta có

Ì Phương trình x3 − 3x = α1 có 3 nghiệm.

Ì Phương trình x3 − 3x = α2 có 3 nghiệm.

Ì Mỗi phương trình x3− 3x = α3, x3− 3x = α4, x3− 3x = α5, x3− 3x = α6 đều có một nghiệm.

Từ đó suy ra phương trình
∣∣ f (x3 − 3x

)∣∣ = 1
2

có 10 nghiệm.

Chọn đáp án B �

Câu 25

Tìm tất cả các giá trị của tham số m để phương trình
1
3
∣∣cos3 x

∣∣− 3 cos2 x+ 5| cos x| − 3+ 2m =

0 có đúng bốn nghiệm phân biệt thuộc đoạn [0; 2π].

A −3
2
< m < −1

3
. B 1

3
≤ m <

3
2

. C 1
3
< m <

3
2

. D −3
2
≤ m ≤ −1

3
.

Ê Lời giải.
Đặt t = cos x, t ∈ (−1; 1].

Phương trình trở thành 2m = −1
3
∣∣t3
∣∣+ 3t2− 5|t|+ 3⇔ 2m = f (|t|) với f (t) = −1

3
t3 + 3t2− 5t + 3.

Ta có f ′(t) = −t2 + 6t− 5 ≤ 0, ∀t ∈ (−1; 1].
Bảng biến thiên

t

f ′(t)

f (t)

f (|t|)

−1 0 1

0 - 0

34
3

34
3 2

3
2
3

3

2
3
2
3

33

2
3
2
3
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Phương trình
1
3
∣∣cos3 x

∣∣− 3 cos2 x + 5| cos x| − 3 + 2m = 0 có đúng bốn nghiệm phân biệt thuộc

đoạn [0; 2π] khi và chỉ khi phương trình 2m = f
(
|t|
)

có hai nghiệm phân biệt thuộc (−1; 1]. Điều

này tương đương với
2
3
< 2m < 3⇔ 1

3
< m <

3
2

.

Chọn đáp án C �

Câu 26

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R và có đồ thị như hình vẽ
bên. Số tất cả các giá trị nguyên của tham số m để phương
trình f (x) = f (m) có ba nghiệm phân biệt là

A 5. B 3. C 0. D 1.

x

y

O−1

1
2

−2

−1

3

Ê Lời giải.
Quan sát đồ thị hàm số y = f (x) ta thấy, phương trình f (x) = f (m) có ba nghiệm phân biệt khi và
chỉ khi −1 < f (m) < 3.

Quan sát đồ thị hàm số y = f (x) ta thấy, −1 < f (x) < 3⇔
®
− 2 < x < 2
x 6= −1, x 6= 1.

Do đó −1 < f (m) < 3⇔
®
− 2 < m < 2
m 6= −1, m 6= 1

, do m nguyên nên m = 0.

Chọn đáp án D �

Câu 27

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số y =
√

sin2 x− 4 cos x + 2m có tập xác
định là R.

A Không có m thỏa mãn. B m ≤ −5
2

.

C m ≥ 2. D m ≥ −5
2

.

Ê Lời giải.
Hàm số xác định khi sin2 x− 4 cos x + 2m ≥ 0 hay−t2− 4t+ 2m+ 1 ≥ 0, ∀t ∈ [−1; 1] với t = cos x.

Khi đó m ≥ t2 + 4t− 1
2

, ∀t ∈ [−1; 1] hay m ≥ max
[−1;1]

g(x) với g(x) =
t2 + 4t− 1

2
.

Ta có g′(x) = t + 2 > 0, ∀t ∈ [−1; 1]. Vậy m ≥ max
[−1;1]

g(x)⇔ m ≥ g(1)⇔ m ≥ 2.

Chọn đáp án C �

Câu 28

Tìm tất cả các giá trị thực của m để phương trình x + 1 = m
√

2x2 + 1 có hai nghiệm phân
biệt.

A −
√

2
2

< m <

√
6

6
. B m <

√
2

2
.

C m >

√
6

6
. D

√
2

2
< m <

√
6

2
.

Ê Lời giải.
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Phương trình x + 1 = m
√

2x2 + 1⇔ m =
x + 1√
2x2 + 1

·

Xét hàm số y =
x + 1√
2x2 + 1

⇒ y′ =
1− 2x√
2x2 + 1

⇒ y′ = 0⇔ x =
1
2
·

Bảng biến thiên

x

y′

y

−∞ 1
2

+∞

+ 0 −

−
√

2
2

−
√

2
2

√
6

2

√
6

2
√

2
2

√
2

2

Dựa vào bảng biến thiên ta thấy phương trình có hai nghiệm phân biệt⇔
√

2
2

< m <

√
6

2
·

Chọn đáp án D �

Câu 29

Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số m để bất phương trình x4 + 1 − x2 +

x
√

2mx4 + 2m ≥ 0 đúng với mọi x ∈ R. Biết rằng S = [a; b]. Giá trị của a
√

8 + 12b bằng
A 3. B 2. C 6. D 5.

Ê Lời giải.
Dễ thấy bất phương trình xác định khi m ≥ 0.
Khi x ≥ 0, bất phương trình đã cho hiển nhiên đúng. Ta chỉ cần xét khi x < 0. Thật vậy, bất phương
trình đã cho tương đương với:

x4 + 1− x2 ≥ −x
√

x4 + 1
√

2m

⇔
√

2m ≤ x4 + 1− x2

−x
√

x4 + 1

⇔ 2m ≤ (x4 + 1− x2)2

x2(x4 + 1)

⇔ 2m ≤

Å
x2 +

1
x2 − 1

ã2

x2 +
1
x2

.(1)

Đặt t = x2 +
1
x2 ⇒ t ≥ 2. Bất phương trình (1) trở thành

2m ≤ (t− 1)2

t
= f (t), ∀t ≥ 2. (2)

Để (2) xảy ra với mọi t ≥ 2 thì
2m ≤ min

[2;+∞)
f (t). (3)

Ta có f ′(t) = 1 +
2
t2 > 0, ∀t ≥ 2, suy ra min

[2;+∞)
f (t) = f (2) =

1
2

.

Từ (3), ta suy ra 2m ≤ 1
2
⇔ m ≤ 1

4
. Kết hợp với điều kiện xác định ta có 0 ≤ m ≤ 1

4
.

Suy ra a = 0, b =
1
4
⇒ a
√

8 + 12b = 3.
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Chọn đáp án A �

Câu 30

Có bao nhiêu giá trị nguyên dương của tham số m để hàm số y =
3
4

x4 − (m − 1)x2 − 1
4x4

đồng biến trên khoảng (0;+∞).
A 1. B 2. C 3. D 4.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 3x3 − 2(m− 1)x +

1
x5 . Hàm số đồng biến trên (0;+∞) khi

3x3 − 2(m− 1)x +
1
x5 ≥ 0, ∀x > 0

⇔ 3x3 +
1
x5 ≥ 2(m− 1)x, ∀x > 0

⇔ h(x) = 3x2 +
1
x6 ≥ 2(m− 1), ∀x > 0

⇔ min
x>0

h(x) > 2(m− 1).

Xét h′(x) = 6x− 6
x7 = 0⇔ x8 = 1⇔ x = 1⇒ min

x>0
h(x) = 4.

Do đó 2(m− 1) ≤ 4⇔ m ≤ 3. Vậy có 3 giá trị nguyên dương của m thỏa mãn.
Chọn đáp án C �

—-HẾT—-
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BÀI TẬP TỰ LUYỆNDD
Bài 1

Cho hàm số f (x) có bảng biến thiên như sau

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 1 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

44

00

+∞+∞

Số nghiệm của phương trình f (x) + 7 = 0 là
A 2. B 3. C 0. D 1.

Ê Lời giải.
Ta nhận thấy hàm số nhận giá trị −7 tại đúng một điểm trong mỗi khoảng (−∞;−1) và (1;+∞)
nhưng không nhận giá trị −7 trong (−1; 1). Do đó, phương trình f (x) + 7 = 0 có 2 nghiệm.
Chọn đáp án A �

Bài 2

Cho đồ thị hàm số y = x3 − 3x + 1 như hình vẽ.
Tìm các giá trị của tham số m để phương trình x3− 3x−m = 0 có đúng
3 nghiệm phân biệt

A −2 < m < 3. B −2 < m < 2.
C −2 ≤ m < 2. D −1 < m < 3.

−1
1 x

−1

1

3

y

O

Ê Lời giải.
Ta có x3 − 3x−m = 0⇔ x3 − 3x + 1 = m + 1.
Dựa vào đồ thị hàm số hình bên ta thấy phương trình đã cho có ba nghiệm phân biệt khi và chỉ khi
−1 < m + 1 < 3⇔ −2 < m < 2.
Chọn đáp án B �

Bài 3

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên (−∞; 1) và (1;+∞) có bảng biến thiên như sau

x
y′

y

−∞ −1 1 +∞
− 0 + +

11

−
√

2−
√

2

+∞

−∞

−1−1

� LÊ QUANG XE - ĐT: 0967.003.131



Chương 1. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 208Trang

Số nghiệm thực của phương trình 2 f (x)− 1 = 0 là
A 3. B 2. C 1. D 4.

Ê Lời giải.
2 f (x)− 1 = 0⇔ f (x) =

1
2

.

Dựa vào bảng biến thiên ta có phương trình đã cho có 2 nghiệm.
Chọn đáp án B �

Bài 4

Cho hàm số y = f (x) = ax4 + bx2 + c có đồ thị như hình bên. Tìm tất
cả các giá trị thực của tham số m để phương trình f (x)−m + 2019 = 0
có 4 nghiệm phân biệt?

A
ñ

m < 2018
m > 2019

. B 2018 ≤ m ≤ 2019.

C −1 < m < 0. D 2018 < m < 2019.

x

y

O

−1

−1 1

Ê Lời giải.
Phương trình f (x) − m + 2019 = 0 có 4 nghiệm phân biệt khi và chỉ khi phương trình f (x) =
m− 2019 có 4 nghiệm phân biệt hay đường thẳng y = m− 2019 cắt đồ thị hàm số y = f (x) tại 4
điểm phân biệt. (∗)
Từ đồ thị hàm số y = f (x), ta có (∗)⇔ −1 < m− 2019 < 0⇔ 2018 < m < 2019.
Chọn đáp án D �

Bài 5

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ bên. Có bao nhiêu giá trị
nguyên của tham số m để phương trình f (x) = m có 3 nghiệm phân
biệt.

A 0. B 3. C 1. D 2. x

y

1

1

−2

1

O

Ê Lời giải.
Số nghiệm của phương trình f (x) = m là số giao điểm của hai đồ thị hàm số (C) : y = f (x) với
đường thẳng y = m. Dựa vào đồ thị hàm số y = f (x), phương trình f (x) = m có 3 nghiệm phân
biệt khi chỉ khi m nhận giá trị nguyên bằng 0.
Chọn đáp án C �

Bài 6

Cho hàm số y = x3 + 4x. Số giao điểm của đồ thị hàm số và trục Ox bằng
A 1. B 2. C 0. D 3.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ của đồ thị hàm số và trục Ox là

x3 + 4x = 0⇔ x(x2 + 4) = 0⇔ x = 0.
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Vậy đồ thị hàm số y = x3 + 4x cắt trục Ox tại đúng một điểm.
Chọn đáp án A �

Bài 7

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như
hình bên. Số nghiệm của phương trình f (x) +
3 = 0 là

A 0. B 1. C 3. D 2.

x

y′

y

−∞ −1 1 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

22

−3−3

+∞+∞

Ê Lời giải.
Dựa vào bảng biến thiên ta thấy phương trình f (x) = −3 có đúng hai nghiệm phân biệt.
Chọn đáp án D �

Bài 8

Cho đồ thị hàm số (C) : y = f (x). Số giá trị m nguyên để
phương trình f (x) = m có 3 nghiệm phân biệt là
A 4.
B 5.
C vô số.
D 3.

y

x

−2

2

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị y = f (x) ta có, phương trình f (x) = m có 3 nghiệm phân biệt khi −2 < m < 2.
Vậy m ∈ {−1; 0; 1}.
Chọn đáp án D �

Bài 9

Cho hàm số y = ax3 + bx2 + cx + d có đồ thị như hình vẽ bên.
Phương trình ax3 + bx2 + cx + d = 0 có bao nhiêu nghiệm?
A Phương trình không có nghiệm.
B Phương trình có đúng một nghiệm.
C Phương trình có đúng hai nghiệm.
D Phương trình có đúng ba nghiệm.

x

y

O

−3

2

1

Ê Lời giải.
Số nghiệm của phương trình ax3 + bx2 + cx + d = 0 bằng số giao điểm của đồ thị y = ax3 + bx2 +
cx + d với trục hoành.
Dựa vào hình vẽ, phương trình ax3 + bx2 + cx + d = 0 có đúng ba nghiệm.
Chọn đáp án D �

� LÊ QUANG XE - ĐT: 0967.003.131



Chương 1. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 210Trang

Bài 10

Hàm số y = f (x) xác định và liên tục trên R và có bảng biến thiên như sau:

x
f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 +∞
+ − 0 +

−∞−∞

00

−1−1

+∞+∞

Tìm các giá trị thực của tham số m để phương trình f (x) = m + 2 có ba nghiệm phân biệt.
A −2 ≤ m ≤ −1. B −3 ≤ m ≤ −2. C −3 < m < −2. D −2 < m < −1.

Ê Lời giải.
Số nghiệm của phương trình f (x) = m + 2 bằng số giao điểm của đồ thi hàm số y = f (x) và đường
thẳng y = m + 2.
Từ bảng biến thiên ta thấy phương trình f (x) = m + 2 có ba nghiệm phân biệt khi và chỉ khi

−1 < m + 2 < 0⇔ −3 < m < −2.

Chọn đáp án C �

Bài 11

Cho hàm số y = −x4 + 2x2 có đồ thị như hình vẽ bên. Tìm
tất cả các giá trị thực của tham số m để phương trình −x4 +
2x2 = m có bốn nghiệm phân biệt.
A 0 < m < 1.
B 0 ≤ m ≤ 1.
C m < 1.
D m > 0.

x
−1 1

y

1

O

y = m

Ê Lời giải.
Phương trình có bốn nghiệm phân biệt khi và chỉ khi đường thẳng y = m cắt đồ thị hàm số
y = −x4 + 2x2 tại bốn điểm phân biệt. Do đó 0 < m < 1.
Chọn đáp án A �

Bài 12

Cho hàm số y = f (x) xác định, liên tục trên R và có bảng biến thiên sau

x
y′

y

−∞ −1 0 1 +∞
− 0 + 0 − 0 +

−∞−∞

−1−1

00

−1−1

−∞−∞

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để phương trình f (x) − 1 = m có đúng hai
nghiệm.

A m = −2, m ≥ −1. B m > 0, m = −1.
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C m = −2, m > −1. D −2 < m < −1.

Ê Lời giải.
f (x)− 1 = m⇔ f (x) = m + 1.
Dựa vào bảng biến thiên, để phương trình f (x)− 1 = m có đúng hai nghiệm thìñ

m + 1 > 0
m + 1 = −1

⇔
ñ

m > −1
m = −2.

Chọn đáp án C �

Bài 13

Câu 19
Cho hàm số bậc ba y = f (x) có đồ thị như hình vẽ. Số nghiệm của
phương trình f (|x|) + 1 = 0 là

A 4. B 3. C 2. D 1.

1
x

y

O

Ê Lời giải.
Đặt |x| = t > 0. Ta có f (|x|) + 1 = 0⇔ f (t) = −1.
Dựa vào hình vẽ ta thầy đồ thị của hàm số y = f (x) cắt đường thẳng y = −1 tại đúng 1 điểm có
hoành độ dương.

Do đó f (t) = −1⇔ t = a > 0⇔ |x| = a > 0⇔
ñ

x = a
x = −a.

Vậy phương trình đã cho có 2 nghiệm.
Chọn đáp án C �

Bài 14

Cho hàm số y = f (x) xác định trên R \ {−1; 1}, liên tục trên từng khoảng xác định và có
bảng biến thiên sau

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −5 −3 0 +∞

+ + − +

33

+∞

−∞

22

−∞ −∞

−3−3

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho phương trình f (x) = 3m có ba nghiệm phân
biệt.

A −1 < m <
2
3

. B m < −1. C m ≤ −1. D m < −3.

Ê Lời giải.
Để f (x) = 3m có ba nghiệm phân biệt thì 3m < −3⇔ m < −1.
Chọn đáp án B �
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Bài 15

Cho hàm số f (x) = ax3 + bx2 + cx + d, (a, b, c, d ∈ R) có đồ
thị như hình vẽ sau đây. Điều kiện của m để phương trình
ax3 + bx2 + cx + d−m = 0 có ba nghiệm phân biệt là?

O x

1

y

−3

2

A −3 6 m 6 1. B 1
8
< m < 2. C 1

8
6 m 6 2. D −3 < m < 1.

Ê Lời giải.
Dựa vào đồ thị, phương trình ax3 + bx2 + cx + d−m = 0⇔ ax3 + bx2 + cx + d = m có ba nghiệm
phân biệt khi và chỉ khi −3 < m < 1.

Chọn đáp án D �

Bài 16

Tìm tất cả các giá trị thực của m để phương trình x + 1 = m
√

2x2 + 1 có hai nghiệm phân
biệt.

A −
√

2
2

< m <

√
6

6
. B m <

√
2

2
.

C m >

√
6

6
. D

√
2

2
< m <

√
6

2
.

Ê Lời giải.
Phương trình x + 1 = m

√
2x2 + 1⇔ m =

x + 1√
2x2 + 1

·

Xét hàm số y =
x + 1√
2x2 + 1

⇒ y′ =
1− 2x√
2x2 + 1

⇒ y′ = 0⇔ x =
1
2
·

Bảng biến thiên

x

y′

y

−∞ 1
2

+∞

+ 0 −

−
√

2
2

−
√

2
2

√
6

2

√
6

2
√

2
2

√
2

2

Dựa vào bảng biến thiên ta thấy phương trình có hai nghiệm phân biệt⇔
√

2
2

< m <

√
6

2
·

Chọn đáp án D �
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Bài 17

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như hình vẽ

x
y′

y

−∞ −1 0 1 +∞
− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

33

55

33

+∞+∞

Tìm m để phương trình f (x) = 2− 3m có bốn nghiệm phân biệt.

A m < −1 hoặc m >
1
3

. B m ≤ −1.

C −1 < m < −1
3

. D m = −1
3

.

Ê Lời giải.

Từ bảng biến thiên ta suy ra điều kiện để phương trình f (x) = 2− 3m có bốn nghiệm phân biệt là

3 < 2− 3m < 5⇔ −1 < m < −1
3

.

Chọn đáp án C �

Bài 18

Cho bảng biến thiên của hàm số y = f (x). Tìm tất cả các giá trị của tham số m để phương
trình f (x) = m có 3 nghiệm phân biệt?

00

01

02

03

04

10

11

12

13

14

20

21

22

23

24

30

31

32

33

34

40

41

42

43

44

50

51

52

53

54

60

61

62

63

64

70

71

72

73

74

x −∞ 0 2 +∞

y′ − + 0 −

y

+∞

−2

−∞

4

−∞

A m ∈ [−2; 4]. B m ∈ (−2; 4). C m ∈ (−2; 4]. D m ∈ (−∞; 4].

Ê Lời giải.

Để phương trình f (x) = m có ba nghiệm phân biệt thì −2 < m < 4.

Chọn đáp án B �
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Bài 19

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ bên. Số tiệm cận đứng của đồ

thị hàm số y =
2019

f (x)− 1
là

A 1. B 2. C 3. D 4. x

y

O
−2

2

−2

Ê Lời giải.

Hàm số y =
2019

f (x)− 1
có số đường tiệm cận đứng bằng số nghiệm của phương trình f (x)− 1 = 0.

Dựa vào đồ thị đã cho suy ra phương trình f (x) = 1 có 3 nghiệm phân biệt.
Vậy hàm số đã cho có 3 đường tiệm cận đứng.

Chọn đáp án C �

Bài 20

Cho hàm số y = f (x) liên tục trên R và có đồ thị ở hình bên. Số
nghiệm dương phân biệt của phương trình f (x) = −

√
3 là

A 1. B 3. C 2. D 4.

x

y

O
1−1

−2

−1

y = f (x)

Ê Lời giải.
Vì −2 < −

√
3 < −1 nên suy ra đường thẳng y = −

√
3 cắt đồ thị

hàm số y = f (x) tại bốn điểm phân biệt, trong đó có hai điểm phân
biệt có hoành độ dương. Do đó phương trình f (x) = −

√
3 có hai

nghiệm dương phân biệt.

x

y

O
1−1

−2

−1

y = f (x)

y = −
√

3

Chọn đáp án C �

Bài 21

Cho hàm số bậc ba f (x) = ax3 + bx2 + cx + d (a, b, c, d ∈ R, a 6= 0) có đồ thị như hình vẽ.
Phương trình

[
f
(
x2 + 1

)]2 − f
(
x2 + 1

)
− 2 = 0 có bao nhiêu nghiệm?
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x

y

O

3

−1

1

2

1

A 7. B 4. C 5. D 6.

Ê Lời giải.

Ta có
[

f
(
x2 + 1

)]2 − f
(
x2 + 1

)
− 2 = 0⇔

 f
Ä

x2 + 1
ä
= −1

f
Ä

x2 + 1
ä
= 2.

Đặt u = x2 + 1, khi đó phương trình trở thành

ñ
f (u) = −1
f (u) = 2.

Xét sự tương giao của hàm số y = f (u) và các đường thẳng y = −1,
y = 2 ta có

u = u1 ∈ (−2;−1]
u = 2
u = u2 ∈ (−1; 0)
u = u3 ∈ (0; 1)
u = u4 ∈ (2; 4)

⇒



x2 + 1 = u1 ∈ (−2;−1] (1)

x2 + 1 = 2 (2)

x2 + 1 = u2 ∈ (−1; 0) (3)

x2 + 1 = u3 ∈ (0; 1) (4)

x2 + 1 = u4 ∈ (2; 4). (5)

Ì Các phương trình (1), (3), (4) vô nghiệm.

Ì Phương trình (2) có hai nghiệm.

Ì Phương trình (5) có hai nghiệm khác phương trình (2)

Vậy phương trình đã cho có tổng cộng 4 nghiệm.

u

f (u)

O

3

−1

1

2

1−1

Chọn đáp án C �

Bài 22

Cho hàm số f (x) = x3 + x− 2m. Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m để phương trình
f ( f (x)) = x có nghiệm thuộc đoạn [1; 2].
A 3. B 4. C 0. D 2.

Ê Lời giải.
Đặt y = f (x), ta có hệ

®
y = f (x)
x = f (y)

⇒ x + f (x) = y + f (y). (*)

Xét hàm số g(t) = t + f (t) có g′(t) = 1 + f ′(t) = 3t2 + 2 > 0 với mọi t ∈ R⇒ g(t) đồng biến trên R.
Từ phương trình (*) ta có

g(y) = g(x)⇔ y = x ⇔ f (x) = x ⇔ x3 = 2m.

Để phương trình f ( f (x)) = x có nghiệm thuộc đoạn [1; 2] thì phương trình x3 = 2m có nghiệm
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x ∈ [1; 2]
⇔ 1 ≤ 2m ≤ 8⇔ 0 ≤ m ≤ 3.

Mà m ∈ Z nên m ∈ {0; 1; 2; 3} nên có tất cả 4 giá trị nguyên.
Chọn đáp án B �

Bài 23

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ. Phương trình
f
(

f
(

f (x)
))

= 0 có tất cả bao nhiêu nghiệm thực phân
biệt?

A 14. B 5. C 8. D 9.

x

y

O 1

4

43

Ê Lời giải.
Từ đồ thị hàm số ta có

f
(

f
(

f (x)
))

= 0⇔
ñ

f
(

f (x)
)
= 0

f
(

f (x)
)
= 3.

Ì f
(

f (x)
)
= 0⇔

ñ
f (x) = 0
f (x) = 3

⇔


x = 0
x = 3
x = a (0 < a < 1)
x = b (1 < b < 3)
x = c (3 < c < 4).

x

y

O

y = 3

y = a

y = b

y = c

1

4

43

Ì f
(

f (x)
)
= 3⇔

 f (x) = a
f (x) = b
f (x) = c.

◦ Với f (x) = a (0 < a < 1), phương trình có có 3 nghiệm phân biệt x1, x2, x3.

◦ Với f (x) = b (1 < b < 3), phương trình có có 3 nghiệm phân biệt x4, x5, x6.

◦ Với f (x) = c (3 < c < 4), phương trình có có 3 nghiệm phân biệt x7, x8, x9.

Vậy phương trình f
(

f
(

f (x)
))

= 0 có 5 + 3 + 3 + 3 = 14 nghiệm phân biệt.
Chọn đáp án A �

Bài 24

Cho hàm số f (x) liên tục trên R và có đồ thị như hình vẽ. Mệnh đề nào
sau đây sai?
A Hàm số y = f (x) có hai điểm cực trị.
B Nếu |m| > 2 thì phương trình f (x) = m có nghiệm duy nhất.
C Hàm số y = f (x) có cực tiểu bằng −1.
D Giá trị lớn nhất của hàm số y = f (x) trên đoạn [−2; 2] bằng 2.

x

y

0−2 −1 21

2

−2
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Ê Lời giải.

Đáp án A: đúng.
Đáp án B: Với m > 2 hoặc m < −2 thì đường thẳng y = m cắt đồ thị hàm số tại một điểm duy nhất
nên B đúng.
Đáp án C: Hàm số đạt cực tiểu tại chứ không phải đạt cực tiểu bằng −1 nên C sai.
Đáp án D: Giá trị lớn nhất của hàm số trên [−2; 2] đạt được bằng 2 tại x = −2 nên D đúng.

Chọn đáp án C �

Bài 25

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị trên đoạn [−2; 4] như hình vẽ. Khẳng định đúng là

O x

y

-2 -1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

-3

A Điểm cực đại của đồ thị hàm số là 2.
B Phương trình f (x) = 0 có 3 nghiệm x ∈ [−2; 4].

C f ′
Å
−3

2

ã
f (0) > 0.

D max
[−2;4]

f (x) = 4.

Ê Lời giải.

Theo đồ thị ta thấy f (0) < 0 và f ′
Å
−3

2

ã
< 0 (do hàm số nghịch biến trên khoảng (−2;−1)) nên

f ′
Å
−3

2

ã
f (0) > 0.

Chọn đáp án C �

Bài 26

Cho hàm số y = f (x) có đạo hàm f ′(x) trên R \ {0} và có bảng biến thiên như biến dưới. Hỏi
phương trình | f (x)| = 2 có bao nhiêu nghiệm?
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00

01

02

03

04

10

11

12

13

14

20

21

22

23

24

30

31

32

33

34

40

41

42

43

44

50

51

52

53

54

60

61

62

63

64

70

71

72

73

74

x −∞ 0 1 +∞

y′ − − 0 +

y

1

−∞

+∞

1

+∞

A 1 nghiệm. B 2 nghiệm. C 3 nghiệm. D 4 nghiệm.

Ê Lời giải.
Ta có bảng biến thiên của hàm số y = | f (x)| có dạng

00

01

02

03

04

10

11

12

13

14

20

21

22

23

24

30

31

32

33

34

40

41

42

43

44

50

51

52

53

54

60

61

62

63

64

70

71

72

73

74

80

81

82

83

84

90

91

92

93

94

x −∞ a 0 1 +∞

y′ − 0 + − 0 +

y

1

0

+∞ +∞

1

+∞

Từ bảng biến thiên ta thấy rằng phương trình | f (x)| = 2 có ba nghiệm phân biệt.
Chọn đáp án C �

Bài 27

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như hình vẽ

x
y′

y

−∞ x1 x2 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

55

−3−3

+∞+∞

Phương trình | f (1− 2x) + 2| = 5 có tất cả bao nhiêu nghiệm thực phân biệt
A 5. B 4. C 3. D 6.

Ê Lời giải.
Ta có | f (1− 2x) + 2| = 5⇔

ñ
f (1− 2x) + 2 = 5
f (1− 2x) + 2 = −5

⇔
ñ

f (1− 2x) = 3 (2)
f (1− 2x) = −7 (3)

.

Đặt 1− 2x = t với mỗi x ∈ R có 1 và chỉ 1 giá trị t ∈ R.
Đồ thị hàm số y = f (t) cũng là đồ thị của hàm số y = f (x).
Số nghiệm của phương trình (2) là số hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số y = f (t) với đường
thẳng y = 3. Có 3 giao điểm nên phương trình (2) có 3 nghiệm phân biệt.
Số nghiệm của phương trình (3)là số hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số y = f (t) với đường

TRƯỜNG THPT NGUYỄN TẤT THÀNH



6. ỨNG DỤNG ĐỒ THỊ ĐỂ BIỆN LUẬN NGHIỆM PHƯƠNG TRÌNH VÀ BẤT PHƯƠNG TRÌNH.Trang 219

thẳng y = −7. Có 1 giao điểm nên phương trình (3) có đúng 1 nghiệm.
Nghiệm của phương trình(3) không trùng với nghiệm của phương trình (2).
Vậy phương trình có 4 nghiệm phân biệt.
Chọn đáp án B �

Bài 28

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như hình vẽ.
Phương trình f (x2− 3) = 5 có bao nhiêu nghiệm âm?

A 1. B 3. C 0. D 2.

x
y′

y

−∞ −1 3 +∞
+ 0 − 0 +

−∞−∞

55

−3−3

+∞+∞

Ê Lời giải.
Đặt u = x2 − 3, khi đó, nghiệm của phương trình f (x2 − 3) = 5 chính là giao điểm của đồ thị hàm
số y = f (u) và đường thẳng y = 5.
Dựa vào bảng biến thiên hàm số y = f (x) ta có

f (x2 − 3) = 5⇔
ñ

x2 − 3 = 5

x2 − 3 = u1 với u1 > 3
⇔
ñ

x2 = 2

x2 = 3 + u1
⇔
[

x = ±
√

2

x = ±
√

u1 + 3.

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm âm phân biệt.
Chọn đáp án D �

Bài 29

Cho hàm số f (x) xác định trên R \ {0}, và có bảng biến thiên như hình vẽ.

x
y′

y

−∞ 0 1 +∞
− − 0 +

+∞+∞

−∞

+∞

33

+∞+∞

Số nghiệm của phương trình 3 | f (x)| − 10 = 0 là
A 2. B 1. C 4. D 3.

Ê Lời giải.
Ta có

3 | f (x)| − 10 = 0⇔

 f (x) =
10
3

f (x) = −10
3

.

Ì Phương trình f (x) =
10
3

là phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số y = f (x) và

đường thẳng y =
10
3

.

Theo bảng biến thiên, đường thẳng y =
10
3

cắt đồ thị hàm số y = f (x) tại 3 điểm phân biệt,

nên phương trình f (x) =
10
3

có 3 nghiệm phân biệt.
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Ì Phương trình f (x) = −10
3

là phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số y = f (x) và

đường thẳng y = −10
3

.

Theo bảng biến thiên, đường thẳng y = −10
3

cắt đồ thị hàm số y = f (x) tại 1 điểm, nên

phương trình f (x) = −10
3

có 1 nghiệm.

Vậy phương trình 3 | f (x)| − 10 = 0 có 4 nghiệm phân biệt.
Chọn đáp án C �

Bài 30

Cho hàm số bậc ba f (x) = ax3 + bx2 + cx+ d, (a, b, c, d ∈ R và a 6=
0) có đồ thị như hình vẽ. Phương trình f (x) = f (8a + 4b + 2c + d)
có bao nhiêu nghiệm?

x

y

O

1

2

1 2 3 4
−1

−2

−1

A 0. B 2. C 1. D 3.

Ê Lời giải.
Ta có f (x) = f (8a + 4b + 2c + d)⇔ f (x) = f ( f (2)).
Từ đồ thị hàm số ta có x = 2 là một nghiệm của phương trình f (x) = 0
hay f (2) = 0.
Suy ra f (x) = f ( f (2))⇔ f (x) = f (0)⇔ f (x) = −2.
Do đó số nghiệm của phương trình f (x) = f (8a + 4b + 2c + d) là số
nghiệm của phương trình f (x) = −2.
Từ đồ thị hàm số ta thấy đường thẳng y = −2 cắt đồ thị hàm số
y = f (x) tại 2 điểm có hoành độ là x = 0 và x = 3.
Vậy phương trình có 2 nghiệm.

x

y

O

1

2

1 2 3 4
−1

−2

−1

y = −2

Chọn đáp án B �

Bài 31

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như hình vẽ bên

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 2 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

22

−2−2

+∞+∞

−1

−2

3

2

Có bao nhiêu số nguyên của tham số m để phương trình f (2 sin x + 1) = f (m) có nghiệm
thực?

A 5. B 4. C 3. D 2.
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Ê Lời giải.
Với ∀x ∈ R ta có −1 ≤ 2 sin x + 1 ≤ 3.
Từ bảng biến thiên, suy ra −2 ≤ f (2 sin x + 1) ≤ 2.
Do đó phương trình f (2 sin x + 1) = f (m) có nghiệm khi và chỉ khi −2 ≤ f (m) ≤ 2.
Dựa vào bảng biến thiên ta suy ra −1 ≤ m ≤ 3.
Do đó có 5 giá trị nguyên của m thỏa mãn.
Chọn đáp án A �

Bài 32

Cho hàm số y = f (x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx + e với (a, b, c, d, e ∈ R). Biết hàm số y = f ′(x)
có đồ thị như hình vẽ. Có bao nhiêu giá trị nguyên của m trên [−5; 5] để phương trình
f (−x2 + 2x + m) = e có bốn nghiệm phân biệt.

x

y

O 2 3

1

A 0. B 2. C 5. D 7.

Ê Lời giải.
Vì y = f (x) là hàm đa thức bậc bốn nên f ′(x) là đa thức bậc ba.
Dựa vào đồ thị hàm số f ′(x) như hình vẽ ta suy ra f ′(x) = kx2(x− 3)

Đồ thị hàm số f ′(x) đi qua điểm (2; 1) nên k = −1
4

.

Do đó f ′(x) = −1
4

x3 +
3
4

x2

Ta lại có f (x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx + e , suy ra f ′(x) = 4ax3 + 3bx2 + 2cx + d .

Đồng nhất hế số ta có

a = − 1
16

, b =
1
4

c = d = 0
.

Vậy f (x) = − 1
16

x4 +
1
4

x3 + e

Với phương trình f (−x2 + 2x + m) = e , ta đặt X = −x2 + 2x + m thì được f (X) = e

Tức là, − 1
16

X4 +
1
4

X3 + e = e⇔
ñ

X = 0
X = 4

⇔
ñ

x2 − 2x−m = 0

x2 − 2x−m + 4 = 0
Dễ thấy rằng mọi nghiệm của phương trình x2 − 2x − m = 0 không phải là nghiệm của phương
trình x2 − 2x − m + 4 = 0 nên phương trình đã cho có 4 nghiệm phân biệt thì mỗi phương trình
bậc hai trên phải có hai nghiệm phân biệt. Điều này tương đương với®

1 + m > 0
− 3 + m > 0

⇔ m > 3

Vậy có hai giá trị nguyên của m trên [−5; 5] để phương trình f (−x2 + 2x + m) = e có bốn nghiệm
phân biệt.
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Chọn đáp án B �

Bài 33

Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m để phương trình cos 3x− cos 2x + m cos x = 1 có

đúng bảy nghiệm khác nhau thuộc khoảng
(
−π

2
; 2π

)
?

A 3. B 5. C 7. D 1.

Ê Lời giải.
Ta có cos 3x− cos 2x + m cos x = 1⇔ 4 cos3 x− 3 cos x−

Ä
2 cos2 x− 1

ä
+ m cos x = 1

⇔ 4 cos3 x− 2 cos2 x + (m− 3) cos x = 0.
.

Đặt cos x = t với t ∈ [−1; 1]. Ta có phương trình

4t3 − 2t2 + (m− 3)t = 0⇔
ñ

t = 0

4t2 − 2t + (m− 3) = 0 (∗)
.

Ì Với t = 0 thì cos x = 0⇔ x =
π

2
+ kπ, có 2 nghiệm là

π

2
;

3π

2
thuộc

(
−π

2
; 2π

)
.

Ì Với mỗi giá trị t ∈ (0; 1) thì phương trình cos x = t có 3 nghiệm của thuộc
(
−π

2
; 2π

)
.

Ì Với mỗi giá trị t ∈ (−1; 0] thì phương trình cos x = t có 2 nghiệm của thuộc
(
−π

2
; 2π

)
.

Ì Với t = −1 thì phương trình cos x = t có 1 nghiệm của thuộc
(
−π

2
; 2π

)
.

Để pt có đúng 7 nghiệm thỏa mãn thì phương trình (*) phải có 2 nghiệm t1; t2 thỏa mãn điều kiện
−1 < t1 < 0 < t2 < 1.
Ta có (∗)⇔ m = −4t2 + 2t + 3.
Bảng biến thiên hàm số y = −4t2 + 2t + 3

x

y′

y

−1
1
4

1

+ 0 −

−3−3

13
4

13
4

11

0

3

Từ bảng biến thiên trên ta có m ∈ (1; 3).
Vậy m = {2}.
Chọn đáp án D �
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Bài 34

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ bên. Có bao nhiêu số
nguyên m để phương trình f

(
x3 − 3x

)
= m có 6 nghiệm phân

biệt thuộc đoạn [−1; 2]?
A 3. B 2. C 6. D 7.

x

y

O
3

2
−2

6

Ê Lời giải.
Đặt t = g(x) = x3 − 3x, x ∈ [−1; 2].

g′(x) = 3x2 − 3 = 0⇔
ñ

x = 1
x = −1

.

Bảng biến thiên của hàm số g(x) trên [−1; 2].

x
g′(x)

g(x)

−1 1 2
− 0 +

22

−2−2

22

Suy ra với t = −2, có 1 giá trị của x thuộc đoạn [−1; 2].
t ∈ (−2; 2], có 2 giá trị của x thuộc đoạn [−1; 2].
Phương trình f

(
x3 − 3x

)
= m có 6 nghiệm phân biệt thuộc đoạn [−1; 2] khi và chỉ khi phương

trình f (t) = m có 3 nghiệm phân biệt thuộc (−2; 2]. (1)
Dựa vào đồ thị hàm số y = f (x) và m nguyên ta có hai giá trị của m thỏa mãn điều kiện (1) là:
m = 0, m = −1.
Chọn đáp án B �

Bài 35

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình vẽ bên. Số điểm cực trị của
hàm số y = f ( f (x)) là

A 10. B 9. C 7. D 8.

y

−1

2

x−2 2
O

Ê Lời giải.
Đặt g(x) = f ( f (x)), suy ra

g′(x) = f ′(x) · f ′( f (x)) = 0⇔
ñ

f ′(x) = 0

f ′( f (x)) = 0
⇔


x = 0
x = ±2
f (x) = 0
f (x) = ±2.

Ta xét các trường hợp sau
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Ì f (x) = 0 có 4 nghiệm đôi một khác nhau a, b, c và d.

Ì f (x) = 2 có 3 nghiệm phân biệt x = 0 và x = m, x = n.

Ì f (x) = −2 vô nghiệm.

Phương trình g′(x) = 0 có 8 nghiệm đơn đôi một khác nhau và có 1 nghiệm x = 0 bội 2.
Vậy hàm số y = f ( f (x)) có 8 điểm cực trị.
Chọn đáp án D �

——HẾT——
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§7. SỰ TƯƠNG GIAO CỦA HAI ĐỒ THỊ
LÝ THUYẾT CẦN NHỚAA

1. Phương pháp đại số

Định nghĩa 7.1. Xác định tọa độ giao điểm của hai đồ thị y = f (x) và y = g(x), ta thực hiện các
bước:

¬ Giải phương trình hoành độ giao điểm f (x) = g(x) . Tìm các nghiệm x0 ∈ D f ∩Dg.

 Với x0 vừa tìm, thay vào 1 trong 2 hàm số ban đầu để tìm y0.

® Kết luận giao điểm (x0; y0).

2. Phương pháp đồ thị

Định nghĩa 7.2.

¬ Nếu đề bài cho hình ảnh đồ thị y = f (x) và y = g(x), ta có thể dùng hình vẽ để xác định
tọa độ giao điểm giữa chúng.

 Số nghiệm phương trình f (x) = m chính bằng số giao điểm của đồ thị y = f (x) với đường
thẳng y = m (nằm ngang).

CÁC VÍ DỤ MINH HOẠBB
1Dạng Biện luận giao điểm của đường thẳng và đồ thị của hàm số bậc ba

Xét hàm số bậc ba y = ax3 + bx2 + cx + d (a 6= 0) có đồ thị (C) và đường thẳng d có phương
trình y = kx + n.
Lập phương trình hoành độ giao điểm của (C) và d:

ax3 + bx2 + cx + d = kx + n (1)

Ta có hai trường hợp xảy ra:

� Trường hợp 1: Phương trình (1) có “nghiệm đẹp” x0. Khi đó, ta phân tích (1) về dạng

(1)⇔ (x− x0)(Ax2 + Bx + C) = 0⇔
ñ

x = x0

Ax2 + Bx + C = 0 (2)

Các bài toán thường gặp:

¬ (C) và d có đúng ba điểm chung⇔ (2) có hai nghiệm phân biệt khác x0

⇔
®

∆ > 0

Ax2
0 + Bx0 + C 6= 0

 (C) và d có đúng hai điểm chung⇔ (2) có đúng 1 nghiệm khác x0

⇔

∆ = 0

− B
2A
6= x0

hoặc

∆ > 0

− B
2A

= x0
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® (C) và d có đúng một điểm chung⇔ (2) vô nghiệm hoặc có nghiệm duy nhất và nghiệm
đó bằng x0.

⇔ ∆ < 0 hoặc

∆ = 0

− B
2A

= x0

� Trường hợp 2: Phương trình (1) không có “nghiệm đẹp”. Khi đó ta tiến hành các bước:

¬ Cô lập tham số m, chuyển phương trình (1) về dạng f (x) = m. Số nghiệm phương trình
này chính bằng hoành độ giao điểm của đồ thị y = f (x) với đường thẳng y = m (nằm
ngang).

 Lập bảng biến thiên của hàm y = f (x) trên miền đề bài yêu cầu.

® Tịnh tiến đường thẳng y = m theo phương song song với Ox, nhìn giao điểm suy ra
kết quả.

Ví dụ 1

Đường thẳng y = −3x + 1 cắt đồ thị hàm số y = x3 − 2x2 − 1 tại điểm duy nhất có tọa độ
(x0; y0). Chọn câu trả lời sai trong các câu trả lời sau đây.

A x3
0 − 2x2

0 − 1− y0 = 0. B y0 + 3x0 − 1 = 0.
C x0 + y0 + 2 = 0. D x3

0 − 2 = 2x3
0 − 3x0.

Ê Lời giải.
Tọa độ giao điểm của đường thẳng và đồ thị hàm số là nghiệm của hệ phương trình®

y = −3x + 1

y = x3 − 2x2 − 1
⇔
®

x0 = 1
y0 = −2.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 2

Số giao điểm của đồ thị hàm số y = (x− 1)(x2 − 3x + 2) và trục hoành là
A 0. B 1. C 2. D 3.

Ê Lời giải.
Phương trình y = 0 có hai nghiệm là x = 1 và x = 2.
Chọn đáp án C �

Ví dụ 3

Đường thẳng y = x− 1 cắt đồ thị hàm số y = x3 − x2 + x− 1 tại hai điểm. Tìm tổng tung độ
các giao điểm đó.

A −3. B 2. C 0. D −1.

Ê Lời giải.
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Phương trình hoành độ giao điểm

x3 − x2 + x− 1 = x− 1⇔
ñ

x = 1⇒ y = 0
x = 0⇒ y = −1.

Tổng tung độ các giao điểm là 0 + (−1) = −1.
Chọn đáp án D �

Ví dụ 4

Đồ thị hàm số y = x3− 3x2 + 2x− 1 cắt đồ thị hàm số y = x2− 3x + 1 tại hai điểm phân biệt
A, B. Tính độ dài AB.

A AB = 3. B AB = 2
√

2. C AB = 2. D AB = 1.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm

x3 − 3x2 + 2x− 1 = x2 − 3x + 1⇔ x3 − 4x2 + 5x− 2 = 0⇔
ñ

x = 1
x = 2

⇒
ñ

y = −1
y = −1

.

Không mất tính tổng quát, ta giả sử A(1;−1), B(2;−1). Suy ra
#   »

AB = (1; 0)⇒ AB = 1.
Chọn đáp án D �

Ví dụ 5

Đồ thị sau đây là của hàm số y = x3− 3x + 1. Với giá trị nào của
m thì phương trình x3− 3x−m = 0 có 3 nghiệm phân biệt?

A −2 < m < 2. B −1 < m < 3.
C −2 ≤ m < 2. D −2 < m < 3.

x

y

O−1

3

−1

1

Ê Lời giải.
Ta có x3 − 3x−m = 0⇔ x3 − 3x + 1 = m + 1.
Phương trình có ba nghiệm phân biệt
⇔ Đường thẳng y = m + 1 cắt đồ thị hàm số y = x3 − 3x + 1 tại ba điểm phân biệt
⇔ −1 < m + 1 < 3⇔ −2 < m < 2.
Chọn đáp án A �

Ví dụ 6

Cho hàm số y = (x− 2)(x2 + mx + m2 − 3). Tìm tập hợp các giá trị thực của tham số m để đồ
thị hàm số đã cho cắt trục hoành tại ba điểm phân biệt.

A −1 < m < 2. B
®
−2 < m < 2

m 6= −1
. C

®
−1 < m < 2

m 6= 1
. D −2 < m < −1.
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Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số đã cho cắt trục hoành tại ba điểm phân biệt khi phương trình

(x− 2)(x2 + mx + m2 − 3) = 0

có 3 nghiệm phân biệt hay phương trình x2 + mx + m2 − 3 = 0 có 2 nghiệm phân biệt khác 2

⇔
®

∆ = −3m2 + 12 > 0

m2 + 2m + 1 6= 0
⇔
®
−2 < m < 2
m 6= −1

.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 7

Cho hàm số y = x3− 3x + 2 có đồ thị (C). Gọi d là đường thẳng đi qua điểm A(3; 20) và có hệ
số góc là m. Với giá trị nào của m thì d cắt (C) tại ba điểm phân biệt?

A
m <

15
4

m 6= 4
. B

m <
1
5

m 6= 0
. C

m >
15
4

m 6= 24
. D

m >
1
5

m 6= 1
.

Ê Lời giải.
Đường thẳng d · y = m(x− 3) + 20 hay d : y = mx− 3m + 20.
Hoành độ giao điểm của d và (C) là nghiệm phương trình

x3 − 3x + 2 = mx− 3m + 20
⇔ x3 − (3 + m)x + 3m− 18 = 0
⇔ (x− 3)(x2 + 3x + 6−m) = 0

⇔
ñ

x = 3

x2 + 3x + 6−m (1)

Đường thẳng d cắt (C) tại ba điểm phân biệt⇔
®

∆ = 4m− 15 > 0

32 + 3 · 3 + 6−m 6= 0
⇔

m >
15
4

m 6= 24
.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 8

Biết có hai số m1, m2 là hai giá trị của tham số m sao cho đồ thị (C) của hàm số y = x3 −
3mx2 − 3x + 3m + 2 cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt có hoành độ x1, x2, x3 thỏa mãn
x2

1 + x2
2 + x2

3 = 15. Tính m1 + m2.
A 0. B 3. C 2. D 1.

Ê Lời giải.
Xét phương trình hoành độ giao điểm

x3 − 3mx2 − 3x + 3m + 2 = 0
⇔ (x− 1)[x2 + (1− 3m)x− 3m− 2] = 0

⇔
ñ

x = 1

g(x) = x2 + (1− 3m)x− 3m− 2 = 0.
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Để (C) cắt trục hoành tại ba điểm phân biệt thì g(x) = 0 có hai nghiệm phân biệt x1, x2 khác 1.®
∆g > 0
g(1) 6= 0

⇔
®

9m2 + 6m + 9 > 0
− 6m 6= 0

⇔ m 6= 0.

Theo định lí Vi-ét ta có

®
x1 + x2 = 3m− 1
x1x2 = −3m− 2

.

x2
1 + x2

2 + x2
3 = 15⇔ x2

1 + x2
2 = 14

⇔ (x1 + x2)2 − 2x1x2 − 14 = 0
⇒ (3m− 1)2 − 2(−3m− 2)− 14 = 0
⇔ 9m2 − 9 = 0

⇔
ñ

m = −1
m = 1.

Vậy m1 + m2 = 0.
Chọn đáp án A �

Ví dụ 9

Cho hàm số y = x3 + mx2 − x − m (Cm). Hỏi có tất cả bao nhiêu giá trị của tham số m để
đồ thị hàm số (Cm) cắt trục Ox tại ba điểm phân biệt có hoành độ lập thành một cấp số cộng
?

A 2. B 3. C 1. D 0.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm của (Cm) và Ox :

x3 + mx2 − x−m = 0

⇔ (x + m)(x2 − 1) = 0

⇔
ñ

x = −m
x = ±1

.

Từ đó có ba trường hợp:

a) Trường hợp 1. Thứ tự các số hạng của cấp số cộng là −m,−1, 1.
Khi đó m = 3.

b) Trường hợp 2. Thứ tự các số hạng của cấp số cộng là −1,−m, 1.
Khi đó m = 0.

c) Trường hợp 3. Thứ tự các số hạng của cấp số cộng là −m, 1,−1.
Khi đó m = −3.

Vậy có 3 giá trị của m thỏa mãn.
Chọn đáp án B �
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Ví dụ 10

Tìm tất cả các giá trị của m để đường thẳng ∆ : y = x + 4 cắt đồ thị hàm số y = x3 + 2mx2 +
(m + 3)x + 4 tại ba điểm phân biệt A(0; 4), B và C sao cho diện tích tam giác MBC bằng 4, với
M(1; 3).

A m = 2 hoặc m = 3. B m = −2 hoặc m = 3.
C m = 3. D m = −2 hoặc m = −3.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm

x3 + 2mx2 + (m + 3)x + 4 = x + 4⇔ x3 + 2mx2 + (m + 2)x = 0⇔
ñ

x = 0

x2 + 2mx + m + 2 = 0
.

Đường thẳng ∆ cắt đồ thị tại 3 điểm phân biệt ⇔ x2 + 2mx + m + 2 = 0 có 2 nghiệm phân biệt

khác 0⇔
®

∆′ = m2 −m− 2 > 0
m + 2 6= 0

⇔
®

m > 2, m < −1
m 6= −2

.

Gọi hoành độ giao điểm của B, C là b, c. Ta có B(b; b + 4), C(c; c + 4) và c + b = −2m, bc = m + 2.

BC =
»

(c− b)2 + (c + 4− b− 4)2 =
»

2
[
(c + b)2 − 4bc

]
= 2
»

2(m2 −m− 2).

Đường thẳng ∆ : x− y + 4 = 0. Khoảng cách d(M, BC) = d(M, ∆) =
√

2.
Diện tích tam giác MBC bằng 4 nên

1
2
· 2
»

2(m2 −m− 2) ·
√

2 = 4⇔
√

m2 −m− 2 = 2⇔ m = 3∨m = −2.

m = −2 không thõa mãn điều kiện. Vậy m = 3 là giá trị cần tìm
Chọn đáp án C �

2Dạng Biện luận giao điểmcủa đường thẳng và đồ thị của hàm số trùng phương

Cho hàm số y = ax4 + bx2 + c(a 6= 0) có đồ thị (C) và đường thẳng y = k có đồ thị d.
Lập phương trình hoành độ giao điểm của (C) và d:

ax4 + bx2 + c = k (1)

Đặt t = x2(t ≥ 0) ta có phương trình at2 + bt + c− k = 0 (2).
Các bài toán thường gặp:

¬ (C) và d có bốn điểm chung⇔ (2) có hai nghiệm dương phân biệt

⇔


∆ > 0
P > 0
S > 0

 (C) và d có ba điểm chung⇔ (2) có hai nghiệm phân biệt, trong đó có một nghiệm dương
và một nghiệm t = 0.

® (C) và d có hai điểm chung⇔ (2) có nghiệm kép dương hoặc có hai nghiệm trái dấu.

¯ (C) và d có một điểm chung⇔ (2) có nghiệm t = 0 và một nghiệm âm.
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° (C) và d không có điểm chung⇔ (2) vô nghiệm hoặc chỉ có nghiệm âm.

o Có thể chuyển bài toán về biện luận giao điểm của đồ thị cố định với một đường thẳng nằm ngang.

Ví dụ 1

Tìm số giao điểm của đồ thị hàm số y = x4 − 2x2 + 1 với trục Ox.
A 1 . B 2 . C 3 . D 4 .

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm là

x4 − 2x2 + 1 = 0⇔ (x2 − 1)2 = 0⇔ x = ±1

Vậy có hai giao điểm.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 2

Đồ thị hàm số y = 2x4 − 3x2 và đồ thị hàm số y = −x2 + 2 có bao nhiêu điểm chung?
A 2. B 1. C 3. D 4.

Ê Lời giải.
Ta có:

2x4 − 3x2 = −x2 + 2⇔ 2x4 − 2x2 − 2 = 0

⇔

x2 =
1−
√

5
2

(loại)

x2 =
1 +
√

5
2

⇔ x = ±

 
1 +
√

5
2

.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 3

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đường thẳng y = m cắt đồ thị của hàm số
y = x4 − 2x2 − 3 tại bốn điểm phân biệt.

A m > −1. B −1 < m < 1. C m < −4. D −4 < m < −3.

Ê Lời giải.

Xét hàm số y = x4 − 2x2 − 3. Ta có y′ = 4x3 − 4x = 0⇔
ñ

x = 0
x = ±1.

Bảng biến thiên

� LÊ QUANG XE - ĐT: 0967.003.131



Chương 1. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 232Trang

x

y′

y

−∞ −1 0 1 +∞

− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

-4-4

-3-3

-4-4

+∞+∞

Suy ra với −4 < m < −3 thì hai đồ thị đã cho cắt nhau tại 4 điểm phân biệt.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 4

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số y = x4− 3x2−m− 1 cắt trục hoành
tại hai điểm phân biệt.

A
m > −1

m = −13
4

. B m > −1. C
m ≥ −1

m = −13
4

. D m ≥ −1.

Ê Lời giải.

Xét hàm số f (x) = x4 − 3x2, có f ′(x) = 4x3 − 6x = 0⇔

x = 0

x = ±
√

6
2

.

Tính các giá trị f (0) = 0; f

Ç
±
√

6
2

å
= −9

4
, suy ra đồ thị (C) của hàm số

y = f (x) như hình vẽ.
Để phương trình f (x) = m + 1 có 2 nghiệm phân biệt

⇔

m + 1 > 0

m + 1 = −9
4

⇔

m > −1

m = −13
4

.

x

y

O
−
√

6
2

√
6

2

−9
4

Chọn đáp án A �

Ví dụ 5

Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m để đường thẳng y = m cắt đồ thị hàm số y =
2x2|x2 − 2| tại 6 điểm phân biệt?

A 1. B 0. C 2. D 3.

Ê Lời giải.
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y = 2x2|x2 − 2| =


2x2(x2 − 2) khi

[
x ≤ −

√
2

x ≥
√

2

− 2x2(x2 − 2) khi−
√

2 < x <
√

2.
Vẽ đồ thị hàm số f (x) = 2x2(x2− 2), từ đó suy ra đồ thị hàm số đã cho
như hình.
Do đó, đường thẳng y = m cắt đồ thị hàm số y = 2x2|x2 − 2| tại 6
điểm phân biệt khi và chỉ khi 0 < m < 2. Vì m ∈ Z nên m = 1.

x

y

O−1 1
√

2−
√

2

2

Chọn đáp án A �

Ví dụ 6

Có bao nhiêu giá trị thực của tham số m trong khoảng (−3; 5) để đồ thị hàm số y = x4 + (m−
5)x2 −mx + 4− 2m tiếp xúc với trục hoành?

A 2. B 3. C 1. D 4.

Ê Lời giải.
Xét phương trình hoành độ giao điểm

x4 + (m− 5)x2 −mx + 4− 2m = 0
⇔ (x + 1)(x− 2)(x2 + x + m− 2) = 0

⇔

x = −1
x = 2

x2 + x + m− 2 = 0. (1)

Để đồ thị hàm số y = x4 + (m− 5)x2 − mx + 4− 2m tiếp xúc với trục hoành thì phương trình (1)
phải có nghiệm x = −1 hoặc x = 2 hoặc có nghiệm kép khác −1 và −2

⇔

1− 1 + m− 2 = 0
4 + 2 + m− 2 = 0
1− 4(m− 2) = 0

⇔


m = 2
m = −4 (loại)

m =
9
4

.

Vậy có 2 giá trị m thỏa mãn đề.
Chọn đáp án A �

Ví dụ 7

Cho hàm số: y = x4− (2m− 1)x2 + 2m có đồ thị (C). Tất cả có bao nhiêu giá trị nguyên dương
của tham số m để đường thẳng d: y = 2 cắt đồ thị (C) tại bốn điểm phân biệt đều có hoành
độ bé hơn 3?

A 3. B 1. C 2. D 4.

Ê Lời giải.
Xét phương trình hoành độ giao điểm giữa d và (C)

x4 − (2m− 1)x2 + 2m = 2⇔ x4 − (2m− 1)x2 + 2m− 2 = 0
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⇔ (x2 − 1)(x2 − 2m + 2) = 0⇔
ñ

x2 = 1

x2 = 2m− 2
.

Từ đó suy ra để d cắt (C) tại bốn điểm phân biệt có hoành độ bé hơn 3 khi và chỉ khi®
0 < 2m− 2 < 9
2m− 2 6= 1

⇔


1 < m <

11
2

m 6= 3
2

.

Vậy có 4 giá trị nguyên dương của m thỏa mãn.
Chọn đáp án D �

3Dạng Biện luận giao của đường thẳng và đồ thị hàm số y =
ax + b
cx + d

Cho hàm số y =
ax + b
cx + d

, (ad − bc 6= 0) có đồ thị (C) và đường thẳng d có phương trình y =

kx + n.
Lập phương trình hoành độ giao điểm của (C) và d:

ax + b
cx + d

= kx + n⇔

Ax2 + Bx + C = 0 (1)

x 6= −d
c
= x0

Các bài toán thường gặp

¬ (C) và d có hai điểm chung⇔ (1) có hai nghiệm phân biệt khác x0 ⇔
®

∆ > 0

Ax2
0 + Bx0 + C 6= 0

 Giả sử hai đồ thị trên cắt nhau tại hai điểm phân biệt M(x1; kx1 + n) và N(x2; kx2 + n).
Khi đó

MN =
√

k2 + 1

…
∆
A2

Ví dụ 1

Đồ thị của hàm số y =
x− 1
x + 1

cắt hai trục Ox và Oy tại A và B. Khi đó diện tích của tam giác

OAB (với O là gốc tọa độ) bằng

A 1. B 1
4

. C 2. D 1
2

.

Ê Lời giải.
Ta có A(1; 0), B(0;−1). Diện tích S4OAB =

OA ·OB
2

=
1
2

.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 2

Biết đường thẳng y = x− 2 cắt đồ thị hàm số y =
x

x− 1
tại 2 điểm phân biệt A, B. Tìm hoành
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độ trọng tâm tam giác OAB với O là gốc tọa độ.

A 2
3

. B 2. C 4
3

. D 4.

Ê Lời giải.

Xét phương trình hoành độ giao điểm x− 2 =
x

x− 1
(Điều kiện x 6= 1).

⇒ (x− 2)(x− 1) = x ⇔ x2 − 4x + 2 = 0 (1).

Khi đó A(x1; x1 − 2), B(x2; x2 − 2) với x1, x2 là 2 nghiệm của phương trình (1) thỏa mãn®
x1 + x2 = 4
x1.x2 = 2

. Gọi G
(
xG; yG

)
là trọng tâm tam giác OAB.

⇒ xG =
0 + x1 + x2

3
=

4
3

.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 3

Gọi M, N là giao điểm của đường thẳng y = x + 1 và đường cong y =
2x + 4
x− 1

. Tìm hoành độ

trung điểm của đoạn thẳng MN.
A x = −1. B x = 1. C x = −2. D x = 2.

Ê Lời giải.

Xét phương trình hoành độ giao điểm x + 1 =
2x + 4
x− 1

⇔
®

x 6= 1

x2 − 2x− 5 = 0

⇒ xM + xN = 2⇒ xI =
xM + xN

2
= 1.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 4

Cho hàm số y =
2x

x + 1
có đồ thị (C). Gọi A, B là giao điểm của đường thẳng d : y = x với đồ

thị (C). Tính độ dài đoạn AB.

A AB =
√

2. B AB =

√
2

2
. C AB = 1. D AB = 2.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm

2x
x + 1

= x, (x 6= −1)⇒ x2 − x = 0⇒
ñ

x = 0⇒ y = 0⇒ A (0; 0)
x = 1⇒ y = 1⇒ B (1; 1)

Vậy AB =
√

2.

Chọn đáp án A �
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Ví dụ 5

Có bao nhiêu giá trị nguyên của m thuộc đoạn [−14; 15] sao cho đường thẳng y = mx + 3 cắt

đồ thị của hàm số y =
2x + 1
x− 1

tại hai điểm phân biệt.

A 17. B 16. C 20. D 15.

Ê Lời giải.
Xét phương trình hoành độ giao điểm: mx + 3 =

2x + 1
x− 1

⇔ mx2 + x(1−m)− 4 = 0 (∗).
• Với m = 0 thì phương trình (∗) có một nghiệm x = 4.
• Với m 6= 0, xét biệt thức ∆ = m2 + 14m + 1.
Đồ thị của hai hàm số cắt nhau tại hai điểm phân biệt nên

∆ > 0⇔ m2 + 14m + 1 > 0⇔
[

m > −7 + 4
√

3

m < −7− 4
√

3
.

Suy ra, có 16 giá trị nguyên của m ∈ [−14; 15] thỏa mãn.
Chọn đáp án B �

Ví dụ 6

Cho hàm số y =
2x + 1
x + 1

có đồ thị (C). Tìm các giá trị của tham số m để đường thẳng d : y =

x + m− 1 cắt đồ thị (C) tại hai điểm phân biệt A, B sao cho AB = 2
√

3.
A m = 4±

√
3. B m = 2±

√
3. C m = 4±

√
10. D m = 2±

√
10.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và d

2x + 1
x + 1

= x + m− 1

⇔ x2 + (m− 2)x + m− 2 = 0, (x 6= −1) (1)

Để d cắt (C) tại 2 điểm phân biệt thì phương trình (1) phải có hai nghiệm phân biệt khác −1.

⇔
®

∆ > 0

(−1)2 + (m− 2) · (−1) + m− 2 6= 0
⇔ m2 − 8m + 12 > 0⇔

ñ
m > 6
m < 2.

(∗)

Khi đó d cắt (C) tại A(x1; x1 + m− 1), B(x2; x2 + m− 1). Ta có

AB = 2
√

3
⇔ (x2 − x1)2 = 6⇔ (x2 + x1)2 − 4x1x2 = 6
⇔ (m− 2)2 − 4(m− 2)− 6 = 0

⇔ m = 4±
√

10 (thỏa mãn điều kiện (*)).

Chọn đáp án C �
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Ví dụ 7

Biết rằng có hai giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số y =
2x + 1
x− 1

(C) và đường thẳng

d : y = mx + 3 cắt nhau tại hai điểm phân biệt A, B sao cho tam giác OAB vuông tại O (với O
là gốc tọa độ). Tổng của hai giá trị đó bằng

A 0. B 4. C 8. D 6.

Ê Lời giải.
Với điều kiện x 6= 1 ta có phương trình hoành độ giao điểm của (C) và d là

2x + 1
x− 1

= y = mx + 3⇒ 2x + 1 = (mx + 3)(x− 1)⇔ mx2 − (m− 1)x− 4 = 0. (∗)

Rõ ràng x = 1 không là nghiệm của phương trình (∗). Như vậy đường thẳng d cắt (C) tại hai điểm
phân biệt A, B khi phương trình (∗) có hai nghiệm phân biệt, tức là®

m 6= 0
(m− 1)2 + 16m > 0

⇔
®

m 6= 0
m2 + 14m + 1 > 0

⇔


m 6= 0ñ

m < −7− 4
√

3

m > −7 + 4
√

3

(∗∗)

Gọi các giao điểm của d và (C) là A(x1; mx1 + 3) và B(x2; mx2 + 3), trong đó x1, x2 là hai nghiệm của
phương trình (∗).
Theo giả thiết, tam giác OAB vuông tại O nên

#    »

OA · #   »

OB = 0⇔ x1x2 + (mx1 + 3)(mx2 + 3) = 0⇔ x1x2 + m2x1x2 + 3m(x1 + x2) + 9 = 0

⇔ (m2 + 1)x1x2 + 3m(x1 + x2) + 9 = 0⇔ −4(m2 + 1)
m

+
3m(m− 1)

m
+ 9 = 0

⇔ −4(m2 + 1) + 3m(m− 1) + 9m = 0⇔ −m2 + 6m− 4 = 0
⇔ m = 3±

√
5. (thỏa mã điều kiện (∗∗))

Vậy m = 3±
√

5 là các giá trị thỏa mãn yêu cầu bài toán và tổng của chúng bằng 6.
Chọn đáp án D �

Ví dụ 8

Cho hàm số y =
3x− 2
x + 1

có đồ thị (C) và điểm A(−5; 5). Tìm tất cả giá trị thực của tham số m

để đường thẳng d : y = −x + m cắt (C) tại hai điểm phân biệt M, N sao cho tứ giác OAMN
là hình bình hành (O là gốc tọa độ).

A m = 3. B m = 2 +
√

5.
C m = 2 +

√
5, m = 2−

√
5. D m = 2−

√
5.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm của hai đường y =

3x− 2
x + 1

và y = −x + m là

3x− 2
x + 1

= −x + m⇔ x2 + (4−m)x− 2−m = 0 (∗).
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Ta có ∆ = (4−m)2 − 4(−2−m) = m2 − 4m + 24 = (m− 2)2 + 20 > 0, với mọi m.
Suy ra đồ thị (C) luôn cắt đường thẳng d tại hai điểm phân biệt M(x1;−x1 + m) và N(x2;−x2 + m)
với x1, x2 là hai nghiệm phân biệt của phương trình (∗).
Ta có OAMN là hình bình hành⇔ #    »

OA =
#      »

NM⇔ x1 − x2 = −5 (1).

Theo định lí Vi-ét, ta có

®
x1 + x2 = m− 4 (2)
x1x2 = −2−m (3)

Từ (1) & (2), ta được x1 =
m− 9

2
và x2 =

m + 1
2

,

thay vào (3), ta được

m− 9
2
· m + 1

2
= −2−m⇔ m2 − 4m− 1 = 0⇔ m = 2±

√
5.

Chọn đáp án C �
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BÀI TẬP TỰ LUYỆNCC

Câu 1

Tìm số giao điểm của đồ thị hàm số y = x3 + 2x2 − 4x + 1 và đường thẳng y = 2.
A 1. B 3. C 2. D 0.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm của hai đồ thị là

x3 + 2x2 − 4x + 1 = 2⇔ x3 + 2x2 − 4x− 1 = 0.

Sử dụng máy tính ta thấy phương trình có 3 nghiệm phân biệt. Vậy số giao điểm là 3.
Chọn đáp án B �

Câu 2

Đồ thị hàm số y = x4 − x3 − 3 cắt trục tung tại mấy điểm?
A 1 điểm. B 2 điểm. C 4 điểm. D 3 điểm.

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số cắt trục tung tại điểm duy nhất có tọa độ (0;−3).
Chọn đáp án A �

Câu 3

Đồ thị hàm số y = x4 − 5x2 + 4 cắt trục hoành tại bao nhiêu điểm?
A 0. B 4. C 2. D 3.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị hàm số và trục hoành là

x4 − 5x2 + 4 = 0⇔
ñ

x2 = 1

x2 = 4
⇔
ñ

x = ±1
x = ±2.

Chọn đáp án B �

Câu 4

Tìm số giao điểm n của hai đồ thị (C1) : y = x4 − 3x2 + 2 và (C2) : y = x2 − 2.
A n = 1. B n = 4. C n = 2. D n = 0.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm của hai đồ thị là

x4 − 3x2 + 2 = x2 − 2⇔ x4 − 4x2 + 4 = 0⇔ (x2 − 2)2 = 0⇔ x2 − 2 = 0⇔ x = ±
√

2.

Phương trình hoành độ giao điểm có 2 nghiệm nên số giao điểm là 2.
Chọn đáp án C �
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Câu 5

Đồ thị hàm số y =
4x + 4
x− 1

và y = x2 − 1 cắt nhau tại bao nhiêu điểm?

A 1. B 3. C 2. D 0.

Ê Lời giải.
Số giao điểm của hai đồ thị tương ứng với số nghiệm của phương trình

4x + 4
x− 1

= x2 − 1 ⇔
{

x− 1 6= 0

4x + 4 = (x− 1) ·
Ä

x2 − 1
ä ⇔ {

x 6= 1

(x + 1) ·
î
(x− 1)2 − 4

ó
= 0

⇔


x 6= 1ñ

x + 1 = 0

(x− 1)2 − 4 = 0

⇔


x 6= 1x + 1 = 0

x− 1 = 2
x− 1 = −2

⇔


x 6= 1x = −1

x = 3
x = −1.

Suy ra phương trình có nghiệm là x = −1 và x = 3.
Chọn đáp án C �

Câu 6

Biết rằng đồ thị hàm số y = x3 + x2 − x + 2 và đồ thị hàm số y = −x2 − x + 5 cắt nhau tại
điểm duy nhất có tọa độ (x0; y0). Tìm y0.

A 0. B 4. C 1. D 3.

Ê Lời giải.
Xét phương trình hoành độ giao điểm hai đồ thị

x3 + 2x2 − 3 = 0⇔ x = 1⇒ y = 3.

Chọn đáp án D �

Câu 7

Đồ thị hàm số nào sau đây cắt trục tung tại điểm có tung độ âm?

A y =
4x + 1
x + 2

. B y =
−2x + 3

x + 1
. C y =

3x + 4
x− 1

. D y =
2x− 3
x− 1

.

Ê Lời giải.

Ì Đồ thị hàm số y =
4x + 1
x + 2

cắt trục tung tại điểm
Å

0;
1
2

ã
.

Ì Đồ thị hàm số y =
−2x + 3

x + 1
cắt trục tung tại điểm (0; 3).

Ì Đồ thị hàm số y =
3x + 4
x− 1

cắt trục tung tại điểm (0;−4).

Ì Đồ thị hàm số y =
2x− 3
x− 1

cắt trục tung tại điểm (0; 3).

Chọn đáp án C �
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Câu 8

Biết đường thẳng y = x − 2 cắt đồ thị hàm số y =
2x + 1
x− 1

tại hai điểm phân biệt A, B có

hoành độ lần lượt là xA , xB . Khi đó
A xA + xB = 5. B xA + xB = 2. C xA + xB = 1. D xA + xB = 3.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm x− 2 =

2x + 1
x− 1

. (1)

Với x 6= 1, phương trình (1)⇔ x2 − 5x + 1 = 0.
Như vậy, xA + xB = 5.

Chọn đáp án A �

Câu 9

Biết rằng đồ thị hàm số y = x3 − 4x2 + 5x− 1 cắt đồ thị hàm số y = 1 tại hai điểm phân biệt
A và B. Tính độ dài đoạn thẳng AB.

A AB = 2. B AB = 3. C AB = 2
√

2. D AB = 1.

Ê Lời giải.
Tọa độ giao điểm của hai đồ thị hàm số y = x3 − 4x2 + 5x− 1 và y = 1 là nghiệm hệ phương trình®

y = x3 − 4x2 + 5x− 1
y = 1

⇔
®

x3 − 4x2 + 5x− 1 = 1
y = 1

⇔


ñ

x = 2
x = 1

y = 1.

Suy ra tọa độ giao điểm của hai đồ thị trên là A(1; 1) và B(2; 1). Khi đó AB = 1.

Chọn đáp án D �

Câu 10

Cho hàm số f (x) = ax3 + bx2 + cx + d (d 6= 0) có đồ thị như hình vẽ.
Số nghiệm của phương trình 3 f (x)− 1 = 0 bằng

A 0. B 1. C 2. D 3.

x

y

O 1 2
−1

4

Ê Lời giải.
Đường thẳng y =

1
3

cắt đồ thị hàm số f (x) tại 1 điểm nên phương trình đã cho có 1 nghiệm.

Chọn đáp án B �
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Câu 11

Cho hàm số bậc ba y = f (x) có đồ thị (C) như hình vẽ, đường
thẳng d có phương trình y = x− 1. Biết phương trình f (x) = 0 có
ba nghiệm x1 < x2 < x3. Giá trị của x1x3 bằng

A −2. B −5
2

. C −7
3

. D −3.

x

y d

−1

3

2

(C)

Ê Lời giải.
Giả sử f (x) = ax3 + bx2 + cx + d, a 6= 0. Dựa vào đồ thị ta thấy, (C) đi qua các điểm (1; 0), (−1;−2),
(3; 2), (0; 2). Suy ra


a + b + c + d = 0
− a + b− c + d = −2
27a + 9b + 3c + d = 2
d = 2

⇒


a = 1
b = −3
c = 0
d = 2.

Suy ra f (x) = x3 − 3x + 2. Phương trình f (x) = 0 có ba nghiệm là 1−
√

3, 1, 1 +
√

3.
Vậy x1x3 =

Ä
1−
√

3
ä Ä

1 +
√

3
ä
= −2.

Chọn đáp án A �

Câu 12

Cho hàm số y =
4
3

x3 − 2x2 + 1 có đồ thị (C) và đường thẳng d : y = −m. Tìm tập hợp tất cả

các giá trị của tham số m để d cắt (C) tại ba điểm phân biệt.

A
ï

1
3

; 1
ò
. B

ï
−1;−1

3

ò
. C

Å
1
3

; 1
ã

. D
Å
−1;−1

3

ã
.

Ê Lời giải.

Ta có y′ = 4x2 − 4x, y′ = 0⇔
ñ

x = 0
x = 1.

Bảng biến thiên của hàm số y =
4
3

x3 − 2x2 + 1 là

x

y′

y

−∞ 0 1 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

11
1
3
1
3

+∞+∞

Từ bảng biến thiên ta suy ra để d cắt (C) tại ba điểm phân biệt thì
1
3
< −m < 1⇔ −1 < m < −1

3
.

Chọn đáp án D �
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Câu 13

Tìm m để đồ thị hàm số y = x4 − 2x2 + m cắt trục hoành bốn điểm phân biệt.
A m > 0. B 0 < m < 1. C m > 1. D m < 1.

Ê Lời giải.
Yêu cầu đề bài tương đương với đường thẳng y = −m cắt đồ thị hàm số f (x) = x4 − 2x2 tại bốn

điểm phân biệt. Ta có f ′(x) = 4x3 − 4x, f ′(x) = 0⇔

x = 0
x = 1
x = −1.

Bảng biên thiên của hàm số y = f (x).

x

f ′(x)

f (x)

−∞ -1 0 1 +∞

− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

−1−1

00

−1−1

+∞+∞

Quan sát bảng biến thiên, ta suy ra −1 < −m < 0⇔ 0 < m < 1.
Chọn đáp án B �

Câu 14

Có bao nhiêu số m nguyên âm để đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 + (1−m)x + m + 1 cắt trục Ox
tại 3 điểm phân biệt.

A 1. B 2. C 3. D 4.

Ê Lời giải.
Xét phương trình hoành độ giao điểm x3 − 3x2 + (1−m)x + m + 1 = 0

⇔ (x− 1)
(
x2 − 2x−m− 1

)
= 0⇔

ñ
x = 1

f (x) = x2 − 2x−m− 1 = 0
.

Yêu cầu bài toán⇔ f (x) = 0 có hai nghiệm phân biệt khác 1⇔
®

∆ f (x) > 0

f (1) 6= 0
⇔
®

1 + m + 1 > 0
1− 2−m− 1 6= 0

⇔

m > −2. Vậy có một giá trị m thỏa bài toán.

Chọn đáp án A �

Câu 15

Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị (C) của hàm số y = x3 − 3x + m cắt trục hoành
tại đúng 3 điểm phân biệt.

A m ∈ (2;+∞). B m ∈ (−2; 2). C m ∈ R. D m ∈ (−∞;−2).

Ê Lời giải.
Xét hàm số f (x) = x3 − 3x trên R.

Ta có f ′(x) = 3x2 − 3, f ′(x) = 0⇔
ñ

x = 1
x = −1.

Bảng biến thiên của hàm số f (x) trên R.
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 1 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

22

−2−2

+∞+∞

Để đồ thị hàm số y = x3 − 3x + m cắt trục hoành tại đúng 3 điểm phân biệt thì đường thẳng
y = −m phải cắt đồ thị hàm số y = x3 − 3x tại đúng ba điểm phân biệt.
Từ bảng biến thiên ta suy ra −2 < −m < 2⇔ −2 < m < 2.
Chọn đáp án B �

Câu 16

Cho hàm số y = x3 − 3mx2 + (3m− 1) x + 6m có đồ thị là (C). Gọi S là tập hợp tất cả các giá
trị thực của tham số m để (C) cắt trục hoành tại ba điểm phân biệt có hoành độ x1, x2, x3 thỏa
mãn điều kiện x2

1 + x2
2 + x2

3 + x1x2x3 = 20. Tính tổng các phần tử của tập S.

A 4
3

. B 2
3

. C 5
3

. D 1
3

.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và trục hoành là

x3 − 3mx2 + (3m− 1) x + 6m = 0⇔ (x + 1)
Ä

x2 − (3m + 1) x + 6m
ä
= 0

⇔
ñ

x = −1 = x3

g(x) = x2 − (3m + 1) x + 6m = 0(∗).

Điều kiện để (C) cắt trục hoành tại ba điểm phân biệt có hoành độ x1, x2, x3 là (∗) có 2 nghiệm phân
biệt khác −1

⇔
®

∆ > 0
g (−1) 6= 0

⇔
®

9m2 − 18m + 1 > 0
9m + 2 6= 0

⇔



m <
3− 2

√
2

3

m >
3 + 2

√
2

3

m 6= −2
9

.

Khi đó

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x1x2x3 = 20⇔ x2

1 + x2
2 − x1x2 = 19

⇔ (x1 + x2)2 − 3x1x2 − 19 = 0⇔ (3m + 1)2 − 18m− 19 = 0

⇔ 9m2 − 12m− 18 = 0⇔ m =
2±
√

22
3

(thỏa mãn điều kiện).

Chọn đáp án B �
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Câu 17

Tìm tất cả giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số y = x3− 3mx2 + 9x− 7 cắt trục hoành
tại 3 điểm phân biệt có hoành độ lập thành cấp số cộng.

A
m = 1

m =
−1±

√
15

2

. B m =
−1 +

√
15

2
.

C m =
−1−

√
15

2
. D m = 1.

Ê Lời giải.
Để đồ thị hàm số cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt lập thành một cấp số cộng thì điểm đối xứng
của đồ thị nằm trên trục hoành.
Ta có: y′ = 3x2 − 6mx + 9⇒ y′′ = 6x− 6m⇒ y′′ = 0⇔ x0 = m⇒ y0 = −2m3 + 9m− 7
⇒ y0 = 0, (Vì điểm đối xứng nằm trên trục Ox nên tung độ bằng 0)

⇒ −2m3 + 9m− 7 = 0⇔

m = 1

m =
−1±

√
15

2

.

Chọn đáp án A �

Câu 18

Giá trị của tham số m để đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 −mx cắt trục hoành tại ba điểm A, B, C
phân biệt và cách đều nhau là

A 2. B 1. C −2. D 0.

Ê Lời giải.
Để đồ thị hàm số cắt trục hoành tại ba điểm cách đều nhau thì phương trình y = 0 có 3 nghiệm lập
thành cấp số cộng.

Ta có x3 − 3x2 −mx = 0⇔ x
(
x2 − 3x−m

)
= 0⇔

ñ
x = 0

x2 − 3x−m = 0 (∗)
.

Do tổng 2 nghiệm của phương trình (∗) bằng 3 nên để phương trình ban đầu có 3 nghiệm phân
biệt lập thành cấp số cộng thì phương trình (∗) phải có hai nghiệm thỏa mãn x2 = 2x1.
Từ đó ta suy ra được x1 = 1, x2 = 2. Thay vào phương trình (∗) ta được m = −2.
Chọn đáp án C �

Câu 19

Tìm tất cả các giá trị của tham số m để phương trình −x4 + 2x2 + 3 + 2m = 0 có 4 nghiệm
phân biệt.

A −2 6 m 6
−3
2

. B −3
2

< m < 2. C −2 < m <
−3
2

. D 3 < m < 4.

Ê Lời giải.
Ta có −x4 + 2x2 + 3 + 2m = 0⇔ 2m + 3 = x4 − 2x2. Đây là phương trình hoành độ giao điểm của
đồ thị hàm số y = x4 − 2x2 và đường thẳng y = 2m + 3.
Số nghiệm của phương trình chính là số giao điểm của hai đồ thị.

Xét hàm số y = x4 − 2x2 có y′ = 4x3 − 4x. Cho y′ = 0⇔

x = 0
x = 1
x = −1.

Ta có bảng biến thiên sau
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x

y′

y

−∞ −1 0 1 +∞

− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

−1−1

00

−1−1

+∞+∞

Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy để có bốn giao điểm thì

−1 < 2m + 3 < 0⇔ −4 < 2m < −3⇔ −2 < m < −3
2

.

Chọn đáp án C �

Câu 20

Tìm tất cả các giá trị m nguyên để phương trình x4− 2x2 + 3−m = 0 có bốn nghiệm thực.
A 1. B 2.
C 3. D Không có giá trị m.

Ê Lời giải.
Ta có x4 − 2x2 + 3−m = 0⇔ m = x4 − 2x2 + 3.
Xét f (x) = x4 − 2x2 + 3⇒ f ′(x) = 4x3 − 4x = 4x(x2 − 1).

Giải f ′(x) = 0⇔
ñ

x = 0
x = ±1.

Bảng biến thiên

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 0 1 +∞

− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

22

33

22

+∞+∞

Từ bảng biến thiên suy ra phương trình đã cho có 4 nghiệm phân biệt⇔ 2 < m < 3. Mặt khác m
nguyên nên không có giá trị m thỏa mãn bài.
Chọn đáp án D �

Câu 21

Tìm số giao điểm của đồ thị hàm số y = x2|x2 − 3| và đường thẳng y = 2.
A 8. B 2. C 6. D 4.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm x2|x2 − 3| = 2 (1)

⇔


®

x2 ≥ 3

x2(x2 − 3) = 2®
x2 < 3

x2(3− x2) = 2

⇔


x2 =

3 +
√

17
2

x2 = 1

x2 = 2

⇔


x = ±

 
3 +
√

17
2

x = ±1

x = ±
√

2

.
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Số giao điểm của đồ thị hàm số y = x2|x2 − 3| và đường thẳng y = 2 chính là số nghiệm của
phương trình (1).
Do đó số giao điểm là 6.
Chọn đáp án C �

Câu 22

Có bao nhiêu đường thẳng cắt đồ thị (C) của hàm số y =
5x− 3
x− 1

tại hai điểm phân biệt mà

hai giao điểm đó có hoành độ và tung độ là các số nguyên?
A 15. B 4. C 2. D 6.

Ê Lời giải.
Ta có y =

5x− 3
x− 1

= 5 +
2

x− 1
. Vì x ∈ Z nên để y ∈ Z thì x− 1 ∈ {±1;±2}. Từ đó ta tìm được 4

điểm có tọa độ nguyên thuộc đồ thị hàm số. Do đó số đường thẳng cắt đồ thị hàm số tại hai điểm
phân biệt có tọa độ nguyên là C2

4 = 6.

Chọn đáp án D �

Câu 23

Đồ thị hàm số y =
x− 3
x + 1

cắt đường thẳng y = x + m tại hai điểm phân biệt khi

A m > −2. B m > 6. C
ñ

m < −2
m > 6

. D m < −2.

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số y =

x− 3
x + 1

cắt đường thẳng y = x + m tại hai điểm phân biệt khi và chỉ khi phương

trình
x− 3
x + 1

= x + m (1) có hai nghiệm phân biệt.

Ta có (1)⇔
®

x 6= −1
(x + 1)(x + m) = x− 3

⇔
®

x 6= −1

x2 + mx + m + 3 = 0.

Vậy (1) có hai nghiệm phân biệt khi và chỉ khi

®
(−1)2 + m · (−1) + m + 3 6= 0

∆ = m2 − 4m− 12 > 0
⇔
ñ

m < −2
m > 6.

Chọn đáp án C �

Câu 24

Cho hàm số y = x3 + ax2 + bx + c (b < 0, a 6= 0). Biết rằng đồ thị hàm số đã cho cắt trục
hoành tại 3 điểm phân biệt trong đó có hai giao điểm đối xứng nhau qua gốc tọa độ. Tính giá
trị của biểu thức T = 2(ab− c) + 3.

A T = 5. B T = 2. C T = 3. D T = 1.

Ê Lời giải.
Do đồ thị hàm số đã cho cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt trong đó có hai giao điểm đối xứng
nhau qua gốc tọa độ nên phương trình y = 0 có 3 nghiệm phân biệt là m và ±n (n 6= 0, m 6= ±n).
Khi đó hàm số y có thể viết dưới dạng

y = (x−m)(x− n)(x + n) = (x−m)
Ä

x2 − n2
ä
= x3 −mx2 − n2x + mn2.
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Mà y = x3 + ax2 + bx + c nên đồng nhất hệ số ta có


a = −m

b = −n2 < 0

c = mn2.
Vậy T = 2(ab− c) + 3 = 2

(
mn2 −mn2)+ 3 = 3.

Chọn đáp án C �

Câu 25

Cho hàm số y =
3x + 2
x + 2

có đồ thị (C) và đường thẳng d : y = ax + 2b− 4. Đường thẳng d cắt

(C) tại hai điểm A và B đối xứng nhau qua gốc tọa độ O. Tính a + b.

A T = 2. B T =
5
2

. C T = 4. D T =
7
2

.

Ê Lời giải.
Vì A và B đối xứng nhau qua gốc tọa độ O nên O là trung điểm của AB và do đó O ∈ d.
Thay tọa độ điểm O vào phương trình đường thẳng d ta có 0 = a · 0 + 2b− 4⇔ b = 2.
Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và d:

3x + 2
x + 2

= ax ⇔ 3x + 2 = ax2 + 2ax ⇔ ax2 + (2a− 3)x− 2 = 0.

Gọi x1, x2 là hai nghiệm của phương trình trên.

Vì A và B đối xứng nhau qua O nên x1 + x2 = 0⇔ 2a− 3
a

= 0⇔ a =
3
2

.

Vậy a + b =
3
2
+ 2 =

7
2

.

Chọn đáp án D �

Câu 26

Đường thẳng d đi qua A(2; 1) với hệ số góc k cắt đồ thị (C) của hàm số y =
x− 8
x− 4

tại hai điểm

phân biệt khi và chỉ khi
A k > 0. B −1 < k < 1. C k < 1 hoặc k > 3. D k < 0 hoặc k > 4.

Ê Lời giải.
Đường thẳng d đi qua A(2; 1) với hệ số góc k có phương trình y = k(x− 2) + 1.
Phương trình hoành độ giao điểm của d và (C) là

x− 8
x− 4

= k(x− 2) + 1 (x 6= 4)

⇔ (k(x− 2) + 1)(x− 4) = x− 8 (Nhận xét: x = 4 không là nghiệm của phương trình này).
⇔ kx2 − 6kx + 8k + 4 = 0 (∗)

Đường thẳng d cắt (C) tại hai điểm phân biệt khi và chỉ khi phương trình (∗) có hai nghiệm phân

biệt⇔
®

a 6= 0

∆′ > 0
⇔
®

k 6= 0

k2 − 4k > 0
⇔ k ∈ (−∞; 0)∪ (4;+∞).

Chọn đáp án D �

Câu 27

Cho hàm số y =
2x + 1
x + 1

có đồ thị (C). Tìm các giá trị của tham số m để đường thẳng d : y =
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x + m− 1 cắt đồ thị (C) tại hai điểm phân biệt A, B sao cho AB = 2
√

3.
A m = 4±

√
3. B m = 4±

√
10. C m = 2±

√
10. D m = 2±

√
3.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và d là

2x + 1
x + 1

= x + m− 1⇔ x2 + (m− 2)x + m− 2 = 0, x 6= −1, (1.1)

d cắt (C) tại hai điểm phân biệt A, B khi và chỉ khi phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt khác
−1, nghĩa là®

(−1)2 + (m− 2) · (−1) + m− 2 6= 0

(m− 2)2 − 4(m− 2) > 0
⇔
®

1 6= 0
(m− 2)(m− 6) > 0

⇔
ñ

m > 6
m < 2.

(1.2)

Khi đó giao điểm của d và (C) là A(x1; x1 + m− 1), B(x2; x2 + m− 1), với x1, x2 là hai nghiệm của
(1).
Ta có

AB2 = 2(x2 − x1)2 = 2
î
(x1 + x2)2 − 4x1x2

ó
= 2m2 − 16m + 24.

Kết hợp với giả thiết ta có

AB2 =
Ä

2
√

3
ä2
⇔ 2m2 − 16m + 24 = 12⇔ m2 − 8m + 6 = 0⇔ m = 4±

√
10.

Hai giá trị trên của m đều thỏa mãn (2).
Chọn đáp án B �

Câu 28

Tìm giá trị của tham số m để đường thẳng d : y = 2x + m cắt đồ thị hàm số y =
x + 1
x− 1

(C) tại

hai điểm A, B phân biệt sao cho đoạn AB ngắn nhất.
A m = 0. B m = −1. C m = −2. D m = 1.

Ê Lời giải.
Xét phương trình hoành độ giao điểm

x + 1
x− 1

= 2x + m (1).

Điều kiện x 6= 1.
Ta có (1)⇔ x + 1 = (x− 1)(2x + m)⇔ 2x2 + (m− 3)x− (m + 1) = 0 (2).
Đường thẳng d cắt đồ thị (C) tại hai điểm phân biệt⇔ (2) có 2 nghiệm phân biệt khác 1

⇔
®

∆ > 0
− 2 6= 0 (luôn đúng)

⇔ (m− 3)2 + 8(m + 1) > 0

⇔ m2 + 2m + 17 > 0

⇔ (m + 1)2 + 16 > 0 (luôn đúng ∀m ∈ R).

Khi đó (2) có 2 nghiệm phân biệt x1, x2 thỏa mãn


x1 + x2 =

3−m
2

x1x2 = −m + 1
2

.
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Tọa độ A(x1; 2x1 + m), B(x2; 2x2 + m)⇒ #   »

AB = (x2 − x1; 2x2 − 2x1)

AB2 = 5(x2 − x1)2 = 5(x1 + x2)2 − 20x1x2

AB2 = 5
Å

3−m
2

ã2
− 20 ·

Å
−m + 1

2

ã
AB2 =

5m2 + 10m + 85
4

AB2 =
5(m + 1)2 + 80

4
≥ 20.

Suy ra AB nhỏ nhất bằng 2
√

5 khi m = −1.

Chọn đáp án B �

Câu 29

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đường thẳng (d) : y = mx − m − 1 cắt đồ thị
(C) : y = x3 − 3x2 + 1 tại 3 điểm A, B, C phân biệt (B thuộc đoạn AC), sao cho tam giác AOC
cân tại O (với O là gốc toạ độ).

A m = −1. B m = 1. C m = 2. D m = −2.

Ê Lời giải.
Ta có

x3 − 3x2 + 1 = mx−m− 1⇔ (x− 1)
Ä

x2 − 2x− 2−m
ä
= 0⇔

ñ
x = 1

x2 − 2x− 2−m = 0(∗)

Đường thẳng (d) cắt (C) tại 3 điểm phân biệt khi và chỉ khi (∗) có hai nghiệm phân biệt khác 1.
(∗)⇔ (x− 1)2 = m + 3 có hai nghiệm phân biệt khác 1 khi và chỉ khi m > −3.
Khi đó (∗) có hai nghiệm x1 = 1−

√
m + 3, x2 = 1 +

√
m + 3 thoả mãn x1 < 1 < x2.

Không mất tính tổng quát, ta gọi A(1 −
√

m + 3;−m
√

m + 3 − 1), C(1 +
√

m + 3; m
√

m + 3 − 1),
B(1;−1).
Tam giác AOC cân tại O⇔ OA = OC ⇔ OA2 = OC2

⇔
Ä

1−
√

m + 3
ä2

+
Ä
−m
√

m + 3− 1
ä2

=
Ä

1 +
√

m + 3
ä2

+
Ä

m
√

m + 3− 1
ä2

⇔ 4
√

m + 3− 4m
√

m + 3 = 0⇔ 4(m− 1)
√

m + 3 = 0⇔ m = 1.
Với m = 1 thoả mãn điều kiện tồn tại các điểm A, B, C và khi đó (d) : y = x− 2 không đi qua gốc
toạ độ O nên4AOC là tam giác cân.
Vậy m = 1 là giá trị cần tìm.
Chọn đáp án B �

Câu 30

Cho các số thực a, b, c thỏa mãn

®
a + c > b + 1
a + b + c + 1 < 0

. Tìm số giao điểm của đồ thị hàm số

y = x3 + ax2 + bx + c và trục Ox.
A 2. B 3. C 0. D 1.

Ê Lời giải.
Đặt y = x3 + ax2 + bx + c = f (x).

Từ giả thiết ta có

®
a + c > b + 1
a + b + c + 1 < 0

⇔
®

f (−1) > 0
f (1) < 0.
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Ta có: lim
x→−∞

(x3 + ax2 + bx + c) = −∞ ; ∃ α ∈ (−∞;−1) sao cho f (α) < 0.

lim
x→+∞

(x3 + ax2 + bx + c) = +∞ ; ∃ β ∈ (1;+∞) sao cho f (β) > 0.

Do đó: f (α) · f (−1) < 0 ; f (1) · f (−1) < 0 ; f (β) · f (1) < 0.
Vì y = f (x) là hàm số liên tục trên R nên
∃ x1 ∈ (α;−1) sao cho f (x1) = 0.
∃ x2 ∈ (−1; 1) sao cho f (x2) = 0.
∃ x3 ∈ (1; β) sao cho f (x3) = 0.
⇒ Phương trình f (x) = 0 có ít nhất 3 nghiệm.
Mặt khác y = f (x) là hàm số bậc ba nên f (x) = 0 có tối đa 3 nghiệm.
Vậy đồ thị hàm số y = x3 + ax2 + bx + c cắt trục Ox tại 3 điểm phân biệt.
Chọn đáp án B �

—-HẾT—-
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§8. TIẾP TUYẾN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐ

LÝ THUYẾT CẦN NHỚAA

Phương pháp 8.1. � Đường thẳng đi qua điểm M(x0; y0) có hệ số góc k có phương trình là
y = k(x− x0) + y0.

o ¬ k = tan ϕ, với ϕ là góc hợp bởi đường thẳng ∆ với chiều
dương của trục Ox và ϕ 6= 90◦.

 Cho hai đường thẳng ∆1 : y = k1x + m1 và ∆2 : y = k2x +
m2.

• ∆1 ∥ ∆2 ⇔ k1 = k2 và m1 6= m2.

• ∆1 ⊥ ∆2 ⇔ k1 · k2 = −1.
x

y

O ϕ

∆

� Tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại điểm M(x0; y0):

¬ Cho hàm số y = f (x) có đồ thị (C). Tiếp tuyến d của
đồ thị hàm số tại điểm M(x0; y0) có phương trình là
y = f ′(x0)(x− x0) + y0 (lúc này k = f ′(x0)).

Trong đó

• x0 gọi là hoành độ tiếp điểm;

• y0 là tung độ tiếp điểm, với y0 = f (x0);

• f ′(x0) gọi là hệ số góc của tiếp tuyến.

x

y

O

y = f (x)

x0

y0

CÁC VÍ DỤ MINH HOẠBB

1Dạng Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = f (x) tại điểm (x0; y0)
cho trước

• Tính f ′(x). Từ đây tính f ′(x0) hoặc bấm máy
d

dx
( f (x))

∣∣∣∣
x=x0

.

• Thay vào công thức y = f ′(x0)(x− x0) + y0 , thu gọn kết quả về dạng y = Ax + B.

o Trong nhiều trường hợp, đề bài chưa cho đầy đủ (x0; y0). ta thường gặp các loại sau:

¬ Cho biết trước x0 hoặc y0. Ta chỉ việc thay giá trị đó vào hàm số y = f (x), sẽ tính được đại
lượng còn lại.

 Cho trước 1 điều kiện giải. Ta chỉ việc giải điều kiện đó, tìm x0.
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Ví dụ 1

Cho hàm số y = x4 − 4x2 + 4 có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến với (C) tại điểm
M(1; 1).

A y = −x + 2. B y = −2x + 3. C y = −3x + 4. D y = −4x + 5.

Ê Lời giải.
Ta có: y′ = 4x3 − 8x, y′(1) = −4.
Vậy phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại M(1; 1) là: y = y′(1)(x− 1) + 1⇔ y = −4x + 5.
Chọn đáp án D �

Ví dụ 2

Tiếp tuyến với đồ thị của hàm số f (x) =
3

2x− 1
tại điểm có hoành độ x0 = 2 có hệ số góc

là
A −2

3
. B 2

3
. C 2. D −2.

Ê Lời giải.
Ta có f ′(x) = − 6

(2x− 1)2 nên f ′(2) = −6
9
= −2

3
.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 3

Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = x2− 3x + 1 tại điểm có hoành độ bằng 3 là
A y = 3x− 8. B y = 3x− 10. C y = −3x + 10. D y = −3x− 8.

Ê Lời giải.
Ta có x0 = 3, nên y0 = 1. Mà y′ = 2x− 3 nên y′(3) = 3. Phương trình tiếp tuyến y = 3x− 8.
Chọn đáp án A �

Ví dụ 4

Tìm hệ số góc tiếp tuyến của đồ thị hàm số y =
3− 4x
x− 2

tại điểm có tung độ y = −7
3

.

A 9
5

. B −5
9

. C 5
9

. D −10.

Ê Lời giải.
Ta có y′ =

5
(x− 2)2 . Gọi M

Å
x0;−7

3

ã
là tiếp điểm, ta có

3− 4x0

x0 − 2
= −7

3
⇔ 5x0 = −5

⇔ x0 = −1.
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Vậy hệ số góc tiếp tuyến tại M
Å

x0;−7
3

ã
là k = y′ (−1) =

5
9

.

Chọn đáp án C �

Ví dụ 5

Tiếp tuyến của đường cong (C) : y =
2x + 1
x− 1

tại điểm M(2; 5) cắt các trục tọa độ Ox, Oy lần

lượt tại A và B. Tính diện tích tam giác OAB.

A 121
6

. B −121
6

. C 121
3

. D −121
3

.

Ê Lời giải.
Ta có y′ =

−3
(x− 1)2 , ∀x 6= 1.

Hệ số góc tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại M là k = y′(2) = −3.
Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại M là y = −3x + 11.

Tiếp tuyến cắt các trục tọa độ tại A
Å

11
3

; 0
ã

, B(0; 11), do đó diện tích tam giác OAB là

S =
1
2
· 11

3
· 11 =

121
6

.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 6

Tiếp tuyến của đồ thị hàm số f (x) = −x3 − 3x2 + 4 tại giao điểm của đồ thị hàm số với trục
Ox là

A y = 9x + 9. B y = −9x + 9 và y = 0.
C y = 9x− 9 và y = 0. D y = −9x− 9.

Ê Lời giải.
Gọi phương trình tiếp tuyến có dạng: y− y0 = f ′(x0)(x− x0).

Giao điểm của đồ thị hàm số với trục Ox là:

®
y = 0

y = −x3 − 3x2 + 4
⇔
®

x = 1
y = 0

∨
®

x = −2
y = 0

.

Ì x = 1; y = 0; f ′(1) = −9⇒ phương trình tiếp tuyến cần tìm là y = −9(x− 1)⇔ y = −9x + 9.

Ì x = −2; y = 0; f ′(−2) = 0⇒ phương trình tiếp tuyến cần tìm là y = 0.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 7

Cho hàm số y =
x + 1
x + 2

có đồ thị (C) và đường thẳng (d) : y = −2x + m − 1 (m là tham số

thực). Gọi k1, k2 là hệ số góc của tiếp tuyến tại giao điểm của (d) và (C). Khi đó k1 · k2 bằng

A 3. B 4. C 1
4

. D 2.
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Ê Lời giải.
Ta có y′ =

1
(x + 2)2 .

Phương trình hoành độ giao điểm
x + 1
x + 2

= −2x + m− 1, (x 6= −2)⇔ 2x2 + (6−m)x− 2m + 3 = 0.

(1)
Ta thấy ∆ = (m− 6)2 − 8(−2m + 3) = (m + 2)2 + 8 > 0, ∀m ∈ R.
Do vậy, phương trình (1) luôn có hai nghiệm phân biệt x1, x2.

Ta có


x1 + x2 =

m− 6
2

x1 · x2 =
−2m + 3

2
.

Ta có

k1 · k2 =
1

(x1 + 2)2 · (x2 + 2)2 =
1

[x1 · x2 + 2(x1 + x2) + 4]2 =
1ï−2m + 3

2
+ 2 · m− 6

2
+ 4
ò2 = 4.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 8

Cho hàm số y = f (x) =
ax + b
cx + d

, (a, b, c, d ∈ R; c 6= 0, d 6=
0) có đồ thị (C). Đồ thị của hàm số y = f ′(x) như hình vẽ
dưới đây. Biết (C) cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng
−2. Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại giao điểm
của (C) với trục hoành.

A x− 3y + 2 = 0. B x + 3y− 2 = 0.
C x + 3y + 2 = 0. D x− 3y− 2 = 0. x

y

O−2 −1

3

Ê Lời giải.
Tập xác định của hàm số là D = R \

ß
−d

c

™
. Khi đó y′ =

ad− bc
(cx + d)2 .

Do (C) cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng −2 nên − b
d
= 2⇔ b = −2d (1).

Do đồ thị của hàm số y = f ′(x) có tiệm cận đứng x = −1 nên −d
c
= −1⇔ d = c (2).

Do đồ thị của hàm số y = f ′(x) cắt trục Oy tại điểm (0; 3) nên
ad− bc

d2 = 3 (3).

Từ (1), (2), (3) ta có ad + 2d2 = 3d2 ⇔ d(a− d) = 0⇔ a− d = 0⇔ a = d.

Khi đó y =
dx− 2d
dx + d

=
x− 2
x + 1

. Nên y′ =
3

(x + 1)2 .

Gọi M(x0; y0) là tiếp điểm. Khi đó x0 = 2, y0 = 0.
Vậy phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm M(2; 0) là

y = y′(x0)(x− x0) + y0 =
1
3

(x− 2) + 0⇔ 3y = x− 2⇔ x− 3y− 2 = 0.

Chọn đáp án D �
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2Dạng Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = f (x) khi biết hệ số góc
của tiếp tuyến bằng k0

• Tính f ′(x). Giải phương trình f ′(x) = k0, tìm nghiệm x0.

• Thay x0 vào y = f (x), tìm y0.

• Viết phương trình tiếp tuyến tại (x0; y0) theo công thức y = f ′(x0)(x− x0) + y0 .

o Trong nhiều trường hợp, ta gặp các dạng sau:

¬ Biết tiếp tuyến song song với ∆ : y = ax + b. Khi đó k0 = a hay f ′(x0) = a.

 Biết tiếp tuyến vuông góc với ∆ : y = ax + b. Khi đó k0 · a = −1 hay f ′(x0) = −1
a

.

® Biết tiếp tuyến tạo với Ox một góc ϕ thì k0 = ± tan ϕ.

¯ Biết tiếp tuyến cắt Ox, Oy lần lượt tại hai điểm A, B thỏa OA = m ·OB thì k0 = ±OB
OA

.

° Biết tiếp tuyến có hệ số góc nhỏ nhất (hoặc lớn nhất) thì k0 = min f ′(x) (hoặc max f ′(x)).
Đối với hàm bậc ba thì kmax hoặc kmin đạt được tại x0 thỏa f ′′(x) = 0.

Ví dụ 1

Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = −x4− x2 + 6, biết tiếp tuyến có hệ số góc
k = 6.

A y = 6x + 6. B y = −6x + 1. C y = −6x + 10. D y = 6x + 10.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = −4x3 − 2x. Gọi M(x0; y0) là tiếp điểm. Khi đó

k = 6⇔ y′(x0) = 6⇔ −4x3
0 − 2x0 = 6⇔ x0 = −1.

Vậy M(−1; 4). Phương trình tiếp tuyến là

∆ : y = 6(x + 1) + 4⇔ ∆ : y = 6x + 10.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 2

Tiếp tuyến của đồ thị hàm số f (x) = −x3 − 3x2 + 9x + 5 có hệ số góc lớn nhất là
A y = 12x + 18. B y = 9x− 9. C y = 12x + 6. D y = 4x + 4.

Ê Lời giải.
Ta có f ′(x) = −3x2 − 6x + 9 = −3(x2 + 2x + 1) + 12 = −3(x + 1)2 + 12 ≤ 12.
Hệ số góc lớn nhất là 12 khi x0 = −1⇒ y0 = −6.
Vậy phương trình tiếp tuyến: y = 12(x + 1)− 6⇔ y = 12x + 6.
Chọn đáp án C �
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Ví dụ 3

Cho hàm số y =
1
3

x3 − 2x2 + 3x + 5. Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số có hệ số góc

nhỏ nhất là
A y = −x +

17
3

. B y = −x +
23
3

. C y = 5. D y =
19
3

.

Ê Lời giải.
• y′ = x2 − 4x + 3 nên min y′ = y′(2) = −1.

• ∆ : y = y′(2)(x− 2) + y(2)⇒ ∆ : y = −x +
23
3

.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 4

Cho hàm số y =
1
3

x3 − 3x2 + 3x + 1 có đồ thị (C). Tiếp tuyến với đồ thị (C) của hàm số song

song với đường thẳng y = −2x− 1. Phương trình tiếp tuyến với đồ thị (C) là

A y = −2x +
10
3

; y = −2x− 22. B y = −2x− 10; y = −2x− 22
3

.

C y = −2x +
10
3

; y = −2x +
22
3

. D y = −2x +
10
3

; y = −2x− 22
3

.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = x2 − 6x + 3. Phương trình tiếp tuyến tại điểm M(x0; y0) là y = y′(x0)(x− x0) + y(x0) (∆).
Đường thẳng ∆ song song với đường thẳng y = −2x − 1 suy ra y′(x0) = −2 ⇔ x2

0 − 6x0 + 3 =

−2⇔
ñ

x0 = 1
x0 = 5

.

Với x0 = 1, ∆ : y = −2(x− 1) +
4
3
= −2x +

10
3

.

Với x0 = 5, ∆ : y = −2(x− 5)− 52
3

= −2x− 22
3

.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 5

Cho (Cm) : y =
1
4

x4 − 3m + 4
2

x2 + 3m + 3. Gọi A ∈ (Cm) có hoành độ 1. Tìm m để tiếp tuyến

tại A song song với đường thẳng d : y = 6x + 2017?
A m = −3. B m = 3. C m = 5. D m = 0.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = x3 − (3m + 4)x ⇒ y′(1) = −3m− 3.
Gọi ∆ là tiếp tuyến tại A của (Cm)⇒ hệ số góc của ∆ là y′(1) = −3m− 3.
Vì ∆ ∥ d nên y′(1) = 6⇔ −3m− 3 = 6⇔ m = −3.

Thử lại với m = −3⇒ y =
1
4

x3 +
5
2

x2 − 6, A
Å

1;−13
4

ã
.

Tiếp tuyến ∆ : y = y′(1)(x− 1)− 13
4
⇒ ∆ : y = 6(x− 1)− 13

4
� LÊ QUANG XE - ĐT: 0967.003.131



Chương 1. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 258Trang

⇒ ∆ : y = 6x− 37
4

(thỏa mãn ∆ ∥ d).

Chọn đáp án A �

Ví dụ 6

Tìm điểm M có hoành độ âm trên đồ thị (C) : y =
1
3

x3− x +
2
3

sao cho tiếp tuyến tại M vuông

góc với đường thẳng y = −1
3

x +
2
3

.

A M(−2;−4). B M
Å
−1;

4
3

ã
. C M

Å
2;

4
3

ã
. D M(−2; 0).

Ê Lời giải.
Ta có y′ = x2 − 1.

Gọi M(x0; y0) là hoành độ tiếp điểm. Do tiếp tuyến tại M vuông góc với đường thẳng y = −1
3

x +
2
3

nên ta có y′(x0) = 3⇔ x2
0 − 1 = 3⇔

ñ
x0 = −2
x0 = 2.

Do x0 < 0 nên x0 = −2⇒ M(−2; 0).
Chọn đáp án D �

Ví dụ 7

Cho hàm số y = −x3 + 3x2 − 3 có đồ thị (C). Số tiếp tuyến của (C) vuông góc với đường

thẳng y =
1
9

x + 2017 là

A 2. B 1. C 0. D 3.

Ê Lời giải.
Tập xác định của hàm số D = R.
Ta có y′ = −3x2 + 6x
Gọi M

(
x0; y0

)
là tiếp điểm của đồ thị (C) thỏa mãn bài toán.

Từ giả thiết suy ra

y′ (x0) · 1
9
= −1⇔ −3x2

0 + 6x0 = −9⇔ x2
0 − 2x0 − 3 = 0⇔

ñ
x0 = −1
x0 = 3.

- Khi x0 = −1 suy ra y0 = 1 nên phương trình tiếp tuyến tại M là y = −9x− 8.
- Khi x0 = 3 suy ra y0 = −3 nên phương trình tiếp tuyến tại M là y = −9x + 24.
Vậy số lượng tiếp tuyến thỏa mãn bài toán là 2.
Chọn đáp án A �

Ví dụ 8

Cho hàm số y =
2x− 1
x− 1

có đồ thị (C). Có bao nhiêu tiếp tuyến của (C) cắt trục Ox, Oy lần lượt

tại hai điểm A và B thỏa mãn điều kiện OA = 4OB.
A 2. B 3. C 1. D 4.
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Ê Lời giải.

• y′ = − 1
(x− 1)2 < 0, ∀x 6= 1.

• Do OA = 4OB nên suy ra k = f ′(x0) = ±OB
OA

= ±1
4

.

• Với f ′(x0) =
1
4
⇔ − 1

(x0 − 1)2 =
1
4

(vô nghiệm).

Với f ′(x0) = −1
4
⇔ − 1

(x0 − 1)2 = −1
4

(có hai nghiệm phân biệt).

• Vậy, có hai tiếp tuyến thỏa yêu cầu.

Chọn đáp án A �

3Dạng Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = f (x), biết tiếp tuyến đi
qua điểm A(xA; yA)

• Gọi d : y = k(x− xA) + yA (1) là đường thẳng đi qua điểm A và có hệ số góc k.

• d là tiếp tuyến khi hệ

®
f (x) = k(x− xA) + yA

f ′(x) = k
(2) có nghiệm x.

• Giải hệ (2), tìm x và k.

• Thày k vào (1), ta được kết quả.

Ví dụ 1

Cho hàm số y = x3− 9x2 + 17x + 2 có đồ thị (C). Qua điểm M(−2; 5) kẻ được tất cả bao nhiêu
tiếp tuyến đến (C)?

A 0. B 1. C 2. D 3.

Ê Lời giải.
Tiếp tuyến (∆) tại M(x0; x3

0 − 9x2
0 + 17x0 + 2) của (C) có dạng

y =
Ä

3x2
0 − 18x0 + 17

ä
(x− x0) + x3

0 − 9x2
0 + 17x0 + 2.

Vì (∆) qua M(−2; 5) nên ta có

5 =
Ä

3x2
0 − 18x0 + 17

ä
(−2− x0) + x3

0 − 9x2
0 + 17x0 + 2

⇔ 2x3
0 − 3x2

0 − 36x0 + 37 = 0

⇔


x =

1− 3
√

33
4

x = 1

x =
1 + 3

√
33

4
.

Vậy qua M(−2; 5) kẻ được 3 tiếp tuyến đến (C).
Chọn đáp án D �
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Ví dụ 2

Cho đường cong (C) : y = x4 − 4x2 + 2 và điểm A(0; a). Nếu qua A kẻ được 4 tiếp tuyến với
(C) thì a phải thỏa mãn điều kiện

A a ∈
Å

2;
10
3

ã
. B a ∈ (2;+∞).

C a ∈ (−∞; 2)∪
Å

10
3

;+∞
ã

. D a ∈
Å
−∞;

10
3

ã
.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 4x3 − 8x. Gọi tọa độ tiếp điểm là M0(x0; x4

0 − 4x2
0 + 2) ⇒ y′(x0) = 4x3

0 − 8x0. Do đó,
phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm M0 là

y = (4x3
0 − 8x0)(x− x0) + x4

0 − 4x2
0 + 2.

Vì tiếp tuyến đi qua điểm A(0; a) nên ta có

a = (4x3
0 − 8x0)(0− x0) + x4

0 − 4x2
0 + 2⇔ a = −3x4

0 + 4x2
0 + 2. (*)

Xét f (t) = −3t4 + 4t2 + 2, có f ′(t) = −12t3 + 8t. Do đó, f ′(t) = 0 ⇔ t = 0, t = ±
√

2√
3

. Ta có bảng

biến thiên

t

f ′(t)

f (t)

−∞ −
√

2√
3

0

√
2√
3

+∞

+ 0 − 0 + 0 −

−∞−∞

10
3

10
3

22

10
3

10
3

−∞−∞

Để qua A(0; a) kẻ được 4 tiếp tuyến đến (C) thì phương trình (∗) phải có 4 nghiệm phân biệt⇔ a ∈Å
2;

10
3

ã
.

Chọn đáp án A �

Ví dụ 3

Đường thẳng x + y = 2m là tiếp tuyến của đường cong y = −x3 + 2x + 4 khi m bằng
A −3 hoặc 1. B 1 hoặc 3. C −1 hoặc 3. D −3 hoặc −1.

Ê Lời giải.
x + y = 2m ⇔ y = −x + 2m (d). Đường thẳng d tiếp xúc với đường cong y = −x3 + 2x + 4 khi và
chỉ khi ®

− 3x2 + 2 = −1

− x3 + 2x + 4 = −x + 2m

Suy ra m = 1 hoặc m = 3.
Chọn đáp án B �
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Ví dụ 4

Cho hàm số y =
2x

x + 1
có đồ thị (C) và điểm A(0; a). Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị thực

của a để từ A kẻ được hai tiếp tuyến AM, AN đến (C) với M, N là các tiếp điểm và MN = 4.
Tổng các phần tử của S bằng bao nhiêu?

A 4. B 3. C 6. D 1.

Ê Lời giải.
Ta có y′ =

2
(x + 1)2 .

Gọi d là đường thẳng đi qua A(0; a) và có hệ số góc k, ta có d : y = kx + a.

Đường thẳng d là tiếp tuyến của (C) khi chỉ khi hệ phương trình


2x

x + 1
= kx + a (1)

2
(x + 1)2 = k (2)

có nghiệm.

Thế (2) vào (1), ta có
2x

x + 1
=

2x
(x + 1)2 + a⇔ (a− 2)x2 + 2ax + a = 0 (∗)

Yêu cầu bài toán thỏa khi chỉ khi phương trình (∗) có hai nghiệm phân biệt (lưu ý phương trình

không thể nhận x = −1 làm nghiệm)⇔
®

a− 2 6= 0

∆′ > 0
⇔
®

a 6= 2
a > 0.

Gọi x1, x2 là hai nghiệm của phương trình (∗), suy ra M(x1; 2− 2
x1 + 1

), N(x2; 2− 2
x2 + 1

).

Ta có

MN2 = (x2 − x1)2 + 4
(x1 − x2)2

[x1x2 + (x1 + x2) + 1]2

=

ï
8a

(a− 2)2

ò î
1 + (a− 2)2

ó
=

8(a3 − 4a2 + 5a)
a2 − 4a + 4

.

Trong đó

Ì (x1 − x2)2 = (x1 + x2)2 − 4x1x2 =
4a2

(a− 2)2 −
4a

a− 2
=

8a
(a− 2)2 .

Ì x1x2 + (x1 + x2) + 1 =
a

a− 2
− 2a

a− 2
+ 1 = − 2

a− 2
.

Mà MN = 4⇔ 16 =
8(a3 − 4a2 + 5a)

a2 − 4a + 4
⇔ a3 − 6a2 + 13a− 8 = 0⇔ a = 1.

Chọn đáp án D �

Ví dụ 5

Cho hàm số y =
x + 1
x− 1

(1). Biết trên trục tung có đúng hai điểm M, N mà từ đó chỉ kẻ được

tới đồ thị của hàm số (1) đúng một tiếp tuyến. Độ dài đoạn MN là

A √5. B 2. C 2
3

. D
√

5
2

.
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Ê Lời giải.
y′ =

−2
(x− 1)2 , tiếp tuyến tại điểm có hoành độ x0 có phương trình

y =
−2

(x0 − 1)2 (x− x0) +
x0 + 1
x0 − 1

(∆)

Đường thẳng ∆ đi qua điểm K(0; m) khi

m =
−2

(x0 − 1)2 (−x0) +
x0 + 1
x0 − 1

⇔ (m− 1)x2
0 − 2(m + 1)x0 + m + 1 = 0 (2)

Từ K kẻ được đúng một tiếp tuyến khi phương trình (2) có đúng một nghiệm

⇔
ñ

m = 1

∆′ = 0
⇔
ñ

m = 1
m = −1

Khi đó, M(0; 1), N(0;−1), MN = 2.
Chọn đáp án B �

4Dạng Bài tập tổng hợp

Ví dụ 1

Cho hàm số y =
x + 2

2x + 3
có đồ thị (C). Đường thẳng d có phương trình y = ax + b là tiếp

tuyến của (C), biết d cắt trục hoành tại A và cắt trục tung tại B sao cho tam giác OAB cân tại
O, với O là gốc tọa độ. Tính a + b.

A −1. B −2. C 0. D −3.

Ê Lời giải.
Hàm số y =

x + 2
2x + 3

có y′ = − 1
(2x + 3)2 < 0.

Gọi tiếp điểm của tiếp tuyến cần tìm là M
Å

x0;
x0 + 2

2x0 + 3

ã
. Vì tiếp tuyến tại M của đồ thị (C) tạo với

hai trục tọa độ một tam giác cân nên f ′ (x0) = ±1 hay − 1
(2x0 + 3)2 = ±1⇔

ñ
x0 = −1
x0 = −2

.

Ta xét hai trường hợp sau

TH 1. Nếu x0 = −1 thì tiếp điểm M(−1; 1). Khi đó tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm M là y =
−(x + 1) + 1 hay y = −x loại (vì đường thẳng này không tạo với hai trục tọa độ thành một
tam giác).

TH 2. Nếu x0 = −2 thì tiếp điểm M(−2; 0). Khi đó tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm M là y =
−(x + 2) hay y = −x− 2. Hay a = −1, b = −2 hay a + b = −3.

Vậy a + b = −3.
Chọn đáp án D �
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Ví dụ 2

Cho các hàm số y = f (x), y = g(x), y =
f (x)
g(x)

. Nếu hệ số góc tiếp tuyến của các đồ thị hàm số

đã cho tại điểm có hoành độ x0 bằng nhau và khác không thì

A f (x0) >
1
4

. B f (x0) ≤ 1
4

. C f (x0) ≤ 1
2

. D f (x0) <
1
4

.

Ê Lời giải.
Gọi k1, k2, k3 lần lượt là hệ số góc tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = f (x), y = g(x), y =

f (x)
g(x)

tại

điểm có hoành độ x0 . Khi đó k1 = f ′(x0), k2 = g(x0).
Ta có Å

f (x)
g(x)

ã′
=

f ′(x)g(x)− g′(x) f (x)
(g(x))2 ⇒ k3 =

f ′(x0)g(x0)− g′(x0) f (x0)
(g(x0))2 .

Mặt khác k1 = k2 = k3 6= 0⇒ f ′(x0) = g′(x0) =
f ′(x0)g(x0)− g′(x0) f (x0)

(g(x0))2 = k.

Ta có
k · g(x0)− k · f (x0)

(g(x0))2 = k⇔ (g(x0))2 − g(x0) + f (x0) = 0. (1)

Phương trình (1) có nghiệm khi và chỉ khi 12 − 4 f (x0) ≥ 0⇔ f (x0) ≤ 1
4

. Vậy f (x0) ≤ 1
4

.

Chọn đáp án B �

Ví dụ 3

Cho hàm số y =
x + 1

2x− 1
, có đồ thị (H). Biết A

(
x1; y1

)
, B
(
x2; y2

)
là hai điểm phân biệt thuộc

(H) sao cho tiếp tuyến của (H) tại A, B song song với nhau. Tìm độ dài nhỏ nhất của đoạn
thẳng AB.

A 2
√

6. B √3. C √6. D 3
√

2.

Ê Lời giải.
Ta có y′ =

−3
(2x− 1)2 , ∀x 6= 1

2
.

Gọi A
Å

x1;
1
2
+

3
2 (2x1 − 1)

ã
và B

Å
x2;

1
2
+

3
2 (2x2 − 1)

ã
, với x1 6= x2 6=

1
2

.

Vì tiếp tuyến của (H) tại A, B song song với nhau nên

−3
(2x1 − 1)2 =

−3
(2x2 − 1)2 ⇔ (2x1 − 1)2 = (2x2 − 1)2 ⇔

ñ
2x1 − 1 = −2x2 + 1
2x1 − 1 = 2x2 − 1

⇔
ñ

x2 = 1− x1

x2 = x1 (loại).

⇒ B
Å

1− x1;
1
2
+

3
2 (1− 2x1)

ã
. Khi đó, theo bất đẳng thức Cô-si, ta có

AB2 = (1− 2x1)2 +
9

(1− 2x1)2 ≥ 6.

Vậy min AB =
√

6 khi và chỉ khi x1 = 2, khi đó A(2; 1) và B(−1; 1).
Chọn đáp án C �
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Ví dụ 4

Cho hàm số y =
−x + 1
2x− 1

có đồ thị (C) và đường thẳng (d) : y = x + m. Với mọi giá trị của m

đường thẳng (d) luôn cắt đồ thị (C) tại hai điểm phân biệt A và B. Gọi k1, k2 lần lượt là hệ số
góc của các tiếp tuyến với (C) tại A và B. Giá trị nhỏ nhất của T = k2020

1 + k2020
2 bằng

A 1. B 2. C 1
2

. D 2
3

.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và (d)

−x + 1
2x− 1

= x + m⇔ 2x2 + 2mx−m− 1 = 0,
Å

x 6= 1
2

ã
. (1)

Gọi x1, x2 là nghiệm của phương trình (1), ta có

x1 + x2 = −m

x1x2 = −m + 1
2

.
(2)

Ta được


k1 = − 1

(2x1 − 1)2

k2 = − 1
(2x2 − 1)2 .

Ta thấy

k2020
1 + k2020

2

=
1

(2x1 − 1)4040 +
1

(2x2 − 1)4040

≥ 2

 
1

(2x1 − 1)4040 ·
1

(2x2 − 1)4040

= 2
1

[(2x1 − 1)(2x2 − 1)]2020

= 2
1

[4x1x2 − 2(x1 + x2) + 1]2020

(2)
= 2.

Vậy giá trị nhỏ nhất của T bằng 2.
Chọn đáp án B �
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BÀI TẬP RÈN LUYỆNCC

Câu 1

Tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = −x2 + 4x + 7 tại điểm A(−1; 2) có hệ số góc là
A 2. B 4. C −2. D 6.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = −2x + 4.
Hệ số góc của tiếp tuyến đồ thị tại điểm A có hệ số góc là k = f ′(−1) = 6.
Chọn đáp án D �

Câu 2

Hệ số góc tiếp tuyến của đồ thị hàm số y =
3x− 2
2x− 1

tại điểm có hoành độ 2 là

A 3
2

. B −1. C 1
9

. D 1
3

.

Ê Lời giải.
Ta có y′ =

1
(2x− 1)2 ⇒ y′(2) =

1
9

.

Hệ số góc của tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại điểm có hoành độ 2 là y′(2) =
1
9

.

Chọn đáp án C �

Câu 3

Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = −2x4 + x2 + 3 tại điểm M(1; 2) là
A y = −6x + 8. B y = −6x + 6. C y = −6x− 6. D y = −6x− 8.

Ê Lời giải.
Ta có: y′ = −8x3 + 2x ⇒ y′(1) = −6. Bởi vậy, phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y =
−2x4 + x2 + 3 tại điểm M(1; 2) là

y = −6(x− 1) + 2⇔ y = −6x + 8.

Chọn đáp án A �

Câu 4

Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số f (x) = x3 − 2x2 + 3x + 1 tại điểm có hoành
độ x0 = 2.

A y = −x− 7. B y = 7x− 14. C y = 7x− 7. D y = −x + 9.

Ê Lời giải.
Với x0 = 2 ta có y0 = f (x0) = 7.
Và f ′(x) = 3x2 − 4x + 3⇒ f ′(2) = 7.
Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là y = f ′(2)(x− 2) + 7⇔ y = 7x− 7.
Chọn đáp án C �
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Câu 5

Số tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = x4 + 2x2 + 2 tại điểm có tung độ bằng 2 là
A 3. B 2. C 4. D 1.

Ê Lời giải.
Gọi (x0; y0) là tiếp điểm.
Ta có y0 = 2⇔ x2

0 = 0⇔ x0 = 0.
Vậy chỉ có 1 tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại điểm có tung độ bằng 2.

Chọn đáp án D �

Câu 6

Cho hàm số y = −x3 + 3x − 2 có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại giao
điểm của (C) với trục tung.

A y = −2x + 1. B y = 2x + 1. C y = 3x− 2. D y = −3x− 2.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = −3x2 + 3.
Giao điểm của (C) với trục tung có tọa độ là (0;−2).
Tiếp tuyến cần tìm có phương trình y = y′(0)(x− 0)− 2 = 3x− 2.

Chọn đáp án C �

Câu 7

Cho hàm số y = −x3 + 3x− 2 có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm M,
biết M là giao điểm của (C) với đường thẳng có phương trình y = −x− 2 và xM > 0.

A y = −9x− 12. B y = −9x + 12. C y = −9x + 14. D y = −9x− 14.

Ê Lời giải.
- Phương trình hoành độ giao điểm có ba nghiệm là 0, −2, 2. Suy ra xM = 2.
- Do đó M(2;−4) và y′(2) = −9, phương trình tiếp tuyến là y = −9(x− 2)− 4 = −9x + 14.

Chọn đáp án C �

Câu 8

Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y =
x3

3
+ 3x2− 2(C) có hệ số góc k = −9 là đường

thẳng
A (d) : y− 16 = −9(x + 3). B (d) : y = −9(x + 3).
C (d) : y + 16 = −9(x + 3). D (d) : y− 16 = −9(x− 3).

Ê Lời giải.
Ta có y′ = x2 + 6x. Tiếp tuyến có hệ số góc k = −9 nên ta có phương trình
x2 + 6x = −9
⇔ x = −3⇒ y = 16.

Phương trình tiếp tuyến là (d) : y = −9(x + 3) + 16.

Chọn đáp án A �
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Câu 9

Số tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = x3 + 3x2 − 8x + 1 song song với đường thẳng (d) : y =
x + 28 là

A 2. B 1. C 0. D 3.

Ê Lời giải.
(∆) ∥ (d) : y = x + 28 nên k(∆) = 1.

(∆) là tiếp tuyến của đồ thị hàm số nên y′ = 1⇔ 3x2 + 6x− 8 = 1⇔
ñ

x = 1
x = −3

.

Với x = 1⇒ y = −3 suy ra (∆) : y = x− 4 (thỏa mãn).
Với x = −3⇒ y = 25 suy ra (∆) : y = x + 28 (không thỏa mãn).
Vậy, có 1 tiếp tuyên.
Chọn đáp án B �

Câu 10

Tiếp tuyến của đồ thị hàm số y =
2x− 3
x + 1

song song với đường thẳng y = 5x + 17 có phương

trình là
A y = 5x + 17; y = 5x + 3. B y = 5x + 3.
C y = 5x− 3. D y = 5x + 17; y = 5x− 3.

Ê Lời giải.
Ta có y′ =

5
(x + 1)2 . Gọi (x0; y0) là tọa độ tiếp điểm. Do tiếp tuyến song song với đường thẳng

y = 5x + 17 nên hệ số góc của tiếp tuyến là

f ′(x0) = 5⇒ 5
(x0 + 1)2 = 5⇒

ñ
x0 = 0
x0 = −2

Ì Với x0 = 0, y0 = −3⇒ tiếp tuyến có phương trình là y = 5x− 3.

Ì Với x0 = −2, y0 = 7 ⇒ tiếp tuyến có phương trình là y = 5(x + 2) + 7 ⇔ 5x + 17 (loại do
trùng với đường thẳng đã cho).

Chọn đáp án C �

Câu 11

Có bao nhiêu tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = −x3 + 2x2 song song với đường thẳng y =
x?

A 3. B 2. C 0. D 1.

Ê Lời giải.
Gọi x0 là hoành độ tiếp điểm của tiếp tuyến cần tìm. Do tiếp tuyến song song với đường y = x nên

f ′(x0) = 1⇔ −3x2
0 + 4x0 = 1⇔

x0 = 1

x0 =
1
3

Với x0 = 1, phương trình tiếp tuyến là y = x (loại).
Vậy đồ thị hàm số chỉ có 1 tiếp tuyến song song với đường y = x.
Chọn đáp án D �
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Câu 12

Cho đường cong (C) có phương trình y =
2x + 1
x + 1

. Tìm phương trình tiếp tuyến của đường

cong (C) biết tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng d : y = −4x + 3.

A y =
1
4

x− 7
4

. B y =
1
4

x +
3
4

và y =
1
4

x +
5
4

.

C y =
1
4

x +
5
4

và y =
1
4

x +
13
4

. D y =
1
4

x +
5
4

.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = f ′(x) =

1
(x + 1)2 .

Giả sử M(x0; y0) là tiếp điểm của tiếp tuyến cần tìm với đồ thị hàm số, suy ra ta có phương trình
tiếp tuyến

∆ : y = f ′(x0)(x− x0) + y0.

Để ∆ ⊥ d khi và chỉ khi

f ′(x0) · (−4) = −1⇔ f ′(x0) =
1

(x0 + 1)2 =
1
4
⇔
ñ

x0 = 1
x0 = −3

.

- Với x0 = 1⇒ y0 =
3
2

suy ra ∆ : y =
1
4

x +
5
4

.

- Với x0 = −3⇒ y0 =
5
2

suy ra ∆ : y =
1
4

x +
13
4

.

Chọn đáp án C �

Câu 13

Tiếp tuyến với đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 + 2 vuông góc với đường thẳng x− 3y + 1 = 0 có
phương trình là

A x− 3y + 3 = 0. B 3x− y− 3 = 0. C 3x + y− 3 = 0. D 3x + y− 1 = 0.

Ê Lời giải.
Đường thẳng x− 3y + 1 = 0 có hệ số góc là

1
3

.

Tiếp tuyến với đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 + 2 vuông góc với đường thẳng x− 3y + 1 = 0 sẽ có hệ
số góc k = −3.
Hoành độ tiếp điểm là nghiệm của phương trình y′ = −3⇔ 3x2

0 − 6x0 = −3⇔ x0 = 1⇒ y0 = 0.
Suy ra phương trình tiếp tuyến là y− 0 = −3(x− 1)⇔ 3x + y− 3 = 0.
Chọn đáp án C �

Câu 14

Cho hàm số y =
x2 + x
x− 2

có đồ thị (C) và đường thẳng d : y = −2x. Biết d cắt (C) tại hai điểm

phân biệt A, B. Tích các hệ số góc của các tiếp tuyến của (C) tại A, B bằng

A 0. B 4. C −1
6

. D 5
2

.

Ê Lời giải.
Đặt f (x) =

x2 + x
x− 2

, ta có f ′(x) =
x2 − 4x− 2

(x− 2)2 .

Xét phương trình
x2 + x
x− 2

= −2x, x 6= 2. (1)
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Ta có (1) ⇔ x2 + x = −2x2 + 4x ⇔ 3x2 − 3x = 0 ⇔
ñ

x = 0
x = 1

, cả hai nghiệm cùng thỏa mãn điều

kiện.

Ì Với x = 0⇒ hệ số góc của tiếp tuyến tại tiếp điểm (0; 0) là

k1 = f ′(0) = −1
2

. (2)

Ì Với x = 1⇒ hệ số góc của tiếp tuyến của đồ thị tại điểm có hoành độ x = 1 là

k2 = f ′(1) = −5. (3)

Từ (2) và (3)⇒ tích các hệ số góc cần tính là k1 · k2 =

Å
−1

2

ã
· (−5) =

5
2

.

Chọn đáp án D �

Câu 15

Cho hàm số y = 4x + 2 cos 2x có đồ thị là (C). Hoành độ của các điểm trên (C) mà tại đó tiếp
tuyến của (C) song song hoặc trùng với trục hoành là

A x =
π

4
+ kπ (k ∈ Z). B x = π + kπ (k ∈ Z).

C x =
π

2
+ kπ (k ∈ Z). D x = k2π (k ∈ Z).

Ê Lời giải.
y′ = 4− 4 sin 2x.
Gọi M(x0; y0) là tọa độ tiếp điểm của (C) và tiếp tuyến cần tìm.
Trục hoành có phương trình y = 0. Để tiếp tuyến của (C) song song hoặc trùng với trục hoành thì
hệ số góc của tiếp tuyến cần tìm là y′(x0) = 0. Suy ra

4− 4 sin 2x0 = 0⇔ sin 2x0 = 1⇔ 2x0 =
π

2
+ k2π ⇔ x0 =

π

4
+ kπ (k ∈ Z).

Chọn đáp án A �

Câu 16

Ký hiệu d là tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = x4 − 4x2 + 2m2 + 1 (C) tại giao điểm của (C)
với trục hoành đồng thời (C) đi qua điểm A(1; 0). Hỏi có bao nhiêu đường thẳng d thỏa mãn
bài toán?

A 3. B 2. C 8. D 4.

Ê Lời giải.
Vì (C) đi qua điểm A(1; 0) nên 1− 4 + 2m2 + 1 = 0⇔ m2 = 1. Do đó, y = x4 − 4x2 + 3.
Phương trình hoành độ giao điểm giữa (C) và trục hoành là

x4 − 4x2 + 3 = 0⇔
ñ

x2 = 1

x2 = 3
⇔
ñ

x = ±1

x = ±
√

3.

Như thế đồ thị (C) cắt trục hoành tại bốn điểm M(x0; 0) với x0 ∈ {±1;±
√

3}.
Phương trình đường tiếp tuyến của đồ thị (C) tại M(x0; 0) là y = y′ (x0) (x− x0) + 0.
Ta có y′ (x0) ∈ {−4; 4; 4

√
3;−4

√
3}.

Vậy có tất cả 4 đường thẳng d thỏa mãn bài toán.
Chọn đáp án D �
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Câu 17

Đồ thị hàm số y =
ax + b
x− 1

cắt trục tung tại điểm A(0;−1), tiếp tuyến của đồ thị tại điểm A có

hệ số góc k = −3. Giá trị của a và b là
A a = 1; b = 1. B a = 2; b = 2. C a = 2; b = 1. D a = 1; b = 2.

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số y =

ax + b
x− 1

cắt trục tung tại điểm A(0;−1) nên
a · 0 + b

0− 1
= −1⇔ b = 1.

Khi đó y =
ax + 1
x− 1

⇒ y′ =
−a− 1
(x− 1)2 ⇒ y′(0) = −a− 1. Do tiếp tuyến của đồ thị tại điểm A có hệ số

góc k = −3 nên −a− 1 = −3⇔ a = 2.
Vậy a = 2; b = 1.
Chọn đáp án C �

Câu 18

Cho hàm số y = x3− 3mx2 + (m + 1)x−m. Gọi A là giao điểm của đồ thị hàm số với trục Oy.
Tìm giá trị của m để tiếp tuyến của đồ thị tại A vuông góc với đường thẳng y = 2x− 3.

A m = −3
2

. B m = −1
2

. C m = −3. D m = 1.

Ê Lời giải.
Với x = 0⇒ y = −m⇒ A(0;−m). Ta có y′ = 3x2 − 6mx + m + 1.
Hệ số góc của tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại A(0;−m) là y′(0) = m + 1. Để tiếp tuyến của đồ thị

hàm số tại A vuông góc với y = 2x− 3 thì y′(0) · 2 = −1⇔ 2(m + 1) = −1⇔ m = −3
2

.

Chọn đáp án A �

Câu 19

Cho parabol (P) : y = x2− 3x. Tiếp tuyến của (P) đi qua điểm A(5; 10) có phương trình là
A y = 5x− 15. B y = 7x− 25. C y = x + 5. D y = 3x− 5.

Ê Lời giải.
Ta thấy điểm A(5; 10) thuộc parabol nên A là tiếp điểm.
y′ = 2x− 3⇒ y′(5) = 7.
Phương trình tiếp tuyến là y = 7x− 25.
Chọn đáp án B �

Câu 20

Cho đồ thị (C) : y =
x− 1

2x
và d1, d2 là hai tiếp tuyến của (C) song song với nhau. Khoảng

cách lớn nhất giữa d1 và d2 là
A 3. B 2

√
3. C 2. D 2

√
2.

Ê Lời giải.
Do (C) : y =

x− 1
2x
⇒ y′ =

1
2x2 , ∀x 6= 0.

Gọi M
Å

x1;
x1 − 1

2x1

ã
, N
Å

x2;
x2 − 1

2x2

ã
, x1 6= x2, x1 6= 0, x2 6= 0.

Từ giả thiết suy ra y′(x1) = y′(x2)⇔ 1
2x2

1
=

1
2x2

2
⇒
ñ

x1 = x2

x1 = −x2
⇒ x1 = −x2.

TRƯỜNG THPT NGUYỄN TẤT THÀNH



8. TIẾP TUYẾN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐTrang 271

Khi đó M
Å

x1;
x1 − 1

2x1

ã
; N
Å

x1;
x1 + 1

2x1

ã
.

Phương trình tiếp tuyến d1 tại M
Å

x1;
x1 − 1

2x1

ã
có dạng: y =

1
2x2

1
(x− x1) +

x1 − 1
2x1

⇔ 1
2x2

1
(x− x1)−

y +
x1 − 1

2x1
= 0.

Khi đó d (d1; d2) = d (N; d1) =

∣∣∣∣ 2
x1

∣∣∣∣ 
1

4x4
1
+ 1

=
4 

4x2
1 +

1
x2

1

.

Áp dụng BĐT Cô-Si ta có 4x2
1 +

1
x2

1
≥ 2
 

4x2
1 ·

1
x2

1
= 4⇒ d (d1; d2) =

4 
4x2

1 +
1
x2

1

≤ 4
2
= 2.

Vậy max d (d1; d2) = 2.

Chọn đáp án C �

Câu 21

Biết đồ thị hàm số (C) : y = x3 − 3x + 2 tiếp xúc với đồ thị hàm số (C′) : y = ax2 + b tại điểm
có hoành độ x ∈ (0; 2). Giá trị lớn nhất của S = a + b là

A −1. B 0. C 1. D −3.

Ê Lời giải.

Từ giả thiết, ta thấy

®
x3 − 3x + 2 = ax2 + b

3x2 − 3 = 2ax
có nghiệm x ∈ (0; 2).

Ta được


a =

3x
2
− 3

2x

b = −x3

2
− 3x

2
+ 2

, x ∈ (0; 2)⇒ a + b = −x3

2
− 3

2x
+ 2, x ∈ (0; 2).

Với x ∈ (0; 2), ta có
x3

2
+

3
2x

=
x3

2
+

1
2x

+
1

2x
+

1
2x
≥ 4 4

 
x3

2
· 1

(2x)3 = 2.

Do vậy, ta được a + b ≤ 0, ∀x ∈ (0; 2). Đẳng thức xảy ra⇔


a = 0
b = 0
x = 1.

Vậy giá trị lớn nhất của S là 0.

Chọn đáp án B �

Câu 22

Cho các hàm số y = f (x), y = g(x), y =
f (x) + 3
g(x) + 1

. Hệ số góc tiếp tuyến của các đồ thị hàm số

đã cho tại điểm có hoành độ x = 1 bằng nhau và khác 0. Khẳng định nào sau đây là đúng?

A f (1) ≤ −11
4

. B f (1) < −11
4

. C f (1) > −11
4

. D f (1) ≥ −11
4

.

Ê Lời giải.

Đặt h(x) =
f (x) + 3
g(x) + 1

, ta có h′(x) =
f ′(x)

[
g(x) + 1

]
− g′(x)

[
f (x) + 3

][
g(x) + 1

]2 .
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Vì f ′(1) = g′(1) = h′(1) 6= 0 nên ta có

f ′(1)
[
g(1)− f (1)− 2

][
g(1) + 1

]2 = f ′(1)

⇒
[
g(1) + 1

]2
= g(1)− f (1)− 2

⇒ g2(1) + g(1) + f (1) + 3 = 0

⇒ f (1) ≤ −11
4

.

Chọn đáp án A �

Câu 23

Cho hàm số y = −x3 + 3x2 + 2 có đồ thị (C). Phương trình tiếp tuyến của (C) mà có hệ số góc
lớn nhất là

A y = 3x + 1. B y = −3x + 1. C y = 3x− 1. D y = −3x− 1.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = −3x2 + 6x = −3(x− 1)2 + 3 ≤ 3. Dấu bằng xảy ra khi x = 1.
Với x = 1, ta có y(1) = 4.
Vậy phương trình tiếp tuyến là y = 3(x− 1) + 4⇔ y = 3x + 1.
Chọn đáp án A �

Câu 24

Cho hàm số y = f (x) = ax3 + bx2 + cx + d (a, b, c ∈ R, a 6= 0) có đồ thị là
(C). Biết đồ thị (C) đi qua gốc tọa độ và đồ thị hàm số y = f ′(x) cho bởi
hình vẽ bên. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại điểm có
hoành độ bằng x = 1.

A y = x + 2. B y = x + 4. C y = 5x + 2. D y = 5x− 2.

x

y

O−1 1

2

5

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 3ax2 + 2bx + c. Theo đồ thị ta có

y′(−1) = 5

y′(1) = 5

y′(0) = 2

⇔


3a− 2b + c = 5
3a + 2b + c = 5
c = 2

⇔


a = 1
b = 0
c = 2.

Vì (C) đi qua gốc tọa độ nên ta có d = 0.
Vậy y = x3 + 2x suy ra y′ = 3x2 + 2.
Ta có y(1) = 3 và y′(1) = 5. Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại điểm có hoành độ x = 1
là y = 5(x− 1) + 3 = 5x− 2.
Chọn đáp án D �
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Câu 25

Cho hàm số y = x3 − 2x2 + (m− 1)x + 2m có đồ thị là (Cm). Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị
của m để từ M(1; 2) kẻ được đúng hai tiếp tuyến với (Cm). Tính tổng các phần tử của S.

A 4
3

. B 81
109

. C 3
4

. D 217
81

.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 3x2 − 4x + m− 1.
Phương trình đường thẳng đi qua M(1; 2) có hệ số góc k có dạng d : y = kx− k + 2.
Đường thẳng d tiếp xúc với (Cm) khi và chỉ khi hệ phương trình sau có nghiệm®

x3 − 2x2 − (m− 1)x + 2m = kx− k + 2 (1)

3x2 − 4x + (m− 1) = k (2)

Thay (2) vào (1) và rút gọn ta được

2x3 − 5x2 + 4x− 3(m− 1) = 0⇔ 2x3 − 5x2 + 4x = 3(m− 1) (∗)

Để từ M kẻ được đúng hai tiếp tuyến với (Cm) thì phương trình (∗) phải có đúng hai nghiệm phân
biệt hay hai đồ thị y = 2x3 − 5x2 + 4x (C) và y = 3(m− 1) cắt nhau tại đúng hai điểm phân biệt.

Hàm số y = 2x3 − 5x2 + 4x có y′ = 6x2 − 10x + 4 = 0⇔

x = 1

x =
2
3

nên ta có bảng biến thiên

x

y′

y

−∞ 1
2
3

+∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

11

28
27
28
27

+∞+∞

Từ bảng biến thiên suy ra

3(m− 1) = 1

3(m− 1) =
28
27

⇔

m =
4
3

m =
109
81

.

Vậy tổng các phần tử của S là
4
3
+

109
81

=
217
81

.

Chọn đáp án D �

Câu 26

Cho hàm số y =
2x + 1
x− 1

có đồ thị là (C). Tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm thuộc đồ thị (C)

với hoành độ x0 = 0 cắt hai đường tiệm cận của đồ thị (C) tại hai điểm A, B. Tính diện tích
tam giác IAB, với I là giao điểm hai đường tiệm cận của đồ thị (C).

A S4IAB = 6. B S4IAB = 3. C S4IAB = 12. D S4IAB = 6 3
√

2.

Ê Lời giải.
Tập xác định D = R \ {1}.
Với x0 = 0⇒ y0 = −1⇒ M(0;−1) ∈ (C). Ta có y′ =

−3
(x− 1)2 ⇒ y′(0) = −3.
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Tiếp tuyến ∆ của đồ thị (C) tại M có phương trình : y = y′(0) · (x− 0)− 1⇔ y = −3x− 1.
Đường tiệm cận đứng của đồ thị (C) là d1 : x = 1⇒ ∆ ∩ d1 = A(1;−4).
Đường tiệm cận ngang của đồ thị (C) là d2 : y = 2⇒ ∆ ∩ d2 = B(−1; 2).

Ta có I(1; 2)⇒ IA = 6 và IB = 2. Do4IAB vuông tại I, suy ra S4IAB =
1
2

IA · IB = 6.

Chọn đáp án A �

Câu 27

Đồ thị hàm số y = x4 − 2x2 có bao nhiêu tiếp tuyến song song với trục Ox.
A 3. B 2. C 1. D 0.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 4x3 − 4x, y′ = 0⇔

ñ
x = 0
x = ±1

.

Ì Với x = 0⇒ y = 0, khi đó phương trình tiếp tuyến y = 0. ( trường hợp loại vì trùng trục Ox)

Ì Với x = 1⇒ y = −1, khi đó phương trình tiếp tuyến y = −1.

Ì Với x = −1⇒ y = −1, khi đó phương trình tiếp tuyến y = −1.

Vậy có duy nhất tiếp tuyến y = −1 thỏa mãn yêu cầu bài toán.
Chọn đáp án C �

Câu 28

Cho hàm số y = x3 − 3x2 có đồ thị (C) và điểm A(0; a). Gọi S là tập hợp tất cả các giá trị thực
của a để có đúng hai tiếp tuyến của (C) đi qua A. Tích các giá trị các phần tử của S là

A 1. B −1. C 0. D 3.

Ê Lời giải.
Gọi M(x0; y0) là điểm thuộc đồ thị (C).
Khi đó tiếp tuyến của (C) tại M có phương trình là ∆ : y = (3x2

0 − 6x0)(x− x0) + (x3
0 − 3x2

0).
Để có hai đường tiếp tuyến ∆ đi qua A thì phương trình ẩn x0 sau có hai nghiệm phân biệt

a = (3x2
0 − 6x0)(0− x0) + (x3

0 − 3x2
0)

⇔ a = −3x3
0 + 6x2

0 + x3
0 − 3x2

0

⇔ a = −2x3
0 + 3x2

0 (1)

Để (1) có hai nghiệm thì a bằng giá trị cực tiểu hoặc cực đại của hàm số f (x) = −2x3 + 3x2.
Như vậy a = 0 hoặc a = 1. Nên S = 0.
Chọn đáp án C �

Câu 29

Cho hàm số y =
1
4

x4 − 7
2

x2 có đồ thị (C). Có bao nhiêu điểm A thuộc (C) sao cho tiếp tuyến

của (C) tại A cắt (C) tại hai điểm phân biệt M(x1; y1), N(x2; y2) (M, N khác A) thỏa mãn
y1 − y2 = 6(x1 − x2)?

A 2. B 3. C 1. D 0.

Ê Lời giải.
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Tập xác định D = R.
? Nhận xét đây là hàm số trùng phương có hệ số a > 0.

? Ta có y′ = x3 − 7x nên suy ra hàm số có 3 điểm cực trị

x = 0

x = −
√

7

x =
√

7.
? Phương trình tiếp tuyến tại A(x0; y0) (là đường thẳng qua hai điểm M, N) có hệ số góc:

k =
y1 − y2

x1 − x2
= 6.

Do đó để tiếp tuyến tại A(x0; y0) có hệ số góc k = 6 > 0 và cắt (C) tại hai điểm phân biệt

M(x1; y1), N(x2; y2) thì −
√

7 < x0 < 0 và x0 6= −
√

21
3

(hoành độ điểm uốn).

? Ta có phương trình: y′(x0) = 6⇔ x3
0 − 7x0 − 6 = 0⇔

x0 = −2
x0 = −1
x0 = 3 (loại).

Vậy có 2 điểm A thỏa yêu cầu.
Chọn đáp án A �

Câu 30

Cho hàm số f (x) = x3 + 6x2 + 9x + 3 có đồ thị (C). Tồn tại hai tiếp tuyến của (C) phân biệt
và có cùng hệ số góc k, đồng thời đường thẳng đi qua các tiếp điểm của hai tiếp tuyến đó cắt
các trục Ox, Oy tương ứng tại A và B sao cho OA = 2017 ·OB. Hỏi có bao nhiêu giá trị của k
thoả mãn yêu cầu bài toán?

A 0. B 1. C 2. D 3.

Ê Lời giải.
Gọi M1

(
x1; f (x1)

)
; M2

(
x2; f (x2)

)
là hai tiếp điểm mà tại đó tiếp tuyến có cùng hệ số góc. Ta có

y′ = 3x2 + 12x + 9.
Khi đó k = 3x2

1 + 12x1 + 9 = 3x2
2 + 12x2 + 9⇔ (x1 − x2) (x1 + x2 + 4) = 0⇔ x1 + x2 = −4 (1).

Hệ số góc của đường thẳng M1M2 là k′ = ±OA
OB

= ± 1
2017

=
f (x2)− f (x1)

x2 − x1

⇔ ± 1
2017

= (x1 + x2)2 − x1x2 + 6(x1 + x2)⇔

x1x2 =
2016
2017

= P

x1x2 =
2018
2017

= P
(2).

Với

x1 + x2 = −4 = S

x1x2 =
2016
2017

= P
có S2 > 4P nên tồn tại hai cặp x1, x2 ⇒ tồn tại 1 giá trị k.

Với

x1 + x2 = −4 = S

x1x2 =
2018
2017

= P
có S2 > 4P nên tồn tại hai cặp x1, x2 ⇒ tồn tại 1 giá trị k.

Vậy có 2 giá trị k thoả mãn yêu cầu bài toán.
Chọn đáp án C �

—-HẾT—-
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BÀI TẬP TỰ LUYỆNDD
Bài 1

Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = x4 − 8x2 + 9 tại điểm M có hoành độ
bằng −1.

A y = 12x + 14. B y = 12x− 14. C y = 12x + 10. D y = −20x− 22.

Ê Lời giải.
Gọi M(x0; y0) là tiếp điểm của đồ thị và tiếp tuyến cần tìm.
Ta có x0 = −1⇒ y0 = 2; hệ số góc k = y′(−1) = 12.
Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là y = 12(x + 1) + 2 = 12x + 14.
Chọn đáp án A �

Bài 2

Cho hàm số y =
1
3

x3 + x2 − 2x + 1 có đồ thị là (C). Phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm

M
Å

1;
1
3

ã
là

A y = 3x− 2. B y = x− 2
3

. C y = −3x + 2. D y = −x +
2
3

.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = x2 + 2x− 2⇒ f ′(1) = 1.

Vậy phương trình tiếp tuyến là y = 1(x− 1) +
1
3
⇔ y = x− 2

3
.

Chọn đáp án B �

Bài 3

Hệ số góc tiếp tuyến của đồ thị hàm số y =
2x + 3
x + 2

tại điểm có hoành độ x = −1 là

A 1
4

. B 7
9

. C 7. D 1.

Ê Lời giải.
Ta có y′ =

1
(x + 2)2 . Hệ số góc của tiếp tuyến đồ thị tại điểm có hoành độ x = −1 là y′(−1) = 1.

Chọn đáp án D �

Bài 4

Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y =
x− 1
x + 2

tại điểm có hoành độ bằng −3 là

A y = 3x + 13. B y = −3x− 5. C y = 3x + 5. D y = −3x + 13.

Ê Lời giải.
Tập xác định D = R \ {−2}.
Đạo hàm y′ =

3
(x + 2)2 .

Ta có x0 = −3⇒ y0 = 4, y′(−3) = 3.
Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là y = 3(x + 3) + 4 hay y = 3x + 13.
Chọn đáp án A �
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Bài 5

Cho hàm số y =
2x

x + 2
có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến đó

tạo với hai trục tọa độ một tam giác có diện tích bằng
1

18
?

A y =
9
4

x +
1
2

; y =
4
9

x +
2
9

. B y =
9
4

x +
1
2

; y =
4
9

x +
4
9

.

C y =
9
4

x +
31
2

; y =
4
9

x +
2
9

. D y =
9
4

x +
1
2

; y =
4
9

x +
1
9

.

Ê Lời giải.
Ta có: y′ =

4
(x + 2)2 . Gọi M

(
x0; y0

)
(x0 6= −2) là tiếp điểm của tiếp tuyến cần tìm với đồ thị (C). Khi

đó phương trình tiếp tuyến là y =
4

(x0 + 2)2 (x− x0) +
2x0

x0 + 2
=

4x
(x0 + 2)2 +

2x2
0

(x0 + 2)2 (d).

(d) cắt hai trục tọa độ tại A

Ç
0;

2x2
0

(x0 + 2)2

å
; B

Ç
−

x2
0

2
; 0

å
.

Vì tam giác OAB có diện tích
1

18
nên

x4
0

(x0 + 2)2 =
1
9
⇔
(
3x2

0
)2

= (x0 + 2)2 ⇔

x0 = 1

x0 = −2
3

.

Do đó phương trình tiếp tuyến: y =
4
9

x +
2
9

; y =
9
4

x +
1
2

.

Chọn đáp án A �

Bài 6

Cho đồ thị (C) của hàm số y = x3 − 3x + 2. Số các tiếp tuyến với đồ thị (C) mà các tiếp tuyến

đó vuông góc với đường thẳng d : y = −1
3

x + 1 là

A 1. B 2. C 3. D 0.

Ê Lời giải.
y′ = 3x2 − 3.

Tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng d : y = −1
3

x + 1 có hệ số góc k = 3.

Hoành độ tiếp điểm là nghiệm phương trình y′ = k⇔ 3x2 − 3 = 3⇔ x = ±
√

2.
Vậy có 2 tiếp tuyến thỏa mãn.
Chọn đáp án B �

Bài 7

Cho hàm số y =
x− 1
x + 2

có đồ thị (C). Tìm phương trình tiếp tuyến của (C) tại giao điểm của

(C) với trục Ox.

A y =
1
3

x− 1
3

. B y = 3x− 3. C y = 3x. D y = x− 3.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và trục hoành là

x− 1
x + 2

= 0⇒ x = 1

⇒ giao điểm là M(1; 0).
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Ta có y′ =
3

(x + 2)2 ⇒ y′(1) =
1
3

.

Vậy phương trình tiếp tuyến tại điểm M(1; 0) là: y =
1
3

x− 1
3

.

Chọn đáp án A �

Bài 8

Tìm m để mọi tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = x3 − mx2 + (2m− 3)x − 1 đều có hệ số góc
dương.

A m 6= 0. B m > 1. C m 6= 1. D m ∈ ∅.

Ê Lời giải.
Hệ số góc tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = x3 − mx2 + (2m − 3)x − 1 tại tiếp điểm M(x0; y0) là
y′(x0) = 3x2

0 − 2mx0 + 2m− 3.

Hệ số góc luôn dương⇔ y′(x0) > 0, ∀x0 ∈ R⇔
®

3 > 0

∆′ < 0
⇔ (m− 3)2 < 0⇔ m ∈ ∅.

Chọn đáp án D �

Bài 9

Trên đồ thị (C) : y =
x + 1
x + 2

có bao nhiêu điểm M mà tiếp tuyến với (C) tại M song song với

đường thẳng d : x + y = 1.
A 0. B 4. C 3. D 2.

Ê Lời giải.
Tập xác định D = R \ {2}.
Ta có y′ =

2 · 1− 1 · 1
(x + 2)2 =

1
(x + 2)2 . Gọi M

Å
x0;

x0 + 1
x0 + 2

ã
∈ (C).

Ta có phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số đã cho tại điểm có hoành độ x = x0 là

y′ =
1

(x0 + 2)2 (x− x0) +
x0 + 1
x0 + 2

(
d′
)

.

Để
(
d′
)
∥ (d) : x + y = 1 thì ta có

1
(x0 + 2)2 = −1 (vô nghiệm).

Do đó không có điểm M nào thỏa mãn yêu cầu bài toán.
• Chú ý: Tiếp tuyến tại điểm có hoành độ x = x0 của đồ thị hàm số y = f (x) song song với đường
thẳng y = kx + b khi và chỉ khi f ′ (x0) = k (Thử lại để loại trường hợp trùng.)
Chọn đáp án A �

Bài 10

Cho hàm số y = −x3 + 2x2 + 2 có đồ thị (C). Viết phương trình tiếp tuyến của (C) biết tiếp
tuyến song song với đường thẳng y = x + 2.

A y = x +
68
27

. B y = x + 2. C y = x +
50
27

. D y = x− 1
3

.

Ê Lời giải.
Tiếp tuyến ∆ song song với đường thẳng d : y = x + 2 nên ∆ có dạng y = x + m, m 6= 2.

Điều kiện tiếp xúc của ∆ và (C) là

®
− x3 + 2x2 + 2 = x + m (1)

− 3x2 + 4x = 1. (2)
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(2)⇔ 3x2 − 4x + 1 = 0⇔

x = 1

x =
1
3

.

Ì Với x = 1, (1)⇔ m = −x3 + 2x2 − x + 2 = 2 (loại).

Ì Với x =
1
3

, (1)⇔ m = −x3 + 2x2 − x + 2 =
50
27

(nhận).

Vậy tiếp tuyến cần tìm là y = x +
50
27

.

Chọn đáp án C �

Bài 11

Cho hàm số y = 2x3 + 3x2 − 4x + 5 có đồ thị là (C). Trong số các tiếp tuyến của (C) có một
tiếp tuyến có hệ số góc nhỏ nhất. Hệ số góc của tiếp tuyến này bằng

A −3,5. B −5,5. C −7,5. D −9,5.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 6x2 + 6x− 4 = 6

Å
x +

1
2

ã2
− 5,5 ≥ −5,5 với mọi x.

Vậy hệ số góc nhỏ nhất của tiếp tuyến của đồ thị (C) là −5,5.
Chọn đáp án B �

Bài 12

Cho hàm số y =
2x + 1
x− 1

có đồ thị là (C). Số tiếp tuyến của đồ thị (C) đi qua điểm M(−1; 1)

là
A 1. B 2. C 0. D 4.

Ê Lời giải.
Tập xác định D = R \ {1}.
Ta có y′ =

−3
(x− 1)2 .

Gọi A(x0;
2x0 + 1
x0 − 1

) thuộc đồ thị (C) với x0 6= 1.

Phương trình tiếp tuyến tại A là y =
−3

(x0 − 1)2 (x− x0) +
2x0 + 1
x0 − 1

.

Vì tiếp tuyến đi qua M(−1; 1) nên
−3

(x0 − 1)2 (−1− x0) +
2x0 + 1
x0 − 1

= 1 ⇔ x2
0 + 4x0 + 1 = 0 (phương

trình vô nghiệm).
Vậy không có tiếp tuyến nào đi qua M.
Chọn đáp án C �

Bài 13

Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y =
x + 2
x + 1

tại giao điểm của đồ thị với trục
tung.

A y = x + 2. B y = x. C y = −x + 2. D y = −x.

Ê Lời giải.
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Đồ thị hàm số cắt trục tung tại M(0; 2).

Ta có y′ =
−1

(x + 1)2 , y′(0) = −1.

Vậy phương trình tiếp tuyến là y = −1 · x + 2 = −x + 2.
Chọn đáp án C �

Bài 14

Cho hàm số y = x3− 3x2 + 6x + 1. Trong các tiếp tuyến với đồ thị, tiếp tuyến với đồ thị có hệ
số góc nhỏ nhất bằng

A 2. B 1. C −1. D 3.

Ê Lời giải.
Gợi M(x0; y0) là điểm thuộc đồ thị hàm số.
Hệ số góc tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại M(x0; y0) là k = f ′(x0) = 3x2

0− 6x0 + 6 = 3(x0− 1)2 + 3 ≥
3.
Vậy tiếp tuyến của đồ thị có hệ số góc nhỏ nhất bằng 3.
Chọn đáp án D �

Bài 15

Biết đường thẳng y = 2 ln 4 · x + m là tiếp tuyến của đường cong y = 42x khi đó giá trị tham
số m bằng

A 2 ln 4− 1. B 1 hoặc 3. C 1. D 1 hoặc 2 ln 4− 1.

Ê Lời giải.
Đường thẳng y = 2 ln 4 · x +m là tiếp tuyến của đường cong y = 42x khi và chỉ khi hệ phương trình®

42x = 2 ln 4 · x + m

2 · 42x ln 4 = 2 ln 4
có nghiệm.

Ta có

®
42x = 2 ln 4 · x + m

2 · 42x ln 4 = 2 ln 4
⇔
®

42x = 2 ln 4 · x + m
x = 0

⇒ m = 1.

Chọn đáp án C �

Bài 16

Cho hàm số f (x) có đạo hàm liên tục trên R, thỏa mãn 2 f (2x) + f (1− 2x) = 12x2. Phương
trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = f (x) tại điểm có hoành độ bằng 1 là

A y = 4x− 6. B y = 2x− 6. C y = 4x− 2. D y = 2x + 2.

Ê Lời giải.
Từ đẳng thức trên, thay x = 0 và x =

1
2

vào ta được®
2 f (0) + f (1) = 0
2 f (1) + f (0) = 3

⇔ f (1) = 2.

Lấy đạo hàm cả hai vế ta được
4 f ′(2x)− 2 f ′(1− 2x) = 24x.

Lần lượt thay x = 0 và x =
1
2

vào ta được®
4 f ′(0)− 2 f ′(1) = 0

4 f ′(1)− 2 f ′(0) = 12
⇔ f ′(1) = 4.

TRƯỜNG THPT NGUYỄN TẤT THÀNH



8. TIẾP TUYẾN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐTrang 281

Vậy phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số f (x) tại điểm có hoành độ bằng 1 là

y = f ′(1)(x− 1) + f (1) = 4(x− 1) + 2 = 4x− 2.

Chọn đáp án C �

Bài 17

Cho hàm số y = x3 − 12x + 12 có đồ thị (C) và điểm A(m;−4). Gọi S là tập hợp tất cả các giá
trị thực của m nguyên thuộc khoảng (2; 5) để từ A kẻ được ba tiếp tuyến với đồ thị (C). Tổng
tất cả các phần tử nguyên của S bằng

A 7. B 9. C 3. D 4.

Ê Lời giải.
Tiếp tuyến qua A(m;−4) có dạng y = k(x−m)− 4.

Điều kiện tiếp xúc:

®
k(x−m)− 4 = x3 − 12x + 12

y′ = k
⇔
®

k(x−m)− 4 = x3 − 12x + 12

k = 3x2 − 12
Suy ra:

(3x2 − 12)(x−m)− 4 = x3 − 12x + 12
⇔ 2x3 − 3mx2 + 12m− 16 = 0 (1)
⇔ (x− 2)[2x2 + (4− 3m)x + 8− 6m] = 0

⇔
ñ

x = 2

2x2 + (4− 3m)x + 8− 6m = 0. (2)

Yêu cầu bài toán từ A kẻ được ba tiếp tuyến với đồ thị (C) tại 3 tiếp điểm nghĩa là phương trình (1)
có 3 nghiệm phân biệt khi và chỉ khi®

∆ > 0
8 + 2(4− 3m) + 8− 6m 6= 0

⇔
®

3m2 + 8m− 16 > 0
m 6= 2

⇔


m < −4

m >
4
3

m 6= 2.
Kết hợp với m nguyên thuộc khoảng (2; 5) nên m nguyên thuộc khoảng (2; 5).
Vậy S = {3; 4}. Tổng tất cả các phần tử nguyên của S bằng 7.
Chọn đáp án A �

Bài 18

Cho hàm số y = x4 − 4x2 + 3 có đồ thị (C). Có bao nhiêu điểm trên trục tung từ đó có thể vẽ
được 3 tiếp tuyến đến đồ thị (C).

A 0. B 1. C 2. D 3.

Ê Lời giải.
Tập xác định D = R.
Đạo hàm y′ = 4x3 − 8x. Gọi điểm nằm trên trục tung có dạng M(0; m).
Phương trình tiếp tuyến của (C) có dạng ∆ : y′(x0)(x− x0) + y0; với (x0; y0) là tiếp điểm.
Khi đó ∆ : y = (4x3

0 − 8x0)(x− x0) + x4
0 − 4x2

0 + 3.
Mà ∆ đi qua M nên (4x3

0 − 8x0)(−x0) + x4
0 − 4x2

0 + 3 = m⇔ −3x4
0 + 4x2

0 + 3−m = 0 (?).
Từ M kẻ được 3 tiếp tuyến tới (C) nghĩa là phương trình (?) có 3 nghiệm phân biệt.
Từ đó −3t2 + 4t + 3−m = 0 có 2 nghiệm t1 = 0 và t2 > 0, suy ra m = 3.
Chọn đáp án D �
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Bài 19

Cho hàm số y = x3 + 3x2 (C). Tiếp tuyến d của đồ thị hàm số (C) cắt (C) tại 2 điểm A, B phân
biệt cách đều trục tung. Tính độ dài AB.

A 6
√

82. B 2
√

2. C 2
√

15. D 6.

Ê Lời giải.
Ta có y′ = 3x2 + 6x. Tiếp tuyến d cắt (C) tại hai điểm phân biệt A, B suy ra A hoặc B là tiếp điểm,
không mất tổng quát ta giả sử A là tiếp điểm. Phương trình tiếp tuyến tại điểm A(x0; y0) có dạng

y = (3x2
0 + 6x0)(x− x0) + x3

0 + 3x2
0.

Phương trình hoành độ giao điểm của d và (C) là

x3 + 3x2 = (3x2
0 + 6x0)(x− x0) + x3

0 + 3x2
0

⇔ (x− x0)2(x + 2x0 − 3) = 0

⇔
ñ

x = x0

x = 3− 2x0.

Hai điểm A và B cách đều trục tung suy ra x0 + 3− 2x0 = 0 ⇔ x0 = 3. Do đó A(3; 54), B(−3; 0),
khi đó AB =

√
62 + 542 = 6

√
82.

Chọn đáp án A �

Bài 20

Cho hàm số y = f (x) = ax3 + bx2 + cx + d (a, b, c, d là các hằng số và a 6= 0) có đồ thị (C).
Biết (C) cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt M, N, P và các tiếp tuyến của (C) tại M, N có hệ
số góc là −6 và 2. Gọi k là hệ số góc của tiếp tuyến của (C) tại P. Chọn mệnh đề đúng?

A k ∈ [4; 7). B k ∈ [−5;−2). C k ∈ [1; 4). D k ∈ [−2; 1).

Ê Lời giải.
Gọi x1, x2, x3 lần lượt là hoành độ của M, N, P.
Khi đó, x1, x2, x3 là nghiệm của phương trình ax3 + bx2 + cx + d = 0.
Suy ra, f (x) = a(x− x1)(x− x2)(x− x3).
Do đó, f ′(x) = a(x− x1)(x− x2) + a(x− x2)(x− x3) + a(x− x3)(x− x1).
Hệ số góc của tiếp tuyến của (C) tại M, N, P là

f ′(x1) = a(x1 − x2)(x1 − x3) = −6

f ′(x2) = a(x2 − x3)(x2 − x1) = 2

f ′(x3) = a(x3 − x1)(x3 − x2) = k.

Ta có
1

f ′(x1)
+

1
f ′(x2)

+
1

f ′(x3)
=

x3 − x2 + x1 − x3 + x2 − x1

a(x1 − x2)(x2 − x3)(x3 − x1)
= 0.

Hay
1
−6

+
1
2
+

1
k
= 0⇔ k = −3.

Vậy k ∈ [−5;−2).
Chọn đáp án B �

Bài 21

Cho hàm số y =
x− 1
x + 2

, gọi d là tiếp tuyến của với đồ thị hàm số tại điểm có hoành độ bằng
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m− 2. Biết đường thẳng d cắt tiệm cận đứng của đồ thị hàm số tại điểm A(x1; y1) và cắt tiệm
cận ngang của đồ thị hàm số tại điểm B(x2; y2). Gọi S là tập hợp các số m sao cho x2 + y1 = −5.
Tính tổng bình phương các phần tử của S.

A 0. B 4. C 10. D 9.

Ê Lời giải.
Ta có y′ =

3
(x + 2)2 . Với x = m− 2 thì y = 1− 3

m
. Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại

điểm có hoành độ x = m− 2 là d : y =
3

m2 (x−m + 2) + 1− 3
m

.

Tiệm cận ngang và tiệm cận đứng của đồ thị hàm số lần lượt là y = 1 và x = −2.
Tọa độ A là nghiệm hệy =

3
m2 (x−m + 2) + 1− 3

m
x = −2

⇔

y = 1− 6
m

x = −2
⇒ y1 = 1− 6

m
.

Tọa độ điểm B là nghiệm hệy =
3

m2 (x−m + 2) + 1− 3
m

y = 1
⇔
®

y = 1
x = 2m− 2

⇒ x2 = 3m− 2.

Vậy x2 + y1 = 2m− 6
m
− 1 = −5⇔ 2m2 + 4m− 6 = 0⇔

ñ
m1 = 1
m2 = −3

⇒ m2
1 + m2

2 = 10.

Chọn đáp án C �

Bài 22

Cho hàm số y =
−2x− 2

x + 3
có đồ thị hàm số (C). Xét điểm M

(
x0; y0

)
thuộc đồ thị (C) có

x0 > −3. Tiếp tuyến ∆ của (C) tại điểm M lần lượt cắt các đường tiệm cận đứng, tiệm cận
ngang của (C) tại E và F. Tính 2x0 − y0 khi độ dài EF đạt giá trị nhỏ nhất.

A 2x0 − y0 = 0. B 2x0 − y0 = 2. C 2x0 − y0 = −3. D 2x0 − y0 = −2.

Ê Lời giải.
Tập xác định:D = R \ {−3}.
Ta có y′ =

−4
(x + 3)2 ⇒ phương trình tiếp tuyến tại M là ∆ : y =

−4
(x0 + 3)2 (x− x0) +

−2x0 − 2
x0 + 3

.

Các đường thẳng y = −2 và x = −3 là các đường tiệm cận ngang và tiệm cận đứng. Theo giả thiết,

E, F là giao điểm của ∆ với các đường tiện cận đứng và tiệm cận ngang. Do đó, E
Å
−3;
−2x0 + 2

x0 + 3

ã
và F (2x0 + 3;−2).

⇒ EF2 = 4 (x0 + 3)2 +
64

(x0 + 3)2 ≥ 2
 
·4 (x0 + 3)2 · 64

(x0 + 3)2 = 32⇒.

⇒ min EF = 4
√

2⇔ 4 (x0 + 3)2 =
64

(x0 + 3)2 ⇔
ñ

x0 = −1
x0 = −5

.

Vì x0 > −3 nên ta có M (−1; 0)⇒ 2x0 − y0 = −2.
Chọn đáp án D �
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Bài 23

Cho đồ thị (C) : y =
x− 1

2x
và d1, d2 là hai tiếp tuyến của (C) song song với nhau. Khoảng cách

lớn nhất giữa d1 và d2 là
A 3. B 2

√
3. C 2. D 2

√
2.

Ê Lời giải.
Do (C) : y =

x− 1
2x

, y′ =
1

2x2 với mọi x 6= 0.

d1; d2 là hai tiếp tuyến của (C) song song với nhau lần lượt có các hoành độ tiếp điểm là x1, x2(x1 6=

x2), nên ta có y′(x1) = y′(x2)⇔ 1
2x2

1
=

1
2x2

2
⇒
ñ

x1 = x2

x1 = −x2
⇒ x1 = −x2.

Phương trình tiếp tuyến d1 tại M
Å

x1;
x1 − 1

2x1

ã
: y =

1
2x2

1
(x − x1) +

x1 − 1
2x1

⇔ 1
2x2

1
(x − x1)− y +

x1 − 1
2x1

= 0.

Khi đó d(d1;d2) = d(N;d1) =

∣∣∣∣ 2
x1

∣∣∣∣ 
1

4x4
1
+ 1

=
4 

4x2
1 +

1
x2

1

.

Áp dụng BĐT Cô-si ta có
4 

4x2
1 +

1
x2

1

≥ 2
 

4x2
1.

1
x2

1
= 4⇒ d(d1;d2) =

4 
4x2

1 +
1
x2

1

≤ 4
2
= 2.

Chọn đáp án C �

Bài 24

Gọi (T) là tiếp tuyến của đồ thị hàm số y =
x + 1
x + 2

(C) tại điểm có tung độ dương, đồng thời

(T) cắt hai đường tiệm cận của (C) lần lượt tại A và B sao cho độ dài AB nhỏ nhất. Khi đó (T)
tạo với hai trục tọa độ một tam giác có diện tích bằng bao nhiêu?

A 1
2

. B 5
2

. C 25
2

. D 8.

Ê Lời giải.
Đồ thị hàm số có đường tiệm cận ngang y = 1 và đường tiệm cận đứng x = −2.
Gọi A là giao điểm của (T) và đường tiệm cận đứng, B là giao điểm của (T) và đường tiệm cận
ngang

Phương trình tiếp tuyến có dạng y =
1

(x0 + 2)2 (x− x0) +
x0 + 1
x0 + 2

.

A(−2; yA) ∈ (T)⇒ yA =
1

(x0 + 2)2 (−2− x0) +
x0 + 1
x0 + 2

⇒ A
Å
−2;

x0

x0 + 2

ã
.

B(xB; 1) ∈ (T)⇒ 1 =
1

(x0 + 2)2 (xB − x0) +
x0 + 1
x0 + 2

⇔ xB = 2x0 + 2⇒ B(2x0 + 2; 1).

AB2 = 4(x0 + 2)2 +
4

(x0 + 2)2 ≥ 2
√

16 = 8, ABmin = 2
√

2 khi |x0 + 2| = 1 ⇔ x0 = −1(loại), x0 =

−3. Phương trình của (T) : y = x + 5 suy ra (T) tạo với các trục tọa độ tam giác có diện tích bằng
25
2

.

Chọn đáp án C �
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Bài 25

Đồ thị (C) của hàm số y = x3− 3x có hai điểm cực trị là A, B; tiếp tuyến của (C) tại M(a; b) cắt
(C) tại điểm thứ hai là N (N khác M) và tam giác NAB có diện tích bằng 60. Tính |a + b|.

A 2. B 0. C 4. D 56.

Ê Lời giải.
y′ = 3x2− 3 = 0⇔

ñ
x = −1
x = 1

. Suy ra tọa độ hai điểm cực trị của đồ thị hàm số là A(−1; 2), B(1;−2).

Phương trình tiếp tuyến của (C) tại M là y = (3a2 − 3)(x− a) + a3 − 3a.
Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và tiếp tuyến là

(3a2 − 3)(x− a) + a3 − 3a = x3 − 3x ⇔ (x− a)2(x + 2a) = 0⇔
ñ

x = a
x = −2a.

Do đó xN = −2a⇒ yN = −8a3 + 6a⇒ N(−2a;−8a3 + 6a).
Suy ra

#   »

AB = (2;−4) và
#    »

AN = (1− 2a;−8a3 + 6a− 2).

Vậy ta có 60 = SABN =
1
2
∣∣2(−8a3 + 6a− 2)− (−4)(1− 2a)

∣∣ = |2a− 8a3| ⇒
ñ

a = 2
a = −2.

Nếu a = 2 thì b = 2. Suy ra |a + b| = 4.
Nếu a = −2 thì b = −2. Suy ra |a + b| = 4.
Chọn đáp án C �

Bài 26

Cho hàm số y = x(x2− 3) có đồ thị (C). Có bao nhiêu điểm M thuộc đồ thị (C) thỏa mãn tiếp
tuyến tại M của (C) cắt (C) và trục hoành lần lượt tại hai điểm phân biệt A (khác M) và B sao
cho M là trung điểm của đoạn thẳng AB.

A 0. B 1. C 2. D 3.

Ê Lời giải.
Ta có y = x(x2 − 3) = x3 − 3x ⇒ y′ = 3x2 − 3.
Vì diểm M và điểm A thuộc (C) nên ta gọi tọa độ hai điểm này lần lượt là M(xM; x3

M − 3xM) và
A(xA; x3

A − 3xA). Điểm B nằm trên trục hoành nên ta gọi điểm B có tọa độ là B(xB; 0).
Phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm M là

d : y = 3(x2
M − 1)(x− xM) + x3

M − 3xM

Nếu xM = ±1 thì tại M có hai tiếp tuyến với (C) lần lượt là y = 2 và y = −2 (không thỏa mãn đề
bài).

Vì B ∈ d nên 0 = 3(x2
M − 1)(xB − xM) + x3

M − 3xM ⇒ xB = xM +
−x3

M + 3xM

3(x2
M − 1)

=
2x2

M
3(x2

M − 1)
.

Vì A ∈ d nên

x3
A − 3xA = 3(x2

M − 1)(xA − xM) + x3
M − 3xM

⇔x3
A − 3xA = 3(x2

M − 1)xA − 2x3
M ⇔ x3

A − 3xA = 3x2
MxA − 3xA − 2x3

M

⇔x3
A − 3x2

MxA + 2x3
M = 0⇒


xA

xM
= −2

xA

xM
= 1

.
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Xét trường hợp xA = −2xM.

Vì M là trung điểm của AB nên ta có xA + xB = 2xM ⇒ xB = 4xM ⇔
2x2

M
3(x2

M − 1)
= 4xM.

⇒ 2x2
M = 12xM(x2

M − 1)⇔ 2xM(−6x2
M + xM + 6) = 0

Nếu xM = 0⇒ xA = 0, suy ra điểm A trùng điểm M nên trường hợp này bị loại.
Phương trình −6x2

M + xM + 6 = 0 có hai nghiệm phân biệt nên tồn tại hai điểm M thỏa mãn yêu
cầu bài toán.
Xét trường hợp xA = xM, suy ra điểm A trùng điểm M nên trường hợp này bị loại. Vậy có hai điểm
M thỏa mãn yêu cầu bài toán.
Chọn đáp án C �

Bài 27

Cho hàm số y =
2x

x + 2
, có đồ thị (C) và điểm M(x0; y0) ∈ (C) (với x0 6= 0). Biết rằng khoảng

cách từ I(−2; 2) đến tiếp tuyến của (C) tại M là lớn nhất, mệnh đề nào sau đây đúng?
A 2x0 + y0 = 0. B 2x0 + y0 = −4. C 2x0 + y0 = 2. D 2x0 + y0 = −2.

Ê Lời giải.
Do M(x0; y0) ∈ (C)⇒ M

Å
x0;

2x0

x0 + 2

ã
. Ta có: y = f (x) =

2x
x + 2

⇒ f ′(x) =
4

(x + 2)2 .

Phương trình tiếp tuyến của (C) tại M là

(∆) : y = f ′(x0) · (x− x0) + y0

⇔ (∆) :
4

(x0 + 2)2 · x− y− 4x0

(x0 + 2)2 +
2x0

x0 + 2
= 0

⇔ (∆) :
4

(x0 + 2)2 · x− y +
2x2

0
(x0 + 2)2 = 0

Ta có

d(I, (∆)) =

∣∣∣∣∣ 4
(x0 + 2)2 · (−2)− 2−

2x2
0

(x0 + 2)2

∣∣∣∣∣ Å
4

(x0 + 2)2

ã2
+ (−1)2

=

∣∣∣∣−8(x0 + 2)
(x0 + 2)2

∣∣∣∣ 
16 + (x0 + 2)4

(x0 + 2)4

=

8
|x0 + 2|√

16 + (x0 + 2)4

(x0 + 2)2

=
8|x0 + 2|√

16 + (x0 + 2)4
.

Đặt |x0 + 2| = t, t ≥ 0. Khi đó d(I, (∆)) =
8t√

16 + t4
= g(t). Ta có

g′(t) =
8 ·
√

16 + t4 − 2t3
√

16 + t4
· 8t

16 + t4 =
128− 8t4
√

16 + t4
.

Xét

g′(t) = 0⇔ 128− 8t4
√

16 + t4
= 0⇔ 128− 8t4 = 0⇒ t = 2 (do t ≥ 0).

TRƯỜNG THPT NGUYỄN TẤT THÀNH



8. TIẾP TUYẾN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐTrang 287

Suy ra |x0 + 2| = 2⇔
ñ

x0 + 2 = 2
x0 + 2 = −2

⇔
ñ

x0 = 0 (loại)
x0 = −4 (nhận)

.

Với x0 = −4⇒ y0 =
2 · (−4)
−4 + 2

= 4.

Do đó 2x0 + y0 = −4.
Chọn đáp án B �

Bài 28

Cho hàm số y =
−x + 1
2x− 1

có đồ thị (C) và đường thẳng (d) : y = x + m. Với mọi giá trị của m

đường thẳng (d) luôn cắt đồ thị (C) tại hai điểm phân biệt A và B. Gọi k1, k2 lần lượt là hệ số
góc của các tiếp tuyến với (C) tại A và B. Giá trị nhỏ nhất của T = k2020

1 + k2020
2 bằng

A 1. B 2. C 1
2

. D 2
3

.

Ê Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và (d)

−x + 1
2x− 1

= x + m⇔ 2x2 + 2mx−m− 1 = 0,
Å

x 6= 1
2

ã
. (1)

Gọi x1, x2 là nghiệm của phương trình (1), ta có

x1 + x2 = −m

x1x2 = −m + 1
2

.
(2)

Ta được


k1 = − 1

(2x1 − 1)2

k2 = − 1
(2x2 − 1)2 .

Ta thấy

k2020
1 + k2020

2

=
1

(2x1 − 1)4040 +
1

(2x2 − 1)4040

≥ 2

 
1

(2x1 − 1)4040 ·
1

(2x2 − 1)4040

= 2
1

[(2x1 − 1)(2x2 − 1)]2020

= 2
1

[4x1x2 − 2(x1 + x2) + 1]2020

(2)
= 2.

Vậy giá trị nhỏ nhất của T bằng 2.
Chọn đáp án B �

Bài 29

Cho hàm số y = x3 − 3x2 + 6x− 1. Trong các tiếp tuyến của đồ thị. Tiếp tuyến có hệ số góc
nhỏ nhất bằng

A 2. B 1. C −1 . D 3.

Ê Lời giải.
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Ta có y′ = 3x2 − 6x + 6 nên min y′ = y′(1) = 3.
Chọn đáp án D �

——HẾT——
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