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CÁC BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH

ÔN THI THPTQG 2018
1 Hàm số

1.1 Tìm khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số

Bài toán 1.1 Tìm khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số y = f (x).
• Tìm tập xác định của hàm số.
• Tính đạo hàm và lập bảng xét dấu của nó.
• Căn cứ vào bảng xét dấu để kết luận. �

Lưu ý 1.1

Cách tính nhanh đạo hàm của một số hàm số
• Hàm số phân thức y = ax+b

cx+d thì cách nhớ là “anh dũng trừ bắt cướp”
y′ = ad− bc(cx + d)2

• Hàm số phân thức y = a1x2+b1x+c1
a2x2+b2x+c2 thì cách nhớ là “anh bạn - ăn cháo

hai lần - bỏ cơm”
y′ =

∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ x2 + 2 ∣∣∣∣ a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣ x + ∣∣∣∣ b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣(
a2x2 + b2x + c2)2

Ví dụ 1.1

Cho hàm số y = x3 + 3x2 − 2. Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng?
A. Hàm số đồng biến trên khoảng(−∞;−2) và (0; +∞).
B. Hàm số đồng biến trên khoảng(−∞; 0) và (2; +∞).

C. Hàm số nghịch biến trênkhoảng (−∞;−2) và (0; +∞).
D. Hàm số nghịch biến trênkhoảng (−2; 1).
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Cách 1. Tính nhanh đạo hàm: y′ = 3x2 + 6x = 3(x2 + 2x), và lập được bảng biếnthiên (thực ra chỉ cần lập bảng xét dấu của đạo hàm):

x −∞ −2 0 +∞
y′ + 0 − 0 +
y % & %

Từ đó chọn đáp án A. �

Cách 2. Chúng ta sử dụng tính năng tính đạo hàm của hàm số bằng máy tínhCASIO, sử dụng phím d/dx. �

Riêng đối với ba loại hàm quen thuộc (bậc ba, bậc bốn trùng phương và phân thứcbậc nhất) chúng ta có thể có cách làm riêng. Chẳng hạn câu này, ta biết đây làhàm số bậc ba với hệ số a = 1 > 0 nên đồ thị có dạng dấu ngã, tức là sẽ đồng biếntrên các khoảng (−∞; x1) và (x2; +∞), nghịch biến trên khoảng (x1; x2) với x1, x2 làhai nghiệm của phương trình y′ = 0. Do đó, có thể khẳng định được ngay phươngán A là phương án đúng. Sau đây là một số bài tập điển hình.
Ví dụ 1.2 ĐH năm 2017 Mã đề 101

Hàm số y = 2
x2+1 nghịch biến trên khoảng nào dưới đây?

A. (0; +∞). B. (−1; 1). C. (−∞; +∞). D. (−∞; 0).
Hướng dẫn. Tập xác định D = R. Đạo hàm

y′ = −4x(
x2 + 1)2

Do đó, y′ < 0⇔ x > 0. Chọn phương án A. �

Ví dụ 1.3

Hàm số nào dưới đây đồng biến trên khoảng (−∞; +∞)?
A. y = x+1

x+3 . B. y = x3 + x. C. y = x−1
x−2 . D. y = −x3 −3x.
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1.2 Giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số

Bài toán 1.2
Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số y = f (x) trên tập
K.Chúng ta có hai phương pháp chủ yếu:

• Lập bảng biến thiên của hàm số trên K. Nếu tập K là một đoạn [a;b]thì không cần lập bảng biến thiên mà chỉ cần
+ Giải phương trình y′ = 0 và tìm ra các điểm xi mà tại đó y′ = 0hoặc y′ không xác định.+ Tính và so sánh các giá trị f (a), f (b), f (xi) để tìm ra giá trị lớn nhất,giá trị nhỏ nhất.

• Sử dụng bất đẳng thức quen thuộc hoặc điều kiện có nghiệm củaphương trình.
Lưu ý 1.2

Lưu ý rằng, hàm số y = f (x) muốn đạt được giá trị lớn nhất hoặc giá trịnhỏ nhất bằng M thì ta phải tìm được ít nhất một số x0 hữu hạn sao cho
f (x0) = M.

Lưu ý 1.3

Điều kiện có nghiệm của một số phương trình quen thuộc:
• Phương trình bậc hai điều kiện là ∆ > 0.
• Phương trình sin x = m, cos x = m điều kiện là |m| 6 1.
• Phương trình a sin x + b cos x = c điều kiện là |c|√

a2+b2 6 1 hay c2 6
a2 + b2.

Cần nhớ hai cách để tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất. Hai cách đó là gì? Đôikhi chúng ta hay đổi biến (đặt ẩn phụ) để đưa về khảo sát một hàm số đơn giảnhơn.
Ví dụ 1.4 ĐH năm 2017 Mã đề 102

Cho hàm số y = x+m
x+1 , với m là tham số thực, thỏa mãn max[1;2] y + min[1;2] y = 163 .Mệnh đề nào sau đây là đúng?

A. m 6 0. B. m > 4. C. 0 < m 6 2. D. 2 < m 6 4.
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Hướng dẫn. Điều kiện xác định x 6= 1, nên hàm số luôn xác định và liên tục trênđoạn [1; 2]. Có

y′ = 1−m(x + 1)2Chỉ có thể xảy ra hai khả năng, nếu y′ > 0 thì hàm số đồng biến trên đoạn [1; 2],do đó max[1;2] y = y(2),min[1;2] y = y(1). Ngược lại, nếu y′ < 0 thì hàm số nghịch biếntrên đoạn [1; 2], do đó max[1;2] y = y(1),min[1;2] y = y(2). Dù cho khả năng nào xảy ra thìmax[1;2] y,min[1;2] y cũng chỉ có thể nhận hai giá trị y(1) và y(2). Do đó, yêu cầu bài toántương đương với
y(1) + y(2) = 163 ⇔ 1 +m2 + 2 +m3 = 163Giải phương trình này, tìm được m = 5, tức là m > 4. �

Ví dụ 1.5

Tìm m để hàm số f (x) = −x4−2x2 +m có giá trị lớn nhất trên khoảng (−2; 4)bằng 2.
Hướng dẫn. Ta lập được bảng biến thiên của hàm số f (x) như sau

x −2 0 3
f ′(x) + 0 −

f (x) m− 24%m
&m− 99

Suy ra, giá trị lớn nhất của hàm số trên khoảng (−2; 3) là m. Do đó, yêu cầu bàitoán tương đương với m = 2. �

Ví dụ 1.6

Xét hàm số y = ∣∣x3 − 3x + 1∣∣ trên đoạn [0; 3]. Mệnh đề nào trong các mệnhđề sau là sai?
A. Giá trị nhỏ nhất của hàm số trên đoạn [0; 3] là 1.
B. Giá trị lớn nhất của hàm số trên đoạn [0; 3] là 19.
C. Hàm số có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trong đoạn [0; 3].
D. Hàm số đạt giá trị lớn nhất khi x = 3.
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Ví dụ 1.7 ĐH Khối B năm 2003

Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số f (x) = x +√4− x2.
Hướng dẫn. Tập xác định D = [−2; 2]. Ta có bảng biến thiên của hàm số đã cho:

x −2 √2 2
f ′(x) + 0 −

f (x) −2 %
2√2

& 2
Như vậy max f (x) = f (√2) = 2√2,min f (x) = f (−2) = −2. �

1.3 Tìm điều kiện để hàm số đơn điệu

Bài toán 1.3 Tìm điều kiện để hàm số y = f (x) đồng biến trên tập K.

• Hàm số y = f (x) đồng biến trên tập K khi và chỉ khi
+ y′ > 0, ∀x ∈ K nếu dấu của y′ còn phụ thuộc biến x, chẳng hạncác hàm đa thức bậc ba, bậc bốn.+ y′ > 0, ∀x ∈ K nếu dấu của y′ không còn phụ thuộc biến x, chẳnghạn các hàm y = ax+b

cx+d .
• Xét các tình huống sau:

+ Nếu tập K là R thì sử dụng định lý dấu tam thức bậc hai.+ Nếu cô lập được tham số m đưa điều kiện trên về dạng m 6
g(x), ∀x ∈ K hoặc m > g(x), ∀x ∈ K thì sử dụng nguyên lý cựctrị.+ Nếu không thì lập bảng biến thiên có chứa cả tham số để biệnluận.

Lưu ý 1.4 Định lý dấu tam thức bậc hai

Cho tam thức bậc hai f (x) = ax2 + bx + c với a 6= 0 thì
• f (x) > 0,∀x ∈ R⇔

{
a > 0∆ 6 0.
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• f (x) 6 0,∀x ∈ R⇔
{
a < 0∆ 6 0.

Lưu ý 1.5 Nguyên lý cực trị

• m 6 g(x), ∀x ∈ K⇔ m 6 min
K
g(x),

• m > g(x), ∀x ∈ K⇔ m > max
K
g(x).

Ví dụ 1.8

Cho hàm số y = −x3 −mx2 + (4m+ 9)x + 5 với m là tham số. Có bao nhiêugiá trị nguyên của m để hàm số nghịch biến trên khoảng (−∞; +∞)?
A. 4. B. 6. C. 5. D. 7.

Hướng dẫn. Có y′ = −3x2 − 2mx + 4m+ 9. Hàm số đã cho nghịch biến trên R khivà chỉ khi
y′ 6 0 ∀x ∈ R⇔

{
a = −1 < 0∆′ = m2 + 3(4m+ 9) 6 0Giải hệ này tìm được −9 6 m 6 −3. Kết hợp điều kiện m nguyên, ta được tất cả 7giá trị của m. �

Ví dụ 1.9

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số y = 13x3 + x2 +mx + 1nghịch biến trên khoảng (2; 3).
A. m 6 −15. B. m > −15. C. m 6 −8. D. m > −8.

Hướng dẫn. Yêu cầu bài toán tương đương với y′ = x2 + 2x + m 6 0 ∀x ∈ [2; 3].Điều này tương đương với
m 6 min[2;3]

(
−x2 − 2x) = min[2;3] f (x)
x 2 3
f ′(x) −

f
−8

&−15
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Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số f (x) = −x2 − 2x trên đoạn [2; 3] và suy ra giá trịcần tìm của m là m 6 −15. �

Nhận xét. Bài này có thể sử dụng định lý đảo về dấu tam thức bậc hai, xem ở trang23, như sau.
• Nhận xét rằng hệ số a > 0 nên hàm số chỉ có thể nghịch biến ở khoảng (x1; x2)trong đó x1, x2 là hai nghiệm của phương trình y′ = 0.
• Do đó, yêu cầu bài toán trở thành tìm điều kiện để phương trình y′ = 0 cóhai nghiệm thỏa mãn x1 6 2 < 3 6 x2. Điều kiện cần và đủ là{

a · y′(2) 6 0
a · y′(3) 6 0.

Giải hệ bất phương trình này cũng tìm được đáp số như cách trên. �

Ví dụ 1.10

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số y = x+m√
x2+1 đồng biếntrong khoảng (0; +∞).

A. m 6 −1. B. m 6 2. C. m 6 1. D. m 6 0.
Ví dụ 1.11

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số y = x33 − (m + 1)x2 +(m2 + 2m)x + 1 nghịch biến trên (2; 3).
A. 1 < m < 2. B. m > 2. C. m < 1. D. 1 6 m 6 2.

Hướng dẫn. Yêu cầu bài toán tương đương với y′ = x2 − 2(m + 1)x + m2 + 2m 60, ∀x ∈ (2; 3). Rõ ràng chúng ta không cô lập được tham số m nên phải đưa về việclập bảng biến thiên. Phương trình y′ = 0 luôn luôn có nghiệm x1 = m < x2 = m+2nên ta có bảng biến thiên sau:
x −∞ m m+ 2 +∞

y′(x) + 0 − 0 +
y −∞%

y1
& y2 %

+∞
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Suy ra, hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng (2; 3) khi và chỉ khi khoảng (2; 3) làtập con của khoảng (m,m+ 2). Nghĩa là{

m 6 23 6 m+ 2
Từ đó tìm được đáp số 1 6 m 6 2. �

Ví dụ 1.12

Tìm tất cả các giá trị của m để hàm số y = √x2 + 4mx + 4m2 + 3 nghịchbiến trên khoảng (−∞; 2)?
A. m > −1. B. m < 2. C. m < −1. D. m > 2.

Hướng dẫn. Hàm số luôn xác định và liên tục với mọi x ∈ R. Do đó, ta sẽ tìm điềukiện để hàm số luôn nghịch biến trên nửa khoảng (−∞; 2]. Ta có
y′ = x + 2m√

x2 + 4mx + 4m2 + 3 .Hàm số nghịch biến trên (−∞; 2) khi và chỉ khi
y′ 6 0,∀x 6 2⇔ x + 2m 6 0,∀x 6 2.

Từ đó tìm được đáp số m 6 −1. �

Ví dụ 1.13

Tìm tất cả các giá trị của m để hàm số y = − cos x +mcos x +m đồng biến trênkhoảng (0; π2 ).
A. m > 0 hoặc m 6 −1.
B. m > 1.

C. m > 0.
D. m 6 −1.

Hướng dẫn. Đặt t = cos x thì ta thấy hàm số y = cos x nghịch biến trên (0; π2 ),nên hàm số đã cho đồng biến trên (0; π2 ) khi và chỉ khi hàm số y = −t+m
t+m nghịchbiến trên (0; 1). Điều kiện cần và đủ là{

y′ = −2m(t+m)2 < 0
−m /∈ (0; 1) ⇔ m > 0.

Như vậy, ta chọn đáp án C. �
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Nhận xét. Bài này có thể làm trực tiếp mà không cần đặt ẩn phụ. Sử dụng côngthức tính đạo hàm của hàm số hợp, ta tìm được

y′ = −2m(cos x +m)2 · (− sin x) .
Chú ý rằng trong khoảng (0; π2 ) thì sin x > 0, nên yêu cầu bài toán tương đương với{ 2m(cos x+m)2 > 0cos x +m 6= 0,∀x ∈ (0; π2 )Từ đó cũng tìm được đáp số như trên. �

1.4 Cực trị của hàm số

Bài toán 1.4 Tìm cực trị của hàm số y = f (x).
• Đối với một hàm số cụ thể, ta lập bảng xét dấu của đạo hàm và kếtluận.
• Đối với hàm ẩn, muốn x0 thuộc tập xác định là một điểm cực trị củahàm số y = f (x) thì phải thỏa mãn hai điều kiện:

+ f ′(x0) = 0 hoặc f ′(x) không xác định tại x0.+ f ′(x) phải đổi dấu khi đi qua x0, nếu đổi dấu từ dương sang âm(tức là hàm số chuyển từ đồng biến sang nghịch biến) thì x0 làđiểm cực đại; đổi dấu từ âm sang dương thì x0 là điểm cực tiểu.Cũng có thể sử dụng đến đạo hàm cấp hai, f ′′(x0) < 0 thì x0 làđiểm cực đại; còn f ′′(x0) > 0 thì x0 là điểm cực tiểu. �

Lưu ý 1.6

Cần phân biệt rõ ba khái niệm điểm cực trị của hàm số, điểm cực trị của đồ
thị hàm số và giá trị cực trị của hàm số.

Lưu ý 1.7

Phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của
• Đồ thị hàm số bậc ba y = ax3 +bx2 +cx+d chính là phần dư khi chia
y cho y′. Thực hiện phép chia, ta được y = y′ ·

(13x + b9a)+mx + n thìđường thẳng cần tìm chính là y = mx + n. Cách tìm nhanh như sau:+ Ta nhận thấy mx + n = y− y′ ·
(13x + b9a).
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+ Sử dụng máy tính, viết hàm y− y′ ·

(13x + b9a) rồi CALC tại x = 0tìm được n, CALC tiếp tại x = 1 thu được m+n và từ đó tìm được
m.

• Đồ thị hàm số phân thức bậc hai chia bậc nhất y = ax2+bx+c
dx+e = u(x)

v (x)chính là y = u′(x)
v ′(x) .

Ví dụ 1.14

Cho hàm số y = f (x) có đồ thị hàm số y = f ′ (x) như hình vẽ bên. Hỏi hàmsố y = f (x) có bao nhiêu điểm cực trị?
A. 1 B. 2 C. 3 D. 4.

Ví dụ 1.15

Gọi A,B, C là ba điểm cực trị của đồ thị hàm số y = −x4 + 2x2 + 1. Tínhdiện tích S của tam giác ABC .
A. S = 1. B. S = 2. C. S = 3. D. S = 4.

Ví dụ 1.16

Viết phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số
y = x3 − 3x2 + 2.

Đáp số. y = −2x + 2. �

Ví dụ 1.17

Viết phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số
y = x3 + 3x2 − 5x + 1.

Đáp số. là y = −163 x + 83 . �

Ví dụ 1.18

Phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số y =
x3 − x + 4 là...

toicodongiuamotbiennguoi.wordpress.com

https://toicodongiuamotbiennguoi.wordpress.com


CÁC BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH 2018 Page 11 of 59
Ví dụ 1.19 ĐH năm 2017 Mã đề 101

Đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 − 9x + 1 có hai điểm cực trị A và B. Điểm nàodưới đây thuộc đường thẳng AB?
A. P(1; 0). B. M(0;−1). C. N(1;−10). D. Q(−1; 10).

Ví dụ 1.20 ĐH năm 2017 Mã đề 103

Đồ thị của hàm số y = −x3 + 3x2 + 5 có hai điểm cực trị A và B. Tính diệntích S của tam giácOAB với O là gốc tọa độ.
A. S = 9. B. S = 103 . C. S = 5. D. S = 10.

Ví dụ 1.21

Hàm số y = sin x − 2 cos x có bao nhiêu cực trị trên đoạn [−π, π]?
Ví dụ 1.22

Hàm số y = sin x − x có bao nhiêu cực trị trên đoạn [0, 10]?
1.5 Tìm điều kiện để hàm số đạt cực trị tại điểm cho trước

Bài toán 1.5 Tìm điều kiện của m để hàm số y = f (x) đạt cực trị tại x0.
• Điều kiện cần. Hàm số đạt cực trị tại x0 thì f ′(x0) = 0 hoặc f ′(x0) khôngxác định. Từ đó tìm được giá trị của m.
• Điều kiện đủ. Với m vừa tìm được, thay vào hàm số đã cho và tìm cựctrị của nó để kiểm tra. �

Ví dụ 1.23

Cho hàm số: y = 13x3 −mx2 + (m2 −m+ 1)x + 1. Xác định m để hàm số đạtcực đại tại điểm x = 1.
Cách 1. Ta có y′ = x2 − 2mx +m2 −m+ 1, y′′ = 2x − 2m.
• Điều kiện cần: Giả sử hàm số đạt cực đại tại x = 1. Suy ra f ′(1) = 0⇔ m =1, m = 2.
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• Điều kiện đủ:

+ Với m = 1 hàm số đã cho trở thành y = 13x3 − x2 + x + 1. Ta có bảngbiến thiên sau:
x −∞ 1 +∞

y′(x) + +
y
−∞%

43 %
+∞

Căn cứ vào bảng biến thiên ta thấy hàm số không đạt cực đại tại x = 1.Do đó, m = 1 không thỏa mãn yêu cầu.+ Với m = 2 hàm số đã cho trở thành y = 13x3 − 2x2 + 3x + 1. Ta có bảngbiến thiên:
x −∞ 1 3 +∞

y′(x) + 0 − 0 +
y −∞%

73
& 1%+∞

Ta thấy, khi m = 2 thì hàm số đạt cực đại tại x = 1.
Vậy giá trị cần tìm là m = 2. �

Cách 2. Ta xét hai trường hợp:
• Khi y′′(1) = 0⇔ m = 1 thì hàm số trở thành y = 13x3 − x2 + x + 1. Lập bảngbiến thiên như Cách 1 và khẳng định m = 1 không thỏa mãn yêu cầu.
• Khi y′′(1) 6= 0⇔ m 6= 1 thì hàm số đạt cực đại tại x = 1 khi và chỉ khi{

y′(1) = 0
y′′(1) < 0 ⇔ m = 2

Kết hợp hai trường hợp được đáp số m = 2. Vậy với m = 2 thì hàm số đã cho đạtcực đại tại x = 1. �

Ví dụ 1.24 ĐH năm 2017 Mã đề 102

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số y = 13x3−mx2 + (m2−4)x + 3 đạt cực đại tại x = 3.
A. m = 1. B. m = −1. C. m = 5. D. m− 7.
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Ví dụ 1.25

Tìm m để hàm số y = mx2+x+m
x−1 đạt cực đại tại x = 2.

Hướng dẫn. Tập xác định D = R. Ta có y′ = mx2−2mx−1−m(x−1)2 .
• Điều kiện cần: Giả sử hàm số đạt cực đại tại x = 2. Suy ra y′(2) = 0⇔ m =
−1.
• Điều kiện đủ: Khi m = −1 hàm số đã cho trở thành y = −x2+x−1

x−1 . Ta có bảngbiến thiên:
x −∞ 0 1 2 +∞

y′(x) − 0 + + 0 −

y
+∞

& 1%+∞
−∞%

−3
&−∞

Vậy với m = −1 thì hàm số đã cho đạt cực đại tại x = 2. �

1.6 Tìm điều kiện để hàm số có cực trị

Bài toán 1.6 Tìm điều kiện để hàm số y = f (x) có cực trị.

Tổng quát, muốn hàm số có cực trị thì đạo hàm phải có nghiệm và phải đổidấu khi đi qua nghiệm này. Ở đây chúng ta xét ba loại hàm thường gặp.
• Hàm số bậc ba y = ax3 + bx2 + cx + d, với a 6= 0, thì đạo hàm y′ làtam thức bậc hai nên có hai khả năng:+ Phương trình y′ = 0 vô nghiệm hoặc có nghiệm kép thì hàm sốkhông có trị.+ Phương trình y′ = 0 có hai nghiệm phân biệt thì hàm số có haiđiểm cực trị.Như vậy, hàm số bậc ba chỉ có hai tình huống không có cực trị và có

cực trị, nếu có thì sẽ có hai điểm cực trị, gồm một điểm cực đại và mộtđiểm cực tiểu.
• Hàm số bậc bốn trùng phương y = ax4 +bx2 +c, với a 6= 0, thì phươngtrình y′ = 0 tương đương với[

x = 0
x2 = − b2a . (∗)Phương trình y′ = 0 này luôn có nghiệm x = 0 nên ta có hai khả năng:
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+ Phương trình (∗) vô nghiệm hoặc có nghiệm kép, nghiệm kép nàycũng bằng 0, thì hàm số có một điểm cực trị.+ Phương trình (∗) có hai nghiệm phân biệt, thì hàm số có ba điểmcực trị.

Như vậy, hàm số bậc bốn trùng phương luôn luôn có cực trị, có thể cómột hoặc ba điểm cực trị.
• Hàm số phân thức bậc nhất trên bậc nhất thì không có cực trị. �

Ví dụ 1.26

Tìm điều kiện để hàm số y = x2+2mx+1
x−1 có cực trị?

Hướng dẫn. Điều kiện xác định x 6= 1. Ta có y′ = x2−2x−2m−1(x−1)2 nên
y′ = 0⇔ x2 − 2x − 2m− 1(x − 1)2 = 0⇔ {

x 6= 1
x2 − 2x − 2m− 1 = 0 (∗)

Đặt g(x) = x2 − 2x − 2m− 1. Hàm số đã cho có cực trị khi và chỉ khi phương trình(∗) có hai nghiệm phân biệt khác 1
⇔
{ ∆′ > 0
g(1) 6= 0 ⇔

{ 2m+ 2 > 0
−2m− 2 6= 0 ⇔

{
m > −1
m 6= −1 ⇔ m > −1

Vậy với m > −1 thì hàm số có cực đại và cực tiểu. �

Ví dụ 1.27

Tìm điều kiện để hàm số y = x3 − 3x2 +mx +m− 1 có cực trị?
Hướng dẫn. Ta có y′ = 3x2 − 6x +m nên

y′ = 0⇔ 3x2 − 6x +m = 0 (1)
Hàm số có cực trị khi và chỉ khi phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt

⇔ ∆′ = 9− 3m > 0⇔ m < 3
Vậy với m < 3 thì hàm số luôn có cực đại và cực tiểu. �
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Ví dụ 1.28

Tìm điều kiện để hàm số y = x4 − 2(m+ 1)x2 −m có cực đại, cực tiểu?
Hướng dẫn. Ta có y′ = 4x3 − 4(m+ 1)x = 4x(x2 −m− 1) nên

y′ = 0⇔ 4x(x2 −m− 1) = 0⇔ [
x = 0
x2 = m+ 1 (∗)

Do đó, hàm số có cực đại và cực tiểu khi và chỉ khi phương trình (∗) có hai nghiệmphân biệt khác 0
⇔ m+ 1 > 0⇔ m > −1Vậy với m < −1 thì hàm số luôn có cực đại và cực tiểu. �

Ví dụ 1.29 ĐH Khối B năm 2002

Tìm m để hàm số y = mx4 + (m2 − 9)x2 + 10 có ba điểm cực trị?
Đáp số. m < −3 hoặc 0 < m < 3. �

Ví dụ 1.30

Cho hàm số y = f (x) có đạo hàm y′ = x2 −√12x + 14 (b+ 3a) , ∀x ∈ R. Biếtrằng hàm f (x) số luôn có hai cực trị với a, b là các số nguyên không âm thỏamãn 3b− a 6 6. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức P = 2a+ b.
A. 1. B. 9. C. 8. D. 6.

Hướng dẫn. Ta có y′ = x2 − √bx − 34a + 3. Hàm số luôn có hai cực trị khi và chỉkhi ∆ > 0⇔ 12− b− 3a > 0.Như vậy các số nguyên a và b thỏa mãn các điều kiện sau
a > 0
b > 03b− a 6 6
b+ 3a < 12

Biểu diễn các bất phương trình này lên hệ trục tọa độ Oab ta sẽ được miền tứ giác
OABC với O (0; 0) , A (0; 2) , B (3; 3) , C (4; 0). Trong số các điểm có tọa độ nguyênthuộc miền tứ giác OABC thì có điểm M (3; 2) làm biểu thức P đạt giá trị lớn nhất,và giá trị lớn nhất đó là Pmax = 2.3 + 2 = 8. �
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1.7 Tìm điều kiện để hàm số có cực trị thỏa mãn yêu cầu cho trước

Bài toán 1.7
Tìm điều kiện để hàm số y = f (x) có cực trị thỏa mãn yêu cầu cho
trước.

Đối với bài toán này, trước tiên ta tìm điều kiện để hàm số có cực trị đã. Sau đó,nếu phương trình y′ = 0 có nghiệm đẹp thì ta tìm cụ thể các nghiệm này, nếu khôngthì gọi các nghiệm là x1, x2 và sử dụng Viète.
Ví dụ 1.31 CĐ năm 2009

Tìm m để hàm số y = x3 − (2m− 1)x2 + (2−m)x + 2 có cực đại, cực tiểu vàcác điểm cực đại, cực tiểu có hoành độ dương?
Hướng dẫn. Tập xác định D = R.Có y′ = 3x2 − 2(2m− 1)x + (2−m) nên phương trình y′ = 0 tương đương với

3x2 − 2(2m− 1)x + (2−m) (2)
Hàm số đã cho có cực đại, cực tiểu và các điểm cực đại, cực tiểu có hoành độ dương
⇔ phương trình (2) có hai nghiệm dương phân biệt

⇔


∆′ > 0
S > 0
P > 0 ⇔


(2m− 1)2 − 3(2−m) > 02m− 1 > 02−m > 0 ⇔ 54 < m < 2

Vậy đáp số cần tìm là 54 < m < 2. �

Ví dụ 1.32 ĐH Khối D năm 2012

Tìm m để hàm số y = 23x3−mx2−2 (3m2 − 1) x+ 23 có hai điểm cực trị x1, x2thỏa mãn x1x2 + 2(x1 + x2) = 1
Hướng dẫn. Có y′ = 2x2− 2mx − 2(3m2− 1) nên phương trình y′ = 0 tương đươngvới 2x2 − 2mx − 2(3m2 − 1) (3)Hàm số đã cho có hai điểm cực trị ⇔ phương trình (3) có hai nghiệm phân biệt

⇔ ∆′ > 0⇔ m ∈ (−∞,− 2√13) ∪ ( 2√13 ,+∞)
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Khi đó, x1, x2 là nghiệm của phương trình (3) và theo Viète ta có x1 + x2 = m và
x1x2 = 1− 3m2 Do đó, yêu cầu của đề bài x1x2 + 2(x1 + x2) = 1 tương đương với

1− 3m2 + 2m = 1⇔ m = 23 hoặc m = 0
Kết hợp điều kiện được đáp số m = 23 . �

Ví dụ 1.33

Tìm m để đồ thị hàm số y = 13x3 − (m− 2)x2 + (m− 2)x + 13m2 có hai điểmcực trị nằm về phía bên phải trục tung?
1. m > 2
2. m > 3 ∨m < 2

3. m > 3
4. m < 2

Hướng dẫn. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, những điểm nằm về bên phải trục tungnghĩa là những điểm này có đặc điểm gì? Đồ thị hàm số có hai điểm cực trị nằmvề bên phải trục tung nghĩa là hoành độ của chúng dương? Hoành độ tìm được từđâu?Mở rộng bài toán, hai điểm cực trị nằm về bên trái trục tung, nằm về hai phía đốivới trục tung. �

Ví dụ 1.34

Chứng minh rằng với mọi m 6= 0 thì đồ thị hàm số y = mx3−3mx2+3 (m− 1)luôn có hai điểm cực trị. Giả sử hai điểm cực trị này là A,B. Tìm m để2AB2 − (OA2 +OB2) = 20 với O là gốc tọa độ.
Hướng dẫn. Chỉ ra A(0, 3m− 3) và B(2,−m− 3) và tìm được m = 1, m = −1711 . �

Ví dụ 1.35

Cho hàm số y = x4 − 2m2x2 + 1. Xác định m để hàm số có 3 điểm cực trị là3 đỉnh của tam giác vuông cân.
Hướng dẫn. Ta có y′ = 4x3 − 4m2x = 4x(x2 −m2) nên

y′ = 0⇔ [
x = 0
x2 −m2 = 0 (∗)
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Hàm số có ba điểm cực trị ⇔ Phương trình (∗) có hai nghiệm phân biệt khác 0
⇔ m 6= 0Khi đó, ba điểm cực trị của đồ thị hàm số là

A(0; 1), B(m;−m4 + 1), C (−m;−m4 + 1)
Ta có

−→AB = (m;−m4)⇒ AB =√m2 +m8
−→AC = (−m;−m4)⇒ AC =√m2 +m8

Vì ∆ABC cân tại A nên 3 điểm cực trị của đồ thị tạo thành một tam giác vuông cânkhi và chỉ khi
−→AB ⊥ −→AC ⇔ −→AB.−→AC = 0⇔ −m2 +m8 = 0⇔ m2(m6 − 1) = 0⇔ [

m = 0
m = ±1

Đối chiếu với điều kiện, được đáp số m = ±1. �

Ví dụ 1.36

Tìm các giá trị của m để hàm số y = 13x3− 12mx2 + (m2 − 3) x có cực đại x1,cực tiểu x2 và x1, x2 là độ dài các cạnh góc vuông của một tam giác vuông cóđộ dài cạnh huyền bằng √52 .
Hướng dẫn. Tập xác định D = R.Có y′ = x2 −mx +m2 − 3 nên y′ = 0⇔ x2 −mx +m2 − 3 = 0Vì y′ là một tam thức bậc hai nên hàm số có cực đại x1, cực tiểu x2 thỏa yêu cầubài toán khi và chỉ khi phương trình y′ = 0 có 2 nghiệm dương phân biệt

⇔


∆ > 0
S > 0
P > 0 ⇔


4−m2 > 0
m > 0
m2 − 3 > 0 ⇔

√3 < m < 2
Khi đó, áp dụng Viète ta được
x21 + x22 = 52 ⇔ 2(x1 + x2)2 − 4x1x2 = 5⇔ 2m2 − 4(m2 − 3) = 5⇔ m = ±√142

Đối chiếu điều kiện ở trên ta có giá trị m = √142 thỏa yêu cầu bài toán �
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Ví dụ 1.37

Tìm m để đồ thị hàm số y = −x3 + 3mx2− 3m− 1 có cực đại và cực tiểu đốixứng nhau qua đường thẳng d : x + 8y− 74 = 0.
Hướng dẫn. Có y′ = −3x2 + 6mx = 0 nên đồ thị hàm số có cực trị khi và chỉ khi
m 6= 0. Suy ra, một điểm cực trị của đồ thị hàm số là A(0;−3m − 1). Yêu cầu bàitoán tương đương với trung điểm I của hai điểm cực trị của đồ thị hàm số phải nằmtrên đường thẳng d và IA ⊥ d. Mà I cũng chính là điểm uốn của đồ thị hàm số, nêncó I(m; 2m3 − 3m− 1). Do đó, điều kiện cần và đủ là{−→AI · ~ud = 0

m+ 8(2m3 − 3m− 1)− 74 = 0
Từ đó tìm được m = 2. �

Lưu ý 1.8

Ba điểm cực trị của đồ thị hàm số bậc bốn trùng phương luôn tạo thành mộttam giác cân.
Ví dụ 1.38 ĐH Khối A năm 2012

Tìm m để ba điểm cực trị của đồ thị hàm số y = x4 − 2(m + 1)x2 +m2 tạothành ba đỉnh của một tam giác vuông.
Hướng dẫn. Ta có y′ = 4x3 − 4(m+ 1)x = 4x(x2 −m− 1). Do đó, đồ thị hàm số cóba điểm cực trị ⇔ m > −1. Khi đó, ba điểm cực trị của đồ thị hàm số là

A(0, m2), B(√m+ 1,−2m− 1) và C (−√m+ 1,−2m− 1)
Suy ra −→AB = (−√m+ 1,−(m+1)2),−→AC = (√m+ 1,−(m+1)2). Nhận thấy tam giác
ABC cân tại A nên tam giác ABC vuông khi và chỉ khi

−→AB.−→AC = ~0⇔ (m+ 1)4 − (m+ 1) = 0⇔ m = 0 hoặc m = −1
Kết hợp điều kiện được đáp số m = 0. �
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Ví dụ 1.39

Tìm m để đồ thị hàm số y = x4 − 2(m − 2)x2 + m2 − 5m + 5 có cực đại vàcực tiểu, đồng thời các điểm này tạo thành một tam giác đều.
Hướng dẫn. Có y′ = 4x3− 4(m− 2)x = 0⇔ x = 0∨ x2 = m− 2. Suy ra, đồ thị hàmsố có cực đại và cực tiểu

⇔ m− 2 > 0⇔ m > 2.Khi đó, ba điểm cực trị là A(0, m2−5m+5), B(√m− 2, 1−m) và C (−√m− 2, 1−m)tạo thành một tam giác cân tại A. Do đó, yêu cầu bài toán tương đương với
Â = 60◦ ⇔ cosA = 12 ⇔

−→AB · −→AC∣∣∣−→AB∣∣∣ · ∣∣∣−→AC ∣∣∣ = 12
Từ đó tìm được đáp số m = 2 + 3√3. �

Ví dụ 1.40

Cho hàm số y = x4 − 2mx2 + 2m2 − 4, m là tham số thực. Xác định m để đồthị hàm số đã cho có 3 cực trị tạo thành một tam giác có diện tích bằng 1.
Hướng dẫn. TXĐ: D = R.Ta có y′ = 4x3 − 4mx , nên y′ = 0⇔ 4x3 − 4mx = 0⇔ [

x = 0
x2 = mSuy ra, đồ thị hàm số có ba điểm cực trị khi và chỉ khi m > 0.Khi đó ba điểm cực trị của đồ thị hàm số là

A(0; 2m2 − 4);B(√m;m2 − 4);C (−√m;m2 − 4).
Ta thấy B,C đối xứng qua Oy và A thuộc Oy nên ∆ABC cân tại A. Do đó, gọi Hlà trung điểm BC thì AH ⊥ BC và có

S∆ABC = 12AH.BC ⇔ 2 = |yB − yA| . |2xB| ⇔ 2 = 2m2√m⇔ m = 1.
Đối chiếu với điều kiện được m = 1 là giá trị cần tìm. �

Ví dụ 1.41

Tìm m để ba điểm cực trị của đồ thị hàm số y = x4 +2mx2−m−1 tạo thànhmột tam giác có diện tích bằng 4√2.
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Hướng dẫn. Hàm số có 3 điểm cực trị khi và chỉ khi m < 0. Khi đó, ba điểm cực trịlà

A(0;−m− 1), B(√−m;−m2 −m− 1), C (−√−m;−m2 −m− 1).Gọi I là trung điểm BC thì
S∆ABC = 4√2⇔ 12 IA.BC = 4√2⇔ m = −2.

So sánh điều kiện được đáp số m = −2. �

Ví dụ 1.42

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số y = x4 +2mx2 +1có ba điểm cực trị tạo thành một tam giác vuông cân.
A. m = −13√9 . B. m = −1. C. m = 13√9 . D. m = 1.

Hướng dẫn. Trước tiên ta tìm điều kiện để đồ thị hàm số có ba điểm cực trị, tức làphương trình y′ = 0 phải có ba nghiệm phân biệt.
y′ = 0⇔ 4x(x2 +m) = 0⇔ [

x = 0
x2 = −m

Do đó, phương trình y′ = 0 có ba nghiệm phân biệt khi và chỉ khi −m > 0⇔ m < 0.Lúc này, ta đã loại được hai phương án C và D và đồng thời tính được toạ độ bađiểm cực trị là
A(0; 1), B(−√−m;−m2 + 1), C (√−m;−m2 + 1)

Từ đó tìm được −→AB = (−√−m;−m2),−→AC = (√−m;−m2). Rõ ràng tam giác ABC chỉcó thể vuông cân tại A, tức là −→AB · −→AC = 0.
m+m4 = 0⇔ m = −1.

So sánh điều kiện được đáp số cuối cùng là m = −1. �

Bài này sau khi loại được hai phương án C và D, ta cũng có thể chọn một phươngán (nên chọn phương án m = −1) để thay vào và tìm cụ thể toạ độ các điểm cựctrị, rồi kiểm tra xem có tạo thành một tam giác vuông hay không. Cách này có vẻsẽ nhanh hơn.
Ví dụ 1.43

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm số y = 13x3−mx2 + (m2 +
m− 1)x đạt cực trị tại hai điểm x1, x2 thỏa mãn |x1 + x2| = 4.
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A. m = 2. B. m ∈ ∅. C. m = −2. D. m = ±2.

Bài này có thể làm xuôi, tức là tìm ra giá trị của m rồi so sánh với các phương án.Hoặc, chủ động thay các giá trị của m trong các phương án vào và kiểm tra. Chúngta sẽ cùng tìm hiểu cả hai cách.
Cách 1. Ta có y′ = x2 − 2mx + m2 + m − 1. Hàm số có hai cực trị khi và chỉ khiphương trình y′ = 0 có hai nghiệm phân biệt. Điều kiện cần và đủ là

∆′ = m2 − (m2 +m− 1) > 0⇔ m < 1.
Khi đó, phương trình y′ = 0 có hai nghiệm phân biệt x1, x2. Theo Viète có x1 + x2 =
−b/a = m, nên yêu cầu bài toán trở thành |2m| = 4 ⇔ m = ±2. So sánh với điềukiện được đáp số m = −2. �

Cách 2. Ta sẽ lần lượt thử với m = 2 và m = −2. Với m = 2 hàm số trở thành
y = 13x3 − 2x2 + 5x

Có y′ = x2−4x+5. Phương trình y′ = 0 vô nghiệm nên loại m = 2. Với m = −2 thìlàm tương tự ta thấy thỏa mãn yêu cầu. Tóm lại, chúng ta chọn đáp án m = −2. �
Ví dụ 1.44

Tìm tất cả các giá trị thực của m sao cho đồ thị hàm số y = x4 − 2mx2 +2m+m4 có ba điểm cực trị tạo thành một tam giác đều.
A. m = 0. B. m = 3√3. C. m = − 3√3. D. m = √3.

Ví dụ 1.45

Cho hàm số y = x4 −mx2 + 2m− 1 có đồ thị là (Cm). Tìm tất cả các giá trịthực của tham số m để (Cm) có 3 điểm cực trị cùng với gốc tọa độ tạo thànhmột hình thoi.
A. m = ±1 +√2. B. m = 2±√2 C. m = 4±√2. D. m ∈ ∅.

Hướng dẫn. Đồ thị hàm số đã cho có 3 điểm cực trị khi và chỉ khi m > 0. Khi đó,ta có ba điểm cực trị của đồ thị hàm số là
A (0; 2m− 1) , B(√m2 ;−m24 + 2m− 1) , C (−√m2 ;−m24 + 2m− 1) .
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Yêu cầu bài toán tương đương với OB = AB ⇔ m416 = (

−m24 + 2m− 1)2
⇔ m =2±√2. �

Ví dụ 1.46

Tìm các giá trị của tham số m để hàm số y = 13x3+(m+3)x2+4(m+3)x+m2−mcó các điểm cực trị x1, x2 thỏa mãn điều kiện −1 < x1 < x2
A. (−∞;−2)
B.

(
−72 ;−2)

C. (−∞;−3) ∪ (1; +∞)
D.
(
−72 ;−3)

Hướng dẫn. Ta có y′ = x2 + 2(m+ 3)x + 4(m+ 3). Hàm số có hai điểm cực trị khivà chỉ khi phương trình y′ = 0 có hai nghiệm phân biệt. Điều kiện cần và đủ là∆ > 0⇔ m ∈ (−∞;−3) ∪ (1; +∞).Khi đó, giả sử hai điểm cực trị là x1, x2 thì theo Viète ta có{
x1 + x2 = −2(m+ 3)
x1 · x2 = 4(m+ 3)

Mặt khác, điều kiện −1 < x1 < x2 có thể viết lại thành{ (x1 + 1)(x2 + 1) > 0
x1 + x2 > −2

Giải hệ phương trình này được m ∈ (−72 ;−2). Kết hợp điều kiện ta được đáp số
m ∈

(
−72 ;−3). �

Nhận xét. Thực ra, bài này có thể sử dụng định lý đảo về dấu tam thức bậc hai.Yêu cầu bài toán tương đương với phương trình y′ = 0 có hai nghiệm phân biệt vàsố −1 nằm bên trái khoảng hai nghiệm. Điều kiện cần và đủ là
∆ > 0
a · f (−1) > 0
−1 < S2Giải hệ này cũng tìm được đáp số như trên. �

Lưu ý 1.9 Định lý đảo về dấu tam thức bậc hai

Xét tam thức f (x) = ax2 + bx + c với a 6= 0 và một số thực ε. Khi f (x) có hainghiệm phân biệt x1, x2, giả sử thêm rằng x1 < x2, thì
• x1 < ε < x2 ⇔ a · f (ε) < 0, tức là số ε nằm trong khoảng hai nghiệm.
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• ε < x1 < x2 ⇔


∆ > 0
a · f (ε) > 0,
ε < S2

tức là số ε nằm ngoài, ở bên trái
khoảng hai nghiệm.
• x1 < x2 < ε ⇔


∆ > 0
a · f (ε) > 0,
ε < S2

tức là số ε nằm ngoài, ở bên phải
khoảng hai nghiệm.

Tương tự, ta cũng có
x1 6 ε 6 x2 ⇔ a · f (ε) 6 0

1.8 Tiệm cận của đồ thị hàm số

Bài toán 1.8 Tiệm cận của đồ thị hàm số

Đường thẳng x = x0 được gọi là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số nếu
lim
x→x0 y =∞

Đường thẳng y = y0 được gọi là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số nếu
lim
x→∞

y = y0 6=∞
Chú ý rằng, trong các công thức trên không cần phân biệt +∞ hay −∞.

Lưu ý 1.10

Để tính được các giới hạn trong bài toán tiệm cận, chủ yếu dùng hai côngthức sau.
• lim 1

∞ = 0 và lim 10 =∞.
• Quy tắc L’Hospital để khử các dạng vô định

lim f (x)
g(x) = lim f ′(x)

g′(x)
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Lưu ý 1.11

Chú ý rằng một đường tiệm cận vẫn có thể cắt đồ thị hàm số, ví dụ hàm số
y = x+3√

x2+1 có tiệm cận ngang là đường thẳng y = 1, nhưng vẫn cắt đườngtiệm cận ngang này tại x = −43 .
Ví dụ 1.47 Đề thử nghiệm 2017

Đường thẳng nào dưới đây là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y = 2x+1
x+1 .

A. x = 1. B. y = −1. C. y = 2. D. x = −1.
Ví dụ 1.48 ĐH năm 2017 Mã đề 101

Tìm số tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y = x2−3x−4
x2−16 .

A. 2. B. 3. C. 1. D. 0.
Hướng dẫn. Trước hết ta cần phải xác định rõ yêu cầu, ở đây là tìm số tiệm cậnđứng, do đó ta sẽ đi tính các giới hạn dạng lim

x→x0 f (x) trong đó x0 là nghiệm củamẫu. �

Ví dụ 1.49 ĐH năm 2017 Mã đề 104

Đồ thị hàm số y = x−2
x2−4 có bao nhiêu tiệm cận?

A. 2. B. 3. C. 1. D. 0.
Hướng dẫn. Rõ ràng, ở câu này, chúng ta phải tìm cả tiệm cận đứng và tiệm cậnngang. Tức là phải đi tính cả các giới hạn dạng lim

x→∞
f (x) và lim

x→x0 f (x). �

Ví dụ 1.50 ĐH năm 2017 Mã đề 102

Tìm số tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y = x2−5x+4
x2−1 .

A. 2. B. 3. C. 1. D. 0.
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Hướng dẫn. Trước hết ta cần phải xác định rõ yêu cầu, ở đây là tìm số tiệm cậnđứng, do đó ta sẽ đi tính các giới hạn dạng lim

x→x0 f (x) trong đó x0 là nghiệm củamẫu. �

Ví dụ 1.51 ĐH năm 2017 Mã đề 103

Đồ thị của hàm số nào trong các hàm số dưới đây có tiệm cận đứng?
A. y = 1√

x .

B. y = 1
x2+x+1 .

C. y = 1
x4+1 .

D. y = 1
x2+1 .

Hướng dẫn. Ta cần lần lượt đi tính các giới hạn lim
x→x0 f (x) trong đó f (x) lần lượt làcác hàm đã cho ở bốn phương án. Nhưng muốn có giới hạn này, phải tìm được cácsố x0, do đó, mục tiêu của ta là đi tìm xem trong các hàm số đã cho, hàm số nào cósố x0 làm cho mẫu không xác định. Hiển nhiên, ở đây chỉ có hàm số y = 1√

x . �

Ví dụ 1.52

Tìm tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y = x+3√
x2+1 .

Hướng dẫn. Chúng ta thấy bậc cao nhất của cả tử và mẫu là 1, nên ta chia cả tửvà mẫu cho x được
lim

x→+∞ x + 3√
x2 + 1 = lim

x→+∞ 1 + 1
x√1 + 1
x2

= 1
lim

x→−∞
x + 3√
x2 + 1 = lim

x→−∞

1 + 1
x

−
√1 + 1

x2
= −1

Suy ra, đồ thị hàm số có hai đường tiệm cận ngang là y = 1 và y = −1. �

Trong ví dụ trên, chúng ta không thể tính chung khi x → ∞ được. Mà phải phânbiệt khi x → +∞ và x → −∞ vì với mỗi một trường hợp, ta có thể thu được mộttiệm cận ngang khác nhau.
Ví dụ 1.53 Đề minh hoạ 2017

Cho hàm số y = f (x) có lim
x→+∞ f (x) = 1 và lim

x→−∞
f (x) = −1. Khẳng định nàosau đây là khẳng định đúng?
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A. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận ngang.
B. Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận ngang.
C. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng y = 1và y = −1.
D. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là các đường thẳng x = 1và x = −1.

Ví dụ 1.54

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số y = 2x2−3x+m
x−mkhông có tiệm cận đứng.

A. m = 0. B. m = 0;m =1. C. m = 1. D. m ∈ ∅.
Hướng dẫn. Nghiệm của mẫu số là x = m. Yêu cầu bài toán tương đương với tử sốphải có nghiệm là m. Từ đó tìm được đáp số m = 0, m = 1. �

Ví dụ 1.55

Tìm tất cả các giá trị thực của m để đồ thị hàm số y = x2+2√
mx4+3 có hai đườngtiệm cận ngang.

A. m = 0. B. m < 0. C. m > 0. D. m > 3.
Ví dụ 1.56

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đường tiệm cận đứng, tiệm cậnngang của đồ thị hàm số y = 2mx+m
x−1 cùng với hai trục tọa độ tạo thành mộthình chữ nhật có diện tích bằng 8?

A. m = 2. B. m = ±12 . C. m = ±4. D. m 6= ±2.
Hướng dẫn. Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng là đường thẳng x = 1, tiệm cận nganglà đường thẳng y = 2m. Hai đường thẳng này cùng với hai trục toạ độ tạo thànhmột hình chữ nhật có các cạnh bằng 1 và |2m|. Do đó, diện tích hình chữ nhật nàybằng 8 tương đương với |2m| = 8⇔ m = ±4. �
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Ví dụ 1.57

Tìm phương trình các đường tiệm cận của đồ thị hàm số hàm số y = f (x) =
x+1√
x2−4 .

Hướng dẫn. Đồ thị hàm số có hai tiệm cận ngang y = ±1 và hai tiệm cận đứng
x = ±2. �

Ví dụ 1.58

Đồ thị hàm số y = √
x2+2x
x−2 có bao nhiêu đường tiệm cận?

Hướng dẫn. Rõ ràng đồ thị hàm số đã cho có tiệm cận đứng là đường thẳng x = 2.Để tìm các tiệm cận ngang, ta đi tính các giới hạn lim
x→+∞ f (x) và lim

x→−∞
f (x), từ đótìm được thêm hai tiệm cận ngang nữa. Như vậy, đồ thị hàm số đã cho có ba đườngtiệm cận. �

Ví dụ 1.59 Đề thử nghiệm 2017

Tìm tất cả các tiệm cận đứng của đồ thị hàm số
y = 2x − 1−√x2 + x + 3

x2 − 5x + 6
A. x = −3 và x = −2.
B. x = −3.

C. x = 3 và x = 2.
D. x = 3.

Ví dụ 1.60 Đề tham khảo 2017

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như hình vẽ dưới đây. Hỏi đồ thịcủa hàm số đã cho có bao nhiêu đường tiệm cận?
x −∞ −2 0 +∞

y′(x) + −

y −∞%
+∞ 1

& 0
A. 1. B. 2. C. 3. D. 4.
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Ví dụ 1.61

Tìm m để đồ thị hàm số y = f (x) = 2x2−3x+m
x−m không có tiệm cận đứng.

Đáp số. m = 0;m = 1 �

Ví dụ 1.62 Đề minh hoạ 2017

Tìm m sao cho đồ thị hàm số y = x+1√
mx2+1 có hai tiệm cận ngang.

Đáp số. m > 0. �

Ví dụ 1.63

Đồ thị hàm số y = ln(x−1)
x2+x có bao nhiêu đường tiệm cận?

Hướng dẫn. Ta thấy ngay, đồ thị hàm số có một đường tiệm cận đứng là đườngthẳng x = 1. Chúng ta sẽ sử dụng quy tắc L’Hospital để tính giới hạn, từ đó tìmđược tiệm cận ngang – nếu có – của đồ thị hàm số. Ta có
lim

x→+∞ ln (x − 1)
x2 + x = lim

x→+∞ (ln(x − 1))′(x2 + x)′ = lim
x→+∞

1
x−12x + 1 = lim

x→+∞ 1(x − 1)(2x + 1) = 0
Suy ra, đồ thị hàm số có một tiệm cận ngang là đường thẳng y = 0. Và do đó, nócó hai đường tiệm cận. �

Ví dụ 1.64

Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số y = x + 1√
m2x2 +m− 1có bốn đường tiệm cận.

A. m ∈ (1; +∞).
B. m ∈ (−∞; 1) \{0; −1±√52 }.

C. m ∈ (−∞; 1).
D. m ∈ (−∞; 0).
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Hướng dẫn. Nếu m = 0 thì hàm số không xác định. Do đó, điều kiện trước tiên là
m 6= 0. Khi đó có

lim
x→+∞y = lim

x→+∞ 1 + 1
x√

m2 + m−1
x2

= 1√
m2 ; lim

x→−∞
y = lim

x→−∞

1 + 1
x

−
√
m2 + m−1

x2
= − 1√

m2
Suy ra đồ thị hàm số có hai đường tiệm cận ngang.Đồ thị hàm số có hai đường tiệm cận đứng khi và chỉ khi phương trình m2x2 = 1−mcó 2 nghiệm phân biệt và khác −1. Điều kiện cần và đủ là m2 +m− 1 6= 01−m > 0

m 6= 0 ⇔

 m < 1
m 6= −1±√52
m 6= 0

Như vậy, ta chọn phương án B. �

1.9 Tiếp tuyến của đồ thị hàm số

Bài toán 1.9 Viết phương trình tiếp tuyến ∆ của đồ thị hàm số (C) : y = f (x).
Chúng ta xét ba tình huống:
• Biết tiếp điểm là M(x0;y0) thì tính f ′(x0) và thay luôn vào phương trình

y− y0 = f ′(x0)(x − x0) (4)
• Biết hệ số góc bằng k . Gọi tiếp điểm là M(x0;y0) và đi giải phươngtrình

f ′(x0) = ktìm được x0 rồi thay vào phương trình (4).
• Biết tiếp tuyến đi qua điểm A(a, b), chú ý rằng điểm này không biết cólà tiếp điểm hay không. Khi đó ta thực hiện các bước:

+ Gọi tiếp điểm là M(x0;y0), lưu ý là y0 = f (x0).+ Tính đạo hàm và suy ra hệ số góc của tiếp tuyến là f ′(x0), từ đóviết được phương trình tiếp tuyến có dạng y− y0 = f ′(x0)(x − x0).+ Vì tiếp tuyến đi qua A(a, b) nên ta có phương trình
b− f (x0) = f ′(x0)(a− x0)

Giải phương trình trên, tìm được x0 và từ đó viết được phương trìnhtiếp tuyến cần tìm.
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Lưu ý 1.12

• Cho đường thẳng ∆ : y = ax + b thì
+ a là hệ số góc, được tính bởi a = tanα - trong đó α là góc tạobởi tia Ox và đường thẳng ∆ lấy theo chiều dương;+ b là hệ số tự do.

• Hai đường thẳng song song nếu hệ số góc bằng nhau và hệ số tự dokhác nhau.
• Hai đường thẳng vuông góc nếu tích các hệ số góc của chúng bằng −1.

Ví dụ 1.65

Tìm hệ số góc của tiếp tuyến với đồ thị hàm số y = f (x) = x3 − 1 tại giaođiểm của đồ thị hàm số với trục tung.
Ví dụ 1.66 CĐ2010

Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = x3 + 3x2 − 1 tại điểm cóhoành độ bằng −1.
Đáp số. y = −3x − 2. �

Ví dụ 1.67 D2005

Cho hàm số y = 13x3− m2 x2 + 13 có đồ thị là (Cm) và điểm M ∈ (Cm), biết rằng
xM = −1, tìm m để tiếp tuyến tại M song song với đường thẳng 5x − y = 0.

Đáp số. m = 4. �

Ví dụ 1.68

Cho hàm số y = −x4 + 2mx2 − 2m + 1.Tìm m để các tiếp tuyến với đồ thịhàm số tại các điểm A(1; 0), B(−1; 0) vuông góc với nhau.
Đáp số. m = 54 ; m = 34 . �
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Ví dụ 1.69

Tìm a và b để đồ thị hàm số y = ax+b
x−1 cắt trục Oy tại điểm M(0;−1) đồngthời tiếp tuyến với đồ thị hàm số tại M có hệ số góc k = 3.

Đáp số. a = −4;b = 1. �

Ví dụ 1.70

Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 + 2 biết tiếptuyến song song với đường thẳng có phương trình y = 2016− 3x
Hướng dẫn. Gọi tiếp điểm là M(x0, y0) thì hệ số góc của tiếp tuyến là f ′(x0) =3x20 − 6x0. Vì tiếp tuyến song song với đường thẳng y = 2016− 3x nên

3x20 − 6x0 = −3
⇔ x0 = 1

Do đó y0 = 0 và phương trình tiếp tuyến là y = −3x + 3. �

Ví dụ 1.71

Giả sử M là một điểm có tung độ bằng 5, thuộc đồ thị (C ) của hàm số
y = 2x+1

x−1 . Tiếp tuyến của (C) tại M cắt các trục toạ độ Ox,Oy lần lượt tại Avà B. Hãy tính diện tích tam giác OAB.
A. 1216 B. 1196 C. 1236 D. 1256

Ví dụ 1.72

Tìm tất cả các giá trị m sao cho trên đồ thị
(Cm) : y = 13mx3 + (m− 1)x2 + (4− 3m)x + 1

tồn tại đúng hai điểm có hoành độ dương mà tiếp tuyến tại đó vuông góc vớiđường thẳng (d) : x + 2y− 3 = 0.
Hướng dẫn. Ta có y′ = mx2 + 2(m − 1)x + 4 − 3m. Gọi M(x0, y0) là tiếp điểm cầntìm thì tiếp tuyến tại M vuông góc với đường thẳng (d) : x + 2y− 3 = 0 khi và chỉkhi phương trình y′(x0) · (−12) = −1 có đúng hai nghiệm dương phân biệt. Nghĩa là
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phương trình mx2 + 2(m− 1)x + 2− 3m = 0 có hai nghiệm dương phân biệt. Điềukiện cần và đủ là

m 6= 0∆′ > 0
S > 0
P > 0

⇔


m 6= 04m2 − 4m+ 1 > 0
m−1
m < 02−3m
m > 0

⇔


m 6= 0
m 6= 120 < m < 10 < m < 23

⇔
[ 0 < m < 1212 < m < 23

Vậy m ∈ (0; 12) ∪ (12 ; 23) là các giá trị cần tìm. �

Ví dụ 1.73

Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = 2x
x−2 biết tiếp tuyến cắt

Ox,Oy lần lượt tại A,B mà tam giác OAB thỏa mãn AB = OA
√2.

Hướng dẫn. Giả sử M(x0;y0), với x0 6= 2, là một điểm thuộc đồ thị hàm số. Phươngtrình tiếp tuyến d của đồ thị hàm số tại điểm M có dạng:
y− 2x0

x0 − 2 = −4(x0 − 2)2 (x − x0).
Do tiếp tuyến cắt các trục Ox,Oy tại các điểm A,B và tam giác OAB có AB = OA

√2nên tam giác OAB vuông cân tại O. Khi đó tiếp tuyến d tạo với tia Ox một góc 45◦hoặc 135◦.
• Tiếp tuyến d tạo với tia Ox một góc 45◦, thì hệ số góc của tiếp tuyến là 1. Dođó, ta có phương trình y′(x0) = 1⇔ −4(x0−2)2 = 1. Phương trình này vô nghiệm.
• Tiếp tuyến d tạo với tia Ox một góc 135◦, thì hệ số góc của tiếp tuyến là −1.Do đó, ta có phương trình

y′(x0) = 1⇔ −4(x0 − 2)2 = −1⇔ [
x0 = 0
x0 = 4

Từ đó tìm được, phương trình tiếp tuyến là [ d : y = −x
d : y = −x + 8

Đường thẳng y = −x đi qua gốc tọa độ nên bị loại. Như vậy chỉ có một tiếp tuyếnthỏa yêu cầu bài toán là d : y = −x + 8. �
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Ví dụ 1.74

Cho hàm số y = x−2
x+1 . Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị biết tiếp tuyếncắt Ox,Oy tại A,B sao cho bán kính đường tròn nội tiếp tam giác OAB lớnnhất.

Hướng dẫn. Tiệm cận đứng: x = −1, tiệm cận ngang: y = 1, giao điểm hai đườngtiệm cận là I(−1; 1). Giả sử hoành độ tiếp điểm là x0 thì phương trình tiếp tuyến là:
y = 3(x0 + 1)2 (x − x0) + x0 − 2

x0 + 1
Tiếp tuyến cắt tiệm cận đứng tại điểm A

(
−1; x0−5

x0+1) và cắt tiệm cận ngang tại điểm
B (2x0 + 1; 1). Từ đó tính được

IA = ∣∣∣∣x0 − 5
x0 + 1 − 1∣∣∣∣ = 6

|x0 + 1| , IB = |2x0 + 1− (−1)| = 2|x0 + 1|
Suy ra diện tích tam giác IAB là

S = 12 IA · IB = 12 · 6
|x0 + 1| · 2 |x0 + 1| = 6.

Gọi p là nửa chu vi tam giác IAB, thì bán kính đường tròn nội tiếp tam giác này là:
r = S

p = 6
p

Bởi vậy, bán kính r lớn nhất khi và chỉ khi p nhỏ nhất. Mặt khác, tam giác IABvuông tại I nên:
2p = IA+ IB +√IA2 + IB2 > 2√IA.IB +√2IA.IB = 4√3 + 2√6.

Dấu đẳng thức xảy ra khi IA = IB ⇔ (x0 + 1)2 = 3⇔ x = −1±√3
• Với x = −1−√3 ta có tiếp tuyến: d1 : y = x + 2(1 +√3).
• Với x = −1 +√3 ta có tiếp tuyến: d1 : y = x + 2(1−√3).

Như vậy, ta tìm được hai tiếp tuyến có phương trình như trên. �
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Ví dụ 1.75

Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = f (x) = x3 − 3x + 2 biếttiếp tuyến đi qua điểm A(−1; 4).
Ví dụ 1.76 ĐH Sư phạm II - Khối B năm 99

Tìm trên trục hoành những điểm mà từ đó kẻ được ba tiếp tuyến đến đồ thịhàm số
y = −x3 + 3x + 2

Hướng dẫn. Gọi A(a; 0) bất kì thuộc trục hoành và M(x0;y0) là tọa độ tiếp điểm.Phương trình tiếp tuyến tại M là
y− y0 = f ′(x0)(x − x0)

⇔ y = (−3x20 + 3)(x − x0)− x30 + 3x0 + 2
Mà tiếp tuyến đi qua A(a; 0) nên

(−3x20 + 3)(a− x0)− x30 + 3x0 + 2 = 0
⇔ (x0 + 1)(2x20 − (3a+ 2)x0 + 3a+ 2) = 0

Từ A kẻ được ba tiếp tuyến đến đồ thị hàm số khi và chỉ khi phương trình 2x20 −(3a+ 2)x0 + 3a+ 2 = 0 có hai nghiệm phân biệt khác −1.
⇔
{∆ > 06(a+ 1) 6= 0

Tìm được đáp số a > 2 hoặc −1 6= a < −23 . �

Ví dụ 1.77

Cho hàm số y = −x3 + 3x2 − 2. Tìm điểm điểm M thuộc đồ thị hàm số saocho qua điểm M kẻ được hai tiếp tuyến với đồ thị hàm số mà tích các hệ sốgóc của hai tiếp tuyến nhỏ nhất.
Hướng dẫn. Có y′ = −3x2 + 6x . Giả sử A(a,−a3 + 3a2− 2) thuộc đồ thị hàm số vàtiếp điểm là M(x0,−x30 + 3x20 − 2). Suy ra phương trình tiếp tuyến là:

y− (−x30 + 3x20 − 2) = (−3x20 + 6x0)(x − x0)
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Do tiếp tuyến đi qua điểm A nên ta có phương trình

−a3 + 3a2 − 2− (−x30 + 3x20 − 2) = (−3x20 + 6x0)(a− x0)
Phân tích thành nhân tử, thu được x0 = a, x0 = 3−a2 . Qua điểm A kẻ được hai tiếptuyến ⇔ a 6= 3−a2 ⇔ a 6= 1. Khi đó hệ số góc của hai tiếp tuyến là

k1 = ..., k2 = ...

Suy ra
k1 · k2 = 14

(
−3a2 + 6a+ 92

)2
− 8116 > −8116Từ đó tìm được A(2±√102 ,±

√104 ). �

1.10 Nhận dạng đồ thị

Bài toán 1.10 Nhận dạng đồ thị

Ta cần một số kết quả quen thuộc sau:
• Hình dáng của đồ thị các hàm số bậc ba, bậc bốn trùng phương, phânthức bậc nhất tương ứng với các trường hợp hệ số của chúng.
• Xét theo chiều tăng của biến x , từ trái qua phải, thì đồ thị hàm sốđồng biến sẽ có hướng đi lên – ngày càng cao hơn –, còn đồ thị hàmsố nghịch biến sẽ có hướng đi xuống – ngày càng thấp đi.
• Một điểm M(x0, y0) thuộc (nằm trên) đồ thị hàm số y = f (x) khi và chỉkhi y0 = f (x0).
• Đồ thị hàm số y = f (x) nếu cắt trục tung thì giao điểm có tọa độ(0, f (0)); còn để tìm giao điểm với trục hoành ta đi giải phương trìnhhoành độ giao điểm f (x) = 0.
• Số giao điểm của hai đồ thị hàm số y = f (x) và y = g(x) chính bằngsố nghiệm của phương trình f (x) = g(x).
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Ví dụ 1.78

Cho hàm số y = ax3 + bx2 + cx + dcó đồ thị như đường cong ở hình vẽbên. Khẳng định nào sau đây đúng?
A. a, d > 0;b, c < 0.
B. a, b, c < 0;d > 0.
C. a, c, d > 0;b < 0.
D. a, b, d > 0; c < 0.

1.11 Đọc bảng biến thiên

Bài toán 1.11 Đọc bảng biến thiên

Ví dụ 1.79 ĐH năm 2017 Mã đề 102

Cho hàm số f (x) có bảng biến thiên như hình vẽ sau
x −∞ −2 2 +∞

y′(x) + 0 − 0 +
y −∞%

3
& 0%+∞

Tìm giá trị cực đại yCĐ và giá trị cực tiểu yCT của hàm số đã cho.
A. yCĐ = 3 và yCT = −2.
B. yCĐ = 2 và yCT = 0.

C. yCĐ = −2 và yCT = 2.
D. yCĐ = 3 và yCT = 0.
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Ví dụ 1.80 ĐH năm 2017 Mã đề 103

Cho hàm số f (x) có bảng biến thiên như hình vẽ sau
x −∞ −1 2 +∞

y′(x) + 0 − 0 +
y 2 %

4
&−5% 2

Mệnh đề nào dưới đây đúng?
A. Hàm số có bốn điểm cực trị.
B. Hàm số đạt cực tiểu tại x = 2.

C. Hàm số không có cực đại.
D. Hàm số đạt cực tiểu tại x = −5.

Ví dụ 1.81 Đề minh hoạ 2017

Cho hàm số f (x) xác định, liên tục trên R và có bảng biến thiên như hình vẽsau
x −∞ 0 1 +∞

y′(x) + − 0 +
y −∞%

0
&−1%+∞

Mệnh đề nào dưới đây đúng?
A. Hàm số có đúng một cực trị.
B. Hàm số có giá trị cực tiểu bằng1.

C. Hàm số có giá trị lớn nhất bằng0 và giá trị nhỏ nhất bằng −1.
D. Hàm số đạt cực đại tại x = 0 vàđạt cực tiểu tại x = 1.

Ví dụ 1.82 ĐH năm 2017 Mã đề 101

Cho hàm số f (x) có bảng biến thiên như hình vẽ sau
x −∞ −1 0 1 +∞

y′(x) − 0 + 0 − 0 +
y

+∞
&−1% 0

&−1%+∞
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Mệnh đề nào dưới đây sai?

A. Hàm số có ba điểm cực trị.
B. Hàm số có giá trị cực đại bằng3.

C. Hàm số có giá trị cực đại bằng0.
D. Hàm số có hai điểm cực tiểu.

1.12 Đồ thị hàm số chứa dấu giá trị tuyệt đối

Bài toán 1.12
Cho đồ thị hàm số y = f (x). Vẽ đồ thị các hàm số y = |f (x)| và
y = f (|x|).Ta sử dụng định nghĩa giá trị tuyệt đối để viết lại hàm số đã cho.

y = f (|x|) = {f (x) khi x > 0,
f (−x) khi x < 0. y = |f (x)| = {f (x) khi f (x) > 0,

−f (x) khi f (x) < 0.
Từ đó, ta có cách vẽ như sau:
• Đối với hàm số y = f (|x|), ta xóa phần đồ thị nằm bên trái trục tung –phần đồ thị ứng với x < 0 – và lấy đối xứng phần còn lại qua trục tung.
• Đối với hàm số y = |f (x)|, ta lấy đối xứng phần đồ thị nằm dưới trụchoành – phần đồ thị ứng với f (x) < 0 – và xóa bỏ phần đồ thị nằm dướitrục hoành đó.

Ví dụ 1.83

Đồ thị hàm số y = ∣∣x3 − 3x∣∣ cắt đường thẳng y = 2 tại mấy điểm?
Hướng dẫn. Lập bảng biến thiên:

x −∞ −
√3 −1 0 1 √3 +∞

y′(x) − + 0 − + 0 − +
y

+∞
& 0 %

2
& 0 %

2
& 0 %

+∞
�
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Ví dụ 1.84

Phương trình ∣∣x3 − 3x + 2∣∣ = log2 10 có bao nhiêu nghiệm?
A. 2 B. 0 C. 4 D. 3

Hướng dẫn. Cần nhớ lại định nghĩa giá trị tuyệt đối và cách vẽ đồ thị hoặc lậpbảng biến thiên các hàm số y = |f (x)| và y = f (|x|) như thế nào?
x −∞ −2 −1 1 +∞

y′(x) − + 0 − +
y

+∞
& 0 %

4
& 0 %

+∞
�

Ví dụ 1.85 ĐH năm 2017 Mã đề 102

Cho hàm số y = f (x) có bảng biến thiên như sau:
x −∞ −1 3 +∞

y′(x) + 0 − 0 +
y −∞%

5
& 1%+∞

Đồ thị hàm số y = |f (x)| có bao nhiêu điểm cực trị?
A. 4. B. 2. C. 3. D. 5.

1.13 Tương giao của hai đồ thị hàm số

Bài toán 1.13 Tương giao của hai đồ thị hàm số y = f (x) và y = g(x).
• Số giao điểm của hai đồ thị hàm số chính bằng số nghiệm của phươngtrình hoành độ giao điểm

f (x) = g(x)
• Biến đổi phương trình trên đưa về:+ Phương trình trùng phương. Đặt ẩn phụ đưa về biện luận phương
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trình bậc hai.+ Phương trình bậc ba. Đoán nghiệm đặc biệt rồi phân tích thànhtích phương trình bậc nhất và phương trình bậc hai; gọi hai nghiệmcủa phương trình bậc hai là x1, x2 rồi sử dụng Viète. Nếu khôngđược thì cô lập tham số m và đưa về xét tương giao của đườngthẳng y = m và một đồ thị hàm số mới.+ Phương trình bậc hai. Gọi hai nghiệm x1, x2 và sử dụng Viète.

Ví dụ 1.86

Tìm số giao điểm của đồ thị hàm số y = x3 − 3x + 3 và đường thẳng y = x .
A. Một. B. Hai. C. Ba. D. Không.

Chứng minh. Hướng dẫn] Phương trình hoành độ giao điểm x3 − 3x + 3 = x . Giảiphương trình này tìm được ba nghiệm nên đáp số là có ba giao điểm. �

Ví dụ 1.87

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số y = x3−3x+2−mcắt trục hoành tại ba điểm phân biệt.
A. 0 < m < 4.
B. 0 6 m 6 4.

C. m > 4.
D. m < 0.

Ví dụ 1.88 Đề tham khảo 2017

Cho hàm số y = x3−3x có đồ thị (C). Tìm số giao điểm của (C) và trục hoành.
Ví dụ 1.89 Đề thử nghiệm 2017

Đồ thị hàm số y = x4 − 2x2 + 2 và đồ thị hàm số y = −x2 + 4 có tất cả baonhiêu điểm chung?
Ví dụ 1.90 ĐH 2017 Mã đề 103

Cho hàm số y = (x − 2)(x2 + 1) có đồ thị (C) . Mệnh đề nào dưới đây đúng?
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A. (C) cắt trục hoành tại hai điểm.
B. (C) cắt trục hoành tại một điểm.

C. (C) không cắt trục hoành.
D. (C) cắt trục hoành tại ba điểm.

Ví dụ 1.91 Đề thử nghiệm 2017

Cho hàm số y = f (x)xác định trên R \ {0}, liên tục trên mỗi khoảng xác địnhvà có bảng biến thiên như sau
x −∞ 0 1 +∞

y′(x) − + 0 −

y
+∞

&−1 −∞%
2
&−∞

Tìm tập hợp tất cả các giá trị của tham số thực m sao cho phương trình
f (x) = m có ba nghiệm thực phân biệt.

A. [−1; 2]. B. (−1; 2). C. (−1; 2]. D. (−∞; 2]
Hướng dẫn. �

Ví dụ 1.92 Đề minh hoạ 2017

Biết rằng đường thẳng y = −2x + 2 cắt đồ thị hàm số y = x3 + x + 2 tạiđiểm duy nhất; kí hiệu (x0;y0) là tọa độ của điểm đó. Tìm y0.
Bài toán 1.14

Biện luận số nghiệm của phương trình h(x,m) = 0 bằng đồ thị hàm
số.

• Cô lập tham số m, đưa phương trình đã cho về dạng f (x) = g(m).
• Lập bảng biến thiên hoặc vẽ đồ thị của hàm số f (x).
• Căn cứ vào bảng biến thiên để kết luận.

Lưu ý 1.13

Đồ thị hàm số y = g(m) là một đường thẳng song song với trục hoành và cắttrục tung tại điểm có tung độ g(m). Chẳng hạn, đồ thị hàm số y = m2−2m+3là một đường thẳng chứ không phải là một parabol như nhiều học sinh lầmtưởng.
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Ví dụ 1.93

Tìm các giá trị của m để phương trình x2(x2−2)+3 = m có hai nghiệm phânbiệt.
Hướng dẫn. Xét hàm số y = x2(x2 − 2) + 3 trên R. Ta có bảng biến thiên

x −∞ −1 0 1 +∞
y′(x) − 0 + 0 − 0 +
y

+∞
& 2 %

3
& 2%+∞

Căn cứ vào bảng biến thiên ta có, phương trình có hai nghiệm phân biệt khi và chỉkhi m = 2 hoặc m > 3. �

Ví dụ 1.94 ĐH năm 2017 Mã đề 104

Cho hàm số y = −x4 +2x2 có đồ thị như hình bên. Tìm tất cả các giá trị thựccủa tham số m để phương trình −x4 + 2x2 = m có bốn nghiệm thực phânbiệt.

A. m > 0. B. o 6 m 6 1. C. 0 < m < 1. D. m < 1.
Ví dụ 1.95

Tìm tất cả các giá trị của tham sốm sao cho phương trình log22 x−2 log2 x = mcó nghiệm trong khoảng (0, 1)?
1. m > 0 2. m > 0 3. m > −1 4. > −1

Hướng dẫn. Đặt t = log2 x thì t < 0 với mọi x ∈ (0, 1). Do đó, ta xét hàm số
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f (t) = t2 − 2t trên khoảng (−∞, 0) có bảng biến thiên như sau:

t −∞ 0
f ′(t) −

f (t) +∞
& 0

Suy ra, phương trình đã cho có nghiệm x ∈ (0, 1) khi và chỉ khi m > 0. �

Ví dụ 1.96

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số y = 2x+3
x+2 vàđường thẳng d : y = x +m cắt nhau tại hai điểm phân biệt.

A. m > 2.
B. m > 6.

C. m = 2.
D. m < 2 ∨m > 6.

Ví dụ 1.97 ĐH Khối D năm 2011

Cho hàm số y = 2x+1
x+1 . Tìm k để đường thẳng y = kx +2k + 1 cắt đồ thị hàmsố đã cho tại hai điểm phân biệt A,B sao cho khoảng cách từ A và B đếntrục hoành bằng nhau.

Đáp số. k = −3. �

Ví dụ 1.98 ĐH Khối B năm 2010

Cho hàm số y = 2x+1
x+1 . Tìm m để đường thẳng y = −2x+m cắt đồ thị hàm sốđã cho tại hai điểm phân biệt A,B sao cho tam giác OAB có diện tích bằng√3, với O là gốc tọa độ.

Đáp số. m = ±2. �

Ví dụ 1.99

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đường thẳng d : y = x + 1 cắtđồ thị hàm số y = x3 − 3x2 + mx + 1 tại ba điểm phân biệt có hoành độ
x1, x2, x3 thỏa mãn x21 + x22 + x23 > 1.
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A. m < 134 ∨m 6= 1.
B. m 6 5.

C. 0 6 m 6 5.
D. 5 6 m 6 10.

Hướng dẫn. Phương trình hoành độ giao điểm là x3 − 3x2 +mx + 1 = x + 1. Đặtnhân tử chung ta được
x
(
x2 − 3x +m− 1) = 0 (5)

Đường thẳng d cắt đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 +mx + 1 tại ba điểm phân biệt khivà chỉ khi phương trình (5) có ba nghiệm phân biệt. Vì phương trình (5) luôn có mộtnghiệm là x = 0 nên điều kiện cần và đủ là phương trình
x2 − 3x +m− 1 = 0 (6)

có hai nghiệm phân biệt khác 0. Từ đó tìm được điều kiện m 6= 1, m < 134 .Khi đó, theo Viète, phương trình (6) có hai nghiệm x2, x3 thỏa mãn{
x2 + x3 = 3,
x2 · x3 = m− 1.

Do đó, yêu cầu x21 + x22 + x23 > 1⇔ 32− 2 (m− 1) > 1⇔ m 6 5. Như vậy, điều kiệncần tìm là m 6= 1, m < 134 . �

Ví dụ 1.100

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số y = 2x+3
x−1 cắtđường thẳng ∆ : y = x + m tại hai điểm phân biệt A,B sao cho tam giác

OAB vuông tại O.
A. m = 6. B. m = −3. C. m = 5. D. m = −1.

Hướng dẫn. Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và đường thẳng ∆ là2x + 3
x − 1 = x +m⇔ x2 + (m− 3)x −m− 3 = 0 (x 6= 1) (7)

Đường thẳng ∆ cắt (C) tại hai điểm phân biệt khi và chỉ khi phương trình (7) có hainghiệm phân biệt và1 khác 1.
⇔
{∆ > 012 + (m− 3) · 1−m− 3 6= 0 ⇔ m ∈ R.

1Thực ra chỉ cần điều kiện có hai nghiệm phân biệt là đủ, điều kiện sau luôn luôn đúng với mọibài toán dạng này.
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Khi đó, gọi hai nghiệm của phương trình (7) là x1, x2 thì giao điểm của hai đồ thịđã cho là A(x1, x1 +m), B(x2, x2 +m). Tam giác OAB vuông tại O khi và chỉ khi

−→OA · −→OB = 0⇔ x1x2 + (x1 +m)(x2 +m) = 0.
Sử dụng Viète có x1 + x2 = −m+ 3 và x1x2 = −m− 3, ta tìm được m = 6. �

Ví dụ 1.101

Tìm m để đường thẳng d : y = x − 2 cắt đồ thị (C) của hàm số y = x3 + (m−1)x2 − (m− 2)x − 2 tại ba điểm phân biệt.
Hướng dẫn. Phương trình hoành độ giao điểm:

x3 + (m− 1)x2 − (m− 2)x − 2 = x − 2
⇔ x

(
x2 + (m− 1)x −m+ 1) = 0

⇔
[
x = 0
x2 + (m− 1)x −m+ 1 = 0 (∗)

Đường thẳng d cắt đồ thị (C) tại 3 điểm phân biệt khi và chỉ khi phương trình (∗)có hai nghiệm phân biệt khác 0
⇔
{ ∆ = m2 + 2m− 3 > 0
g(0) = −m+ 1 6= 0 ⇔


[
m < −3
m > 1

m 6= 1 ⇔
[
m < −3
m > 1

Vậy, giá trị cần tìm là m < −3 hoặc m > 1. �

Ví dụ 1.102

Tìm m để đồ thị hàm số y = x3 +mx + 2 cắt trục hoành tại đúng một điểm.
Hướng dẫn. Phương trình hoành độ giao điểm

x3 +mx + 2 = 0
Nhận xét x = 0 không thể là nghiệm của phương trình, nên chia hai vế cho x thìđược phương trình tương đương

m = −x2 − 2
x
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Xét hàm số f (x) = −x2 − 2

x trên (−∞; 0) ∪ (0; +∞) ta có bảng biến thiên sau
x −∞ 0 1 +∞
f ′(x) + + 0 −

f (x) −∞%
+∞

−∞%
−3

&−∞

Suy ra, giá trị cần tìm của m là m > −3. �

Ví dụ 1.103

Tìm m để đồ thị hàm số y = x3 −mx −m cắt trục hoành tại ba điểm phânbiệt.
Hướng dẫn. Phương trình hoành độ giao điểm

x3 −mx −m = 0.
Phương trình trên không có nghiệm đặc biệt, nhưng lại có thể cô lập được tham số
m nên sẽ chuyển về tìm điều kiện để hai đồ thị hàm số mới cắt nhau tại ba điểmphân biệt. Chú ý rằng x = −1 không thỏa mãn phương trình nên chia hai vế cho
x + 1 ta được phương trình mới tương đương

m = x3
x + 1 .Yêu cầu bài toán tương đương với việc tìm điều kiện để đường thẳng y = m cắt đồthị hàm số f (x) = x3

x+1 . Ta có bảng biến thiên của f (x) như sau
x −∞ −32 −1 0 +∞
f ′(x) − 0 + + 0 +
f (x) +∞

& 274 %
+∞

−∞%
0%+∞

Căn cứ vào bảng biến thiên, ta có đáp số m > 27/4. �
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Ví dụ 1.104

Cho hàm số: y = x3 −mx2 + (2m+ 1)x −m− 2. Tìm m để đồ thị hàm số cắttrục Ox tại 3 điểm phân biệt có hoành độ dương.
Hướng dẫn. Phương trình hoành độ giao điểm:

x3 −mx2 + (2m+ 1)x −m− 2 = 0⇔ [
x = 1
x2 − (m− 1)x +m+ 2 = 0 (∗)Đồ thị hàm số cắt trục Ox tại 3 điểm phân biệt có hoành độ dương khi và chỉ khiphương trình (∗) có 2 nghiệm dương phân biệt khác 1

⇔

 ∆ = m2 − 6m− 7 > 0
m+ 2 > 0
m− 1 > 0 ⇔

 m < −1 ∨m > 7
m > −2
m > 1 ⇔ m > 7

Vậy với m > 7 thì đồ thị hàm số cắt trục Ox tại 3 điểm phân biệt có hoành độdương. �

Ví dụ 1.105

Cho hàm số y = x3− 2(m+ 1)x2 + (m− 2)x +m+ 3 có đồ thị (C). Xác định mđể đồ thị (C) cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt có hoành độ x1, x2, x3 saocho P = x21 + x22 + x23 nhỏ nhất.
Hướng dẫn. Phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị (C) và trục hoành là

x3 − 2(m+ 1)x2 + (m− 2)x +m+ 3 = 0
⇔ (x − 1)(x2 − (2m+ 1)x − (m+ 3)) = 0
⇔
[
x = 1
x2 − (2m+ 1)x − (m+ 3) = 0 (∗)Đồ thị (C) cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt khi và chỉ khi{ ∆ > 0

g(1) 6= 0 ⇔
{ 4m2 + 8m+ 13 > 0,∀m
−3m− 3 6= 0 ⇔ m 6= −1

Với m 6= −1, phương trình (∗) có hai nghiệm phân biệt x1, x2 khác 1; nghĩa là,phương trình y = 0 có ba nghiệm x1, x2 và x3 = 1. Và do đó
P = x21 + x22 + x23= x21 + x22 + 1 = 1 + (x1 + x2)2 − 2x1x2

= 1 + (2m+ 1)2 + 2(m+ 3) = 4m2 + 6m+ 8 = (2m+ 32
)2 + 234 > 234
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Vậy giá trị nhỏ nhất của P bằng 234 khi m = −34 . �

Ví dụ 1.106 ĐH năm 2017 Mã đề 101

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đường thẳng y = mx −m + 1cắt đồ thị của hàm số y = x3− 3x2 + x + 2 tại ba điểm A,B, C phân biệt saocho AB = BC .
A. m ∈ (−∞; 0] ∪ [4; +∞).
B. m ∈ R.

C. m ∈
(
−54 ; +∞).

D. m ∈ (−2; +∞).
Hướng dẫn. Tìm điều kiện để đường thẳng d và đồ thị (C) cắt nhau tại hai điểmphân biệt. Sau đó sử dụng tính chất tâm đối xứng của (C), tức điểm uốn, phải thuộcđường thẳng d. �

Ví dụ 1.107 ĐH năm 2017 Mã đề 102

Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đường thẳng y = −mx cắtđồ thị hàm số y = x3 − 3x2 − m + 2 tại ba điểm phân biệt A,B, C sao cho
AB = BC.

Ví dụ 1.108

Viết phương trình đường thẳng d cắt đồ thị (C) : y = x3 − 3x + 2 tại ba điểmphân biệt A,B, C sao cho xA = 2 và BC = 2√2.
Hướng dẫn. Có xA = 2 suy ra yA = 4 và A(2; 4). Giả sử d là đường thẳng đi qua Avà có hệ số góc là k thì phương trình của d là

d : y− yA = k(x − xA)⇔ y = kx − 2k + 4
Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và đường thẳng d là
x3−3x+2 = kx−2k+4⇔ (x−2)(x2+2x+1−k) = 0⇔ [

x = 2
g(x) = x2 + 2x + 1− k = 0

Như vậy d cắt (C) tại 3 điểm phân biệt A,B, C khi và chỉ khi phương trình g(x) = 0có hai nghiệm phân biệt và khác 2. Điều kiện cần và đủ là{∆′ = k > 0
g(2) = 9− k 6= 0 ⇔ 0 < k 6= 9
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Khi đó, phương trình có hai nghiệm xB, xC thỏa mãn{

xB + xC = −2
xB · xC = 1− k

Mà các điểm B,C thuộc đường thẳng d nên ta có
yB = kxB − 2k + 4;yC = kxC − 2k + 4.

Mặt khác BC = 2√2⇔ BC2 = 8 nên suy ra
(xB − xC )2 + k2(xB − xC )2 = 8⇔ ((xB + xC )2 − 4xBxC) (1 + k2) = 8⇔ k = 1.

Kiểm tra thấy thỏa mãn điều kiện. Thay vào tìm được đường thẳng d : y = x+2. �
Ví dụ 1.109

Cho hàm số y = 4x3 − 6mx2 + 1, m là tham số. Tìm m để đường thẳng
d : y = −x + 1 cắt đồ thị hàm số tại 3 điểm A(0; 1), B, C mà B,C đối xứngqua đường phân giác của góc phần tư thứ nhất.

Hướng dẫn. Hoành độ giao điểm của đường thẳng d và đồ thị (C) là nghiệm củaphương trình:
4x3 − 6mx2 + 1 = −x + 1

⇔ x(4x2 − 6mx + 1) = 0 (8)
Phương trình có ba nghiệm phân biệt khi và chỉ khi phương trình 4x2−6mx+1 = 0có 2 nghiệm phân biệt

⇔ ∆′ = 9m2 − 4 > 0⇔ [
m > 23
m < −23Giả sử x1, x2 là nghiệm của phương trình (8) thì B(x1;−x1 + 1), C (x2;−x2 + 1). Dođó, B và C đối xứng qua đường phân giác của góc phần tư thứ nhất

⇔
{
x1 = y2
y1 = x2 ⇔

{
x1 = −x2 + 1
x2 = −x1 + 1 ⇔ x1 + x2 = 1⇔ 32m = 1⇔ m = 23

So sánh với điều kiện, thấy không tìm được giá trị nào của m thỏa mãn yêu cầu. �
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Ví dụ 1.110

Cho hàm số y = 2x+1
x−1 có đồ thị là (H). Gọi d là đường thẳng đi qua điểm

A(−2; 2) và có hệ số góc m. Tìm m để đường thẳng d cắt đồ thị (H) tại haiđiểm phân biệt?
Hướng dẫn. Đường thẳng d đi qua điểm A(−2; 2) và có hệ số góc m nên có phươngtrình

y = mx + 2m+ 2Phương trình hoành độ giao điểm của đường thẳng d và đồ thị (H) là2x + 1
x − 1 = mx + 2m+ 2⇔ g(x) = mx2 +mx − (2m+ 3) = 0.

vì x = 1 luôn không thể là nghiệm của phương trình trên.Đường thẳng d cắt đồ thị (H) tại hai điểm phân biệt khi và chỉ khi phương trình
g(x) = 0 có hai nghiệm phân biệt khác 1. Điều kiện cần và đủ là a 6= 0∆ > 0

g(1) 6= 0 ⇔ m < −43 hoặc m > 0
Vậy giá trị cần tìm là m < −43 hoặc m > 0. �

1.14 Biện luận phương trình, bất phương trình

Bài toán 1.15

Khi biện luận số nghiệm của phương trình, bất phương trình ta hay sử dụngmột số kết quả sau:
• Phương trình m = f (x) có nghiệm trên D⇔ min

D
f (x) 6 m 6 max

D
f (x),

• Bất phương trình m 6 f (x) có tập nghiệm là D⇔ m 6 min
D
f (x),

• Bất phương trình m > f (x) có tập nghiệm là D⇔ m > max
D
f (x).

Ví dụ 1.111

Tìm m để phương trình mx2 + 2mx − 3 = 0 có nghiệm x ∈ [1; 2]
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Hướng dẫn. Ta có

mx2 + 2mx − 3 = 0⇔ m = 3
x2 + 2x (vì x2 + 2x 6= 0, ∀x ∈ [1; 2])

Xét hàm số f (x) = 3
x2+2x trên đoạn [1; 2], ta có bảng biến thiên sau

x 1 2
f ′(x) −

f (x) 1
& 38

Phương trình đã cho có nghiệm x ∈ [1; 2] khi và chỉ khi min[1;2] f (x) 6 m 6 max[1;2] f (x). Từđó tìm được đáp số 38 6 m 6 1. �

Ví dụ 1.112

Tìm m để bất phương trình x +√2x2 + 1−m > 0 có tập nghiệm là R?
Hướng dẫn. Ta có bất phương trình x +√2x2 + 1−m > 0 có tập nghiệm là R khivà chỉ khi

x +√2x2 + 1−m > 0, ∀x ∈ R
⇔ m < min

R
f (x)

trong đó f (x) = x +√2x2 + 1. Ta có bảng biến thiên
x −∞ −

√22 +∞
f ′(x) − 0 +
f (x) +∞

&
√22 %

+∞
Suy ra min

R
f (x) = √22 và do đó, đáp số là m < √22 . �

Ví dụ 1.113 ĐH Khối B năm 2007

Chứng minh rằng với mọi m > 0, phương trình sau có hai nghiệm phân biệt
x2 + 2x − 8 =√m(x − 2) (9)
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Hướng dẫn. Vì m > 0 nên điều kiện của phương trình là x > 2 và phương trình (9)tương đương với

(x − 2)(x3 + 6x2 − 32−m) = 0⇔ [
x = 2
x3 + 6x2 − 32−m = 0Ta chứng minh phương trình

x3 + 6x2 − 32 = m (10)có đúng một nghiệm trong khoảng (2,+∞).Xét hàm số f (x) = x3 + 6x2 − 32 trên (2,+∞) có bảng biến thiên sau
x 2 +∞
f ′(x) +
f (x) 0%+∞

Rõ ràng khi m > 0 thì đường thẳng y = m cắt đồ thị hàm số y = f (x) tại đúng mộtđiểm có hoành độ lớn hơn 2, tức là phương trình (10) có đúng một nghiệm trongkhoảng (2,+∞). Do đó, phương trình (9) có đúng hai nghiệm khi m > 0. �

Ví dụ 1.114 ĐH Khối A năm 2007

Tìm m để phương trình
3√x − 1 +m√x + 1 = 2 4√x2 − 1 (11)

có nghiệm.
Hướng dẫn. Điều kiện: x > 1, phương trình (11) tương đương với

−3√x − 1
x + 1 + 2 4√x − 1

x + 1 = m.

Đặt u = 4√ x−1
x+1 = 4√1− 2

x+1 ∈ [0, 1) ta được phương trình
− 3u2 + 2u = m (12)Xét hàm số f (t) = −3t2 + 2t trên [0; 1) ta có bảng biến thiên
t 0 13 1
f ′(t) + 0 −

f (t) 0% 13
&−1Do đó phương trình (11) có nghiệm khi và chỉ khi phương trình (12) có nghiệm

u ∈ [0; 1). Điều kiện cần và đủ là −1 < m 6 13 . �

toicodongiuamotbiennguoi.wordpress.com

https://toicodongiuamotbiennguoi.wordpress.com


CÁC BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH 2018 Page 54 of 59
1.15 Biến đổi hàm số

Bài toán 1.16 Tịnh tiến đồ thị hàm số y = f (x)
Ví dụ 1.115

Biết đồ thị hàm số y = f (x) có một tiệm cận ngang là đường thẳng y = 3.Khi đó đồ thị hàm số y = 2f (x)− 4 có một tiệm cận ngang là
A. y = 3. B. y = 2. C. y = 1. D. y = −4.

Chứng minh. Hướng dẫn] Ta có lim
x→∞

(2f (x)− 4) = 2 · 3− 4 = 2. �

1.16 Điểm thuộc đồ thị

Bài toán 1.17
Tìm điểm M thuộc đồ thị (C) của hàm số y = f (x) thỏa mãn điều
kiện cho trước.

Chú ý những tính chất của đồ thị hàm số phân thức...
Lưu ý 1.14

Điểm đối xứng với điểm M(a;b) qua gốc tọa độ là M ′(−a;−b), đối xứng quatrục hoành là M ′′(a;−b), đối xứng qua trục tung là M ′′′(−a;b).
Ví dụ 1.116

Cho hàm số y = x+2
x−1 có đồ thị là (C).

1. Xác định phương trình tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của (C).
2. Viết phương trình tiếp tuyến ∆ của (C) tại điểm M(2; 4)
3. Giả sử tiếp tuyến ∆ cắt tiệm cận đứng tại A, cắt tiệm cận ngang tại B.Chứng minh rằng M là trung điểm AB.

Ví dụ 1.117

Tìm trên đồ thị hàm số y = x+2
x−1 những điểm cách đều hai trục tọa độ.
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Hướng dẫn. Giả sử M(m, m+2

m−1 ) thuộc đồ thị hàm số đã cho. Ta có, điểm M cách đềuhai trục tọa độ khi và chỉ khi
|m| = ∣∣∣∣m+ 2

m− 1
∣∣∣∣

Giải phương trình trên tìm được m = −1 ± √3. Từ đó tìm được đáp số M(−1 ±√3,−5∓ 3√3). �

Ví dụ 1.118

Tìm điểm M trên đồ thị y = 2x
x+1 sao cho tiếp tuyến của đồ thị cùng với haitrục tạo thành một tam giác có diện tích là 14 .

Ví dụ 1.119 ĐH Khối B năm 2003

Tìm m để đồ thị hàm số y = x3− 3x2 +m có hai điểm phân biệt đối xứng vớinhau qua gốc tọa độ.
Hướng dẫn. Đồ thị hàm số đã cho có hai điểm phân biệt đối xứng nhau qua gốctọa độ khi và chỉ khi tồn tại x0 6= 0 sao cho y(x0) = −y(−x0). Điều này đồng nghĩavới phương trình

x30 − 3x20 +m = −((−x0)3 − 3(−x0)2 +m)⇔ 3x20 = m

có nghiệm x0 6= 0. Do đó, điều kiện cần và đủ là m > 0. �

Ví dụ 1.120 ĐH Khối D năm 2007

Tìm điểm M trên đồ thị y = 2x
x+1 sao cho tiếp tuyến đồ thị cùng với hai trụctọa độ tạo thành một tam giác có diện tích là 14 .

Ví dụ 1.121

Tìm hai điểm M,N thuộc hai nhánh của đồ thị hàm số y = 3x−1
x−3 sao cho độdài đoạn thẳng MN ngắn nhất.

Hướng dẫn. Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng là đường thẳng x = 3 nên, giả sử Mnằm nhánh bên trái đồ thị thì hoành độ của nó nhỏ hơn 3. Do đó, gọi tọa độ điểm
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M là (3 − a, 3 − 8/a) và, tương tự, tọa độ của N(3 + b, 3 + 8/b) – với a, b > 0. Tatính được MN =√(a+ b)2 + (8/a+ 8/b)2. Sử dụng bất đẳng thức Cauchy, ta có

(a+ b)2 + ( 8
a + 8

b

)2
>
(2√ab)2 + 64(2√ 1

a ·
1
b

)2
> 64

Suy ra, giá trị nhỏ nhất của MN là 8. Đẳng thức xảy ra, khi a = b = 2√2, từ đótìm được M và N . �

Ví dụ 1.122

Cho hàm số y = 2x−3
x−2 có đồ thị (C). Tìm trên đồ thị (C) những điểm M sao chotiếp tuyến tại M của (C) cắt hai tiệm cận của (C) tại A,B mà AB ngắn nhất.

A. M(3; 3),M(1; 1).
B. M(3; 3),M (0; 32).

C. M
(0; 32) ,M (−1; 53).

D. M(1; 1), (2; 4).
Hướng dẫn. Giả sử M(a, 2a−3

a−2 ), với a 6= 2, là một điểm thuộc đồ thị (C). Phươngtrình tiếp tuyến ∆ của (C) tại điểm M là
∆ : y = −x(a− 2)2 + 2a2 − 6a+ 6(a− 2)2

Tiếp tuyến ∆ cắt tiệm cận đứng tại điểm A
(2; 2a−2

a−2 ) và cắt tiệm cận ngang tại điểm
B (2a− 2; 2). Do đó, độ dài đoạn AB là

AB =√4(a− 2)2 + 4(a− 2)2
Sử dụng bất đẳng thức Cauchy có AB > 2√2. Vậy đoạn AB ngắn nhất bằng 2√2,khi a = 3 hoặc a = 1. Từ đó tìm được hai điểm M(3; 3) hoặc M(1; 1). �

Ví dụ 1.123

Tìm điểm M thuộc đường thẳng ∆ : y = 3x − 2 sao tổng khoảng cách từ Mtới hai điểm cực trị của đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 + 2 là ngắn nhất.
A. M

(45 ; 25). B. M (0;−2). C. M (1; 1). D. M
(12 ;−12).
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Hướng dẫn. Tìm được hai điểm cực trị của đồ thị hàm số y = x3 − 3x2 + 2 là
A(0; 2) và B(2;−2). Nhận xét rằng A và B nằm về hai phía của đường thẳng ∆, nên
MA+MB ngắn nhất khi và chỉ khi ba điểm M,A,B thẳng hàng. Nói cách khác, Mlà giao điểm của đường thẳng ∆ và đường thẳng AB. Từ đó tìm được toạ độ của
M
(45 ; 25). �

Ví dụ 1.124

Cho M là một điểm bất kỳ thuộc đồ thị hàm số y = x+1
x−1 . Tìm khoảng cáchngắn nhất từ M đến đường thẳng ∆ : y = −12x + 1.

A.
√3. B. 5√33 . C.

√32 . D. 1√3 .
Hướng dẫn. Gọi d là tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = x+1

x−1 mà nó song song vớiđường thẳng ∆. Suy ra hệ số góc của d là −12 . Từ đó tìm được toạ độ các tiếp điểmlà E(3; 2) hoặc F (−1; 0).Tính được khoảng cách từ E đến đường thẳng ∆ là d(E,∆) = 5√3 ; khoảng cách từ
F đến đường thẳng ∆ là d(F,∆) = √3. Suy ra khoảng cách nhỏ nhất cần tìm là √3khi M trùng với F. �

1.17 Bài toán thực tế

Bài toán 1.18 Bài toán thực tế.

Đối với các bài toán về chuyển động cần lưu ý, nếu quãng đường s theo thờigian t được tính bởi phương trình s = s(t) thì vận tốc là v = s′(t) còn gia tốclà a = v ′(t) = s′′(t).Đối với các bài toán về diện tích, thể tích lớn nhất, nhỏ nhất ta có thể đặtmột kích thước là x và biểu diễn các kích thước còn lại theo x . Sau đó lậphàm số và khảo sát để tìm ra giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất. Có thể thaytrực tiếp các phương án vào và so sánh. �

Ví dụ 1.125 Đề minh hoạ 2017

Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh 12 cm. Người ta cắt ở bốn góc của tấmnhôm đó bốn hình vuông bằng nhau, mỗi hình vuông có cạnh bằng xcm, rồigập tấm nhôm lại để được một cái hộp không nắp. Tìm x để hộp nhận đượccó thể tích lớn nhất.
A. x = 6. B. x = 3. C. x = 2. D. x = 4.
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Ví dụ 1.126

Một vật chuyển động theo quy luật s = −12t3 + 9t2, với t (giây) là khoảngthời gian tính từ lúc vật bắt đầu chuyển động và s (mét) là quãng đường vậtđi được trong khoảng thời gian đó. Hỏi trong khoảng thời gian 10 giây, kể từlúc bắt đầu chuyển động, vận tốc lớn nhất của vật đạt được bằng bao nhiêu?
A. 216 m/s. B. 30 m/s. C. 400 m/s. D. 54 m/s.

Hướng dẫn. Chúng ta cần tìm giá trị lớn nhất của vận tốc trong khoảng thời gian
t ∈ [0; 10]. Có v (t) = s′(t) nên ta xét hàm số v (t) = −32t2 + 18t có đạo hàm
v ′(t) = −3t + 18 trên đoạn [0; 10]. Ta có bảng biến thiên sau

t 0 6 10
v ′(t) + 0 −

v (t) 0% 54
& 30

Suy ra, giá trị lớn nhất của vận tốc là 54 m/s, đạt được tại thời điểm t = 6 giây. �
Ví dụ 1.127

Một vật chuyển động theo quy luật s = −12t3 + 6t2 với t (tính bằng giây) làkhoảng thời gian tính từ khi vật bắt đầu chuyển động và s (tính bằng mét)là quãng đường vật di chuyển được trong khoảng thời gian đó. Hỏi trongkhoảng thời gian 6 giây, kể từ lúc vật bắt đầu chuyển động, vận tốc lớn nhấtđạt được của vật là bao nhiêu?
A. 24 m/s. B. 108 m/s. C. 64 m/s. D. 18 m/s.

Hướng dẫn. Vận tốc chuyển động của vật biến đổi theo quy luật
v = s′ = −32t2 + 12t

Lập bảng biến thiên của hàm số này trên đoạn [0; 6] ta được
t 0 4 6

v ′(t) + 0 −

v 0% 24
& 18

Suy ra, vận tốc lớn nhất có thể đạt được là 24 m/s. �
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Ví dụ 1.128

Một viên đá được bắn thẳng lên trên với vận tốc ban đầu là 40 m/s từ mộtđiểm cao 5 m so với mặt đất. Vận tốc của viên đá sau t giây được cho bởicông thức v (t) = 40− 10t m/s. Tính độ cao lớn nhất viên đá có thể lên tới sovới mặt đất.
A. 75 m. B. 80 m. C. 90 m. D. 85 m.

Ví dụ 1.129

Người ta muốn mạ vàng cho bề mặt phía ngoài của một cái hộp có dạng hìnhhộp đứng không nắp, có đáy là một hình vuông. Tìm chiều cao của hộp đểlượng vàng dùng để mạ là ít nhất, biết lớp mạ ở mọi nơi là như nhau, giaogiữa các mặt không đáng kể và thể tích của hộp là 4 dm3.
A. 1 dm. B. 0.5 dm. C. 2 dm. D. 1.5 dm.

Ví dụ 1.130

Một tấm tôn hình chữ nhật có kích thước 80 cm × 50 cm được cắt đi ở bốn gócnhững hình vuông bằng nhau, để khi gấp lại thì được một cái thùng khôngnắp dạng hình hộp. Thể tích hình hộp tạo thành lớn nhất khi bốn hình vuôngbị cắt đi có cạnh là bao nhiêu?
A. 10 cm. B. 25 cm. C. 20 cm. D. 40 cm.
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