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TỔNG ÔN HỌC KÌ II MÔN TOÁN LỚP 11 
I. DÃY SỐ –  CẤP SỐ CỘNG – CẤP SỐ NHÂN 
1. Dãy số 
a. Khái quát về dãy số: 
• Dãy số hữu hạn là dãy số mà ta biết được số hạng đầu và số cuối. 

Ví dụ: Dãy số ( ) : 1,2,3,4,5nu  là một dãy số hữu hạn có 5 số hạng và có số hạng đầu là =1 1,u  số hạng cuối 
ứng với số hạng thứ năm là =5 5.u  

• Dãy số vô hạn là dãy số mà ta biết được số hạng đầu và số hạng tổng quát được biểu diễn qua công thức. 
Ví dụ: Dãy số ( ) 2: , *n nu u n n= ∀ ∈  hay ta viết dưới dạng khai khai triển là ( ) 2: 1,4,9,16,..., ,...nu n . Đây là 

dãy số vô hạn có số hạng đầu là =1 1u  và số hạng tổng quát = 2 .nu n   
• Dãy số thường được biểu diễn dưới 3 dạng sau: 

Dạng 1: Biểu diễn dưới dạng khai triển, ví dụ: ( ) 2: 1,4,9,16,..., ,...nu n  

Dạng 2: Biểu diễn dưới dạng công thức của số hạng tổng quát, ví dụ: ( ) 2: , * .n nu u n n= ∀ ∈  

Dạng 3: Biểu diễn dưới dạng công thức truy hồi, ví dụ: Dãy Phi-bô-na-xi ( ) 1 2

1 2

1
: .

, 3n
n n n

u u
u

u u u n− −

= =
 = + ∀ ≥

 

Nói một cách khác, cho một dãy số bằng công thức truy hồi, tức là: 
Cho số hạng đầu và cho hệ thức truy hồi là hệ thức biểu thị số hạng thứ n qua số hạng đứng trước nó. 

b. Dãy số tăng – Dãy số giảm: 
• Dãy số tăng là dãy số mà số hạng sau lớn hơn số hạng trước, tức là: 

( )nu  là dãy số tăng thì 1 , * .n nu u n+ > ∀ ∈   

Ví dụ: Dãy số ( ) : 1,4,9,16,...nu  hay ( ) 2: , *n nu u n n= ∀ ∈  là các dãy số tăng. 
• Dãy số giảm là dãy số mà số hạng sau nhỏ hơn số hạng trước, tức là: 

( )nu  là dãy số giảm thì 1 , * .n nu u n+ < ∀ ∈  

Ví dụ: Dãy số ( ) 1 1 1: 1, , , ,...
4 9 16nu  hay ( ) 2

1: , *n nu u n
n

= ∀ ∈  là các dãy số giảm. 

• Có 2 cách chứng minh dãy số tăng – dãy số giảm như sau:  
Cách 1: Xét hiệu của biểu thức 1 .n nH u u+= −   
Nếu 0H >  thì dãy số ( )nu  là dãy số tăng. Nếu 0H <  thì dãy số ( )nu  là dãy số giảm. 

Cách 2: Xét thương của biểu thức 1 .n

n

u
T

u
+=   

Nếu 1T >  thì dãy số ( )nu  là dãy số tăng. Nếu 1T <  thì dãy số ( )nu  là dãy số giảm. 
Chú ý. Nếu biết nu  thì tính 1nu +  bằng cách thay n bằng 1n+  vào .nu   

Ví dụ: Nếu 2 2nu n n= +  thì ( ) ( )2 2
1 1 2 1 4 3.nu n n n n+ = + + + = + +   

c. Dãy số bị chặn trên – Dãy số bị chặn dưới – Dãy số bị chặn: 
• Dãy số bị chặn trên là dãy số có số hạng tổng quát nhỏ hơn hoặc bằng một số, tức là: 

Nếu ,nu M n≤ ∀  thì dãy số ( )nu  bị chặn trên bởi số M. 
• Dãy số bị chặn dưới là dãy số có số hạng tổng quát lớn hơn hoặc bằng một số, tức là: 

Nếu ,nu m n≥ ∀  thì dãy số ( )nu  bị chặn dưới bởi số m. 
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• Dãy số bị chặn là dãy số vừa bị chặn trên và bị chặn dưới, tức là: 
Nếu ,nm u M n≤ ≤ ∀  thì dãy số ( )nu  bị chặn. 

Chú ý. Nếu 0a b≥ >  và 0c >  thì .c c
a b
≤   

2. Cấp số cộng (CSC) 
• CSC là một dãy số mà trong đó kể từ số hạng thứ hai trở đi, mỗi số hạng bằng tổng của số hạng đứng ngay 

trước nó cộng với một số không đổi d (d được gọi là công sai), tức là:  
( )nu  là CSC +⇔ = + ∀ ∈1 , * .n nu u d n   

• Nếu ( )nu  là một CSC thì số hạng tổng quát ( )= + − ∀ ∈1 1 , * .nu u n d n   

• Nếu ( )nu  là một CSC thì tổng của n số hạng 
( ) ( ) + −+  = + + + = = 11

1 2

2 1
... .

2 2
n

n n

n u n dn u u
S u u u   

• Nếu ( )nu  là một CSC thì kể từ số hạng thứ hai trở đi, mỗi số hạng  bằng trung bình cộng của số hạng 
đứng ngay trước và số hạng đứng ngay sau nó, tức là: 

( )nu  là một CSC thì − ++
= ∀ ≥1 1 , k 2.

2
k k

k
u u

u   

• Nếu dãy số , ,a b c  là một CSC thì + = 2 .a c b   
3. Cấp số nhân (CSN) 
• CSN là dãy số mà kể từ số hạng thứ hai trở đi, mỗi số hạng bằng tích của số hạng đứng ngay trước nó 

nhân với một số không đổi q (q được gọi là công bội), tức là: 
( )nu  là CSN +⇔ = ∀ ∈1 . , * .n nu u q n   

• Nếu ( )nu  là một CSN thì số hạng tổng quát −= ∀ ∈1
1. , * .n

nu u q n  

• Nếu ( )nu  là một CSN thì tổng của n số hạng 
( )−

= + + + =
−

1
1 2

1
... .

1

n

n n

u q
S u u u

q
 

• Nếu ( )nu  là một CSN thì kể từ số hạng thứ hai trở đi, bình phương mỗi số hạng bằng tích của số hạng 
đứng ngay trước và số hạng đứng ngay sau nó, tức là: 

( )nu  là một CSN thì − += ∀ ≥2
1 1. , k 2.k k ku u u   

• Nếu dãy số , ,a b c  là một CSN thì = 2. .a c b   
II. GIỚI HẠN 
1. Giới hạn của dãy số 
a. Dãy số có giới hạn hữu hạn: 
• Các kết quả được thừa nhận của dãy số có giới hạn 0: 

[1]. ( )
→+∞ →+∞

= ⇒ = ∈
1 1lim 0 lim 0 * .kn n

k
n n

 [2]. ( )
→+∞ →+∞

= ⇒ = ∈
1 1lim 0 lim 0 * .

kn n
k

n n
 

[3]. ( )
→+∞

= ≤lim 0 1 .n

n
q q   [4]. ( )

→+∞
= =lim 0 const .

n
c c  

[5]. lim 0.
lim 0

n n
nnnn

u v
u

v →+∞
→+∞

≤ ⇒ == 
  Chú ý. sin 1≤  và cos 1.≤   

• Định lý về giới hạn hữu hạn: Nếu lim nn
u L

→+∞
=  và lim nn

v M
→+∞

=  thì: 

[1]. ( )lim .n nn
u v L M

→+∞
+ = +  [2]. ( )lim .n nn

u v L M
→+∞

− = −  
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[3]. ( )lim . . .n nn
u v L M

→+∞
=  [4]. ( ) ( )lim . .  .nn

c u c L c const
→+∞

= =  

[5]. ( )lim  0 .n

n
n

u L M
v M→+∞

 
= ≠ 

 
 [6]. lim .nn

u L
→+∞

=  

[7]. 33lim .nn
u L

→+∞
=  [8]. ( )lim  0, 0 .n nn

u L u n L
→+∞

= ≥ ∀ ⇒ ≥  

• Tổng của cấp số nhận lùi vô hạn 1 1 1, ,..., ,...nu u q u q  có công bội ( ) 1q q <  là: 2 1
1 1 1 ... .

1
u

S u u q u q
q

= + + + =
−

 

b. Dãy số có giới hạn vô cực: 
• Các kết quả được thừa nhận của dãy số có giới hạn vô cực: 

[1]. ( )lim lim  * .k

n n
n n k

→+∞ →+∞
= +∞⇒ = +∞ ∈  [2]. ( )lim lim  * .k

n n
n n k

→+∞ →+∞
= +∞⇒ = +∞ ∈   

[3]. ( )lim  1 .n

n
q q

→+∞
= +∞ >   [4]. 1lim lim 0.nn n

n

u
u→+∞ →+∞

= +∞⇒ =  

• Các quy tắc tìm giới hạn vô cực: 
Quy tắc 1: Nếu lim nn

u
→+∞

= ±∞  và lim nn
v

→+∞
= ±∞  thì ( )lim .n nn

u v
→+∞

 được cho trong bảng sau: 

lim nn
u

→+∞
  lim nn

v
→+∞

  ( )lim .n nn
u v

→+∞
  

+∞   +∞  +∞  
+∞   −∞  −∞  
−∞   +∞  −∞  
−∞  −∞  +∞  

Quy tắc 2: Nếu lim nn
u

→+∞
= ±∞  và lim 0nn

v L
→+∞

= ≠  thì ( )lim .n nn
u v

→+∞
 được cho bởi bảng sau: 

lim nn
u

→+∞
 Dấu của L ( )lim .n nn

u v
→+∞

 

+∞  + +∞  
+∞  – −∞  
−∞  + −∞  
−∞  – +∞  

Quy tắc 3: Nếu lim 0nn
u L

→+∞
= ≠  và ( )lim 0 0n nn

v v
→+∞

= ≠  thì lim n

n
n

u
v→+∞

 được cho bởi bảng sau: 

Dấu của L Dấu của nv   lim n

n
n

u
v→+∞

 

+ + +∞  
+ –  −∞  
– + −∞  
– – +∞  

2. Giới hạn của hàm số 
a. Giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm: 
• Các kết quả được thừa nhận giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm: 

[1]. 
0

0lim .
x x

x x
→

=   [2]. ( )
0

lim  .
x x

c c c const
→

= =   

• Định lý về giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm: 
Nếu 

0

lim ( )
x x

f x L
→

=  và 
0

lim ( )
x x

g x M
→

=  thì: 
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[1]. 
0

lim ( ) ( ) .
x x

f x g x L M
→

+ = +    [2]. 
0

lim ( ) ( ) .
x x

f x g x L M
→

− = −    

[3]. 
0

lim ( ). ( ) . .
x x

f x g x L M
→

=    [4]. ( )
0

lim . ( ) .  .
x x

c f x c L c const
→

= =    

[5]. ( )
0

( )lim  0 .
( )x x

f x L M
g x M→

= ≠  [6]. 
0

lim ( ) .
x x

f x L
→

=  

[7]. 
0

33lim ( ) .
x x

f x L
→

=  [8]. ( )
0

lim ( )  ( ) 0 0 .
x X

f x L f x L
→

= ≥ ⇒ ≥  

• Giới hạn một bên của hàm số: 
[1]. Ta luôn có 0 0 0 .x x x− +< <                   [2]. Điều kiện có 

0

lim ( )
x x

f x L
→

=  khi và chỉ khi 
0 0

lim ( ) lim ( ) .
x x x x

f x f x L
− +→ →

= =   

b. Giới hạn hữu hạn của hàm số tại vô cực: 
• Các kết quả được thừa nhận của giới hạn hữu hạn của hàm số tại vô cực: 

[1]. ( )lim ;  lim  .
x x

c c c c c const
→+∞ →−∞

= = =   [2]. ( )1 1lim 0;  lim 0 * .k kx x
k

x x→+∞ →−∞
= = ∈   

• Định lý về giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm vẫn đúng cho giới hạn hữu hạn của hàm số tại vô 
cực, tức là ta thay 0x x→  thành x →+∞  hoặc .x →−∞   

c. Giới hạn vô cực của hàm số: 
• Các kết quả được thừa nhận giới hạn vô cực của hàm số: 

[1]. lim k

x
x

→+∞
= +∞  với k là số nguyên dương. [2]. lim k

x
x

→−∞
= +∞  nếu k là số chẵn. 

[3]. lim k

x
x

→−∞
= −∞  nếu k là số lẻ. [4]. 

0 0

1lim ( ) lim 0.
( )x x x x

f x
f x→ →

= +∞⇒ =  

• Các quy tắc tìm giới hạn vô cực của hàm số: 
Quy tắc 1: Nếu 

0

lim ( )
x x

f x
→

= ±∞  và 
0

lim ( ) 0
x x

g x L
→

= ≠  thì 
0

lim ( ). ( )
x x

f x g x
→

   được cho trong bảng sau: 

0

lim ( )
x x

f x
→

 Dấu của L 
0

lim ( ). ( )
x x

f x g x
→

   

+∞  + +∞  
+∞  –  −∞  
−∞  + −∞  
−∞  – +∞  

Quy tắc 2: Nếu 
0

lim ( ) 0
x x

f x L
→

= ≠  và ( )
0

lim ( ) 0 ( ) 0
x x

g x g x
→

= ≠  thì 
0

( )lim
( )x x

f x
g x→

 được cho trong bảng sau: 

Dấu của L Dấu của ( )g x   
0

( )lim
( )x x

f x
g x→

 

+ + +∞  
+ –  −∞  
– + −∞  
– – +∞  

d. Các dạng vô định: 

• Phương pháp khử dạng vô định 0
0

 khi 0 :x x→   

[1]. Đối với hàm phân thức: 
Ta phân tích tử thức và mẫu thức thành các biểu thức chứa nhân tử chung 0x x−  rồi rút gọn. 
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Ví dụ: 
( )( )

( )( )

23 2 2

21 1 1

1 2 23 2 2 2 3lim lim lim .
1 1 1 1 2x x x

x x xx x x x
x x x x→ → →

− − −− + − −
= = = −

− − + +
  

[2]. Đối với biểu thức chứa căn thức: 
Ta nhân hoặc chia lượng liên hợp để khử căn thành các biểu thức chứa nhân tử chung 0x x−  rồi rút gọn. 
Chú ý. Các biểu thức liên hợp: 

2 3
3 3 3

3 3 32 2 2 23 3
; ; ; .

.

A B A B A B A BA B A B A B A B
A B A B A A B B A AB B

− − − −
− = − = − = − =

+ + + + + +
 

Ví dụ: 

( ) ( )33 3

2 2 2 21 1 1 1

7 2 3 27 3 7 2 3 2 1 1 1lim lim lim lim
3 2 3 2 3 2 3 2 12 4 6x x x x

x xx x x x
x x x x x x x x→ → → →

+ − − + −+ − + + − + − − −
= = − = − =

− + − + − + − +
, với: 

( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )

2 33

3
( )

21 1 1 1

21 1 1 1

7 8

7 2 7 4
7 2 1 1 1lim lim lim lim

3 2 1 2 1 2 ( ) 2 ( ) 12
3 4

3 2 1 1 13 2lim lim lim lim
3 2 1 2 41 2 3 2 2 3 2

f x

x x x x

x x x x

x

x x
x x

x x x x x x f x x f x
x

x xx
x x x x x x x x x

→ → → →

→ → → →

+ −

+ + + +
+ − −

= = = = −
− + − − − − −

+ −
+ − −+ += = = = −
− + − −    − − + + − + +   



  

• Phương pháp khử dạng vô định ∞
∞

 khi x →+∞  hoặc x →−∞ : 

[1]. Đối với hàm phân thức: 
TH1. Bậc của tử nhỏ hơn bậc của mẫu: Ta chia cả tử thức và mẫu thức cho lũy thừa cao nhất của x ở mẫu. 

Ví dụ: 
2 2 3 42 3 4

4

3 4 3 4

1 2 31 2 3 lim
2 3 0lim lim 0.

1 5 1 55 11 lim 1

x

x x

x

x x x x xx x x
x x

x x x x

→+∞

→+∞ →+∞

→+∞

 − +− +  − +  = = = =
− +  − + − + 

 

  

TH2. Bậc của tử bằng bậc của mẫu: Ta chia cả tử thức và mẫu thức cho lũy thừa cao nhất của x ở mẫu. 

Ví dụ: 
4 3 43 4

4

3 4 3 4

2 32 3 lim 112 3 1lim lim 1.
1 5 1 55 11 lim 1

x

x x

x

x x x xx x
x x

x x x x

→+∞

→+∞ →+∞

→+∞

 − +− +  − +  = = = =
− +  − + − + 

 

 

TH3. Bậc của tử lớn hơn bậc của mẫu: Ta chia cả tử thức và mẫu thức cho lũy thừa cao nhất của x ở mẫu. 

Ví dụ: 

22
4 22

2

2 2

2 32 3 lim
2 3lim lim .

1 5 1 55 11 lim 1

x

x x

x

xxx x x xx x
x x

x x x x

→+∞

→+∞ →+∞

→+∞

 − +− +  − + +∞ = = = = −∞
− − + − − − + − − + 

 

  

[2]. Đối với biểu thức chứa căn thức:  
Ta cũng làm tương tự giống như hàm phân thức. 
Chú ý. Khi x →+∞  thì 0x x x> ⇒ =  và khi x →−∞  thì 0 .x x x< ⇒ = −  
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Đặc biệt: 32 3,   0
;  .

,   0
A khi A

A A A A
A khi A

≥
= = =− <

  

Ví dụ:  

( )

6 3 3
56 5 5 5

2 2 2 2

2

5 5

2 2

3 3 3 31 1 1 13lim lim lim lim lim
12 1 2 1 2 1 2 1 2

3 3lim 1 lim . lim 1
.1

1 1 2lim 2 lim 2

x x x x x

x x x

x x

x x x xxx x x x x
x x x x

x

x x
x x

x x

→−∞ →−∞ →−∞ →−∞ →−∞

→−∞ →−∞ →−∞

→−∞ →−∞

 − − − − − − −  = = = =
+ + + + +

   
− − − −       +∞   = = =
   + +   
   

= +∞

  

• Phương pháp khử dạng vô định ∞−∞ : 

Ta đưa về dạng ∞
∞

 bằng cách nhân liên hợp. 

Ví dụ: 

( ) ( )2 2 2 2
2

2
2

22

2

2 2 2

2 1 1 1lim 2 1 lim lim lim
112 1 22

11 lim
1lim lim .
1 1 2 112 2 1 lim 2 1

x x x x

x

x x

x

x x x xx x
x x x xx x

xx

xxx xx

x x
x x x

→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

→−∞

→−∞ →−∞

→−∞

+ − + +
+ + = = =

+ −   + −+ − 
 
 ++  + −∞ = = = = = +∞

  − −
− + − − + − − + −  

 

  

• Phương pháp khử dạng vô định 0.∞ : 

Ta đưa về dạng ∞
∞

 bằng cách nhân liên hợp. 

Ví dụ:  

3 3 3 2

5 2
32 3

2 4 52

22

4 5 4 5

122 2 2lim lim lim lim
1 3 1 31 33 1

11 lim 22 2lim 2.
1 3 11 31 lim 1

x x x x

x

x

x

x x x x x x x x xx x
x x x xxx x

x x x xx x

xx

x x x x

→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

→−∞

→−∞

→−∞

++ + +
= = =

− + −  − + − +− + 
 

++
= − = − = − = −

− + − +

  

3. Hàm số liên tục 
• Hàm số liên tục tại một điểm có hai dạng cơ bản sau: 

Dạng 1: Hàm số 0

0

( ),   
( )

( ),   
F x khi x x

f x
G x khi x x

≠
=  =

 liên tục tại điểm 0x x=  khi và chỉ khi 
0

0lim ( ) ( ).
x x

f x f x
→

=   

Do đó ta phải có 
0 0

0 0lim ( )  và ( ) lim ( ) ( ) ( )
x x x x

F x k G x k f x f x f x
→ →

= = ⇒ = ⇒  liên tục tại điểm 0.x x=  
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Ví dụ: Xét tính liên tục của hàm số 

2 2 3 ,   3( ) 3
5,   3

x x khi xf x x
khi x

 − −
≠= −

 =

  tại điểm 3.x =   

Ta có 
( )( ) ( )

2

3 3 3 3

1 32 3lim ( ) lim lim lim 1 4
3 3x x x x

x xx xf x x
x x→ → → →

+ −− −
= = = + =

− −
 và (3) 5f =   

Do đó 
3

lim ( ) (3)
x

f x f
→

≠  hay ( )f x  không liên tục (hay gian đoạn) tại điểm 3.x =   

Dạng 2: Hàm số 0

0

( ),   
( )

( ),   
F x khi x x

f x
G x khi x x

≥
=  <

 liên tục tại điểm 0x x=  khi và chỉ khi
0 0

0lim ( ) lim ( ) ( ).
x x x x

f x f x f x
+ −→ →

= =   

Do đó ta phải có 
0 0 0 0

0 0lim ( ) , lim ( )  và ( ) lim ( ) lim ( ) ( ) ( )
x x x x x x x x

F x k G x k F x k f x f x f x f x
+ − + −→ → → →

= = = ⇒ = = ⇒  liên tục 

tại điểm 0.x x=  

Ví dụ: Xét tính liên tục của hàm số 
1 ,   1

( ) 2 1
2 ,   1

x khi x
f x x

x khi x

− <= − −
− ≥

  tại điểm 1.x =   

Ta có ( )
1 1

lim ( ) lim 2 2
x x

f x x
+ +→ →

= − = −   

Và ( )
( )( )

( ) ( )
1 1 1 1 1

1 2 11 1lim ( ) lim lim lim lim 2 1 2
2 1 12 1
2 1

x x x x x

x xx xf x x
x xx
x

− − − − −→ → → → →

− − +− −
= = = = − − + = −

− − − −− −
− +

  

Mà (1) 2.f = −  Do đó 
1 1

lim ( ) lim ( ) (1) 2
x x

f x f x f
+ −→ →

= = =  hay ( )f x  liên tục tại điểm 1.x =  

• Hàm số ( )y f x=  liên tục trên khoảng ( );a b  nếu ( )y f x=  liên tục tại mọi điểm trên khoảng ( ); .a b   

• Hàm số ( )y f x=  liên tục trên đoạn ;a b   nếu ( )y f x=  liên tục tại mọi điểm trên khoảng ( );a b  và
lim ( ) lim ( ).
x a x b

f x f x
+ −→ →

=   

• Hàm số đa thức liên tục trên toàn bộ tập số thực .   
Ví dụ: Hàm số 3 3 2y x x= − +  liên tục trên toàn bộ tập thực tức là nó liên tục trên mọi điểm. 

• Hàm số phân thức hữu tỉ (tử thức và mẫu thức là hai đa thức) và các hàm số lượng giác liên tục trên từng 
khoảng xác định của chúng. 

Ví dụ: Hàm số 1
1

xy
x
+

=
−

 lên tục trên mỗi khoảng ( );1−∞  và ( )1;+∞  vì có TXĐ là ( ) ( );1 1; .D = −∞ ∪ +∞   

• Nếu hàm số ( )f x  liên tục trên khoảng ;a b   và ( ). ( ) 0f a f b <  thì phương trình ( ) 0f x =  có ít nhất một 

nghiệm trên khoảng ( ); .a b   

Ví dụ: Hàm số 3( ) 2 5f x x x= + −  liên tục trên   (vì nó làm hàm số đa thức) nên hàm số cũng liên tục 
trên đoạn 0;2   và có (0). (2) 0f f <  nên phương trình 3 2 5 0x x+ − =  có ít nhất một nghiệm trên khoảng 

( )0;2 .   
III. ĐẠO HÀM 
1. Đạo hàm tại một điểm 

• Đạo hàm của hàm số ( )y f x=  tại điểm 0x  là 
0

0
0 0

0

( ) ( )
'( ) lim lim .

x x x

f x f x yf x
x x x→ ∆ →

− ∆
= =

− ∆
  

• 0x x x∆ = −  được gọi là số gia của đối số tại 0 .x  
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• ( )0 0 0( ) ( ) ( )y f x f x f x x f x∆ = − = + ∆ −  được gọi là số gia tương ứng của hàm số. 
• Quy trình để tính đạo hàm bằng định nghĩa: 

Bước 1: Tính ( )0 0( )y f x x f x∆ = + ∆ −  với x∆  là số gia của đối số tại 0 .x  

Bước 2: Tìm 
0

lim .
x

y
x∆ →

∆
∆

  

Ví dụ: Tính đạo hàm của hàm số 1( )f x
x

=  tại điểm 0 2.x =   

Giả sử x∆  là số gia của đối số tại 0 2.x =  Ta có: 

( ) ( ) ( )0 0

1 1 1 1 12 (2) lim lim '(2) .
2 2 2 2 2 2 4 4x x

x yy f x f f
x x x x∆ → ∆ →

∆ ∆ −
∆ = + ∆ − = − = − ⇒ = = − ⇒ = −

+ ∆ + ∆ ∆ + ∆
  

2. Quy tắc tính đạo hàm 
Cho các hàm số ( )u u x=  và ( ).v v x=  Khi đó: 
• Quy tắc tính đạo hàm của một tổng: ( ) ' ' '.u v u v+ = +   

• Quy tắc tính đạo hàm của một hiệu: ( ) ' ' '.u v u v− = −   

• Quy tắc tính đạo hàm của một tích: ( ). ' '. . '.u v u v u v= +   

• Quy tắc tính đạo hàm của một thương: ( )2

'. . ''  0 .u u v u v v
v v

−  = ≠ 
 

  

• Quy tắc tính đạo hàm của một tích với một số: ( ) ( ). ' . '  .c u c u c const= =   

• Quy tắc tính đạo hàm hợp ( ) ( )y u v u v x= =    : ( )( ) ' '( ). '( ).u v v x u v=   
3. Công thức tính đạo hàm 

STT Hàm sơ cấp (chỉ chứa biến x) Hàm hợp ( )( )u u x=   

1. ( ) ( ) ( ) ( )' 0,  ' 1,  . ' ,  'c x c x c cx k c= = = + =  với ,  .c k const=   

2. ( ) 1' .x xα αα −=   ( ) 1' '. .u u uα αα −=  

3. 2

1 1'
x x

  = − 
 

  2

1 '' u
u u

  = − 
 

  

4. ( ) 1'
2

x
x

=   ( ) ''
2

uu
u

=   

5. ( ) 1

1'x
x

α

α αα −
=   ( ) 1

'' uu
u

α

α αα −
=   

6. ( )sin ' cosx x=   ( )sin ' '.cosu u u=   

7. ( )cos ' sinx x= −   ( )cos ' '.sinu u u= −   

8. ( ) 2
2

1tan ' 1 tan
cos

x x
x

= = +   ( ) ( )2
2

'tan ' '. 1 tan
cos

uu u u
u

= = +   

9. ( ) ( )2
2

1cot ' 1 cot
sin

x x
x

= − = − +   ( ) ( )2
2

'cot ' '. 1 cot
sin

uu u u
u

= − = − +   

4. Phương trình tiếp tuyến với đồ thị của hàm số 
• Phương trình tiếp tuyến ∆  với đồ thị của hàm số ( )y f x=  tại điểm điểm ( )0 0;M x y  (với 0 0( )y f x= ) hoặc 

tại điểm có hoành độ 0x  là:  
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( ) ( )0 0 0 0 0 0: '( ) '( ) ( )y f x x x y f x x x f x∆ = − + = − +   
Chú ý. 0'( )f x  là hệ số góc của đường thẳng ∆  và nó chính là đạo hàm của hàm số ( )y f x=  tại điểm 0.x   

• Có 3 dạng bài về viết phương trình tiếp tuyến ∆ với đồ thị của hàm số ( )y f x=  như sau: 
Dạng 1: Viết phương trình tiếp tuyến ∆  tại điểm ( )0 0;M x y  

Phương trình tiếp tuyến ∆  với đồ thị của hàm số ( )y f x= tại điểm ( )0 0;M x y  là 

( )0 0 0: '( ) ( )y f x x x f x∆ = − +  với 0'( )f x  là hệ số góc của đường thẳng ∆  

Dạng 2: Viết phương trình tiếp tuyến ∆  khi biết ∆  đi qua điểm ( );A a b   

Giả phương trình tiếp tuyến ∆  với đồ thị của hàm số ( )y f x= tại điểm ( )0 0;M x y  là 

( )0 0 0: '( ) ( )y f x x x f x∆ = − +  với 0'( )f x  là hệ số góc của đường thẳng ∆  

Khi đó, vì tiếp tuyến ∆  đi qua điểm ( );A a b  nên  

( ) ( )0 0 0 0 0 0 0'( ) ( ) ? : '( ) ( )?b f x a x f x x y f x x x f x= − + ⇒ = ⇒ ∆ = − +   
Dạng 3: Viết phương trình tiếp tuyến ∆  khi biết vị trí tương đối của ∆  với một đường thẳng 
Giả phương trình tiếp tuyến ∆  với đồ thị của hàm số ( )y f x= tại điểm ( )0 0;M x y  là 

( )0 0 0: '( ) ( )y f x x x f x∆ = − +  với 0'( )f x  là hệ số góc của đường thẳng ∆  
Khi đó, nếu ta biết vị trí tương đối của đường thẳng ∆  và đường thẳng :d y ax b= +  thì ta làm như sau: 
TH1. ( )0 0 0 0 0'( ) ? : '( ) ( )?d f x a x y f x x x f x∆ ⇔ = ⇒ = ⇒ ∆ = − +   
Chú ý. Nếu ta tìm được phương trình : y ax c∆ = +  thì c b≠  (nếu c b=  thì d∆ ≡ ).  
TH2. ( )0 0 0 0 0'( ). 1 ? : '( ) ( )?d f x a x y f x x x f x∆ ⊥ ⇔ = − ⇒ = ⇒ ∆ = − +   

TH3. ( ) ( )0
0 0 0 0

0

'( )
, tan ? : '( ) ( )?

1 '( ).
f x a

d x y f x x x f x
f x a

α α
−

∆ = ⇔ = ⇒ = ⇒ ∆ = − +
+

  

5. Vi phân  
• Vi phân của hàm số ( )y f x=  được tính và viết là ( ) '( ) .dy d f x f x dx= =     

• Ta cũng có thể biến đổi công thức trên thành '( )dy f x
dx

=  và cũng có thể hiểu rằng ' '( )dy y f x
dx

= =  nên ta 

cũng có thể nói rằng vi phân là cách viết khác của đạo hàm. 
6. Đạo hàm cấp cao 
• Đạo hàm cấp n của hàm số ( )y f x=  được tính và viết là ( ) ( 1)( ) ( ) 'n nf x f x− =     

Ví dụ: Cho hàm số 4 2( ) 3 2.f x x x= + −  Tính đạo hàm cấp 5 của hàm số. 
Ta có 3 2 (4)'( ) 4 6 ''( ) '( ) ' 12 6 '''( ) ''( ) ' 24 ( ) '''( ) ' 24f x x x f x f x x f x f x x f x f x= + ⇒ = = + ⇒ = = ⇒ = =             

Vậy (5) (4)( ) ( ) ' 0.f x f x = =    

7. Ý nghĩa của đạo hàm trong vật lí 
• Vận tốc tức thời của chuyển động thẳng xác định bởi phương trình ( )s s t=  tại thời điểm 0t là ( ) ( )0 0'v t s t=   
• Cường độ dòng điện tức thời của điện lượng xác định bởi phương trình ( )Q Q t=  tại thời điểm 0t là

( ) ( )0 0'I t Q t=  
IV. QUAN HỆ SONG SONG TRONG KHÔNG GIAN 
1. Đường thẳng song song với mặt phẳng 
Để chứng minh đường thẳng song song với mặt phẳng  thì ta chọn một trong các cách sau để chứng minh: 
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Cách 1 (Thường dùng) Cách 2 Cách 3 

( ) ( )
a b

a P
b P

⇒⊂ 



  
( ) ( )

( ) ( )
P Q

a P
a Q

⇒
⊂ 



  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

P Q a
Q R b

a R
R P c

b c

∩ =


∩ = ⇒
∩ = 







 

Hệ quả: 

( )
( )

a P
a b

b P
⇒

⊂ 



  
( )
( )

( ) ( )

a P
a Q a b
P Q b




⊂ ⇒
∩ = 



   
( )
( )

( ) ( )

a P
a Q a b
P Q b



⇒

∩ = 



    

2. Hai mặt phẳng song song 

( ) ( )
( ) ( )

{ }
( ) ( )

 và 
 và 

a P a Q
b P b Q P Q
a b O

⊂


⊂ ⇒
∩ = 



   

Hệ quả: 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )P Q R Q b
a bR P a

  ∩ = ⇒ 
∩ =  





  

3. Xác định thiết diện 

Với bài toán thiết diện khi ( )a P  thì ta thường dùng định lí sau: 
( )
( )

( ) ( )

a P
a Q a b
P Q b




⊂ ⇒
∩ = 



   

V. VÉCTƠ TRONG KHÔNG GIAN 
1. Các phép toán véctơ 
• Tổng của 2 véctơ: AM MB AB+ =

  

  
• Hiệu của 2 véctơ: MB MA AB− =

  

 
• Hai véctơ cùng phương:  và a b



  cùng phương ⇔  giá của chúng song song hoặc trùng nhau .b k a⇔ =


   
• Tích vô hướng của 2 véctơ: Tích vô hướng của 2 véctơ  và a b



  là 1 số, được xác định: ( ). . .cos ,a b a b a b=
  

     

• Liên quan tới độ dài véctơ là 
22 2.AB AB AB AB AB= = =

   

  

2. Các quy tắc  

• Quy tắc trung điểm: Nếu M là trung điểm của đoạn thẳng AB thì 
0

2 ,  bâ t kì

MA MB

OA OB OM O

 + =


′+ = ∀

 



     

• Quy tắc trọng tâm: Nếu G là trọng tâm ABC∆  thì 
0

3 ,  bâ t kì

GA GB GC

OA OB OC OG O

 + + =


′+ + = ∀

  



      

• Quy tắc hình bình hành: Nếu ABCD Là hình bình hành thì AC AB AD= +
  

  

• Quy tắc trọng tâm tứ diện: Nếu G là trọng tâm tứ diện ABCD thì 
0

4 ,  bâ t kì

GA GB GC GD

OA OB OC OD OG O

 + + + =


′+ + + = ∀

   



       

• Quy tắc hình hộp: Nếu ABCD.A’B’C’D’ là hình hộp thì 'AC AB AD AA= + +
   

 
3. Chứng minh 3 véctơ đồng thẳng 
3 véctơ , ,a b c



   đồng phẳng . .a m b n c⇔ = + ⇔


   tồn tại cắp số (m; n) duy nhất. 
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VI. QUAN HỆ VUÔNG GÓC TRONG KHÔNG GIAN 
1. Đường thẳng vuông góc với mặt phẳng 
Để chứng minh đường thẳng vuông góc với mặt phẳng thì ta chọn một trong các cách chứng minh sau: 

Cách 1 (Thường dùng) Cách 2 Cách 3 

( )
( )

,

a b
a c a P
b c P

⊥


⊥ ⇒ ⊥
⊂ 

 ( ) ( )
a b

a P
b P

⇒ ⊥⊥ 



 
( ) ( )

( ) ( )
P Q

a P
a Q

⇒ ⊥
⊥ 



 

Cách 4 Cách 5  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

P Q
P Q b

a P
a Q
a b

⊥


∩ = ⇒ ⊥
⊥ 

⊥ 

 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
Q R a
P Q a P
P R

∩ =


⊥ ⇒ ⊥
⊥ 

  

2. Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng 

Bước 1. Xác định giao tuyến của đường thẳng d và mặt phẳng (P) 
là điểm O, tức là: 

( ) { }d P O∩ =  

 

Bước 2. Xác định hình chiếu vuông góc của điểm A (là điểm nằm 
trên đường thẳng d khác điểm O) trên mặt phẳng (P) là H, tức là 
chứng minh: 

( )AH P⊥  

 
Bước 3. Xác định hình chiếu vuông góc của đường thẳng d trên 
mặt phẳng (P) là đường thẳng ∆ với ∆ là đường thẳng đi qua H và 
O, tức là: 

{ }
{ }

AH H
AOH

d O
⊥ ∆ = ⇒ ∆

∩∆ = 
vuông tại H 

 
Bước 4. Khi đó, góc giữa đường thẳng d và mặt phẳng (P) bằng góc 
giữa hai đường thẳng d và đường thẳng ∆ bằng góc AOH , tức là: 

( )( ) ( )
, ,d P d AOH= ∆ =  

Chú ý. Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông AOH 

   sin ;cos ; tan ;cotAH OH AH OHAOH AOH AOH AOH
AO AO OH AH

= = = =    
3. Hai mặt phẳng vuông góc 
Để chứng minh hai mặt phẳng song song thì ta chọn một trong các cách sau để làm: 
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Cách 1 (Thường dùng) Cách 2 

( )
( ) ( ) ( )

a P
P Q

a Q
⊥ ⇔ ⊥

⊂ 
 

( )
( )

( )

( ) ( )
, 90

a P
b Q P Q

a b

⊥
⊥ ⇔ ⊥


= °

  

Hệ quả: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

P Q
a Q

a P
P Q b

a b

⊥


⊂ ⇒ ⊥
∩ = 

⊥ 

  
( ) ( )

( )
( )

( )
P Q

A P AB P
AB Q

⊥


∈ ⇒ ⊂
⊥ 

  
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
Q R a
Q P a P
R P

∩ =


⊥ ⇒ ⊥
⊥ 

  

4. Góc giữa hai mặt phẳng 

Bước 1. Xác định giao tuyến của 2 mặt phẳng ( ) ( ) và ,P Q  tức là: 

( ) ( )P Q a∩ =  

 
Bước 2. Xác định đường thẳng b nằm trong mặt phẳng (P) đồng 
thời vuông góc với giao tuyến a và xác định đường thẳng c nằm 
trong mặt phẳng (Q) đồng thời vuông góc với giao tuyến a, tức là: 

( )
( )

 và 
 và 

b P b a
c Q c a
 ⊂ ⊥


⊂ ⊥
 

 

Bước 3. Khi đó góc giữa 2 mặt phẳng ( ) ( ) và P Q  chính là góc giữa 
2 đường thẳng b và c, tức là: 

( )
( ) ( ) ( )

 và 
( ),(Q) ,

 và 
b P b a

P b c
c Q c a

⊂ ⊥ ⇐ =
⊂ ⊥ 

 

 
5. Khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng 
Để tính khoảng cách từ điểm đến mặt phẳng thì chọn một trong các cách sau để làm: 

Cách 1. (Trực tiếp) 
Tìm hình chiếu vuông góc của M lên mặt phẳng (P) là điểm H, tức 
là chứng minh ( )MH P⊥  với ( ).H P∈  Do đó ( ),( ) .d M P MH=   

 

Cách 2. (Gián tiếp)  
Nếu ( )AB P  thì ( ) ( ),( ) ,(P)d A P d B=   
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Cách 3. (Gián tiếp) 

Nếu AB cắt (P) tại I thì 
( )
( )

,( )
,( )

d A P IA
d B P IB

=   

 
6. Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau 
Để tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau  và a b   thì chọn một trong các cách sau để làm: 

Cách 1: Chọn mặt phẳng (P) chứa đường thẳng a và song song với 
b. Khi đó ( ) ( )( ), , .d a b d b P=  

 

 

Cách 2: Dựng mặt phẳng song song và lần lượt chứa hai đường 
thẳng. Khoảng cách giữa hai mặt phẳng là khoảng cách giữa hai 
đường thẳng a và b. 

 
Cách 3: Dựng đoạn vuông góc chung và tính độ dài đoạn đó. Ta 
xét 2 trường hợp sau: 
TH1: a và b vừa chéo nhau vừa vuông góc với nhau 
+ Bước 1. Chọn mặt phẳng (P) chứa b và vuông góc với a tại H. 
+ Bước 2. Trong mặt phẳng (P) kẻ .HK b⊥   
+ Bước 3. Khi đó HK là đoạn vuông góc chung của hai đường thẳng 
a và b nên ( ), .d a b HK=    
TH2: a và b chéo nhau mà không vuông góc với nhau 
+ Bước 1. Chọn mặt phẳng (P) chứa b và song song với a. 
+ Bước 2. Dựng d là hình chiếu vuông góc của a lên (P) bằng cách 
lấy điểm M a∈ , kẻ ( ),MN P⊥  lúc đó d là đường thẳng đi qua N 
và song song với a. 
+ Bước 3. Gọi ,H a d= ∩  dựng .HK MN   
+ Bước 4. Khi đó HK là đoạn vuông góc chung của hai đường thẳng 
a và b nên ( ), .d a b HK MN= =  
Một cách giải khác của TH2: 
+ Bước 1. Chọn mặt phẳng ( )P a⊥  tại P. 
+ Bước 2. Tìm hình chiếu vuông góc của b lên (P) là d. 
+ Bước 3. Trong mặt phẳng (P), dựng ,PQ d⊥  từ Q dựng đường 
thẳng song song với a cắt b tại H, từ H dựng .HK PQ   
+ Bước 4. Khi đó HK là đoạn vuông góc chung của hai đường thẳng 
a và b nên ( ), .d a b HK PQ= =  
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Phải có thời gian để nhìn nhận lại bản thân. Xem mình đã ngã 
chỗ nào thì phải đứng dạy ở chỗ đó. Đặc biệt không được tự ti, 
tự phụ mà phải tự tin vào bản thân mình. Bởi lẽ người thành 
công không bao giờ nói “không” với bất kì khó khăn nào. Có 
như vậy thì thành công sẽ đến với bạn trong tương lai gần. 

Thầy Nguyễn Mạnh Cường 
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