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BAI 1. QUY TAC CONG. QUY TAC NHAN. SO
DO HINH CAY

. QUY TAC CONG

Dinh nghia 1. Mot cong viéc duge hoan thanh bdi mot trong hai hanh dong. Néu hanh dong thit nhat
c6 m cach thuc hién, hanh dong thi hai c6 n cach thuc hién (céc cach thuc hién ctia cd hai hanh dong
1& khéc nhau déi mot) thi cong viec dé ¢6 m + n cach hoan thanh.

Vi du 1. Mot quan ban ba loai do uéng: tra sita, nuéc hoa qua va sinh t6. C6 5 loai tra sita, 6 loai
nude hoa qué va 4 loai sinh t6. H6i khach hang c¢6 bao nhiéu cach chon mot loai do uéng?

Vi du 2. Ban Phuong c¢6 7 quyén sach Tiéng Anh va 8 quyén sach Van hoc, cac quyén sach 1 khac
nhau. Hoéi ban Phuong c6 bao nhiéu cach chon mot quyén sach dé doc?

Mot cong viec dude hoan thanh béi mot trong ba hanh dong. Néu hanh dong thi nhat c6 m cach
thuc hién, hanh dong thit hai ¢6 n cach thuc hién, hanh dong thic ba c6 p cach thuc hién (cac
céch thyc hién ctia cd ba hanh dong 1a khéc nhau d6i mot) thi cong viec d6 ¢6 m + n + p cach
hoan thanh.

2. QUY TAC NHAN

Dinh nghia 2. Mot cong viéc duge hoan thanh béi mot trong hai hanh dong lien tiép. Néu hanh dong
thtt nhat c¢6 m cach thiic hién va ting v6i mdi cach thyc hién hanh dong thi nhat, c6 n cach thuyc hien
hanh dong thit hai thi cong viéc d6 ¢c6 m - n cach hoan thanh.
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Mot cong viec duge hoan thanh béi mot trong ba hanh dong lién tiép. Néu hanh dong thi nhat
c6 m cach thuyc hién; tng v6i mdi cach thuc hien hanh dong thi nhat, c6 n cach thyc hién hanh
dong thit hai; tng v6i mdi cach thuc hien hanh dong thit nhat va mdi cach thyc hién hanh dong
thit hai c6 p cach thyc hién hanh dong thit ba thi cong viéc d6 ¢c6 m - n - p cach hoan thanh.

Vi du 3. Trong kinh doanh nha hang, combo 1a mot hinh thitc goi mén theo thie don dude két hop
tit nhiéu mén an hoac do uéng. Néu nha hang c6 5 moén rau, 4 moén ca va 3 mon thit thi c6 bao nhiéu
cach tao ra mot combo? Biét mdi combo c6 day dit 1 mén rau, 1 mén ca va 1 moén thit.

3. SO DO HINH CAY

Nhan xét.

—H

(1) So do hnh cay la so do bat daw tai mot nat duy nhat vdi ciac nhanh téa ra cic nit C—3
bo sung. —Ml

(D) Ta c6 thé st dung so do hinh ciay dé dém s6 cich hoan thanh mot cong viéc khi —H
cong viéc dé doi héi nhuunzg hanh dong lien tiép. (H—M@
—Hl

Vi du 4. Ban Huong c6 3 chiéc quan khac mau lan lugt 1a xam, den, nau nhat v 4 chiéc 4o so mi
ciing khac mau lan lugt 14 hong, vang, xanh, tim. Hay vé so do hinh cay biéu thi s6 cach chon:

@ 1 chiéc quan; @ 1 chiéc 4o so mi; @ 1 bo quan ao.

4. VAN DUNG TRONG BAI TOAN DEM
1. Van dung trong giai toan

- — £ 3 N
Vi du 5. Cho 10 diem phan biét. Héi lap duge bao nhiéu vecto khac 0?7 Biet rang hai dau mit cia
mdi vecto 13 hai trong 10 diém da cho.
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2. Van dung trong thuc tién

Vidu 7. Tu ba mang dit lieu A, B, C', may tinh tao nén mot thong tin dwa ra man hinh cho ngusi
dung bang cach lan lugt lay mot dit lieu tit A, mot dit lieu tit B va mot dit lieu tu C. Gid st A, B, C
lan lugt chia m, n, p dit lieu. Héi may tinh c6 thé tao ra duge bao nhiéu thong tin?

Vi du 8.
Gia dinh ban Quan dit mat ma cta chiéc khéa cong 1a mot day sd gdm bén chit s6.
Héi c6 bao nhiéu cach dit mat ma néu:

@ Cac chit s6 c6 thé gidng nhau? @ Cac chit s6 phai doi mot khac nhau?
ET TIE
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Vi du 9. Cho kiéu gen AaBbDdIEE.
(1) Vé so do hinh cay biéu thi sy hinh thanh giao ti.

(2) Tt d6, tinh sb loai giao ti clia kidu gen AaBbDAIEE.
Biét qué trinh gidm phan tao giao tit binh thuong, khong xay ra dot bién.

5. BAI TAP

Bai 1. T cac chit s6 1, 2, 3, 4, 5, 6 ta lap ra s6 tut nhién gom ba chit s6, chia hét cho 5. C6 thé
lap dugc bao nhiéu s6 nhu thé?

Bai 2. Tu cac chitsé 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, lap dudc bao nhiéu?
(1) S6 chin gom ba chit s6?

(2) S6 chin gom ba chit s6 doi mot khéac nhau?
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Bai 3. Trong mot truong trung hoc pho thong, khéi 10 c6 245 hoc sinh nam va 235 hoc sinh nit.

(1) Nha truong can chon mot hoc sinh ¢ khéi 10 di du budi giao luu v6i hoc sinh cac trusng
trung hoc pho thong trong tinh. Héi nha trudng c6 bao nhiéu cach chon?

(2) Nha truong can chon hai hoc sinh & khéi 10 trong dé ¢6 1 nam va 1 nit di du trai he cta
hoc sinh trong tinh. Hoi nha truong ¢6 bao nhiéu cach chon?

Bai 4. Trong giai thi dau bong da World Cup, vong bang c6 32 doi tham gia, duge chia lam 8
bang, moéi bang c6 4 doi dau vong tron mot lugt. Tinh s6 tran dau dugde thi dau trong vong bang
theo thé thtc tren.

Bai 5. O Canada, ma buu chinh ¢6 6 ki ty gdm: 3 chit cai in hoa (trong s6 26 chit céi tiéng Anh)
va 3 chit s6. Mdi ma buu chinh bat dau bang 1 chit cai va xen ké bang 1 chit sb.

(Nguon: https://capath.vn/postal-code-canada)

(1) C6 thé tao duge bao nhitu ma buu chinh?
(2) C6 thé tao duge bao nhieu ma bat dau bang chit S ?

(3) C6 thé tao duge bao nhitu ma bat dau bing chit S va két thiic bing chit s6 8 ?
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Bai 6. Mot hang thoi trang dua ra mot mau 4o so mi méi c6 ba mau: trang, xanh, den. M6i loai
cobcacces S, M, L, XL, XXL.

(1) Vé so do hinh cay biéu thi cac loai 40 so mi v6i mau va ¢d do néi tren.

(2) Néu mot ctta hang muén mua tat ca cic loai &0 so mi (di loai mau va dii loai ¢& 40) v méi
loai mot chiéc de vé gidi thiéu thi can mua tat cd bao nhiéu chiéc 4o so mi.

Bai 7. Mot khach san nhé chuan bi bita &n sang gom 2 do ubng la: tra va ca phe; 3 mon an la:
phd, bin va chéo; 2 mén trang miéng la: banh ngot va sita chua.

(1) Vé so do hinh cay biéu thi cac cach chon khau phan an gom du ba loai: dd uéng, mon an
va mon trang miéng.

(2) Tinh cach chon khau phan an gdm: 1 do udng, 1 mén &n va 1 mén trang mieng.

Bai 8. Cho kiéu gen AaBbDdFEe. Gia st qua trinh giadm phan tao ra giao tit binh thuong, khong
xay ra dot bién.

(1) Vé so d6 hinh cay biéu thi su hinh thanh giao ti.

(2) Tit dé, tinh s6 loai giao tit ctia kiéu gen AaBbDdFe.
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BAI 2. HOAN VI - CHINH HOP

1. HOAN VI

Dinh nghia 1. Cho tap hgp A gom n phan t1t (n € N¥).
Madi két qua clia sit sap xép thit ty n phan ti ctia tap hop A dude goi 1a mot hodn vi ciia n phan i do.

Vi du 1. Hay liet ké tat ci cac s gom ba chit s6 doi mot khac nhau duge lap tit cac chit s6 1, 2, 3.

Ki hieu P,, 1a s6 hoan vi cia n phan tit. Ta c6
P,=n-(n—1)-(n—2)---3-2-1

Ta quy uéc n-(n—1)-(n—2)---3-2-1 duge viét 1a n!l. Nhu vay P, = nl.

Vi du 2. Tinh s6 cach xép thit tuy da luan luu 11 m clia 5 cau thi.

9. CHINH HOP

Dinh nghia 2. Cho tap hgp A gom n phan tit vA mot s6 nguyén k véi 1 < k < n.
Két qua ciia viéc lay k phan ti tit n phan t1t clia tap hop A va sap xép chiing theo mot thit ty nao do
dude goi 1a mot chinh hop chap k ciia n phan ti da cho.

Vi du 3. Hay liét ké tat ca cac sd gom hai chit s doi mot khac nhau duge lap tit céc chit s6 1, 2, 3,
4, 5.
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Ki hieu A¥ 14 s6 chinh hop chap k ctia n phan tit, 1 < k < n. Ta c6

n-n—1)-(n—2)---3-2-1 n!

Afl:n.(n_l).(n_z)...(n—k+1):(n_k),(n_k_l)...3.2.1:(n—k)!'

Vi du 4. O céc can ho chung cu, ngudi ta thuong dung cac chit s6 dé tao mat ma md cia. Gia dinh
ban Linh dat mat ma nha 1a mot day sd gom 6 chit s6 doi mot khac nhau. Héi gia dinh ban Linh c6
bao nhiéu cach dé tao mat ma?

3. BAI TAP VAN DUNG

Bai 1. Tu cac chitsd 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ta lap dugc bao nhiéu sb tu nhien

@ Gom 8 chit s6 doi mot khac nhau. @ Gom 6 chit s6 doi mot khac nhau.

Bai 2. Trong chuong trinh ngoai khoéa gido duc truyén théng, 60 hoc sinh duge trudng t6 chiic
cho di xem phim. Cac ghé & rap dudc sap thanh cac hang. M6i hang c6 20 ghé.

(1) C6 bao nhieu cach sdp xép 20 dé ngdi vao hang dau tien?

(2) Sau khi sdp xép xong hang dau tién, c6 bao nhieu cach sip xép 20 ban ngdi vao hang thi
hai?

(3) Sau khi sdp xép xong hai hang dau, c6 bao nhieu cach sip xép 20 ban dé ngdi vao hang thi
ba?
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Bai 3. Ban Viét chon mat khau cho Email ctia minh gom 8 ki tu doi mot khac nhau, trong dé
c6 3 ki tir dau tien 1a 3 chit cai trong bang gom 26 chit in thuong va 5 ki tu tiép theo 1a chit so.
Ban Viét ¢6 bao nhiéu cach tao ra mat khau?

Bai 4. M6i may tinh tham gia vio mang phai c6 mot dia chi duy nhét, goi 1a dia chi IP, nham
dinh danh may tinh d6 trén Internet. Xét tap hop A gom cac dia chi IP ¢6 dang 192.168.abc.deg,
trong d6 a, b, ¢ 1a cac chit s6 phan biét dude chon ra tit cac chit 86 0, 1, 2, 3, 4 con d, e, g 1a cac
chit s6 phan biét duge chon ra tit cac chit s6 5, 6, 7, 8, 9. Héi tap hop A c¢6 bao nhiéu phan ti?

Bai 5. Mot nhéom 22 ban di chup anh ki yéu. Nhém muén trong biic anh c¢6 7 ban ngoi ¢ hang
dau va 15 ban ding ¢ hang sau. C6 bao nhiéu cach xép vi tri chup anh nhu vay?
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BAI 3. TO HGP

1. DINH NGHIA

Dinh nghia 1. Cho tap hgp A gom n phan tit vA mot sé nguyén k véi 1 < k < n.

MB&i tap con gom k phan ti dudc lay ra tit n phan ti cia A dude goi 1a mot t6 hop chap k ciia n phan
ti do.

Vi du 1. Ban Quan c6 4 chiéc 40 so mi khac mau 1a 4o vang, 4o xanh, 4o trang va 4o nau. Ban muén
chon 2 chiéc a0 dé miic khi di du lich. Viét cac t6 hgp chap 2 ctia 4 chiée 4o.

2. SO CAC TO HOP

Nhan xét. S6 chinh hop chap k cia n phan ti& nhiéu gap k! lan s6 to hop chap k ctia n phan ti do.

P . Ak
Dinh nghia 2. Ki hiéu CfL l& s0 to hgp chap k ciia n phan ti v6i 1 < k < n. Ta ¢6 Cfl = k—?
Vi du 2. Chiing minh Ck = voil<k<n
El(n — k)!

Quy udc: 0! =1; C = 1.
V6i nhitng quy udce trén, ta c6 cong thic sau

|
Cﬁ:mvéiogkgn.

Vidu 3. Lép 10A ¢6 18 ban nit va 20 ban nam.
@ C6 bao nhiéu cach chon 3 ban nit trong 18 ban nit?

@ C6 bao nhiéu cach chon 5 ban nam trong 20 ban nam?
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(3) C6 bao nhieu cach chon mot to xung kich gdm 3 ban nit va 5 ban nam?

3. TINH CHAT CUA CAC SO C&

Mot cach tong quét, ta c6 hai ding thic sau

Ch=Cr*O0<k<n)vaCi+Ct =CF(1<k<n).

4. BAI TAP

Bai 1. Cho 8 diém sao cho khong c¢6 3 diém nao thang hang. C6 bao nhiéu tam giac véi 3 dinh
1 3 diém trong 8 diém da cho?

Bai 2. C6 10 doi tham gia mot gidi béng da. Cé bao nhiéu cach xép tran dau vong tinh diém
sao cho hai doi chi gip nhau ding mot lan?

& GV: VU NGOC HUY 15 SACH GIAO KHOA



™ Gv: Vi Ngoc Huy - Truong THPT chuyén Lé Quy Don 0944238108

Bai 3. Khéi 10 ¢6 16 ban nit va 18 ban nam tham gia dgt tinh nguyén Mua he xanh. Doan tudng
du dinh lap mot t6 trong cay gom 3 hoc sinh ¢6 cd nam va nit. C6 bao nhiéu cach lap mot to
trong cay nhu vay?

Bai 4. Mot quan nhé bay ban hoa c¢6 50 bong hong va 60 bong ciic. Bac Ngoc mudén mua 5 bong
hoa gom ca hai loai hoa trén. Bac Ngoc c¢6 bao nhiéu cach chon hoa?
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BAI 4. NHI THUC NEWTON
1.  CONG THUC NHI THUC NEWTON

(a+b)* = Cla* + Cla’b + Ca®b* + Clab® + Cb*
= a' 4 4d®b + 6a*b* + 4ab® + b

(a+0b)° = Cla°+ Cia’b+ C2a®b* + Cia®V® + Ciab* + CEV°
= a® + 5a'b + 10a®b* + 10a?b* + 5ab* + b°.

Nhitng cong thiic khai trién néi trén la cong thitc nhi thitc Newton (a + b)" tng véi n = 4; n = 5.
Vi du 1. Khai trién (z + 1)
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2. BAI TAP

Bai 1. Khai trién cac bidu thic sau:
A, _ 9\4. 1\*% 1\*%
) (204 1) b) (3y - 2)" 5 (41" b (1)

a) (z+1)5 b) (z — 3y)°.

1\°
Bai 4. Cho (1 — §x> = ag + a7 + apx® + azx® + agxt + asad.
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a) Tinh as.
b) Tinh ag + a1 + as + az + a4 + as.
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BAI 5. BAI TAP CUOI CHUGNG V

Bai 1. Ban Duong c6 2 chiéc quan gom: mot quan mau xanh vd mot quan mau den; 3 chiée 4o
gdom: mot 4o mau nau, mot 4o mau xanh va mot 4o mau vang; 2 doi giay gom: mot doi gidy mau
den va mot doi giay mau dé. Ban Duong muén chon mot bo quan do va mot doi giay dé di tham
quan. Biang cach vé so do hinh cay, tinh sd cach chon mot bd quan 4o va mot doi gidy cho ban
Duong.

Bai 2. Tu cacchitsd 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, lap dugce bao nhiéu:
a) SO tu nhién gom 9 chit s6 doi mot khac nhau?

b) S6 tu nhién gom 4 chit s6 doi mot khac nhau?

¢) S6 tu nhién chin gom 5 chit s6 doi mot khac nhau?

Bai 3. Trong mit phang, cho hai dudng thang song song a va b. Cho 3 diém trén dudng thang
a va 4 diém trén dudong théng b. C6 bao nhiéu tam giac c6 ca 3 dinh la 3 diém trong 7 diém néi
trén?
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Bai 4. Trong mat phang, cho 6 duong thing song song va 8 duong thang vuong goéc véi 6 duong
thang d6. Cé bao nhiéu hinh chit nhat dude tao thanh?

Bai 5. Khai trién céc biéu thic sau:
a) (4y —1)% b) (3z + 4y)°.

Bai 6. Mat khau ctia may tinh la mot day cac ki ty (co ké thit tu tit trai qua phai) duge chon
tir: 10 chit s6, 26 chit cai thuong cting véi 26 chit cai in hoa va 10 ki tir diic biet. Ban Ngan muén
lap mot mat khau may tinh c6 do dai 1a 8 ki tu bao gom: 4 ki tu dau tien 1a 4 chit s6 khac nhau,
2 ki ty tiép theo 1a chit cai in thuong, 1 ki tu tiép theo nita 1 chit cai in hoa, ki ty cudi cling 1a
ki tu dac biet. Ban Ngan c¢6 bao nhiéu cach lap mat khau?
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Bai 7. Mot truong trung hoc pho thong t6 chite cudc thi chay tiép stc gitta cac 16p véi noi dung
4 x 100 m va yéu cau mdi doi gom 2 nam, 2 nit. Ban An dudc gido vién giao nhiém vu chon ra 4
ban va sap xép thit tu chay ciia cac ban d6 dé dang ki dy thi. Ban An c6 bao nhiéu cach lap ra
mot doi thi du dieu kien dang ki? Biét 16p ban An c¢6 22 nam va 17 nit.

Bai 8. Bac Thao mudn mua 2 chiéc méy tinh dé phuc vu cong viéc. Ngudi ban hang gisi thieu
cho bac 3 hang may tinh dé tham khao: hang thi nhat c6 4 loai may tinh phit hop, hang thit hai
¢6 5 loai may tinh phut hgp, hang thi ba c¢6 7 loai may tinh phut hgp. Bac Thao ¢6 bao nhiéu cach
chon 2 may tinh dung cho cong viéc?
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BAI 6. SO GAN DUNG. SAI SO

1. SO CGAN DUNG

Trong do dac va tinh toan, ta thuong chi nhan dugc cac s6 gan ding.

9. SAI SO CUA SO GAN DUNG

1. Sais6 tuyet doi

Dinh nghia 1. Néu a 1a s6 gan dung ctia s6 ding @ thi A, = |a — a| dugc goi 1a sai s6 tuyét doi cla
s6 gan dung a.

Vi du 1. Mot bon hoa c6 dang hinh tron véi ban kinh 1a 0,8 m. Hai ban Ngan va Anh cing muén
tinh dién tich S ctia bon hoa. Ban Ngan lay mot gia tri gan ding ctia 7 1a 3,1 va tinh dude dién tich
S;. Ban Anh 1y mot gia tri gin dang ctia 7 1a 3,14 va tinh duge dien tich S,. So sanh sai s6 tuyet déi
clia s6 gan ding S; va Sy. Ban nao c6 két qua chinh xac hon?

/N Sai s6 tuyét doi cia so6 gan ding nhan duge trong mot phép do dac, tinh todn cang bé thi két qud
cua phép do dac, tinh toan dé cang chinh zac.

2. Do chinh xéac ctia mot s6 gan dung

Dinh nghia 2. Ta n6i s6 a la s6 gan dung cta s6 dung @ v6i do chinh zdc d néu A, = [a —a| < d va
quy ude viét gon la @ = a £ d.

I\ Néu A, < d thi s6 dimg @ nam trong dogn [a — d;a + d|. Bdi vy, néu d cang nhé thi do sai léch
ctia s6 gan ding a so vdi so6 ding a cang it. Dieu nay gidi thich vi sao d dugc goi la do chinh zdc clia

s0 gan dung.

Vi du 2. Hay uéc lugng sai s6 tuyet déi Ag, va Ag, 6 vi du trén.
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3. Sai sb tuong doi

. A, ) o . s
Dinh nghia 3. Ti s0 0, = — dudc goi 1a sai so tuong doi ctia s6 gan ding a.

lal

. d . d
Nhan xét. — Neuva=a=+d thi A, <d nénd, < —. Vi vay néeu —

cang bé thi chat lugng clia
|al |al

phép do dac, tinh toan cang cao.

— Nguoi ta thuong viét sai so tuong doi dudi dang phan tram.

3. SO QUY TRON. QUY TRON SO DUNG VA SO CAN DUNG
1. S6 quy tron

Dinh nghia 4. Khi quy tron mot s6 nguyén hoiic s6 thap phan dén mot hang ndo dé thi s6 nhan dugde
goi 1 so quy tron clia s6 ban dau.

2. Quy tron s6 dén mot hang cho truée
Quy tic quy tron s6 nguyen hodc s6 thap phan dén mot hang cho trude:

— Néu chit s6 ngay sau hang quy tron nho hon 5 thi ta chi viéc thay thé chit s6 d6 va cac chit s6
bén phai né béi so 0.

— Néu chit s6 ngay sau hang quy tron 16n hon hodc bang 5 thi ta ciing lam nhu trén nhung cong
thém mot don vi vao chit s6 clia hang quy tron.

Vi du 3. Quy tron s6 3,141 dén hang phan tram roi tinh sai s6 tuyét doi clia s6 quy tron.

Nhan xét. Khi quy tron s6 nguyén hodc so thdp phan dén mot hang cho trudc thi sai so tuyét doi
khong vugt qud nita don vi ciia hang quy tron. Do dé, ta c¢é thé lay do chinh zdc cia s6 quy tron bing
nia don vi hang quy tron.

3. Quy tron s6 gan dung can ci vao do chinh xac cho trude
Quy wéc: Cho a la s6 gan ding véi do chinh xac d. Gia sit a 1a s6 nguyén hodc s6 thap phan. Khi duge

yéu cau quy tron a ma khong néi ro quy tron dén hang nao thi ta quy tron s6 a dén hang thap nhat
ma d nho hon mot don vi cia hang do.
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Vi du 4. Viét s6 quy tron clia mdi s6 gan ding sau
(1) S6 gan ding a = 1941247 véi do chinh xac d = 300.

(2) S6 gan ding a = 4,1463 véi do chinh xéac d = 0,0095.

BAI TAP

Bai 1. Quy tron s6 —3,2475 dén hang phan tram. S6 gan dung nhan dugc c¢6 do chinh xéc 1a
bao nhiéu?

Bai 2. Hay viét sd quy tron ciia mdi sé sau véi do chinh xac d
(1) 28,4156 v6i d = 0,001

(2) 1,7320508.. .. v6i d = 0,0001.
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Bai 3. Biét /2 = 1,41421356237 ... Viét s6 gan diang ciia v/2 theo nguyen tic quy tron lan lugt
v6i hai, ba, bon chit s6 thap phan va uéc lugng sai s6 tuyét doi.

Bai 4. Ta da biét 1 inch (ki hiéu 1a in) 1a 2,54 cm. Man hinh ctia mot chiéc ti vi c6 dang hinh
chit nhat v6i do dai duong chéo 1a 32 in, ti s6 gitta chiéu dai va chiéu rong clia man hinh 13 16 : 9.
Tim mot gia tri gan dung (theo don vi in) ctia chiéu dai ti vi va tim sai s6 tuyét d6i, do chinh
xac clia s6 gan dung do.
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BAI 7. CAC SO PAC TRUNG PO XU THE

TRUNG TAM CHO MAU SO LIEU KHONG
GHEP NHOM

1. SO TRUNG BINH CONG (SO TRUNG BINH)
1.  Dinh nghia

Dinh nghia 1. S6 trung binh cong ctia mot mau n s6 lieu thong ké bang tong ctia cac s6 liéu chia cho
s6 cac so lieu d6. S6 trung binh cong ctia mau so lieu xy, 2o, ..., z, bang

T1+To+ -+ Ty
o .

T =

Vi du 1. Két qua 4 lan kiém tra mon Toan clia ban Hoa 1a 7, 9, 8, 9. Tinh s6 trung binh cong 7 ctia
mau sb liéu trén.

Cong thiic tinh s6 trung binh 7 khi c¢6 cac s6 lieu théng ké bang nhau cé thé viét dang

7T+8+2-9 33
Lo 22 825
41tz 4%

TE =

Ta c6 thé tinh s6 trung binh cong theo cac cong thrc

S6 trung binh cong ciia mau s6 lieu thong ke trong bang phan | Gid tri | @ | 29 | --- | 2y

b6 tan so 1a Tansd | ny | ng | -+ | ng
— N1T1 + NoTo + - -+ + NETy
ntnytec g
[ ]
S6 trung binh cong ctia mau s6 lieu thong ké trong Gid tri Ty | X | o | Xg
bang phan bd tan s6 tuong doi 1a Tan s6 tuong déi | f1 | fo | --- | fx

T = firy + foxo + - + frxp,

. n N2 ng .
trongdoflz—, f2:_a"'afk:_len:n1+n2+""|‘nk.
n n n
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2. Y nghia

Trong thuc tién, dé tim hiéu mot déi tugng thong ke, ta dua ra tieu chi théng ké va tién hanh thu thap
nhiéu lan s6 lieu thong ké theo tiéu chi do, tao thanh mau s6 licu. Céan cit vio mau s6 lieu do, ta rit
ra nhiing két luan c6 ich vé déi tuong thong ke. Dé két luan rit ra phan anh ding ban chat cta déi
tuong, ta can nhan biét dugc hinh thai va xu thé thay déi ctia miu s6 lieu. V6i cach nhin nhan nhu
thé, s6 trung binh cong ctia mau s6 lieu c6 ¥ nghia sau:

Khi cic mau s6 lieu it sai léch so vdi s6 trung binh cong, ta cé thé gidi quyét duge van dé trén bing
cdch lay so6 trung binh cong lam dai dién cho mau so liéu.

Dinh 1i 1. G6 dinh ly vao day.

2. TRUNG VI
1.  Dinh nghia

Dinh nghia 2. Sip thtt ty mau s6 lieu gom n s6 lieu thanh mot day khong gidam (hosic khong tang).

£ £ 2 N £ . 2, 2, . z 2, n + 1
e Néu n la so 1é thi so lieu ding & vi tri thia

(s6 diing chinh gitta) duge goi 1a trung vi.

[\]

P o P N L e e e, . no N .
e Néu n chan thi s6 trung binh cong cta hai so liéu 6 vi tri tha 5 va — + 1 dugce goi la trung .

(]

Trung vi ki hiéu la M..
Vi du 2. Thoi gian (tinh theo phit) ma 10 nguoi doi 6 bén xe buyt 1a

2,8; 1,2 3.4; 14,6; 1,3; 2,5; 4,2; 1,9; 3,5; 0,8.

Tim trung vi cia mau trén.

Nhan xét.
e Trung vi khong nhat thiét la mot s6 trong mau so lieu va dé tinh todn.

e Khi cac so liéu trong mau khong cé su chénh léch lon thi s6 trung binh cong va trung vi zap xi
nhau.

2. Y nghia

Néu nhiing s6 lieu trong mau c6 su chénh léch 16n thi ta nén chon trung vi lam dai dién cho mau s6
lieu d6 nham diéu chinh mot s6 han ché khi stt dung s6 trung binh cong. Nhitng két luan vé déi tuong
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thong ké riat ra khi do sé tin cay hon.
Chéang han s6 trung binh cong ctia mau s6 lieu thong ke trong Vi du 2 1a
28412+34+4,146+1,3+2,5+,42+19+ 3,5+ 0,8

T = 10 = 3,62 (phut).

Vi thé, néu chon thém trung vi M, = 2,65 (phit)lam dai dién cho mau 6 li¢u d6 thi két luan vé thoi
gian doi & bén xe buyt sé tin cay hon.

3. TU PHAN VI

1.  Dinh nghia
Dinh nghia 3. Sap thit ty miu s6 lieu gom N s6 lieu thanh mot day khong gidm.

T phan vi clia mau s6 lieu trén 14 bo ba gia tri: t1¢ phan vi thi nhat, t@ phan vi thi hai va t¢ phan
vi thit ba; ba gia tri nay chia mau s6 liéu thanh bén phan c6 s6 lugng phan tit bang nhau.

e Ti phan vi thit hai » bang trung vi.

e Néu N la s6 chén thi t phan vi thit nhat @, bang trung vi ciia nita day phia duéi va ti phan vi
thtt ba Q3 bang trung vi clia nita day phia trén.

e Néu N la 6 1¢é thi tit phan vi thit nhat Q; bang trung vi clia nita day phia duéi (khong bao gom
Q)2) va ti phan vi thit ba Q3 bang trung vi ctia nita ddy phia trén (khong bao gom Q).

Ta minh hoa tt phan vi clia mau s6 lieu gom 11 sd nhu sau

T T2 T3 Ty Ts e X7 xrs T9 10 11
Q1 Q2 Q3

Vi du 3. Tim t¢ phan vi clia mau s6 lieu
21; 35; 17; 43; 8; 59; 72; 119.

Biéu dién ti phan vi dé trén truc so.
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2. Y nghia

e Trong thiyc tién, c6 nhitng mau s6 lieu ma nhiéu s6 lieu trong mau dé van con syt chénh léch 16n
so v6i trung vi. Ta nén chon thém nhiing s6 khac ctiing lam dai dién cho mau dé. Bang cach 1ay
thém trung vi clia titng day so6 lieu tic ra bdi trung vi clia mau néi trén, ta nhan dude ti phan
vi dai dién cho mau s6 lieu dé.

e B0 ba gia tri Q1, Q2, Q3 trong ti phan vi phan anh do phan tan ctia mau s6 lieu. Nhung méi gia
tri Q1, Q2, Q3 lai do xu thé trung tam ctia phan s6 lieu tuong ting ctia mau do.
4. MOT
1. Dinh nghia

Dinh nghia 4. Mot ciia mau s6 lieu 1a gia tri c6 tan s6 16n nhat trong bang phan bd tan s6 va ki hieu
1a M.

n Mot mau s6 lieu ¢6 the ¢c6 mot hodc nhieu mot. %

Vi du 4. Bac Tam khai truong ctta hang ban 4o so mi nam. S6 4o ctta hang da ban ra trong thang
dau tien duge théng ké trong bang tan s6 sau

Cs a0 3713813940 |41 | 42 | 43
Tan s6 (s6 4o ban duge) | 15 | 46 | 62 | 81 | 51 | 20 | 3

M6t clia mau sb lieu trong bang phan bo tan s6 trén 1a bao nhiéu?

2. Y nghia

M6t ciia mau sb lieu dac trung cho s6 lan lap di lip lai nhiéu nhat tai mot vi tri ctia mau so6 lieu do.
Dua vio mot, ta c¢6 thé dua ra nhimg két luan (c6 ich) vé nhitng d6i tugng thong ke.

Chang han, trong Vi du 4, mét trong bang tan s6 thong ké s6 4o ban ra trong thang dau tien ciia cita
hang 1a 40. Do vay, bac Tam nén nhap vé nhiéu hon c¢d 4o 40 dé ban trong thang tiép theo.

5. TINH HOP LY CUA MAU SO LIEU

Sau khi thu thap, to chiic, phan loai va biéu dién s6 lieu bing bang hodc bic¢u do, ta can phan tich va
xtt Iy céc s6 lieu do dé xem tinh hop Ii ciia s6 lieu thong ke, dic biet chi ra duge nhitng s6 licu bat
thuong (hay con goi la di biét, trong tiéng Anh la Outliers). Ta c6 thé sit dung cac s6 ligu dac trung do
xu thé trung tam cho mau s6 lieu khong ghép nhém dé thie hien didu doé.
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Vi du 5. Mau s6 lieu sau ghi can nang ctia 40 ban hoc sinh 16p 10 ctia mot trudng trung hoc pho
thong (don vi: ki-lo-gam).

30 32 45 45 45 47 48 44 44 49
49 49 52 51 50 50 53 55 54 H4
54 56 57 57 58 58,5 58,5 60 60 60
60 63,5 63 62 69 585 88 8 T2 71

(1) Xac dinh trung vi, t& phan vi ctia mau so lieu tren.

(2) Tt két qua tren, xac dinh nhing s6 lieu bat thuong ciia mau sb lieu tren.

Trong thitc tién, nhitng s6 lieu bat thuong ctia mau s6 lieu duge xac dinh bang nhiing cong cu
toan hoc sau sac hon.

BAI TAP

Bai 1. Chiéu cao (don vi: xang-ti-mét) clia cac ban to I 16p 104 1an lugt 1a
165; 155; 171; 167; 159; 175; 165; 160; 158

D6i véi mau s6 liéu trén, hay tim

@ S6 trung binh cong. @ Trung vi.
® Tt phan vi. @ Mot.

Bai 2. S6 doi giay ban ra trong quy IV nam 2020 ctia mot clia hang dugce thong ké béi bang tan
s6 sau
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Co giay |37 3813940414243 [44
Tan sb 40 | 48 | 52 | 70| 54 | 47|28 | 3
(sd doi giay
ban dugce)

(1) Mét ctia mau s6 lieu trén 1a bao nhieu?

(2) Cita hang d6 nén nhap vé nhiéu cd giay nao dé ban thang tiép theo?

Bai 3. Bdng 2 cho biét nhiét do trung binh cic thang trong nam & Ha Noi.

Théang 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Nhiet do | 16,4 | 17,0 | 20,2 | 23.7 | 23.7 | 288 | 28.9 | 28,2 | 27,2 | 24,6 | 21,4 | 18,2
(Nguon: Tap ban do6 dia ly 6, NXB Gido duc Viet Nam, 2020)

Bang 2

(1) Nhiét do trung binh trong nam ¢ Ha Noi la bao nhiéu?

(2) Nhiét do trung binh ctia thang c6 gia tri thip nhat 1a bao nhieu do C? Cao nhét la bao
nhiéu do C?

Bai 4. Bdng 3 cho biét tong dién tich ritng tit nam 2008 dén nam 2019 § nudc ta.

Nam 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019
Téng DT | 13,1 | 13,2 | 134 | 135 | 13,9 | 140 | 13,8 | 14,1 | 14,4 | 144 | 14,5 | 14,6
(trieu
héc-ta)
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(Nguon: https://baodantoc.vn)
Bang 3

(1) Dién tich rimg trung binh nuéc ta tit nam 2008 dén nam 2019 14 bao nhiéu?

(2) Tt nam 2008 dén nam 2019, dién tich ring clia ndm cé gia tri thap nhat 14 bao nhieu
héc-ta? Cao nhat 14 bao nhiéu héc-ta?

(3) So vé6i nam 2008, ti 1¢ dién tich rimng clia nude ta nam 2019 tang lén duge bao nhiéu phan
tram? Theo em, ti lé ting d6 1a cao hay thap?

(4) Hay tim hiéu vé sb lieu tdng dién tich riing ctia tinh em dang séng trong mot sé nim gan
day.
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BAI 8. CAC sO PAC TRUNG DO MUC PO

PHAN TAN CHO MAU SO LIEU KHONG
GHEP NHOM

1. KHOANG BIEN THIEN, KHOANG TU PHAN VI
Dinh nghia 1.
e Trong mot mau so lieu, khodng bién thién 1a hiéu s6 gitta gia tri 16n nhat va gid tri nhoé nhat cla
mau sb lieu dé.
Ta c6 thé tinh khoang bién thien R ctia mau sb lieu theo cong thic sau: R = Zmax — Lmin, trong dé

Tmax 12 gid tri 16n nhat, z,;, 13 gid tri nhé nhat cia mau s6 lieu do.

e Gid stt @1, @2, Q3 1a t1 phan vi clia mau s6 lieu. Ta goi hieu Ag = Q3 — Q1 1a khodng tt phan vi,
clia mau so lieu dé.

Khoang ti phan vi clia mau s6 ligu con goi 1a khoang trai gitta (tiéng Anh la InterQuartile Range
- IQR) ctia mau s6 lieu do.

Vi du 1. Mau s6 liéu thong ké chiéu cao (don vi: mét) ctia 15 cay bach dan 1a

6,3 66 7.5 82 83 7.8 7.9 90 89 7.2 7.5 87 7.7 88 7.6
(1) Tim khoang bién thién ctia mau s6 lieu.

(2) Tim khoang t& phan vi ctia mau s6 lieu.

Nhan xét.

(1) Y nghia cta khodng bién thién: Khodng bién thién cia mau sé lieu phdn dnh su “dao dong’,
“sut dam trdi 7 ctia cde so lieu trong mav dé. Khodng bién thién duge st dung trong nhiéu tinh
huong thic tién, chcfng han: tim ra sy phan tan diém kiém tra ciia mot [6p hoc hay xdc dinh pham
vt gid cd cua mot dich vy ...

Theo cdch nhin nhu ¢ trong vat li, ¢ dé bién do dao dong phdn dnh khodng cdch ti diém can bing
dén diém za nhat cia dao dong, néu coi s6 trung binh cong la “diém can bing ” cia mau sé liéu
thi khodng bién thién ctia mau so lieu c¢é thé xem nhu hai lan bién do dao dong cila cdc so trong
mau dé quanh diém can bing.

Trong cdic dai luong do mic do phan tdn ciia mau s6 liéu, khodng bién thién la dai luong dé hiéu,
dé tinh todn va tuong doi tot doi voi cae mau so lieu nhé. Tuy nhién, do khodng bién thién chi si

& GV: VU NGOC HUY 34 SACH GIAO KHOA



™ Gv: Vi Ngoc Huy - Truong THPT chuyén Lé Quy Don 0944238108

dung hai gid tri Tmax V4 Tmin cla mau so6 liéu nén dai luong dé chua dién gidi day du s phan tan
ctia cdc 5o lieu trong mau. Ngodi ra, gid tri ctia khodng bién thién sé bi dnh hudng bdi cdc gid tri
bat thuong cia mav so liéu dé. Trong nhiing truong hop nhu vay, khodng bién thién cia mau so
lieu khong phdn dnh chinh xdc do dan trdi cia mau so liéu.

(2 Y nghia cda khodng ti& phan vi: Khodng ti phan vi la mot dai liong cho biét mic do phan
tin cla nida gita mau so lieu va c6 thé gitp xzdc dinh cdc gid tri bat thuong ciia mau s6 liéu do.

Khodng tit phan vi thuong duge st dung thay cho khodng bién thién vi né logi trit hau hét gid tri
bat thuong cia mau so liéu.

2. PHUONG SAI

Vi du 2. Két qua 5 bai kiém tra mon Toan ctia hai ban Diing va Huy duge théng ké trong bang sau:

Diém kiém tra-Hoc sinh | Bail | Bai2 | Bai3 | Baid | Baib
Diing 8 6 7 5 9

S6 trung binh cong clia mau s6 lieu la:

8+6+7+5+9
. -

(1) Tinh cac do lech sau: (8 = 7); (6 —7); (7—7); (5—=17); (9—17).

T =

7.

(2) Tinh binh phuong cac do lech va tinh trung binh cong ciia ching.
Trung binh cong ctia binh phuong cac do lénh la

82:(8—7)2+(6—7)2+(7—7)2+(5—7)2+(9—7)2
5

=2.
S6 s? dugc goi 1a phuong sai clia mau so6 liéu.

Dinh nghia 2. M6i hiéu gitta s6 lieu va s6 trung binh cong goi 1a do lech ctia s6 lieu d6 ddi véi s
trung binh cong.

Dinh nghia 3. Cho mau s6 licu thong ké c¢6 n gia tri z1, 29, ..., x, va sO trung binh cong 1a z. Ta goi
) (11 —2)° + (12— 2)° + ...+ (¥, — 2)° o
s6 52 = 13 phuong sai clia mau so lidu trén.
n
Nhan xét.

e Khi c6 cdc so lieu bang nhau, ta cé thé tinh phuong sai theo cong thic sau:

+ Phuong sai ctia mau s6 liéu thong ké trong bang phan b6 tan sé la | Gid tri | x| 29 | ... | Ty
Tan so | x1 | o | ... | ng

82:nl(xl—T)2+n2(a:2—T)2+...+nk(:ck—:6)2

n

trong dé m =mni +ng + ... +ny; T la $6 trung binh cong clia cdc s6
lieu da cho.

+ Phuong sai cia mau s6 lieu thong ké trong bing phan b6 tan s6 | Gid tri Ty | X | ... | Ty
tuong doi

s2=fi(z1 —T)° + fa(we =)+ .. 4 fi (v — 7)°

, trong do T la so trung binh cong cua cdc so liéu da cho.
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e Trong thuc té, nguoi ta con dung cong thic sau dé tinh phuong sai clia mot mau sé liéu:

2 (:El—f)2+(m2—f)2—l—...+(xn—f)2

)

n—1

trong do: x; la gid tri ctia quan sdt thit i; T la gid tri trung binh va n la s6 quan sdt trong mau so
lieu do.

Vi du 3. Két qua 5 bai kiém tra mon Toan ctia hai ban Diing va Huy dugc théng ké trong bang sau:

Diém kiém tra-Hoc sinh | Bail | Bai2 | Bai3 | Bai4 | Baib
Diing 8 6 7 5 9
Huy 6 7 7 8 7

S6 trung binh cong clia mau s6 lieu diém trung binh mon toan ctia Huy va Diing déu 14 7 = 7.
(1) Tinh phuong sai clia mau so lieu diém trung binh mon toan ctia Huy.

(2) So sanh phuong sai ciia méau s6 lieu diém kiém tra mon toan ciia Huy véi phuong sai ciia mau s6
lieu diém kiém tra mon toan ciia Diing. Tit dé cho biét ban nao cé két qua kiém tra mon Toan
dong deu hon.

Vi du 4. Mau s6 lieu vé thoi gian (don vi: giay) chay cu 1i 500 m cia 5 nguoi 13
55,2 58,8 62,4 54 59,4  (5)

MaAu s6 lieu vé thoi gian (don vi: giay) chay cu li 1500 m clia 5 nguoi do6 1a
271,2 261 276 282 270  (6)

Tinh phuong sai ctia mau hai mau s6 lieu trén. T d6 cho biét cir 1i chay nao c¢6 két qua dong déu hon.
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3. DO LENH CHUAN

Dinh nghia 4. Cin bac hai clia phuong sai goi 1a do léch chuan ctia mau s6 liéu théng ke.

Nhan xét. Vi don vi do cia phuong sai la binh phuong don vi do cia s6 lieu thong ké, trong khi do
léch chuan lai c6 cung don vi do vdi s6 lieu thong ké, nén khi can chii 4 dén don vi do thi ta st dung
do lech chuan.

Vi du 5. Bang 5 thong ké nhiét do (don vi: °C ) ¢ Thanh ph6é Ho Chi Minh ngay 03/6/2021 sau mot
s6 lan do.

Gio do 1h|{4h |[7h|10h |13h | 16h [19h |22 ]h
Nhiet do (°C) | 27 |26 | 28 | 32 | 34 | 35 | 30 | 28
Bang 5

(1) Viét mau s6 lieu théng ké nhiet do nhan duge tit Bang 5.

(2) Tinh 6 trung binh cong, phuong sai va do léch chuan ciia mau s6 licu dé (Iam tron két quéa dén
hang phan tram).

Nhan xét. Cing nhu phuong sai, khi hai mau so lieu thong ké cé cung don vi do va cé s6 trung binh
cong bang nhav (hodc wap xi nhaw), mau s6 lieu nao c6 do léch chudan nhé hon thi mitc do phan tan (so
vdi s6 trung binh cong) cia cdc s6 lieu trong mdau dé sé thap hon. Do léch chuan la s6 ddc trung do
miic do phan tan cia mau so liéu thong ké cé cung don vi do.

4. TINH HOP LI CUA SO LIEU THONG KE

Ta c6 thé sit dung cac sé dac trung do mic do phan tan cho mau s6 lieu khong ghép nhom dé chi ra
dugc nhitng s6 lieu bat thuong clia mau s6 lieu do. Ta thuong sit dung khoang ti phan vi dé xac dinh
s6 lieu bat thuong ctia mau so lieu. Cu thé nhu sau:

Gié st Q1, Qq, @3 1a t1t phan vi clia mau s6 lieu va hieu Ag = Q3 — @y 1a khoang t phan vi clia mau

. . . . 3
so lieu do6. Mot gia tri trong mau so lieu duge coi 1a mot gia tri bat thuong neu né nhé hon @ — §AQ
3 . .
hoac 16n hon Q3 + §AQ. Nhu vay, khoang ti phan vi cho ta cach nhan ra gia tri bat thuong ctia mau
so lieu.
Vi du 6. Néu cac gia tri bat thuong ctia mau s6 lieu thong ke sau:

5 6 19 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 48 49
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Ta ciing c6 thé xac dinh s6 lieu bat thuong ctia mau s6 lieu bang s6 trung binh cong va do lech
chuan. Cu thé nhu sau:

Gia st T, s 1an luot 1a s6 trung binh cong va do lech chuan ctia mau s6 lieu. Mot gia tri trong mau
so lieu ciing dudce coi la mot gia tri bat thuong néu né nhé hon T — 3s hodc 16n hon 7 + 3s. Nhu
vay, sO trung binh cong va do lech chuan cho ta cach nhan ra gié tri bat thuong ctia mau so lieu.

5. BAI TAP

Bai 1. Trong 5 lan nhéy xa, hai ban Hung va Trung c6 két qua (don vi: mét) 1an lugt 1a

Hung [2,412,6]2,4]2,5|2,6
Trung | 2,4|12,5(2,5]2,5|2,6

(1) Két qua trung binh ctia hai ban c6 bing nhau hay khong?

(2) Tinh phuong sai ctia mau s6 lieu thong ke két qua 5 lan nhay xa ctia méi ban. Tt d6 cho
biét ban nao c6 két qua nhay xa 6n dinh hon.

Bai 2. Biéu do doan thang ¢ Hinh 3 biéu dién téc do tang trudng GDP ciia Viet Nam giai doan
2012 — 2019.
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Toc do tang trudng GDP
(1) Viét mau s6 licu thong ke téc do
tang truéng GDP nhan duge tt 7 5

biéu do & Hinh 3. 7,08 7,02
7
(2) Tim khoéang bién thién ctia mau
so lieu do. 6.5

(3) Tim khoang ti phan vi ctia mau 6
s lieu dé.

(4) Tinh phuong sai va do lech sl !
chuan ctia mau s6 lieu do. 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 Nim
Nguon https://gso.gov.vn

7
I I

I I

I I

| |
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I I
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| | |
I I I
I I I
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| | |
I I I
I I I
I I I
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|
I I
| |
| |
| |
I I
| |
| |
| |
1 1
| |
| |
| |
4 i

Bai 3. Biéu do doan thing ¢ Hinh 4 biéu dién gia vang ban ra trong bay ngay dau tién ctia thang
6 nam 2021.
Gia vang
(1) Viét mau s6 licu thong ké gia vang (nghin dong/chi)
ban ra nhan dugc tit biéu dd & 5767
Hinh 4. 5757

(2) Tim khodng bién thién ctia miu 5747
s lieu dé.

(3) Tim khoang t phan vi ctia mau pT3T

so lieu do. 5797

(4) Tinh phuong sai va do lech chuan pT22

clia mau so lieu do.

9710

[ [
| | |
| | |
| | |
| | |
1 1 1
1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 6/6 T/6  Ngay
Nguodn https://bieudogiavang.vn
Hinh 4
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Bai 4. Dé biét cay dau phét trién nhu thé nao sau khi gieo hat, ban Chau gieo 5 hat dau vao 5
chau riéng biet va cung cap cho ching lugng nuée, anh sang nhu nhau. Sau hai tuan, 5 hat dau
da ndy mam va phat trién thanh 5 cay con. Ban Chau do chiéu cao tit ré dén ngon clia mdi cay
(don vi: mi-li-mét) va ghi két qua 1a mau s6 lieu sau:

112 102 106 94 101

(1) Tinh phuong sai va do lech chuén ctia mau sb liu tren.
(2) Theo em, céc cay c6 phat trién dong déu hay khong?
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BAI 9. XAC SUAT CUA BIEN CO TRONG
MOT SO TRO CHOI DON GIAN

1. XAC SUAT CUA BIEN CO TRONG TRO CHOI TUNG DONG XU

Nhan xét. Tung mot dong zu hai lan lién tiép.
— Tap hop Q cic két qud cé thé zdy ra doi vdi mat zudt hien cia dong zu seu hai lan tung la
Q) = {SS;SN;NS;NN} trong dé, ching han SN la két qud “Lan thi nhat dong zu zudt hien mdat
sap, lan thit hai dong zu xuat hién mat ngia’.

— Tap hop Q goi la khong gian mau trong tro choi tung mot dong xu hai lan lién tiép.

Dinh nghia 1. Xac suat ctia bién ¢6 A, ki hieu P(A), 1a ti s6 gitta s6 cac két qua thuan lgi cho bién
c6 A va s6 phan ti ciia khong gian mau Q:

6 d6 n(A), n(Q) lan lugt 1a s6 phan tt cia hai tap hop A va Q.

Vi du 1. Tung mot dong xu hai lan lien tiép.
(1) Viét tap hop Q la khong gian mau trong trdo choi trén.
@ Xét bién c¢6 B: “Co6 it nhat mot lan xuat hien mat ngta”. Tinh xac suat cia bién ¢ B.

Vi du 2. Tung mot dong xu hai lan lien tiép. Xét bién c¢6 “C6 it nhat mot 1an xuat hién mit sap”.
Tinh xac suat clia bién cb néi trén.
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9. XAC SUAT CUA BIEN CO TRONG TRO CHOI GIEO XUC XAC

Nhan xét. Gieo mot con zic sdac hai lan lién tiép.

— Khi gico mot con xic sac hai lan lién tiép, cé 36 két qud cé thé xdy ra doi vdi mat zudat hién cia
xic sac sau hai lan gieo, do la

(1) (1;2) (1;3) (L,4) (1;5) (1;6)
(2;1) (2:2) (23) (Z4) (255) (2:6)
(3;1) (3;2) (3;3) (34) (3;5) (3:6)
(41) (42) (43) (44) (45) (406)
(5:1) (5;2) (5;3) (5:4) (5;5) (5;6)
(6;1) (6;2) (6;3) (6;4) (6;5) (6;6)

Tap hop Q la tat cd cdc két qud cé thé xzdy ra doi vdi mat zudt hien cia xic sdc sau hai lan gieo
la Q={(;7)i,j =1,2,3,4,5,6}, trong dé (i;j) la két qud “lan thit nhat zudat hién mat i cham,
lan thit hai zudt hién mat j cham”.

— Tap hop Q goi la khong gian mau trong tro chai gieo mot con zic sdic hai lan lién tiép.

Dinh nghia 2. Xac suat ctia bién c6 C, ki hieu 1a

trong do n(C), n () lan lugt 1a s6 phan tit ctia hai tap hop C va Q.
Vi du 3. Gieo mot con xtic xac hai lan lien tiép.
(1) Viét tap hop Q la khong gian mau trong tro choi trén.
(2) Xét bién ¢6 D: “S6 cham trong hai lan gieo déu la s6 1¢”. Tinh xéc xudt ctia bién c¢6 D.

Vi du 4. Gieo mot con xtic xac hai lan lién tiép. Xét bién c¢6 “S6 cham trong hai 1an gieo déu la s6
nguyén t6”. Tinh xac suat ctia bién cd do.
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3. BAI TAP

Bai 1. Tung mot dong xu hai lan lién tiép. Tinh x4c suat clia bién c6 “Két qua clia hai lan 1a
khac nhau”.

Bai 2. Tung mot dong xu ba lan lién tiép.
(1) Viét tap hop Q 1a khong gian mau trong trd choi tren.
(2) X4c dinh mdi bién ¢b :

A:  “Lan dau xuat hién mat ngia’;

B: “Mat ngtia xay ra ding mot lan”.

Bai 3. Gieo mot xtic xac hai lan lién tiép.
(1) Tim s6 phan ti ctia tap hop € 1a khong gian méau trong tro choi trén.

@ Phat biéu méi bién c6 sau dusi dang ménh dé néu su kien:

A= {(6;1);(6;2);(6;3);(654); (6;5); (6;6)} ;
B = {(1;6);(2;5); (3;4); (4;3); (5;2); (6;1)} ;
= {(1;1);(2;2);(3;3); (4;4); (5;5); (6;6) }
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Bai 4. Gieo mot xtic xac hai lan lién tiép. Tinh xac suat ciia moi bién cb sau:
(1) “Tong s6 cham xuat hién trong hai lan gieo khong bé hon 107

@ “Mat 6 cham xuat hién it nhat mot lan”.
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BAI 10. XAC SUAT CUA BIEN CcO

1. MOT SO KHAI NIEM VE XAC SUAT
1.  Phép thi ngau nhién va khong gian mau

Dinh nghia 1. C6 nhitng phép thit ma ta khong thé doan trude duge két qua clia né, mac du da biét
tap hop tat ca cac két qua ctia phép thit d6. Nhitng phép thit nhu thé goi 1a phép thi ngau nhién (goi
tat la phép thi).

Pinh nghia 2. Tap hop Q cac két qua c6 thé xay ra ctia mot phép thit goi 1 khong gian mdu cla
phép thi do.

Vi du 1. Mot hop c6 3 chiée thé cung loai, mdi thé duge ghi mot trong cac sé 1,2,3; hai thé khac
nhau thi ghi hai s6 khac nhau. Rat ngau nhién mot chiée thé tit trong hop, ghi lai s6 clia thé duge rat
ra va bo lai thé dé vao hop. Xét phép thit “Riat ngdu nhién lién tiép hai chiéc thé trong hop”. Hay cho
biét khong gian mau ctia phép thit do.

Vidu 2. Mot hop ¢6 1 qua béong xanh, 1 qua bong do, 1 qua bong vang; cac qua bong ¢ kich thuée
va khoéi lugng giéng nhau. Lay ngau nhién mot qua bong tit trong hop, ghi lai mau ctia qua béng dude
lay ra va b lai qua béng d6 vao hop. Xét phép thit “Lay ngau nhién lién tiép hai qua boéng trong hop”.
Hay cho biét khong gian mau ciia phép thit do.

2.  Bién cb
2.1 Dinh nghia
Dinh nghia 3. Bién c6 ngau nhién (goi tat 1a bién ¢6) 1a tap con clia khong gian mau.

Nhan xét.

— Moéi su kién lien quan dén phép thi T tuong ting vdi mot (va chi mot) tap con A cia khong gian
mau 2.
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— Ngugec lai, moi tap con A cia khong gian mau Q0 ¢é thé phdt biéu dudi dang ménh dé néu su kién
lien quan dén phép thi T.

Vi su kién chi ra tinh chat dic trung cho cadc phan tit ctia mot bién c6 nén ta ciing goi su kién 1a
bién c¢6. Chang han: Su kien “Két qua ctia hai lan tung la gidng nhau” trong phép thit “Tung mot
dong xu hai lan lién tiép” 1a mot bién co.

Vi du 3. Xét phép thit “Gieo mot con xtic xac hai lan lien tiép”.

a) Su kién “Tong s6 cham trong hai lan gieo chia hét cho 5 tuong ting véi bién cé nao trong phép thit
trén?

b) Phét biéu bién cd6 D = {(1;5);(5;1); (2;4); (4;2); (3;3); (6;6)} clia khong gian mau (ctia phép thit
tren) dudi dang ménh dé néu sy kién.

2.2 Bién cb khéng. Bién c6 chic chan Xét phép thit 7 véi khong gian mau 2. Mai bién ¢b la
mot tap con clia tap hop Q. Vi thé, tap réng @ ciing 1a mot bién cb, goi 1a bién ¢d khong thé (goi tit
14 bién c6 khong). Con tap hop Q goi 1a bién ¢b chic chan.

Chang han, khi gieo mot xtc x#c, bién c6 “Mat xuat hien ¢6 7 chAm” 1a bién c6 khong, con bién cb
“Mat xuat hién c6 s6 cham khong viigt qua 6”7 1a bién c6 chic chan.

2.3 Bién cb d6i

Dinh nghia 4. Tap con Q \ A xac dinh mot bién cb, goi la bién cb doi ctia bién ¢ A, ki hieu la A.

Néu bién c6 A duge mo ta dusi dang ménh dé toan hoc @ thi bién cb A duge mo ta bang ménh
dé pht dinh ctia ménh dé @ (tic 1a ménh dé Q).

3. Xac suat cua bien co

Dinh nghia 5. Xac suit ctia bién ¢d A, ki hieu 1a P(A), bang ti s6

PR A
sO phan ti ctia hai tap hgp A va . Nhu vay P(A4) = %
Vi du 4. Mot hop c6 5 chiée thé cting loai, mdi thé duge ghi mot trong cac s6 1,2, 3,4, 5; hai thé khac
nhau thi ghi hai s6 khac nhau. Rat ngdu nhién dong thoi 2 chiée thé tir trong hop.

, 6.do n(A),n() lan lugt 1a

S

~—

3

a) Goi 2 1a khong gian mau trong tro choi trén. Tinh s6 phan ti ciia tap hop Q.

b) Tinh x4c sut clia bién ¢d6 E: “Tong cac sb tren hai thé 1a s6 1¢”.
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Vi du 5. Tumot hop chita 5 qua cau trang va 5 qua cau do; cac qua cau c6 kich thude va khdi luong
giong nhau. Lay ngau nhién dong thoi hai qua cau. Tinh xac suat 1ay duge hai qua cau khac mau.

Vi du 6. C6 5 bong hoa mau trang, 5 bong hoa mau vang va 6 bong hoa mau do. Ngudi ta chon ra 4
bong hoa tit cac bong hoa trén. Tinh xac suat ctia bién c¢d “Bén bong hoa chon ra c6 ci ba mau”.

Vi du 7. Mot doi van nghé c¢6 4 hoc sinh nam va 5 hoc sinh nit. Gido vién phu trach doi muén chon
ra mot doi top ca gom ba ban sao cho c¢6 cd ban nam va ban nit ciing tham gia.

a) Gido vien phu trach doi ¢6 bao nhiéu cach chon mot doi top ca nhu vay?
b) Tinh x4c suat cltia bién ¢6 H: “Ba ban chon ra ¢6 cd nam va nit”.
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9. TINH CHAT CUA XAC SUAT

Xét phép thit T' v6i khong gian mau 1a Q. Khi d6, ta c6 cic tinh chat sau
Tinh chat 1.

— P(@)=0;P(Q) =1,
— 0 < P(A) <1 v6i mdi bién cd A;
— P(A) =1 —P(A) v6i mdi bién c6 A.

Vi du 8. Mot hop ¢6 10 qua bong trang va 10 qua béng do; cac qua bong cé kich thude va khéi luong
giéng nhau. Lay ngdu nhién dong thai 9 qua béng trong hop. Tinh xac suat dé trong 9 qua béng dugce
lay ra c6 it nhat mot qua béng mau doé.

3. NGQUYEN LI XAC SUAT BE

Qua thyc nghiém v quan sat thuyc té, nguoi ta thay rang cac bién cd c6 xac suat bé sé gan nhu khong
x4y ra trong phép thit. Chang han, méi chuyén bay déu c6 mot xac suat rat bé bi xay ra tai nan. Nhung
trén thuec té, tai nan ctia mot chuyén bay sé khong xay ra. Tt d6, ta thita nhan nguyeén Ii sau day, goi
la nguyeén li xac suat bé: Néu mot bién c6 ngdu nhién c6 xac suat rat bé thi thuc té c6 thé cho rang
trong mot phép thit bién c¢6 do6 sé khong xay ra.

Tuy nhién, mot xac suat nhu thé nao duge xem 1a bé phai tuy thuoc vao timg bai toan cu thé. Vi du
nhu xac suat dé dit khong mé 1a 0,01 (ding cho nhdy diut) thi ciing khong thé coi 1a bé va khong thé
diing loai dit d6. Nhung néu xéac suat dé tau vé ga cham 1a 0,01 thi lai ¢6 thé xem la tau vé ga ding
gi0.

4. BAI TAP

Bai 1. Mot hop c6 5 chiée thé cling loai, mdi thé dude ghi mot trong cac s6 1,2,3,4,5; hai thé
kh4c nhau thi ghi hai s6 khac nhau. Rt ngau nhién dong thoi 2 chiée thé ti trong hop.

a) Goi 2 1a khong gian mau trong tro choi trén. Tinh s6 phan tit ciia tap hop Q.
b) Tinh x4c suat ctia bién ¢d “Tich cac s6 trén hai thé 1a s6 18”.
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Bai 2. Mot hop c6 4 tam bia cling loai, mdi tam bia dugc ghi mot trong cac s6 1,2, 3,4; hai tam
bia khac nhau thi ghi hai s6 khac nhau. Rat ngau nhién dong thoi 3 tam bia tit trong hop.

a) Tinh s6 phan tif ctia khong gian mau.

b) Xac dinh céc bién ¢6 sau:
A: “Tong cac sb trén ba tam bia bang 97;
B: “Céac sb trén ba tam bia la ba s6 tu nhién lién tiép”.

c) Tinh P(A),P(B).

Bai 3. Hai ban nam Diing, Huy va hai ban nit Hoa, Thao dudc xép ngdi ngau nhién vao bon ghé
xép thanh hai day doi dien nhau. Tinh xac suat xép dugc

@® Nam, nit ngoi doi dién nhau; @ Nit ngoi doi dien nhau.

Bai 4. C6 10 bong hoa mau trang, 10 bong hoa mau vang va 10 bong hoa mau do. Ngudi ta
chon ra 4 bong hoa tit cac bong hoa trén. Tinh xac suat clia bién c6 “Bén bong hoa chon ra c6 ca
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BAI 11. BAI TAP CUOI CHUGNG
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Bai 1. Bén ban Anh, Binh, Cudng, Hoa cting thi vao trudng trung hoc phd thong chat luong cao
Binh Minh. Két qua thi cho béi bang thong ké sau:

Hoc sinh | Diém Toan | Diém Ngit vin | Diém Tiéng Anh
Anh 10 8 10
Binh 6 7 >
Cuong 9 8 9
Hoa 8 6 9

Quy dinh:
— Diém trung binh viét tat 1a DTB va tinh theo cong thiic:
DTB = (Diém Toan + Diém Ngit van + Diém Tiéng Anh): 3.
— Diém trung binh Toan viét tat 1a DTB T va tinh theo cong thiic:
DTB T = (2 x Diém Toan + Diém Ngit van + Diém Tiéng Anh): 4.
— Diém trung binh Ngit vin viét tit 1a DTB V va tinh theo cong thic:
DTB V = (Diém Toan + 2 x Diém Ngit van + Diém Tiéng Anh): 4.
— Diém trung binh Tiéng Anh viét tat 1a DTB A va tinh theo cong thic:
DTB A = (Diém Toan + Diém Ngit van + 2 x Diém Tiéng Anh): 4.
Céch xét tuyén nhu sau:
— Tring tuyén: DTB > 7, 5;
— Tring tuyén 16p Toan: DTB T > 9;
— Tring tuyén 16p Van: DTB V > 8 ;
— Tring tuyén 16p Tiéng Anh: DTB A > 8, 5.

Hay lap bang két qua theo mau dudi day va xem moi ban ¢6 nhiing co hoi nao (lam tron két quéa
dén hang phan tram).

Hoc sinh | DTB [ DTB T | DTB V | DTB A | Két qua
Anh ? ? ? ? ?
Binh ? ? ? ? ?
Cuong ? ? ? ? ?
Hoa ? ? ? ? ?
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Bai 2. Biéu dd doan thang & Hinh 6 cho biét lugng khach du lich quéc té dén Viet Nam trong
mot s6 nam (tir 1990 dén 2019).

Luong khach

(nghin lugt)
20000
15000

10000 —

5000

U T T T
O 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2019 Nam

(Nguon: https://vietnamtourism.gov.vn)

Hinh 6

(1) Viét mau sb lieu théng ke s6 lugt khach du lich quoc té dén Viet Nam nhan duge tit biéu
do ben.

(2) Viét mau s6 lieu theo thi tu tang dan. Tim sb trung binh cong, trung vi va ti phan vi clia
mau so lieu do.

(3) Tim khoang bién thién va khoang tit phan vi ctia mau s6 lieu do.

(4) Tinh phuong sai va do léch chuan ctia mau s6 lieu do.

Bai 3. Lép 10A c6 40 hoc sinh. Ti s6 phan tram vé phuong tién ma cic ban dén truong duge
mo t& nhu biéu do & Hinh 7.
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Xe dap

bi bo

Xe bus

Xe 0 t0 con

Hinh 7

(1) C6 bao nhiéu ban di xe dap dén trudsng?

(2) Chon ngau nhién mot ban dé phan cong vao doi xung kich ctia trusng. Tinh x4c suit clia
bién ¢6 “Ban dudc chon 1a ban dén truong bang xe dap”.
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BAI 12. TOA PO CUA VEC-TO

1. TOA DO CUA MOT DIEM

Dé xac dinh toa do ctia mot diem M tuy ¥ trong mat phéng toa do Oxy, ta lam nhu sau

— Tit M ké duong thing vuong goc véi truc hoanh va cit truc hoanh o
tai diém H tng v6i s6 a. S6 a 1a hoanh do ctia diem M. K ,b,,i,,,:L,,,i,,,i,, M
— Tu M ké duong thang vuong géc véi truc tung va cit truc tung 3,,,, ”737 7 7&1”37”37 i 73
tai diém K tng v6i s6 b. S6 b 1a tung do ctia diéem M. ! R
Lt EET R
Cap s6 (a;b) 1a toa do ctia diém M trong mat phang toa do Oxy. 1 | 1 1 fal‘ 1 x
Ta ki hieu 1a M(a;b). e 1 H
2. TOA DO CUA MOT VEC-TO
—_> y
Dinh nghia 1. Toa do clia diém M dugce goi la toa do cua véc-toc OM. lﬁﬁbf o Wlﬁlj\ﬂ o
LK, I P [

L — L, — — | | | | | |
Néu OM c6 toa do (a;b) thi viet OM = (a;b) hay OM(a;b), trong dé B N 4 B
a goi 1a hoanh do ctia véc-to OM va b goi la tung do ctia véc-to OM. L—————i— ﬁlf /o Lf 73

2T
l . H
Cha y. Trong mit phang toa do Oxy, ta c6 y
—
— OM = (a;b) & M(a;b).
= 2 y S o
— Véc-to @ ¢6 diem goc O va c6 toa do (1;0) goi la véc-to don vi trén 1
truc Ox. 7
N 1 T
— Véc-to j c6 diém goe O va c6 toa do (0;1) goi 1a véc-to don vi trén o| 7
truc Oy.
Vi du 1.
Trong mat phang toa do Ozxy, cho cac diem M, N, P,@ nhu Y
< ~ ~ ~ > P P } —% ? \777\777\777\777\77777\777\777\777\777\
hinh bén. Tim toa do cta cac véc-toc OM, ON, OP, Oﬁ oM oo
N
o
A R N TR NS S SO R AN !
o e 1 P
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Dinh nghia 2. V6i moi Véc—tdztrong mit phang toa do Ozy, toa do cia vecto € 1a toa do cta diém
A, trong d6 A la diém sao cho OA = .

Néu U ¢6 toa do (a;b) thi ta viet W = (a;b) hay U (a;b), trong d6 a goi 1a hoanh do clia vée-to o va
b goi 1a tung do clia vée-to .

Vi du 2.

Tim toa do clha cac véc-to 7, ? G hinh bén.

X

Vi du 3.
Timtoad@cﬁacécvéc—td?,jéhinhbén. I L
17 .
oo
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Dinh 1i 1. Trong mé@hén&toa 4o Ozy, néu ¥ = (a;b) thi @ = a7+ b?.
Nguge lai, néu @ =ai +bj th @ = (a;b).

— — T, =2
V6i @ = (z1;91) v b = (22;9), taco @ = b <:>{ P
Y1 = Y.

Nhu vay, moi véc-to hoan toan dude xac dinh khi biét toa do clia no.
Vi du 4. Trong mat phang toa do Oxy, cho diém A(1;2) va véc-to U = (3;—4).

2 ~ — —
(1) Biéu dién véc-to U qua hai véc-to ¢+ va j .
2 ~ —— —> _>
(2) Biéu dién véc-tc OA qua hai véc-to i va j .

Vi du 5. Trong mat phang toa do Oxy, cho diém B(—1;0) va véc-to v = (0; 7).

2 I3 2 . P _> < —>
(1) Biéu dién véc-to o qua hai véc-to ¢+ va j.

» .x . . -
(2) Biéu dién véc-to O? qua hai véc-to i va j.

3. LIEN HE GIUA TOA DO CUA DIEM VA TOA DO CUA VEC-TO
Dinh nghia 3. Trong mit phang toa do Ozy. cho hai diém A (z4;y4) v& B (2p;yp). Ta c6
@ = (B — TA;YB — Ya) -
Vi du 6. Trong mit phang toa do Oxy, cho ba diém khong thang hang A(1;1), B(4;3), C(—1: —2).

(1) Tim toa do ciia vecto z@ .
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(2) Tim toa do ciia diém D sao cho tit giac ABC D la hinh binh hanh.

Vi du 8.
Trong mot bai luyén tap ciia cac cau thi béng nude, huan luyén vien vy I .
cho céc cau thii di chuyén theo ba doan lién tiép. Doan thi nhat di I T S S T
chuyén vé huéng Dong Béc véi quang dudng 1a 20m; doan thtt hai di R S
chuyén vé huéng Tay Bic véi quang dusng la 10m va doan thit ba I N S A S
di chuyén theo huéng Dong Béc véi quang duong la 5m. | ,i . ,i, . 3, . ,i . ,i, . 3, . ,i, . i, . i
(1) Vé céac véc-to biéu dién su di chuyén ctia cac cau thii trong hé B I i T i [ : ] : T i I : T : [ : ]
truc toa do Oxy v6i vi trf bat dau nhu hinh bén, trong do6 ta : : | : I : . : | : I : . : I : . : |
quy uée do dai dudng chéo ctia moi 6 vuong la Sm. S R T R N
U R ™
(2) Tim toa do ciia cac véc-to duge vé & cau tren. 0 Bf;t d‘au‘ S
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=
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Bai 4. Trong mat phang toa do Ozy, cho ba diém A(2;3), B(—1;1), C(3; —1).

2 —>
(1) Tim toa do diéem M sao cho AM = l%

Bai 5. Trong mat phéng toa do Oxzy, cho diém M (—1;3).
(1) Tim toa do diém A déi xting véi diém M qua goc O.
(2) Tim toa do diém B dbi xing véi diém M qua truc Oz.
(3) Tim toa do diém C déi xiing voi diem M qua truc Oy.

Bai 6. Trong mat phang toa do Ozy, cho ba diém khong thang hang A(—3;1), B(—1;3), I(4;2).
Tim toa do ciia hai diem C, D sao cho ti giac ABC'D la hinh binh hanh nhan I lam tam doi
xing.
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Bai 7. Trong mat phang toa do Oxzy, cho tam gidc ABC. Cac diém M(1;—2), N(4 : —1) v&
P(6;2) lan lugt 1a trung diém clia cdc canh BC, CA, AB. Tim toa do clia cic diem A, B, C.
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BAI 13. BIEU THUC TOA PO CUA CAC PHEP
TOAN VEC-TO

1. BIEU THUC TOA DO CUA PHEP CONC HAI VEC-TO, PHEP
TRU HAI VEC-TO, PHEP NHAN MOT SO VOI MOT VEC-TO
Tinh chit 1. Néu o = (z1;91) va U = (23;9) thi
— U+ = (21 + T2 y1 + ).
— U =V = () — Ty — Ya).
— kU = (kxy; k) v6i k € R.

— <
Nhan xét. Hai véc-to U = (x1;91), v = (2;Y2) (7 # 0) cung phuong khi va chi khi c6 mot so thuc
k sao cho x1 = kxo va y1 = kys.

Vidu 1. Cho @ = (2;—1), ¥ = (1;5). Tim toa do ciia mdi véc-to sau
® U+ 7. @U-T.

- <
Vidu3. Cho @ = (=2;3), b =(2:1), @ = (1;2). Tim toa do cia mdi véc-to sau

@37, @27 - 1. @7+27—;?.
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2. TOA DO TRUNG DIEM DOAN THANG VA TOA DO TRONG TAM
TAM GIAC

Tinh chat 2. Cho hai diém A (74;y4) va B (zp;yg). Néu M (x;ya) 12 trung diém doan thang AB
thi
TatTp ~_ Yatys

9 yYMm 92 .
Vi du 5. Trong mit phéng toa do Ozy, cho hai diém A(2;4) va M (5;7). Tim toa do diém B sao cho
M la trung diém ctia doan théing AB.

Ty —

Tinh chat 3. Cho tam giac ABC ¢6 A (x4;ya), B (x5;ys), C(vc;yc). Néu G (rg;yg) 1a trong tam

tam gidc ABC' thi
_Zataptrc ~_Yatys+yc

xG_fayG 3

Vi du 6. Cho tam gidc ABC c6 A(—2;1), B(2;5), C(5;2). Tim toa do trung diém M clia doan thang
AB va trong tam G cua tam giac ABC.
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Vi du 7. Cho ba diém A(—1;1), B(1;5), G(1;2).
(1) Chting minh ba diém A, B, G khong théng hang.
(2) Tim toa do diém C sao cho G la trong tam tam giac ABC.

3. BIEU THUC TOA DO CUA TICH VO HUONG

Tinh chit 4. Néu o = (x1;91) va T = (x9;yo) thi UV =zm9 + Y1Yo.
Nhan xét. (1) Néu d = (z;y) thi |d| =Vd - @ = /22 + 2.

(2) Néu A(z1;91) va B (wa;y0) th AB = \ﬁ\ = \/ (r9 — $1)2 + (y2 — 91)2~
(3) Véi hai véc-to U = (x1;91) va v = (w95 y2) déu khdc ﬁ, ta co

— T v vuong goc vdi nhau khi va chi khi r1x9 4+ y1y2 = 0.
— cos(T, V) = - T1T2 + Y1Y2 '
EREINGET NG
Vi du 8. Trong mat phang toa do Ozy, cho tam gidc ABC c6 A(2;2), B(1;—1), C(8;0).

@ Tinh B—1>4 . B?>' va cos ABC. 2 Chiing minh ﬁ €L 1@ ®) Giai tam giac ABC.
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Vi du 9. Mot chiée xe 6 t6 con bi méc ket trong bin lay. Dé kéo xe ra, ngudi ta dimng xe tai kéo bing
cach gan mot dau day cap kéo xe vao dau xe 6 t6 con v méc dau con lai vao phia sau clia xe tai kéo.
Khi kéo, xe tai tao ra mot luc Fl ¢6 do 16n (cuong do) 1a 2000 N theo phuong ngang lén xe 6 t6 con.
Ngoai ra, ¢6 thém mot ngusi day phia sau xe 6 to con, tao ra luc ?2 c6 do 16n 1a 300 N lén xe.

Cie e nay duge bidu dién bing véc-to nhu hinh ben | sao cho (F, F3) = 5°. 7 o
Do 16n luc téng hop téac dong lén xe 6 t6 con la bao nhiéu Newton (lam tron

4. BAI TAP

Bai 1. Trong mit phing toa do Ozy, cho @ = (—1;2), ? =(3;1), = (2; -3).

ﬁ
(1) Tim toa do véc-to U =2d+ b —37.

%
(2) Tim toa do véc-to 2 saocho @ +2b =d + ¢C.

Bai 2. Trong mat phang toa do Oxy, cho A(—2;3), B(4;5), C(2;—3).
(1) Chting minh ba diém A, B, C khong thing hang.
(2) Tim toa do trong tam G ciia tam giac ABC.
(3) Giai tam gidac ABC (Iam tron cac két qua dén hang don vi).
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Bai 3. Trong miit phing toa do Ozy, cho tam giac ABC c¢6 trung diém cac canh BC, CA, AB
tuong tng la M(2;0), N(4;2), P(1;3).

(1) Tim toa do cac diém A, B, C.

(2) Trong tam hai tam gidc ABC va MNP c6 tring nhau khong? Vi sao?

Bai 4. Trong mat phang toa do Ozy, cho tam gidc ABC c6 A(2;4), B(—1;1), C(—8;2).
(1) Tinh s6 do goc ABC (lam tron két qua dén hang don vi theo don vi do).
(2) Tinh chu vi cia tam giac ABC.

(3) Tim toa do diém M trén duong thing BC sao cho dién tich ctia tam giac ABC bing hai
lan dien tich clia tam gidc ABM.

Bai 5. Cho ba diem A(1;1), B(4;3) va C(6; —2).
(1) Chitng minh ba diém A, B, C khong thing hang.
(2) Tim toa do diém D sao cho tit gisdc ABCD la hinh thang c6 AB || CD va CD = 2AB.
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Bai 6. Chtng minh khing dinh sau: Hai véc-to @ = (xl;yl),7 = (x2;792) (7 + ﬁ) cung
phuong khi va chi khi c6 mot s6 thic k sao cho o1 = ko va vy = kys.

Bai 7.

Mot vat dong thoi bi ba Iyc tac dong: luc tdc dong thit nhat F) c6 j24

do 16n 1a 1500 N, luc tac dong thi hai ?2 ¢6 do 16n 1a 600 N, lyc tac —
dong thit ba Fy ¢6 do 16n 1 800 N. Céc luc nay duge bidu dién bing 30 o
nhitng véc-to nhu hinh bén, véi <?17?2) = 30°, (ﬁl,ﬁ,) = 45° va 45°

(?2, ?3) = 75°. Tinh do lén Iyc tong hop tac dong lén vat (lam tron

két qua dén hang don vi). o
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BAI 14. PHUONG TRINH DUONG THANG

1. PHUONG TRINH THAM SO CUA DUONG THANG

1.  Véc-to chi phuong clia dusng thing

Dinh nghia 1. Véc-to @ dugc goi la véc-to chi phuong ctia dudng thing v,
A néu 4 # 0 va gia clia 4 song song hodic trung véi A.

Nhan xét.
e Néu i la mot véc-to chi phuong ciia A thi ki (k # 0) ciing la mot véc-to chi phuong cia A.
o Mot duong thcfng hoan toan duge xac dinh khi biét mot diém va mot vée-to chi phuong cia duong
thang do.
2. Phuong trinh tham s6 ctia dudng thang

T =xy+ at

Yy =1yo+ bt
thang A di qua M, (%0; yo) va nhan @ = (a;b) (ﬁ =+ 6) lam véc-to chi phuong.

Dinh nghia 2. Hé { , trong d6 t 1a tham s6, dugc goi 1a phuwong trinh tham so clia duong

Nhan xét. Cho duong thang A cé phuong trinh tham so la

T =20+ at )
{ 0 (a2+b2 > 0), t la tham so.

Yy =1yo+ bt

e Vi moi gid tri cu thé cia t, ta zdc dinh duge mot diém tren duong thcfng A. Nguogc lai, véi moi
diém trén duong thang A, ta zdc dinh duge mot gid tri cu thé ciia t.

o Véc-to i = (a;b) la mot véc-to chi phuong cia A.
Vidu 1.

(1) Viét phuong trinh tham s6 ctia dudsng thing A di qua diém A(—1;3) v& c6 véc-to chi phuong
)
i=(2-).
! ( 2
r=-—5+3t

(2) Cho duong thing A c6 phuong trinh tham sb 1a { 8o Chi ra toa do mot véc-to chi
Yy=9o—

phuong ctia A va mot diém thude dudng thing A.
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r=1-2t

Vi du 2. Cho dudng théng A c6 phuong trinh tham s { o4t
y= -2+t

(1) Chi ra toa do clia hai diém thuoc duong thang A.

(2) Diém nao trong cac diém C(—1;—1), D(1;3) thuoc duong thing A?

9. PHUONG TRINH TONG QUAT CUA DUONG THANC

1.  Véc-to phap tuyén cia duong thang

Dinh nghia 3. Véc-to 7 dugc goi la véc-to phdp tuyén ctia dudng thing .
A néu 71 # 0 va gia clia 7 vuong goc véi A. \n

Nhan xét.
o Néu 7i la mot véc-to phdp tuyén cia A thy kit (k #0) ciing la mot vée-to phdp tuyén cia A.

o Mot duong thing hoan toan duge xdc dinh khi biét mot diém va mot véc-to phdp tuyén cia duong
thang do.

o Néu duong thang A c6 véc-to chi phuong la i@ = (a;b) thi véc-to it = (—b;a) la mot véc-to phdp
tuyén cia A.

2. Phuong trinh tong quat ctia duong thing
Dinh nghia 4. Phuong trinh ax +by+c = 0 (a va b khong dong thoi bang 0) duge goi 1a phuong trinh
tong qudt clia dudng thang.
Nhan xét.
o Duong thang A di qua diém My (zo;yo) va nhan @i = (a;b) lam véc-to phdp tuyén cé phuong trinh

la
a(zr—x9)+b(b—by) =0< ax + by + (—azxo — byy) = 0.
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o Mdi phuong trinh ax +by +c =0 (a va b khong dong thoi bing 0) déu zdc dinh mot duong thang
A trén mat phdang toa do nhan mot véc-to phdp tuyén la it = (a;b).

Vi du 3. Viét phuong trinh tong quat ctia duong thang A di qua diém A(—2;4) va c6 véc-to phap
tuyén 1a 7 = (3;2).

Vi du 4. Cho duong théng A c¢6 phuong trinh tong quat 1a o —y + 1 = 0.
(1) Chi ra toa do ctia mot véc-to phap tuyén va mot véc-to chi phuong ciia A.

(2) Chi ra toa do ciia hai diém thuoc A.

3. NHUNG DANG DAC BIET CUA PHUONG TRINH TONG QUAT

Nhan xét.
o Néub=0 vaa#0 thi phuong trinh duong thang A tré thanh ax +c = 0. Khi
dé duong thing A song song hodc trung vdi truc Oy va cdt truc Ox tai diém

()

o Néua=0vab#0 th phuong trinh duong thing A trd thanh by +c = 0. Khi
dé duong thing A song song hodc tring vdi truc Oz va cdt truc Oy tai diém —¢ A

) -

[0) x

e Duong thing A c6 phuong trinh tong qudt ax + by +c = 0 (a hodc b khdc 0) la do thi ham s6 bac
nhat khi va chi khi a # 0 va b # 0.

o Phuong trinh truc hoanh la y = 0, phuong trinh truc tung la x = 0.
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4. LAP PHUONG TRINH DUONG THANG
1. Lap phuong trinh dudng thang di qua mot diém va biét véc-to phap tuyén

Phuong trinh dudng thang A di qua diém My (z0; yo) va nhan @ = (a; b) (ﬁ + 6) lam véc-to phap tuyén
la
a(r—x9)+b(y—1yo) =0.

2. Lap phuong trinh duong thang di qua mot diém va biét véc-to chi phuong
Phuong trinh tham s6 clia dudng thang A di qua diém M (zo;yo) va nhan @ = (a;b) (ﬁ;ﬁ 6) lam
véc-tog chi phuong la

T =x9+ at ,
{ : (¢t 1a tham s0).

Yy =1yo+ bt
Néu a # 0 va b # 0 thi ta con c6 thé viét phuong trinh ciia dudng thang A & dang

rT—To Y—Y

a b

3. Lap phuong trinh duong thang di qua hai diém
Duong thiang A di qua hai diém A (zo;90), B (71;%1) nén nhan véc-to 1@ = (21 — zo;y1 — Yo) lam

véc-to chi phuong. Do dé, phuong trinh tham s6 clia dudng thang A la

T=x9+ (1 —x9) T ,

{ o+ (@1 = 20) (t 1a tham s0).
y=1y0+ (41 — )t

Néu z1 — 29 # 0 va y; = 1o # 0 thi ta con c6 thé viét phuong trinh ctia duong thing A & dang

T — Xo _ Y—Yo
T — o Y1 — Yo

Vi du 5. Lap phuong trinh duong thing A thod man mdi diéu kién sau
(1) Duong thing A di qua diém M (—2; —3) va c6 7t = (2;5) la vecto phap tuyén;
(2) Duong thing A di qua diém M (3; —5) va c6 i@ = (2; —4) la vecto chi phuong;

(3) Duong thiang A di qua hai diém A(—3;4) va B(1;—1).
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Vi du 6. Lap phuong trinh duong thing A di qua hai diém A(a;0) va B(0;b) véi a® + b > 0.

Trong trudng hop ab # 0, chia hai vé ctia phuong trinh (1) cho ab ta duge y
b

r Yy

—4+==1. 2

a - b 2) B
Phuong trinh dang (2) duge goi 1a phuong trinh dudng thang theo doan a
chan, duong thang nay cat Ox va Oy lan lugt tai A(a;0) va B(0;b). @) AN N7

Vi du 7.

Duong théng A & hinh bén biéu thi téng chi phi lip dit va tién cude
stt dung dich vu Internet (don vi: tram nghin dong) theo thoi gian
cia mot gia dinh (don vi: thang).

<

(2) Cho biét giao diém ctia duong thang A véi truc tung trong tinh
huéng nay c6 y nghia gi.

o0
=}
«Q
hie}
=}
=
Y
(1) Viét phuong trinh ctia dudng thing A. g
=
o
=
O

Théng

(3) Tinh tong chi phi lip dit va st dung Internet trong 12 thang

5. BAI TAP

Bai 1. Lap phuong trinh tong quat cia dudsng thang A di qua diem A(—1;2) va
(1) C6 véc-to phap tuyén 1a i = (3;2).

(2) C6 véc-to chi phuong 1a @ = (—2; 3).
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Yy 3/4
.
1 1
-3 o] 1 = o] 1 x
Hinh 3 Hinh 4

Bai 3. Cho duong thing d c6 phuong trinh tham s6 1a
y =2+ 2t

(1) Lap phuong trinh tong quat ctia duong théng d.
(2) Tim toa do giao diém ctia dudng théng d lan lugt véi cac truc Oz, Oy.

(3) Duong thing d c¢6 di qua diém M (—7;5) hay khong?
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Bai 4. Cho duong thang d c¢6 phuong trinh tong quat 1a z — 2y — 5 = 0.
(1) Lap phuong trinh tham s6 ctia dudng thang d.
(2) Tim toa do diém M thudc d sao cho OM =5 véi O 1a gbe toa do.

(3) Tim toa do diém N thuoc d sao cho khoang cach tit N dén truc hoanh Oz 13 3 .

Bai 5. Cho tam giac ABC, biét A(1;3), B(—1;—1),C(5; —3). Lap phuong trinh téng quat ciia
(1) Ba dusng thang AB, BC, AC
(2) Duong trung truc canh AB:;
(3) Duong cao AH va duong trung tuyén AM.
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Bai 6.

Dé tham gia mot phong tap thé duc, ngudi tap phai trd mot khoan
phi tham gia ban dau va phi st dung phong tap. Duong thang
A & hinh beén biéu thi tong chi phi (don vi: triéu dong) tham gia
mot phong tap thé duc theo thoi gian tap clia mot ngusi (don vi:
thang).

Chi phi (trigu dong)
ot

—
Q

(1) Viét phuong trinh ctia duong thing A.

(2) Cho biét giao diém ctia duong thang A véi truc tung trong
tinh huéng nay c6 ¥ nghia gi.

(3) Tinh tong chi phi ma ngudi dé phai tra khi tham gia phong
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BAI 15. VI TRi TUGNG DOI VA GOC GIUA

HAI DPUONG. KHOANG CACH TU MOT
PIEM DEN MOT PUONG THANG

1. VI TRI TUONG DOI CUA HAI DUONG THANG

Trong miit phang toa do, cho hai dudng thing A, va A, lan lugt ¢6 véc-to chi phuong 1a W1, Uo. Khi
do

(D) Ay cit A, khi va chi khi @y, @ khong cing phuong.

(2) A song song v6i Ay khi va chi khi @, @, cting phuong va ¢6 mot diém thudoc mot dudng thing
ma khong thuoc dusng thang con lai.

(3) A trung véi A, khi va chi khi @y, @, cting phuong va c6 mot diém thuoc ca hai duong thing do.

e A vuodng goc véi Ay khi va chi khi 0y, Wy vudong goéc véi nhau.

e Khi xét hai vi trf tuong doi ciia hai duong théng, c6 thé dua vao cip véc-to phap tuyén clia
hai dudng thang doé.

Vi du 1. Xét vi trf tuong déi ctia mdi cap duong thang sau

D A 22 —y+1=0vaAy: —ax+2y+2=0.
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Ta c6 thé xét vi tri tuong dbi ctia hai dudng thing dua vao sé giao diém ctia ching.

Nhan xét. Cho hai duong thang Ay va Ay cé phuong trinh lan luigt 1o
a1x + b1y + ¢ = 0 va asx + boy + co = 0.

Xét hé phuong trinh:

(1)

a1x+b1y+01:0
aox + bay + co = 0.

Khi do
(D) Ay cdt Ay khi va chi khi hé (I) c6 nghiem duy nhat.
(2 A, song song vdi Ay khi va chi khi hé (I) vo nghiém.
(9 Ay tring vdi Ao khi va chi khi hé (I) c¢6 vo s6 nghiém.

Vi du 3. Xét vi trf tuong doi clia hai dudng thang Ay: z —2y+1 =0 va Ay: 22 — 4y +2 = 0.

Vi du 4. Xét vi tri tuong doéi ciiaduong thang d: x + 2y — 2 = 0 véi mdi dudng thang sau
Ay:3x —2y+6=0;

Aoz +2y+2=0;

Az: 2x+4y —4 = 0.
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9. GOC GIUA HAI DUONG THANG

Ay

Hai duong théng A, v& A, cit nhau tao thanh bén géc.

— Néu hai duong thang A; va A, khong vuong géc véi nhau thi géc nhon trong bén géc tao thanh
duge goi 1a goc gitta hai duong thing A; va As.

— Néu hai duong thing A; va Ay vuong géc véi nhau thi ta néi goc gitta hai dusng thang A; va A,
bang 90°.

Géc giita hai duong thang A; va A, duge ki hieu 1a (A/l,\A2> hoac (A1, Ag).
Quy udc: Khi A, song song hoiic triing v6i A,, ta néi géc giita hai dudng thang A, va A, bang 0°.
Nhan xét. Géc gita hai duong thang luon bé hon hodc bing 90°, tic la (A, Ag) < 90°.

Trong mit phang toa do, cho hai dudng thang A; va Ay c6 véc-to chi phuong lan lugt 1a @) = (a1;b1),
ﬁQ = (ag; bg) Ta c6
I |y - s
cos (A1, Ag) = |cos = =
(A1, Az) = |cos (uy, Ua)] AR
hay
larag + bybo|

cos (A1, Ay) = )
N 7 BN R

Nhan xét.
o Ay L Ay & ajag + biby =0.
e Cho hai duong thang Ay va Ny c6 véc-to phdp tuyén lan luot la @iy, 7. Ta co

L iy - 7
cos (A1, Ag) = |cos (7iy, )| = ﬁ

Vi du 5. Tinh s6 do goc giita hai dudng thang A; va A, trong méi trudng hgp sau

-1 =1
@ A, {x + /3t A, {a: + /3ty

y =4 —tg;
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Vi du 6. Tinh s6 do géc giita hai duong thang A, vid A, trong mdi trudng hop sau

= -3+ 3V3t
@Alz {;-2—4—;’; V3 va Ay y — 4 =0;

@) A2z —y=0vaAy: —x+3y—5=0.

3. KHOANG CACH TU MOT DIEM DEN MOT DUONG THANG

Trong mat phang toa do Oxy, cho dudng thang A c¢6 phuong trinh az + by + ¢ = 0 (a® + % > 0) va
diém M (z¢;yo). Khodng cach tit diem M dén duong thang A, ki hieu la d(M, A), dugc tinh bdi cong
thiic sau

_amo + byo + ¢

d(M, A) =
WA == s
n Néu M € A thi d(M, A) = 0. %

Vi du 7. Tinh khoang céch tit diém M dén dudng thang A trong mdi truong hop sau
(D M(=2;1) va A: 22— 3y +5 = 0.

r=—-2+3t
y=2—4t.

2) M(1;-3) va A: {

Vidu8. (1) Tinh khoang cich tir diém O(0;0) dén duong thing A: 14 v % — 1.

(2) Tinh khoang céch gitta hai duong thing song song A1:x —y+1=0va Ay: z —y —1=0.
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Bai 1. Xét vi tri tuong déi ctia mdi cap dudng thang sau
M di:32+2y—5=0vado: x —4y+1=0.

@) ds:x—2y+3=0vady: —2x+4y+10=0.

1
r=—=+t
3) ds: 4z +2y — 3 =0 va dg: 2

Bai 3. Tinh khodng cach tit mot diém dén mot duong thang trong méi truong hop sau

D A(1;-2) va Ay 3z —y +4 = 0.
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Bai 4. V6i gia tri nao ctia tham sé m thi hai duong thang sau day vuong goc?

Ar:mr—y+1=0valAy: 2z —y+3=0.

Bai 5. Cho ba diém A(2; —1), B(1;2) va C(4; —2). Tinh s6 do goc BAC va goc gitta hai dudng
thing AB, AC.

Bai 6. Cho ba diém A(2;4), B(—1;2) va C(3;—1). Viét phuong trinh dudng thang di qua B
dong thoi cach déu A va C.
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Bai 7. C6 hai con tau A va B cling xuat phat tit hai bén, chuyén dong déu theo dudng thang

ngoai bien. Trén man hinh ra-da ctia tram diéu khién (duge coi nhu mét phang toa do Oxy véi

don vi trén cac truc tinh theo ki-l6-mét), tai thoi diém ¢ (gid), vi trf clia tau A c6 toa do dugc
r=3—33t

xac dinh bdi cong thiic , vi tri cuia tau B ¢6 toa do la (4 — 30t; 3 — 40¢).
y = —4+ 25t

(1) Tinh cosin goc giita hai dusng di ctia hai tau A va B.
(2) Sau bao lau ké tit thoi diém xuat phat hai tau gan nhau nhat?

(3) Néu tau A ding yen & vi tri ban dau, tau B chay thi khoadng cach ngin nhat gitta hai tau
bang bao nhiéu?
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BAI 16. PHUONG TRINH DUONG TRON

1. PHUONG TRINH DUONG TRON

1. Phuong trinh dudng tron
Dinh nghia 1. Phuong trinh duong tron tam I(a;b) ban kinh R la
(x —a)*+ (y—b)* = R

Phuong trinh dudng tron ¢ dang trén thuong dudce goi 1a phuong trinh chinh tdc cia duong tron.
Vi du 1. Lap phuong trinh duong tron trong moi truong hop sau

(1) Duong tron tam O, ban kinh R.

(2) Duong tron tam I(—1;3), ban kinh 7.

Nhan xét. Ta cé thé viét phuong trinh (x — a)* + (y — b)? = R? cia duong tron tam I(a;b) bin kinh
R vé phuong trinh c¢é dang x* + y?> — 2ax — 2by + ¢ = 0. Dang dé thuong dugc goi la phuong trinh tong
quadt cua duong tron.

Vi du 3.

(1) Phuong trinh 22 + y? — 4z + 2y — 4 = 0 c6 phai la phuong trinh dudng tron khong? Néu phai, xac
dinh toa do tam va ban kinh cta ducng tron do.

(2) Xac dinh diéu kien ctia a, b, ¢ dé phuong trinh 22 + y* — 2ax — 2by + ¢ = 0 1a phuong trinh duong
tron. Khi dé xac dinh toa do tam va ban kinh theo a, b, c.
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2. Phuong trinh dudng tron di qua ba diém khong thing hang

Do c¢6 duy nhat mot duong tron di qua ba diém khong thing hang cho trude nén ta cé thé lap dudc
phuong trinh dudng tron dé khi biét toa do ciia ba diém néi trén.
Vi du 4. Lap phuong trinh dudng tron di qua ba diem A(—1;1), B(0;—2), C(0;2).

9. PHUONG TRINH TIEP TUYEN CUA DUONG TRON

Dinh nghia 2.

Cho duong tron (C) ¢6 tam I(a;b) va diém M (zo; yo) nim Y
trén du’éng tron dé. Goi A la tiép tuyén ctia duong tron M(z;y)
(C) tai diem My(zo;yo). Khi do, ta co

— Duong thang A di qua diém My(zo;yo) va c6 véc-to (c Aolwo:wo)
phap tuyén IMy = (g — a;yo — b).

— Phuong trinh tiép tuyén A la

(w0 — a)(z — o) + (Yo — b)(y — w0) = 0.

[0) xT
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Vi du 6. Trong mit phing toa do Oxy, mot vat chuyén dong tron déu nguge chiéu kim dong hod trén
duong tron tam 1(3;2), ban kinh 5 dudi tac dung ctia lic cing day. Khi vat chuyén dong dén diém
M (6;6) thi day cang bi duit.

(1) Viét phuong trinh qui dao chuyén dong ciia vat sau khi day bi dut, biét ring vat chi chiu tac
dong clia duy nhat Iyc cing day trong bai toan nay.

(2) Mot vat khéac chuyén dong thang déu trén dudng théng cé phuong trinh A: 3z + 4y + 23 = 0.
Chitng minh hai vat nay khong gap nhau tai bat ki diém nao.

Bai 1. Phuong trinh nao sau day la phuong trinh duong tron
D 22 +y> -2 +2y—7=0.

@) 22 +1y®> -8z +2y+20=0.

Bai 2. Tim tam va ban kinh ctia dudng tron trong moi truong hop sau
(1) Duong tron c¢6 phuong trinh (z +1)2 + (y — 5)2 = 9.

(2) buong tron c6 phuong trinh x? + y? — 62 — 2y — 15 = 0.
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Bai 3. Lap phuong trinh dudng tron trong moi trusng hop sau
(1) Duong tron c6 tam I(—3;4) ban kinh R = 9.
(2) Duong tron c¢6 tam I(5; —2) va di qua diém M (4; —1).
(3) Duong tron c¢6 tam I(1; —1) va c6 mot tiép tuyén la A: 5z — 12y — 1 = 0.
(4) Duong tron c6 duong kinh AB vé6i A(3; —4), B(—1;6).

(5) Duong tron di qua ba diém A(1;1), B(3;1), C(0;4).

(y +7)* = 169.
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Bai 6.
Hinh bén mo6 phéng mot tram thu phét séng dién thoai Yy
di dong dat & vi trf I c6 toa do I(—2;1) trong mit phang
toa do (don vi trén hai truc la ki-l6-mét).

Tram phat séng

(1) Lap phuong trinh dudng tron mo ta ranh giéi bén
ngoai ciia viing phit séng, biét rang tram thu phat
song d6 duoc thiét ké véi ban kinh phit séng 3 km.

(2) Néu ngudi sit dung dién thoai & vi trf ¢6 toa do
(—1;3) thi c6 thé st dung dich vu clia tram nay
khong?

(3) Tinh theo dudng chim bay, xac dinh khoang cach
ngan nhat dé mot ngudi 6 vi tri c6 toa do (—3;4)
di chuyén dudc t6i vimng phit séng theo don vi ki-

Bai 7.

Ném dia 13 mot mon thé thao thi dau trong Thé van hoi Olympic Y
mua he. Khi thyc hién ¢t ném, van dong vién thuong quay lung

lai v6i huéng ném, sau d6 xoay nguge chieu kim dong ho mot

vong rudi ctia duong tron dé lay da roi tha tay ra khéi dia. Gia st

. 3
dia chuyén dong trén mot duong tron tam [ <O; 5) ban kinh 0,8
trong mit phang toa do Oxy (don vi trén hai truc 1a mét). Dén
2
I

, dia dugc ném di (hinh bén). Trong nhiing

diéem M (\{—3_09;2>

giay dau tien ngay sau khi dugc ném di, quy dao chuyén dong
clia chiée dia c6 phuong trinh nhu thé nao?
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BAI 17. BA DUONG CONIC

1. DUONG ELIP

Dinh nghia 1. Cho hai diém F}, Fy ¢ dinh c6 khoang cach FyF, = 2¢ (¢ > 0).

Duong elip (con goi 1a elip) 1a tap hgp cac diém M trong mat phang sao cho M F; + M Fy = 2a trong
d6 a 1a s6 cho truée 16n hon c.

Hai diém F; va F, dudc goi la hai tieu diém cta elip.

Dinh 1i 1. Trong mit phang, xét dudng elip (E) la
tap hop céc diém M sao cho MF, + MF, = 2a, 6 d6
F\F, = 2cvéia > ¢ > 0. Ta chon hé toa do Oxzy c6 goc
la trung diém ctia F} Fy, truc Oy la dudng trung triec
clia [y F5 va Fy nam trén tia Ox. Khi d6, phuong trinh = 5 Fi3
dudng elip c6 thé viét dudi dang

2 2

%—1—‘2—2:1, trong d6 a > b > 0.

Day goi 1a phuong trinh chinh tdc cta elip.

Dai véi elip (F) c¢6 phuong trinh chinh tdc nhu da néu 6 trén, ta c6
— C2 — (12 — b2, G do 2¢ = FlFQ.

— Néu diém M (z;y) thudc elip (E) thi —a <z < a.

Vi du 1. Trong cac phuong trinh sau, phuong trinh nao la phuong trinh chinh tic cta elip?

1.2 y2 35,2 yQ 1'2 y2 1.2 y2
Dgtg ! Dty D! Dty
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2. DUONG HYPEBOL

Dinh nghia 2. Cho hai diém F}, Fy ¢6 dinh c6 khoang cach FyF, = 2¢ (¢ > 0).

Duong hypebol (con goi 1a hypebol) 1a tap hop cac diém M sao cho |MF, — MF;| = 2a, trong dé a la
s6 duong cho truée nhé hon c.

Hai diém F; va F, dudc goi 1a hai tieu diém ctia hypebol.

Dinh Ii 2. Phuong trinh hypebol c¢é thé viét duéi dang

2 2

T Y
2 '

trong d6 a > 0, b > 0.
Day goi 1a phuong trinh chinh tdc cia hypebol.

Doi véi hypebol (H) c6 phuong trinh chinh tic nhu da néu & trén, ta co:
— 2 =a?+ b, 6 d6 2c = F1F, va didu kién a > b 14 khong bat buoc.

— Néu diém M (z;y) thuoc hypebol (H) thi # < —a hoac z > a.

Vi du 4. Trong cac phuong trinh sau, phuong trinh nao la phuong trinh chinh tac ctia duong hypebol?

2 2 2 2 2 2 2 2
52 42 42 52 52 52 52 42
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Vi du 5. Viét phuong trinh chinh tic ciia dusng hypebol (H) c6 mot tieu diém 1a Fy(6;0) va di qua
diém Ay (4;0).

3. DUONC PARABOL

1.  Dinh nghia duosng parabol
Dinh nghia 3. Cho mot diém F ¢6 dinh vi mot dudng thang A ¢6 dinh khong di qua F.

Duong parabol (con goi la parabol) 1a tap hop cic diem M trong mit phang cach déu F va A.
Diém F dudc goi la tieu diém ctia parabol. Duong thang A dude goi 1a dudng chuan ciia parabol.

2. Phuong trinh chinh tic ctia parabol

Dinh i 3.

Khi chon hé truc toa do nhu hinh bén, phuong trinh dudng parabol Yy M (z;y)
c6 thé viét dudi dang
y® = 2pz (p > 0). »
) 2
Day goi la phuong trinh chinh tac cia parabol. 0 » "
r(50)
2
A
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Doi véi parabol (P) c6 phuong trinh chinh tic y* = 2pz (p > 0) ta c6

— Tieu diém 1a F (g, O) va phuong trinh dudng chuan 1a z + g =0

— Néu diém M (z;y) thudc parabol (P) thi x > 0.

Vi du 7. Trong cac phuong trinh sau. phuong trinh nao 1a phuong trinh chinh tic ctia duong parabol?

@ y* = —6; @ y?* = 6 ® ? = —0y; ® ? = 6y.

Vi du 8. Viét phuong trinh chinh tdc ctia parabol (P) biét

@ (P) c6 tieu diém la F(5;0). @ (P) di qua diém M(2;1).
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4. MOT SO UNG DUNG THUC TIEN CUA BA DUONG CONIC

Ba duong conic c¢6 nhiéu ting dung trong thyc tién. Ta néu ra mot vai ting dung clia ba dudng conic.

(1 Nam 1911, nha vat If hoc ngudi anh 14 Ernest Rutherford (1871-1937) da dé xuat mo hinh hanh
tinh nguyén ti, trong d6 hat nhan nhé bé nam tai trung tam clia nguyén ti, cic eclectron bay
quanh hat nhan trén cac quy dao hinh elip nhu cac hanh tinh bay quanh Mat Troi.

(2) Trong vat li, hien tuong hai séng gip nhau tao nén céc gon séng 6n dinh goi 1a hién tuong giao
thoa ctia hai séng. Cac gon séng c¢6 hinh la cac duong hypebol goi la cac van giao thoa.

(3) Vé6i guong parabol, tia sang phat ra tit tieu diém (tia t6i) chiéu dén mot diém ctia parabol sé bi
hit lai (tia phan xa) theo mot tia song song (hodc tring) véi truc clia parabol.
Tinh chat trén c6 nhiéu tng dung, ching han:

— Dén pha: Bé mit cia deén pha 13 mot mat tron xoay sinh bdi mot cung parabol quay quanh
truc ciia no, bong den duge dit ¢ vi tri tieu diém ctia parabol dé. Cac tia sang phat ra tir
béng den khi chiéu dén bé mit clia deén pha sé bi hat lai theo cac tia sang song song, cho
phép ching ta quan sat dugc cac vat & xa.

— Chéo vé tinh ciing c¢6 dang nhu deén pha. Diém thu va phat tin hiéu ctia may duge dat & vi
trf tieu diém ciia parabol.

5. BAI TAP

Bai 1. Phuong trinh nao sau day 1 phuong trinh chinh tic tac cua elip?

2 P 22y 2 P 2?2 P
®64+64 ®64 64 ®64+25 @25+64
2 P ,

Bai 2. Cho elip (F) c6 phuong trinh chinh tac 9 + 98 = 1. Tim toa do cac giao diem cua (F)

déi véi truc Oz, Oy va toa do cac tieu diém cia (E).
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Bai 3. Viét phuong trinh chinh tic ctia elip (E), biét toa do hai giao diém cta (E) véi Ox va
Oy 1an lugt 1a Ay (—5;0) va By (0;v/10).

Bai 4.

Ta biét ring Mt Trang chuyén dong quanh Trai Dat
theo quy dao la mot elip ma Trai Dat la mot tieu
diém.

Elip d6 c6 A; Ay = 768800 km va BBy = 767619 km 4, Trai Dat A,

(Nguon: Ron Larson (2014), Precalculus Real Mathe- /O x
matics, Real People, Cengage) (Hinh minh hoa). Viét
phuong trinh chinh tic cia elip do6.

By

2 2 2 2 2 2 2 2
Y z ) Z Y Z Y
O35+ ; @55 ; ®5 el @19
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Bai 6. Tim toa do cac dinh va tieu diém ctia dudng hypebol trong méi trusng hop sau:

1’2 y2 .’£2 y2
@ 9 16 ’ @ 36 25

Bai 7. Viét phuong trinh chinh tic ctia hypebol (H), biét N <\/ 10; 2) nam trén (H) va hoanh
do mot giao diém ctia (H) véi truc Ox bang 3.

@ y? = —2z. @ y? = 2z. @ 2% = —2. @ y? = V.

Bai 9. Tim toa do tieu diém va viét phuong trinh dudng chuan ciia duong parabol trong moi
truong hop sau

ox
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Bai 11.

Mot chiée dén c6 mat cat ngang 1a hinh parabol nhu hinh bén. Hinh ¥

parabol c6 chiéu rong giita hai mép vanh 12 AB = 40cm va chiéu sau A

h = 30cm (h bang khodng cach tit O dén AB). Béng dén nam & tieu |

diém S. Viét phuong trinh chinh tic ciia parabol dé. i

~
—<"
O\—" 3 @
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BAI 18. BAI TAP CUOI CHUGNG

r=2x9+ at

T bt (t 1a tham s6) vé6i a, b khong dong thoi bang 0.
Y=Y

Bai 1. Cho duong thing d: {

(1) Chi ra mot véc-to chi phuong ctia d.
(2) Chi ra mot véc-to phap tuyén ctia d.

(3) Chi ra mot diém c6 toa do khac (zo;yp) va thude dudng thing d.

Bai 2. Cho duong thang d: ax + by + ¢ = 0 v6i a, b khong dong thai bing 0.
(1) Chi ra mot véc-to phap tuyén cia d.
(2) Chi ra mot véc-to chi phuong ctia d.

(3) Cho a, b déu khac 0. Chi ra mot diém thuoc duong thang d ma khong nim trén hai ca hai
truc toa do.

Bai 3. Trong mat phang toa do Oxy, cho tam giac MNP c6 M(2;1), N(—1;3), P(4;2).
(1) Tim toa do ctia cac véc-tc OM, M N, MP.

(@ Tich tich vo huéng MN - MP.
(3) Tinh do dai cac doan thing M N, MP.

(4) Tinh cos NMP.
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(5) Tim toa do trung diém I ctia NP va trong tam G ciia tam giac MNP.

Bai 4. Lap phuong trinh tong quét va phuong trinh tham s6 ctia dudng théng d trong méi truong
hgp sau

(1) d di qua diém A(—3;2) va c6 mot véc-tc phap tuyén la W= (2;-3).
@) d di qua diém B(—2; —5) v c6 mot véc-to chi phuong 1a o = (—7;6).
(3) d di qua hai diém C(4;3) va D(5;2).

Bai 5. Lap phuong trinh duong tron (C) trong mdi trusng hgp sau
(D (C) c6 tam I(—4;2) va ban kinh R = 3.

()
2) (O) c6 tam P(3; —2) va di qua diém F(1;4).
3) (C) c6 tam Q(5; —1) va tiép xic v6i duong thing A: 3z 44y — 1 = 0.
4 (O) di qua ba diéem A(—3;2), B(—2;—5) va D(5;2).
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Bai 6.
Quan sat hinh bén va thyc hién cac hoat dong Yy
sau
(1) Lap phuong trinh dudng thing d;
(2) Lap phuong trinh dudong tron (C);

(3) Lap phuong trinh tiép tuyén ctia dudng
tron (C) tai diém M (2+ V21 +v2).

Bai 7. Cho hai duong thang A;: \/§x+y—4 =0va Ay: x+\/§y—2\/§: 0.
(1) Tim toa do giao diém ctia hai duong thing da cho;
(2) Tinh goc a giita hai duong thang da cho.

Bai 8. Cho biét mdi dudng conic ¢6 phuong trinh dudi day 1a dudng conic dang nao (elip, hypebol,
parabol) va tim toa do tiéu diém ctia dudng conic doé.

2 2 2 2

Dy v @51 "% O
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Bai 9. Cho tam giac AFyF;, trong d6 A(0;4), F1(—=3;0), F5(3;0).
(1) Lap phuong trinh tong quat ciia cac dudng thing AF, va AF,.
(2) Lap phuong trinh dudng tron ngoai tiép ciia tam giac AF, F.

(3) Lap phuong trinh chinh tic ctia elip (E) c6 hai tieu diém 1a Fy, F sao cho (E) di qua A.

Bai 10.

Trén man hinh ra-da ctia dai kiém soat khong lwu san bay
A ¢6 hé truc toa do Oxy, trong d6 don vi trén moi truc 500
tinh theo ki-16-mét va dai kiém soat dudc coi la gbc toa do
O(0;0). Néu méy bay trong pham vi cach dai kiém soat 500
km thi sé hién thi trén man hinh ra-da. Mot may bay khdi
hanh tir san bay B lic 14 gis. Sau thai gian ¢ (gio), vi tri
ctia méy bay dugce xac dinh bdi diem M c6 toa do nhu sau g ) 500 @

1600 1400

x e —

3 3

1900 1400
y=-—— —t. ~500

3 3

(1) Tim vi trf clia may bay lic 14 gis 30 phit. Thoi diém nay may bay da xuéat hién trén man
hinh ra-da chua?

(2) Lic may gio may bay gan dai kiém soat khong luu nhat? Tinh khoang cach gitta méy bay
va dai kiém soat khong luu lac doé.

(3) May bay ra khéi man hinh ra-da vao thoi gian nao?
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