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Chuong 1

Ham s6 ludgng giac - Phuong trinh
lugng giac

1.1 HAM SO LUONG GIAC

1.1.1 LY THUYET
a) Ham s6 y = sinx.

e Tap xac dinh: ¥ = R.

e Tap giac tri: [—1;1], tic1la —1 <sinz < 1, Vx € R.

e Ham s6 dong bién trén mdi khodng (—g + k2, g + k27r)

. - 3

va nghich bién trén moi khoang <72T + k2m; g + k27r> .

e Ham s6 y = sinx 13 ham s6 1& nén do6 thi ham s6 nhan goc toa do O lam tam déi
xing.

e Ham s6 y = sinz 12 ham s6 tuan hoan véi chu ki T' = 2.

e DO thi ham s6 y = sinx.

b) Ham s6 y = cosz.

e Tap xac dinh: ¥ = R.
e Tap giac tri: [—1;1], tic la —1 < cosz < 1, Vx € R.

e Ham s6 y = cos x nghich bién tréen mdi khodng (k27; 7 + k27)
va dong bién trén mdi khoang (—m + k2m; k27).

e Ham s6 y = cosz 1a ham s6 chdn nén do6 thi ham s6 nhan truc Oy lam truc déi xing.

e Ham s6 y = cosz 1a ham s6 tuan hoan véi chu ki 7' = 2.

e DO thi ham s6 y = cosz. Do thi ham s6 y = cosx bang cach tinh tién do thi ham s6
y = sinz theo véc to U = <—g; 0).
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c) Ham s6 y = tanz.

e Tap xédc dinh: 2 = R\ {g + km, k€ Z} )

e Tap gia tri: R.

e La ham s6 1é.

e La ham s tuan hoan véi chu ki T = 7.

e Ham dong bién trén moi khoang (—g + km; g + knr) .

e Do thi nhan mdi duong thing x = g + km, k € Z lam mot dudng tiém can.

e Do thi

IR

oy

d) Ham s6 y = cot z.

e Tap xac dinh: 2 =R\ {km, k € Z}.

e Tap gia tri: R.

e La ham s 18.

e La ham s6 tuan hoan véi chu ki T' = 7.

e Ham nghich bién trén méi khoang (km;m + k7).

e D& thi nhan mdi dudng thing x = kr, k € Z lam mot duong tiém can.
e Do thi
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1.1.2 PHUONG PHAP GIAI TOAN
TAP XAC DINH CUA HAM SO LUONG GIAC

& Dang 1. Tim tap xac dinh ctia ham s6 luong giac

—Mxéc in x
v =g e dinh & g(a) £ 0

y = %X/ f(x) xac dinh & f(x) > 0, trong d6 n € N*.

e y = sin[u(z)] xac dinh < u(x) xac dinh.

y = cos [u(z)] xadc dinh < u(x) xéc dinh.
e y = tan [u(z)] xac dinh < u(z) xac dinh va u(z) # g + km.k € Z.

e y = cot [u(z)] xac dinh < u(z) xac dinh va u(z) # kn,k € Z.

7'('2

2 —1°

Vi du 1. Tim tap xac dinh ctia ham s6 y = sin

Vi du 2. Tim tap xac dinh ctia ham s6 y = 3 cot(2z + 3).

Vi du 3. Tim tap xac dinh ctia ham s6 y = tan (a: - %)

. 2
Vi du 4. Tim tap xac dinh ctia ham s6 y = cot? (?ﬁ — 3x>.

tan 21 + cot (3:}6 + E). (5)

Vi du 5. Tim tap xac dinh ctia ham s6 y = G

sinx + 1
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tan bx

(6)

Vi du 6. Tim tap xac dinh ctia ham s6 y = — .
sin4x — cos 3x

Vi du 7. Tim tap xac dinh ctia ham s6 y = /3 — 2 cos . (7)

p . ~ L , . 2 sin x
Vi du 8. Tim tap xac dinh cia ham s0 y = —5———
sin“ x — cos? x

MOT SO CAU HOI TRAC NGHIEM KHACH QUAN

. . . 1—3cosx
Cau 1. Dieu kién xac dinh ctia ham s6 y = —— 1a
sin

Amﬂwmkez. B. « # k21, k € Z.

c:mé keZ. D. v £ kn, k € Z.

Cau 2. Tap xac dinh ctia ham s6 y = tan (237 — g) la

A 9= R\{ +k—]keZ} B. 7= R\{ +k7r]keZ}
T
C. 7= R\{ +hr |k ez}, D.@:R\{u+k2|kez}.
- - o s % 3 .
Cau 3. Tap xac dinh ctia ham soy:ﬁla
SIn- xr — Cos“x
A 9= R\{ +hr |k e}, B. 7= R\{ +hr| ke ).
C. 7= R\{ +k—]keZ} D. - R\{ +k27r|keZ}
. t
Cau 4. Tap xac dinh ctia ham s@yzﬁla
cosr — 1
A..@:R\{kgﬂfez}. B. 7= ]R\{ +hr |k ez},
C. 2 =R\ {kn | k7). D. 7 =R
\ . 2sinz+1
Cau 5. Véi ky hieu k € Z, didu kien xéc dinh cita ham s@y:% I
A. 1z # k27, B. z # k. c.mégwm. D.:c;ég—i—k%r

Cau 6. Véi ky hieu k € Z, diéu kién xac dinh ctia ham s6 y = tan (2917 — g) 1a

Iy T 5% 7 5T T
A. -+ k—. B. — + k. C. — + k. D. — +k—.
x#6+2 x7é12—|—7r x;«é2+7r :c;é12+2
Cau 7. Tap xac dinh ctia ham s6 y = tanx + cot z 1
A 9 =R. B. 2 =R\ {kr |k e€Z}.
T
C. 7= R\{ +hr |k e}, D..@:R\{k§|kez}.
- P o T 2 2x .
Cau 8. Tap xac dinh cia ham s0 y = ———— 1a
1 —sin“x
A 7= R\{ +k2m | ke 2}, B. 7 - R\{ +hr| ke ).

C. 7= R\{ +hn |k ez}, D. 7= R\{ +h2m |k e 2.
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. 1
Cau 9. Tap xac dinh cia ham s0 y = ———— 1a

Cota:—\/§
A.@zR\{%nLkQﬂkeZ}. B.@:R\{%—Fkﬂ;lﬂk,lez}.

2
C. @:R\{gww; g+l7r|k,leZ}. D. 9=R\{;+k7r; 72T+l7r|k,leZ}.

. /1 t2
Cau 10. Tim tap xac dinh 2 ctia ham s6 y = w.
1 —sin3x

2 2
A 2=R\ kr; 40" |knezZ!. B. 2=R\ (ke T4 n"" | kmez!.
6 3 36 3
2 2
C.@:R\{kﬂ;g+n;|k3,n62}. D.@:R\{km;g—l—n;|k,n62}.
Cau 11. Tim tap xac dinh 2 clia ham s6 y = tan 2z.
A 7=R\{-Z+%] |kez}. B. 7=R\{ +kn|kez}.
4 . 2 2
T km T
c.@_R\{4+2|keZ}. D.@_R\{Z+kw|kez}.
. 1—si
Cau 12. Tim tap xac dinh Z ctia ham séy:ﬂ.
sinz + 1
A.@zR\{gnLkQﬂkeZ}. B. 2 =R\ {k2r | k € Z}.
C.@:R\{?;T+k27r|k;ez}. D. 7 =R\ {r+ k21 | k € Z}.
bt s 1ot A ox e L e ) N 2 cotxr ..
Cau 13. Véi ky hiéu k € Z, dieu kién xac dinh ctia ham so y = la
coS
A.m#g—l—kﬂ. B. « # kor. C. x# k. D.x;ékg.
. 2
Cau 14. Tap xéc dinh ctia ham séy:mla
A. 2 =R\ {kr | ke 7). B. 7 = R.
c.7=R\{" +hr|kez}. D. 7=R\{" +ker |k ez},
4 4
Cau 15. Ham s6 y = /cosz — 1 + 1 — cos? x xac dinh khi va chi khi
A.x%g+kw,k€Z. B. z=0.
C.otim kel D. z— k2 ke

tan 2x

Cau 16. Tim tap xac dinh 2 ctia ham s6 y = T5en2 o
sin 2z — cos 2z

T T m ™ Fis T m T
A.@—R\{#+k%,71r2+;2|k,l62}. B.@-R\{%+k%7;)T+l27r|k,lez}.
C.@:R\{Z+k§;§+l§|k,lez}. D.@:R\{§+k§;ﬁ+l§|k,lez}.

. 1
Cau 17. Tapxécdinhcﬁahams()yzcot(:l:—i—z)+1/Mla
6 1 —cosx
A.@zR\{—%-I—kZWU{;GZ}. B.@:R\{ZT-I—IW,I{;%HI@GZ}.
C. 7 =R\ {k2r | k € Z}. D..@:R\{—%Jrkﬂkez}.
~ e . s . 1 —cos3zx
Cau 18. Tim tap xac dinh & cia ham s0 y = [ ————.
1+ sindx

T s 3 T
A 9=R\{—— — L. B. 2=R\{—— — L.

7=R\{ Sk ke } 9 \{ Tk ke }

T 7 T e
C..@:R\{—Z+k§|kez}. D..@:R\{—6+k§|kez}.
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Cau 19. Tim tat ca gia tri m dé ham s6 y = v/sinz + m c6 tap xac dinh 2 = R.
A m>1. B. m<—1. C. -1<m«1l. D m>1.
2 —sin 2
£ ST 6 tap xéc dinh 2 = R khi vi chi khi
vmecosz + 1
A. . m>0. B. 0<m<1. C. m# -1 D. —-1<m<Ll

Cau 20. Ham s6 y =

%& Dang 2. Tinh chin 1é ciia ham sb

Phuong phap giai
Ta thyc hién cac bude sau:Tim tap xac dinh 2 ctia ham s6, khi d6é

e Néu Z la tap doi xing (tiic 1a Vo € 2 = —x € 9), ta thyc hién budc 2.

e Néu Z la khong tap doi xing (tiic la 3z € P ma —z ¢ 2), ta két luan ham s6 khong
chan, khong 1é.

Xéc dinh f (—2), khi do:

e Néu f(—x) = f (v) két luan ham s6 1a ham chén.

e Néu f(—x) = —f (z) két luan ham s6 13 ham 18.

e Ngoai ra két luan ham s6 khong chin ciing khong 1é
Chu y:

a) Ham s6 y = sinz 12 ham s6 18.

)
b) Ham s6 y = cosz la ham s6 chin.
c) Ham s6 y = tanz 1a ham s6 1.

)

d) Ham s6 y = cot z 13 ham s6 1é.

Vi du 9. Xét tinh chén 1é ctia ham s6

a)y:f(x):sin(2x+9§> b) y= f(x) =tanz + cotx

Vi du 10. Xét tinh chén 18 ctia ham s6 y = tan” 2z sin 5z.

MOT SO CAU HOI TRAC NGHIEM KHACH QUAN

Cau 1. Cho 2 ham s6 f (z) = sindzx va g (z) = tan |2z| , khi do:
A. f(x) 1a ham s6 chén va g (z) 1a ham s6 1é.
B. f(z) va g 1a 2 ham s6 1é.
C. f(x) 1a ham s6 1é va ¢ (z) 1a ham s6 chén.
D. f(z) va g(z) 1a 2 ham s6 chin.
Cau 2. Cho 2 ham s6 f (z) = sin 2z va g (z) = cos 2z .

f(z) va g (x) 12 2 ham s6 chén.

f(x) va g (z) 14 2 ham s6 1é.

f (x) 1a ham s6 chén va g (z) 1a ham sb 1é.
f (x) 1a ham s6 18 va g (z) 1a ham s6 chin.
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Cau 3. Cho 2 ham s6 f (z) = tan4z va g (z) = sin (x + g) . Khi do:
A. f(z) va g(x)1a 2 ham sb 1é.
B. f(z) la ham s6 chén va g (z) 1a ham s6 1é.
C. f(x) va g (x) 1a 2 ham s6 chén.
D. f(z) l1a ham 6 1& va g (x) 1a ham s6 chén.
Cau 4. Cho ham s6 y = 2sinz + 9 . Ham s6 nay la:
A. Ham s6 khong chin khong 1é. B. Ham s6 1é va c6 tap xac dinh 1a.
C. Ham s6 chén. D. Ham s6 1é.

Cau 5. Trong cac ham s6 sau, ham s6 nao 14 ham s6 chin.
A. y =sin|2016z| 4 cos 2017x. B. y = cot 2015z — 2016 sin .
C. y = tan 2016z + cot 2017x. D. y =2016cosx + 2017 sin z.

Cau 6. Tim ham s6 chin
A. y=sinz. B. y = cotx. C. y=coszx. D. y=tanz.

Cau 7. Cho ham sb f(z) = cos 2z va g(x) = tan 3x. chon ménh dé ding
A. f(z) 1a ham s6 chn, g(z) 1a ham s6 chin.
B. f(z) 1a ham s6 1&, g(z) 1a ham s6 1é.

C. f(z) 1a ham s6 1¢, g(z) 1a ham s6 chin.
D. f(z) 1a ham s6 chén, g(z) 1a ham sb 1é.

Cau 8. Ham s6 na% 14 ham s6 chén?

T
A. y=sin a:+§. B.y:cos($+§).
C. y = sin2x. D. y = tanx — sin 2x.
Cau 9. Ham s6 nao sau day 1a ham s6 chin
A. y=tan3zcosz. B. y =sin?z + cos .
C. y =sin’x +sin . D. y =sin’z + tan .
Cau 10. Ham s6 ndo sau day 1a ham s6 chin
tanx
A. y =sin 3. B. y =xcosx. C. y=coszxtan2z. D.y=—.
sinx
Cau 11. Trong cac ham s6 sau, ham s6 nao 1a ham s6 chdn?
A. y=—sinx. B. y =cosx —sinx.
C. y =cosz +sin’z. D. y =coszsinz.
Cau 12. Trong cac ham s6 sau ham s6 nao 1a ham s6 chdn?
A. y =sin2x. B. y = cos 3z. C. y = cot4z. D. y = tanbx.
Cau 13. Trong cac ham s6 sau, ham s6 nao la ham s6 chdn?
tanz
A. y =sin2x. B. y=zcosx. C. y = cosxcot x. D y=——
sinz

Cau 14. Trong cac ham s6 sau, ham s6 nao c6 do thi déi xing qua truc tung?
T
A. y =sinxcos2z. B. y = sin® z cos (a:—§)

tan x
= D. y = coszsin’z.
y tan?z + 1 y

C.

Cau 15. Cho ham s6 f (z) = sin 2z va g (z) = tan® z. Chon ménh dé ding
r) 13 ham s6 chén, g (z) 1a ham s6 1¢.
) 1a ham s6 18, ¢ (z) 1a ham s6 chén.
r) 13 ham s6 chén, g (z) 1a ham s6 chén.
)

va g (z) déu la ham s6 18.
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Cau 16. Cho hai ham s6 f (z) = % va g (z) = jsin 2] = (;OS 5 . Ménh dé nao sau
1 + sin“ 3z 2+tanx
day la dang?
A. f(z)1é va g (x) chan. B. f(z) va g (z) chén.
C. f(z) chén, g (x) 1é. D. f(x) va g(z) 1é.

Cau 17. Trong cac ham s6 sau, ham s6 nao c6 do thi déi xing qua goc toa do?
1 ) T
A y=——5—. B.yleﬂ(:U—l——).
sin” 4
T
C. y:\/§cos (:L‘—Z) D. y = /sin2x.

Cau 18. Trong cac ham s sau, ham s6 nao 1a ham s6 chin?
™ . . ™ . 71'
A. y=2cos (a:+ 5) + sin (7 — 2z). B. y =sin (1’ - Z> + sin (x—l— —).

4
C. y:\/isin (l’-}-%) —sinz. D. y = +/sinz + /cos x.

& Dang 3. Chu ky ctia ham s6 luong giac

Phuong phap giai

1. St dung dinh nghia ham s6 tuan hoan va tim chu ki ctia no.

2. St dung cac két qua sau.

) PR 2

e Ham so y = a.sin(az+0b) (a.a # 0) la mot ham s6 tuan hoan véi chu ki 7' = |—7T|
a
p PN 2

e Hamso y = a.cos(azx+b) (a.a # 0) 1a mot ham s6 tuan hoan véi chu ki 7' = |—7T|
a

Ham s6 y = a.tan(ax + b) (a.a # 0) 1a mot ham s6 tuan hoan véi chu ki

oo
lal’

e Hams6 y = . cot(az+b) (.a # 0) la mot ham s6 tuan hoan véi chu ki 7' = ﬁ

a

e Néu ham s6 y = f(z) chi chita cdc ham s6 lugng gidc c6 chu ki lan lugt la
Ty, Ty,..., T, thi ham s6 f c¢6 chu ki T 1& boi chung nhé nhat cia 14, Ts,..., T),.

e Néu ham s6 y = f (z) tuan hoan véi chu ki T thi ham s6 y = f (x) + ¢ (c la
hing $6) cling 1a ham s6 tuan hoan véi chu ki 7.

Mot s6 dau hieu nhan biét ham s6 y = f (z) khong phai 1a ham tuan hoan: Ham s6
y = f (z) khong phai 1a ham tuan hoan khi mot trong cac diéu kién sau bi vi pham
e Tap xac dinh ctia ham s6 1a tap hitu han.
e Ton tai s6 a sao cho ham s6 khong xac dinh véi > a hoac = < a.
e Phuong trinh f (x) = k ¢6 nghiém nhung s6 nghiém hitu han.

e Phuong trinh f (x) = k ¢6 vo s6 nghiem sip thit tu. ... < z, < Tp41 < ...
ma |z, — rp41| — 0 hay oo.

2

Vi du 11. Xét tinh tuan hoan va tim chu ki (néu ¢6) ctia ham s6 sau: y = cos® x — 1.
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N . . 2
Vi du 12. Xét tinh tuan hoan va tim chu ki (néu c6) ctia ham s6 sau y = sin (:v) :

)
(5)
cos| -z ).
5

Vi du 13. Xét tinh tuan hoan va tim chu ki (néu c6) ctia ham s6 sau: y = cosz +

cos(v/3.2)

Vi du 14. Chitng minh ring ham s6 sau 1a ham s6 tuan hoan va tim chu ki ctia no:

y= "
sin x

Vi du 15. Cho a,b,c,d 1a cac s6 thyc khac 0. Chiing minh réng ham s6 f(r) = asincr +
bcos dz 13 ham s6 tuan hoan khi va chi khi 2 14 s6 hitu ti.

Vi du 16. Cho ham s6 y = f(z) va y = g(x) 1a hai ham s6 tuan hoan véi chu ky lan

N ., T . .
lugt 1a T7,T5. Ching minh rang néu ?1 1 s0 hitu t1 thi cac ham so f(z) £ g(x); f(x).9(z)
2

13 nhitng ham s6 tuan hoan.

BAI TAP TRAC NGHIEM

Cau 19. Ham s6 y = cos?x — 1 tuan hoan véi chu ki

m 3T
A. . B. 2. C. —. D. —.
T T 5 5
Cau 20. Ham s6 y = 2sin z. cos 3z tuan hoan véi chu ki
AL B. 2. c. I D.
3 2
Cau 21. Ham s6 y = cos? z + sin? 2 tuan hoan véi chu ki
A. 2m. B. 7. C. 327T D. Khoéng ¢6 chu ki.

Cau 22. Ham s6 y = 2cos? 2 + 3 cos® x + 8 cos?  tuan hoan véi chu ki

A. 7. B. 27. C. 3. D. 4r.

Cau 23. Ham s6 y = 2sin® z + 4 cos? ¢ + 6 sin x cos  tuan hoan véi chu ki
s 3T

2 .2

~ . 2 cos*xr —sin“x o N

Cau 24. Ham so y = 5 —— tuan hoan vdéi chu ki
cos*x — 2sin” x

A. 2. B. 472 C. 3m. D. .
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& Dang 4. Chitng minh 7; 1a chu ki cia mot ham sé lugng giac

Phuong phap giai
Chitng minh T} 1a chu ki ctia mot ham s lugng giac y = f(x) tic 1a ching minh T
1a s6 nhé nhat trong cac s6 T thoéa man: “ Vo € Z tacé: o +T € D, 2 —T € P va
f(x+T) = f(z) 7. Ta can chiing minh:

BuGc 1: Ve € 7, f(x+T) = f(x).

Budc 2: Gia st co sd a: 0 < a < T sao cho: f(z+a) = f(x),Vz € 2. Chon gia tri z = x
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thich hgp sao cho f(z¢ + a) = f(a) va tit f(a) = f(x0) tim ra mau thuin nao dé dé
chiing t6 rang khong c6 s6 a nhu trén.

Vi du 17. Chitng minh ring ham s6 y = sin 2z tuan hoan véi chu ki .

Vi du 18. Chitng minh rang ham s6 y = tan (2x + %) tuan hoan véi chu ki g

Vi du 19. Chitng minh rang ham s6 y = cos <§ - 77T> tuan hoan véi chu ki 4.

BAI TAP TRAC NGHIEM
Cau 25. Khing dinh nao sau day la sai vé tinh tuan hoan va chu ki ctia céc ham s6?
A. Ham s6 y = sinx 1a ham s6 tuan hoan chu ki 2.
B. Ham s6 y = cosx 1a ham s6 tuan hoan chu ki 7.
C. Ham s6 y = tanz 13 ham s6 tuan hoan chu ki 7.
D. Ham s6 y = cot x 1a ham s6 tuan hoan chu ki .

Cau 26. Trong cac ham s6 sau, ham s6 nao 14 ham s6 tuan hoan?
A. y==xcosz. B. y=x —tanx.

C.y=—V2tanz + 1. D y=+va?+1.

Cau 27. Trong cac ham s6 sau, ham s6 nao nao khong tuan hoan:

A. y =sinz +sin(2v/2). B. y =sinbz + 3cosTx.

C. y=tan?2x + 1. D. y = 3sin2z — V2.
Cau 28. Trong cac ham s6 sau, ham s6 nao nao khong tuan hoan?

A. y=zcos’a. B. y = cos’z. C.y=2%—cos’z. D.y=2%
Cau 29. Trong cac ham s sau, ham s6 nao 1a ham s6 tuan hoan?

A y=sinzr —x. B. y=—2cos3z + 1.

C. y=2xsin3z.. D. y=a2*— 222 + 3.
Cau 30. Trong cac ham s sau, ham s6 nao 1a ham s6 tuan hoan?

A. y =sin2z + 3z. B. y=(3—2x)tanx.

C. y =cos3z(l + cosx). D. y = cos/x.

BAI TAP LUYEN TAP

Bai 1. Xét tinh tuan hoan va tim chu ki (néu ¢6) clia cdc ham sb lugng giac sau:

) 3z T
a — COS —. COS —.
y 2 2

b) y = cot (295— %)

Bai 2. Chiing minh ring mo6i ham s6 sau dau tuan hoan véi chu ki 7.

a) y = —cos’w.

b) y = 3tan?z + 1.

Bai 3. Xét tinh tuan hoan va tim chu ki (néu c6) clia cdc ham sb lugng giac sau:

a) y = sinz?
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sin 3z

b =
) y 1+sinx

Bai 4. Chiing minh ring cdc ham s6 sau 1a nhitng ham s6 tuan hoan véi chu ki co sé Tp.
a) y =sinz, Ty = 2.
v

b) y = tan2z, Ty = 5

Bai 5. Chiing minh ring cac ham s sau 1 nhiing ham sé tuan hoan véi chu ki co s6 Tp.

2
a) y=sin3z, Ty = %

b) yz\cost],TO:g

DAP AN
1D 6 D 11 C 16 A 1C 6 C 11 C 16 A 21 D 26 C
2D 7D 12 C 17 B 2D 7D 12 B 17 A 22 B 27 A
3C 8 B 13 D 18 A 3D 8 A 13 D 18 C 23 B 28 B

4 C 9B 14 B 19 D 4 A 9B 14 B 19 A 24 D 29 B

5 A 10 A 15 D 20D 5 A 10 D 15 B 20D 25 B 30 C
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SU BIEN THIEN CUA HAM SO LUONG GIAC

& Dang 5. Bang bién thién va do thi ctia ham sb lugng giac

(¢ Ham s6 y = sinx :
e Dong bién trén cac khoang (—g + k2m; g + k:27r) ke Z.

) 3
e Nghich bién trén cac khodng (g + k2 7” + k;27r> ke

(¢ Ham s6 y = cosx :
e Dong bién trén cac khoang (—m + k2m; k27),k € Z.
e Nghich bién trén cac khoang (k2m; 7 + k27) , k € Z.

(¢ Ham s6 y = tan 2z dong bién trén cac khoang (—g + km; g + kw) ke

(¢ Ham s6 y = cot x nghich bién trén cac khoang (km; 7+ k), k € Z.

n\/éi cac ham s6 lugng giac phic tap, dé xét tinh don diéu ctia né ta sit dung dinj
nghia.

Phuong phap giai

Q¢ Vé vong tron lugng giac.
@ Biéu dién cac cung lugng gidc trén vong tron lugng giéc.

9 Dua vao dinh nghia ctia cac ham s6 luong giac dé xét cac khoang dong bién nghich bién
ctia ham s6 luong giéc.

Vi du 20. Xét tinh tang gidm va lap bang bién thién clia cac ham s6 lugng giac sau

a) y = 2sinz trén (0;7); ¢) y = cos (x _ g) tren [_%; 5%},
b) y = sin 2z trén {—g; g} ; d) y =tan (x — %) trén {O; g]

GIA TRI LON NHAT VA NHO NHAT CUA HAM SO LUGNG GIAC

& Dang 6. St dung phép bién d6i dong nhat va tinh chit ctia ham sb lugng

giac

Vi du 21. Tim gi4 tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ciia cac ham s6 sau.
a) y=4sinzcosz + 1

b) y =4 — 3sin? 2z

Vi du 22. Tim gia tri16n nhat ctia ham s6 sau y = sinz— trong khoang 0 < z < 7.

1T
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& Dang 7. Cac bai toan sit dung bat ding thitc da biét dé tim gia tri 16n

nhit va gia tri nhé nhat

1 1
Vidu 23. y = \/1+§cos2x+§\/5+2sin2x.

Vi du 24. Tim gia tri nhé nhat ctia ham s6 y =

1 1
2—cosx 1+coszx

v6i x € (O; —).

& Dang 8. Cac bai toan sit dung tinh dong bién nghich bién

Vi du 25. Tim gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat clia cac ham s6 sau.
a) y = 6cos? x + cos? 2.

b) y = (4sinx — 3cosz)? — 4(4sinx — 3cosz) + 1.

& Dang 9. Cac bai toan lién quan dén asinx + bcosz = ¢

Vidu 26. Tim gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat cia ham s6 y = 2cos?z —
2v/3sinzcosx + 1.

. . o, P P sinx +2cosz + 1
Vi du 27. Tim gia tri I6n nhat va gia tri nho nhat ctia ham s6 y = i i

sinz +cosx + 2

1.1.3 BAI TAP TU LUYEN
SU BIEN THIEN CUA HAM SO LUONG GIAC
BAI TAP TRAC NGHIEM

Cau 1. Ham s6 y = sinx
A. dong bién tréen mdi khoang (g + k2m;m + k27r> va nghich bién tréen mdi khoang
(m + k2m; k27) véi k € Z.

R . - 3 5 . -
B. dong bién trén moi khoang <_77T + k2m; g + k:27r> va nghich bién trén moi khoang
<—g + k2, g + k27r> véi k € 7.
R . . 3 . .
C. dong bién trén mo6i khoang (g +l~ﬁ27r;77T —|—k27r) va nghich bién trén moi khoang

T s .
(—5 + k2m; 5 + k:27r> véi k € 7.
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D. dong bién trén mdi khoang (—g —|—k;27r;g+k27r) va nghich bién trén mdéi khoang

(72r + k2m; 3; + k27r) véi k € Z.

Cau 2. Ham sbéy = cosx
A. dong bién tréen mdi khodng (g+k27r;7r+k;27r> va nghich bién trén mdi khoang
(7 + k2m; k27) véi k € Z.
B. dong bién tréen méi khoang (—7 + k2m;k27) va nghich bién tréen mdi khodng
(k2m; 7 + k27) véi k € Z.

R . . 3 . .
C. dong bién trén moi khoang (;T +k27r;?7T —I—k;27r> va nghich bien trén moi khoang

(—g + k2m; g + k27
D. dong bién tréen mdi khoang (k27m; 7w+ k2w) va nghich bién trén moi khodng
(m 4+ k2m; 3w + k27) véi k € Z.

vol k € Z.

L N

Cau 3. Ham s6 y = v/3 + 2cosz ting trén khodng

A. (—g,g) B. (g,?) C. (?;27?). D. <7(;’72T)

Cau 4. Ham s6 nao dong bién trén khoang (—%; g)7

A. y=cosz. B. y = cot 2z. C. y=sinuz. D. y = cos2z.
Cau 5. Ménh dé nao sau day sai?

A. Ham s6 y = sinx tang trong khoang (O; g)

B. Ham s6 y = cot x gidm trong khoang (O; g)

C. Ham s6 y = tanx tang trong khoing (0; g)

D. Ham s6 y = cosz tang trong khoang <O; g)
Cau 6. Ham s6 y = sinx dong bién trén

. khoéng (0;7) .

au
A

. , T T
B. cac khoang <_Z + k2m; 1 + k27r), ke Z.
C
D

. cac khoang (g + k21w + k27r>, kelZ.

. khoang (g, 3;)

Cau 7. Ham s6 y = cosx

A. tang trong|0; 7. B. ting trong {0; g}vé gidm trong E, W}.
C. nghich bién [0; 7. D. céc khing dinh trén déu sai.

Cau 8. Ham s6 y = cosx dong bién trén doan nao dudi day?
A. {O; g} B. [m;27]. C. [—m; 7. D. [0;7].

Z . ? m z 2,0 ~ N A N
Cau 9. Ham so nao sau day c6 tinh don diéu trén khoang <0; 5) khac véi cac ham so con
lai?
A. y=sinzx. B. y =coszx. C. y=tanux. D. y = —cotx.

Cau 10. Ham s6 y = tanz dong bién trén khodng

A (o; g) B. (r;2x]. C. (032”) D. (—327”;)
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11. Khang dinh nio sau day ding?

Ham s6 y = sinz dong bién trén khoang (Z, 32)
Ham s6 y = cosx dong bién trén khoang <Z, 3:)
Ham s6 y = sinz dong bién trén khoang ( 31, T
Ham s6 y = cosx dong bién trén khoang ( iZT7 —Z)

12. Ham s6 nao sau day nghich bién trén khodng (0; g)rf
Yy = sinz. B. y =cosz. C. y=tanx. D. y=—cotuz.

3
13. Ham s6 nao duéi day dong bién trén khoang <72r 27T>

Yy = sinx. B. y=cosx. C. y =cotux. D. y=tanz.
7;0]. Khang dmh nao sau day la dang?
T —=; 0).

-5) (=5

14. Xét ham s6 y = sinx trén doan [
Ham s6 dong bién trén cac khoang ( T — ) nghich bién trén khoang (
g

Ham s6 dong bién trén cac khoang

Ham s6 nghich bién trén céc khoan ( 2) dong bién tren khoang (
Ham s6 nghich bién trén cic khoang <—7T; —g) va (—g; O).

15. Xét ham s6 y = cosx trén doan [—7; 7). Khang dinh nao sau day la ding?
Ham s6 nghich bién trén céc khoang (—m;0) va (0; ).

Ham s6 dong bién trén cac khoang (—m;0) va nghich bién trén khoang (0; ).
Ham s6 nghich bién trén céc khoang (—m;0) va dong bién tren khoang (0; ).
Ham s6 dong bién trén cac khoang (—m;0) va (0; 7).

16. Xét sy bién thién ctia ham s6 y = tan 2z trén mot chu ki tuan hoan. Trong cac két

luan sau, két luan nao dang?

A.
B.
C.
D.

Cau

Ham s6 da cho dong bién trén khoang (O; z) va <E; z).
;‘? 12 T
Ham s6 da cho dong bién trén khoang (O; Z) va nghich bién trén khoang ( e 2)

Ham s6 da cho luon dong bién trén khoang <0; g)
Ham s6 da cho nghich bién trén khodng (0; %) va dong bién trén khodng (4 72T)

17. Xét sit bién thién cia ham s6 y = 1 — sin 2 trén mot chu ki tuan hoan ctia né. Trong

cac két luan sau, két luan nao sai?

A.
B.
C.

D.

Ham s6 da cho nghich bién trén khoang (—g; 0).
Ham s6 da cho nghich bién trén khodng (0; g)
Ham s6 da cho dong bién trén khodng <g7 )

3
Ham s6 da cho nghich bién trén khoang (;T ;)

Cau 18. Xét sy bién thién ctia ham s6 y = sinz — cos z. Trong cac két luan sau, két luan nao
diang?

A.

B.

. R . ‘ 3
Ham s0 da cho dong bién trén khoang (—Z Z)

3T 77r>

Ham s6 da cho dong bién trén khoang ( 101
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C. Ham s6 da cho c6 tap gia tri [—1;1].
T

D. Ham s6 da cho nghich bién trén khoang (—Z 4).

Cau 19. Chon cau dung.
A. Ham s6 y = tan x luon luon tang.
B. Ham s6 y = tanz luon luon tang trén ting khodng xac dinh.
C. Ham s6 y = tanz tang trong cdc khoang (7 + k2m; 2 + k27).
D. Ham s6 y = tanz tang trong cac khoang (k2m; 7 + k27).

Cau 20. Xét hai ménh dé sau:

3 . 1
(I): Vx € (71’; W), ham s6 y = —— giam.
2 sinx
3 . 1
(I): Vx € (7?; W), ham s6 y = gidm.
2 Ccos T

Menh dé ding trong cac ménh dé trén la

A. Chi (I) ding. B. Chi (II) diing.

C. Ca (I) va (IT) sai. D. Ca (I) va (IT) duang.
Cau 21. Khéng dinh nao sau day la ding?

A. y = |tanz| dong bién trén doan {—g; g}

B. y = [tanz| 13 ham s6 chén tren 2 = R\ {g + kw’k € Z}.
C. y = |tanz| c6 do thi ddi xiing qua gbc toa do.
D. y = |tan x| nghich bién trén doan (—z' z)

2°2/°
Cau 22. Ham s6 y = cosx dong bién trén doan nao duéi day
A. {O; g} B. [m;27]. C. [-m; . D. [0;7].

Cau 23. Ham s6 nao sau day c6 tinh don diéu trén khoang (O; g) khac v6i cdc ham sd con
lai?
A. y=sinx. B. y =coszx. C. y=tanx. D. y = —cotux.

Cau 24. Ham s6 y = tanx dong bién trén khodng
us 37 3m o
A (0;=). . (i 2m). ) — =),
(o,2> B. (r:2n] C <o 2) D ( 2,2>

Cau 25. Khing dinh nao sau day dang?

3
A. Ham s6 y = sinz dong bién trén khoang (Z, I)
< . o . T 3T
B. Ham s0 y = cosx dong bién trén khoang <4, 4)
3 o7
C. Ham s6 y = sinz dong bién trén khodng < Vi 4).
~ A X o Z ~ 2 37T 7T
D. Ham so y = cosx dong bién trén khoang 1)

Cau 26. Ham s nao sau day nghich bién trén khodng (O; g)‘?
A. y=sinz. B. y =cosz. C. y=tanx. D. y=—cotuz.

3
Cau 27. Ham s6 nao dudi day dong bién trén khodng (;T ;)

A. y=sinzx. B. y =coszx. C. y = cotux. D. y=tanux.
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7;0]. Khing dinh nao sau day la ding?

m—3) w (-5:0)

Cau 28. Xét ham s6 y = sinz trén doan [—
B. Ham s6 dong bién trén cac khoang ( ) — ) nghich bién trén khoang (
g

A. Ham s6 dong bién trén cac khoang

C. Ham s6 nghich bién trén cac khoan ( 2) dong bién trén khoang (
D. Ham s6 nghich bién trén cac khoang <—7T; —g) va (—g; O).
Cau 29. Xét ham s6 y = cosz trén doan [—7; 7. Khang dinh nao sau day la ding?
A. Ham s6 nghich bién trén cac khoang (—;0) va (0; 7).
B. Ham s6 dong bién trén cic khoang (—m;0) va nghich bién trén khoang (0; 7).
C. Ham s6 nghich bién trén cic khodng (—;0) va dong bién trén khoang (0; 7).
D. Ham s6 dong bién trén céc khoang (—m;0) va (0; ).
Cau 30. Xét sit bién thién ctia ham s6 y = tan 2z trén mot chu ki tuan hoan. Trong cac két
luan sau, két luan nao ding?
A. Ham s6 da cho dong bién trén khodng (O; %) (% 72r>
B. Ham s6 da cho dong bién trén khodng (O; Z) va nghich bién trén khoang (4 72T)
C. Ham s6 da cho luon dong bién trén khoang (O; §>

D. Ham 56 di cho nghich bien tren khodng (0; %) va dong bién trén khodng (Z ;T)

Cau 31. Xét sy bién thién ctia ham s6 y = 1 — sinx trén mot chu ki tuan hoan ctia né. Trong
cac két luan sau, két luan ndo sai?
A. Ham s6 da cho nghich bién trén khoang (—g; 0).
B. Ham s6 da cho nghich bién trén khoang (O; g)
C. Ham s6 da cho dong bién trén khoang (g, )

D. Ham s6 da cho nghich bién trén khodng (;T 3;)

Cau 32. Xét sy bién thién ctia ham sd y = sinx — cos z. Trong cac két luan sau, két luan nao
diang?

) L 3
A. Ham s6 d& cho déng bién trén khodng (—Z Z)

3T 77r>

B. Ham s6 da cho dong bién trén khoang ( 11

C. Ham s6 da cho c6 tap gia tri [—1;1].
T T

D. Ham s6 da cho nghich bién trén khodng (—4 4)

Cau 33. Chon cau dung.
A. Ham s6 y = tanz luon luon ting.
B. Ham s6 y = tanz luon luon tang trén ting khodng xac dinh.
C. Ham s6 y = tanz tang trong cdc khoang (7 + k2m; 27 + k27).
D. Ham s6 y = tanz tang trong cac khoang (k2m; 7 + k27).

Cau 34. Xét hai menh dé sau:
1

3 .
(I): Vz € <7r; W), ham s0 y = —— giam.
2 sin &
3 . 1
(I1): Vx € (7r; W), ham s6 y = gidm.
2 COS T
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Meénh dé ding trong cic ménh dé trén la

A. Chi (I) ding. B. Chi (II) ding.
C. C& (I) va (II) sai. D. Ca (I) va (II) dang.
Cau 35. Khéng dinh nao sau day la ding?

A. y = |tan x| dong bién trén doan [—g; g}

B. y = [tan | 13 ham s6 chén tren 2 = R\ {g + km ’ ke Z}.
C. y = [tanz| ¢6 do thi ddi xiing qua goc toa do.
D. y = |tan x| nghich bién trén doan (—g; g)
GIA TRI LON NHAT VA GIA TRI NHO NHAT CUA HAM SO LUUNG GIAC
BAI TAP TU LUAN
Bai 6. Tim gia tri 16n nhat gia tri nhé nhat clia cac ham s6 sau.
a) y= (2 - \/5) sin 2z + cos 2.
b) y = (sinz — cosx)* + 2 cos 2 + 3sin x cos .
¢) y=(sinx —2cosz) (2sinz + cosx) — 1.
d) y = 4sin®z + 3v/3sin 22 — 2 cos? .
Bai 7. Tim gia tri 16n nhat va gia tri nhé nhat clia cac ham sb sau,
a) y=asinx + bcosz (a va b1a hing s6, a® + b # 0).
b) y = asin®x + bsinx cosx + ccos® x (a, b, ¢ hang s6).
Bai 8. Tim gia tri 16n nhat va gia tri nhé nhat clia cac ham sb sau.
a) y=3sinz —4cosx + 7.
b) y =sin’z + 4sinz cosx — 5.
¢) y=2sin*z — sin 2r — cos® z + 3.

sinz +3cosx — 5
d) y=

sinx +cosx +2

Bai 9. Tim gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat clia cdc ham sb sau:
a) y:2sin(a:—g>. b) y = /4 — 2sin®(2x) — 8.
-6 6 2T
c) y =sin’ z + cos’ z. d) y = cos 2$+? + cos 2x.

e) y = cos2z +4sinz. f) y=+Vsinz — y/cosz.

g) y = 3cosz + 2 trén doan {—g,g} h) y =tanx, x € {_g;q.
: 5 T . . _
i) y=tan®z —tanx + 2, z € {—Z,ﬂ j) y=2sinx —sin2z + 7.

Bai 10. Tim gi4 tri nhé nhat clia cac ham s6 sau trén khodng da chi ra:
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) 3
—— trén khoang (0; 7). b) y = (sinz + .COQS ?) trén khoang (02 Z)_
sin x cos rsin“x 2

a) y =sinx +

Bai 11. Tim tat ca cac gia tri ctia tham sé m dé ham s6 sau chi nhan gia tri duong:

y = (3sinz — 4cosw)® — 6sinz + 8cosx + 2m — 1.

Bai 12. Tim m dé ham s6 y = \/2sin®z + 4sinz cosz — (3 + 2m)cos2z + 2 xéc dinh véi moi

T

Bai 13. Cho cic goc nhon x, y théa man sin®z + sin?y = sin(x + y)(x). Chiing minh ring:
T

x—i—y:§.

BAI TAP TRAC NGHIEM

Cau 1. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ciia ham s6 sau y = /2sinz + 3.

A. maxy = /5, miny = 1. B. maxy = /5, miny = 2v/5.
C. maxy = /5, miny = 2. D. maxy = /5, miny = 3.
Cau 2. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ciia ham s6 sau y = 1 — v/2cos?z + 1.
A. maxy =1, miny =1— /3. B. maxy =3, miny = 1 — /3.
C. maxy = 2, minyzl—\/g. D. maxy =0, minyzl—\/g.
Cau 3. Tim tap gia tri I16n nhat, gia tri nhoé nhat ctia ham s6 sau y = 1 + 3sin (2:13‘ — %)
A. miny = -2, maxy = 4. B. miny =2, maxy = 4.
C. miny = —2, maxy = 3. D. miny = —1, maxy = 4.
Cau 4. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ctia ham s6 sau y = 3 — 2 cos? 3z.
A. miny =1, maxy = 2. B. miny =1, maxy = 3.
C. miny = 2, maxy = 3. D. miny = —1, maxy = 3.
Cau 5. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ctia ham s6 sau y = 1 + /2 + sin 2z.
A. miny =2, maxy = 1+ /3. B. miny = 2, maxy = 2 + /3.
C. miny = 1, maxy = 1 + /3. D. miny =1, maxy = 2.
£ e Z 9 Z 4
Cau 6. Tim tap gia tri l6n nhat, gia tri nhé nhat ctia ham so sau y = —————.
A 1+ 2sin“x
A. miny:§,maxy:4. B. miny:§,maxy:3.
1
C. miny:§,maxy:2. D. miny:§,maxy:4.

Cau 7. Tim tap gia tri I6n nhat, gia tri nho nhat ctia ham s6 sau y = 2sin® x + cos? 2z.

A. maxy =4, minyzi. B. maxy = 3, miny = 2.
3
C. maxy =4, miny = 2. D. maxy = 3, minyzi.

Cau 8. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat clia ham s6 sau y = 3sinx + 4 cosx + 1.

A. maxy =6, miny = —2. B. maxy =4, miny = —4.
C. maxy = 6, miny = —4. D. maxy =6, miny = —1.
Cau 9. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ctia ham s6 sau y = 3sinz +4cosx — 1.
A. miny = —6;maxy = 4. B. miny = —6; maxy = 5.
C. miny = —3;maxy = 4. D. miny = —6;maxy = 6.

Cau 10. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhéat ctia ham s6 sau y = 2sinz + 3sin 2z —
4 cos? x

A. miny = —3v2 — l;maxy = 3vV2 + 1. B. miny = —3v2 — 1;maxy = 3v2 — 1.

C. miny = —3v2; maxy = 3v2 — 1. D. miny = —3v2 — 2;maxy = 3v2 — 1.
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Cau 11. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ctia ham s6 sau y = sin®z + 3sin 2z +
3cos? x

A. maxy =2+ +v/10;miny = 2 — /10. B. maxy =2+ \/g;miny =2— /5.
C. maxy =2+ 2;miny = 2 — V2. D. maxy =24 /7;miny = 2 — /7.
Cau 12. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat clia ham s6 sau y = 2sin 3z + 1.
A. miny = —2, maxy = 3. B. miny = —1, maxy = 2.
C. miny = —1, maxy = 3. D. miny = —3, maxy = 3.
Cau 13. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ctia ham sé sau y = 3 — 4 cos? 2x.
A. miny = —1, maxy = 4. B. miny = —1,maxy = 7.
C. miny = —1, maxy = 3. D. miny = -2, maxy = 7.
Cau 14. Tim tap gid tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ctia ham s6 sau y = 1 + 2v/4 + cos 3z.
A. miny:1+2\/§,maxy:1+2\/5. B. minyzQ\/g,maxy:%/g.
C. miny = 1 — 2v/3, maxy = 1 + 2/5. D. miny = —1 + 23, maxy = —1 + 2/5.
Cau 15. Tim tap gié tri 16n nhat, gia tri nho nhat ctia ham s6 sau y = 4sin 62 + 3 cos 6.
A. miny = —5 maxy = 5. B. miny = —4, maxy = 4.
C. miny = —3, maxy = 5. D. miny = —6, maxy = 6.

Cau 16. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat clia ham s6 sau y =

3
1—|—\/2—|—sin2x'
=3 ma 3 B. min 3 ma 4
—=,maxy = . . = ,maxy = .
+3 Y 1++2 Y 1++3 Y 1++2
C . 2 3 D. mi 3 3
. miny = ———, maxy = ————. . miny = ,maxy = .
T L A RN TN e A TR

. s ) 3sin 2 2
Cau 17. Tim tap gid tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ciia ham s6 sau y = ——o 0+ 92
sin 2x + 4cos?x + 1

—6 —3v/5

—6+3v5 . —4-3V5 —4+3V5

A. miny =
Y 1

A. miny = 1 , maxy = 1 B. miny = 1 , maxy = 1
, —7-3V5 —7+3V5 : —5 — /65 —5+ /65
C. mny=————— maxy=——— D. miny=——— maxy= ———.
4 4 4 4
Cau 18. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ctia ham s sau y = 2 cos <3x - g) +3.
A. miny = 2, maxy = 5. B. miny =1, maxy = 4.
C. miny =1, maxy = 5. D. miny =1, maxy = 3.
Cau 19. Tim tap gié tri 16n nhat, gia tri nhé nhéat ctia ham s6 sau y = V3 — 2sin®2x + 4.
A. miny = 6, maxy = 4 + /3. B. miny = 5, maxy = 4 + 2v/3.
C. miny = 5, maxy = 4 + 3v/3. D. miny = 5, maxy = 4 + /3.
Cau 20. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat cia ham s6 sau y = sinx + V2 — sin’z.
A. miny =0, maxy = 3. B. miny =0, maxy = 4.
C. miny = 0, maxy = 6. D. miny =0, maxy = 2.

Cau 21. Tim tap gia tri nho nhat clia ham s6 sau y = tan?z — 4tanx + 1.
A. miny = -2. B. miny = —3. C. miny = —4. D. miny = —1.

Cau 22. Tim tap gia tri nhé nhat cia ham s6 sau y = tan? z +cot? r + 3(tan z +cot x) — 1.
A. miny = —5. B. miny = —-3. C. miny = —2. D. miny = —4.

Cau 23. Tim m dé ham s6 y = v/5sin4x — 6 cos 4z + 2m — 1 xac dinh véi moi .

V61 —1 /6141 /6141
A . m>1. B.mZT. C.m<2+. D.mz;—.

Cau 24. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ctia ham s6 sau y = 2 + 3 sin 3x.
A. miny = —2; maxy = 5. B. miny = —1; maxy = 4.
C. miny = —1; maxy = 5. D. miny = —5; maxy = 5.
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Cau 25. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ciia ham s6 sau y = 1 — 4 sin” 2.

A. miny = —2; maxy = 1. B. miny = —3; maxy = 5.
C. miny = —5; maxy = 1. D. miny = —3; maxy = 1.

Cau 26. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ctia ham s6 sau y = 1 + /3 + 2sin .
A. miny = —2; maxy:1+\/5. B. miny = 2; maxy:\/g.

C. miny = 2; maxy = 1 + /5. D. miny = 2;maxy = 4.

Cau 27. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nho nhat ctia ham s6 sau y = 3 + 2v/2 + sin®4x.
A. miny =3+ 2\/5; maxy = 3 + 2/3. B. miny =2+ 2\/§; maxy = 3 + 24/3.
C. miny = 3 — 2v/2; maxy = 3 + 2v/3. D. miny = 3 + 2v/2; maxy = 3 + 3v/3.

Cau 28. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ctia ham s6 sau y = 4 sin 3x —3 cos 3z +1.
A. miny = —3; maxy = 6. B. miny = —4; maxy = 6.

C. miny = —4; maxy = 4. D. miny = —2; maxy = 6.

Cau 29. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhét ciia ham s6 sau y = v/3 cos z +sin z +4.
A. miny = 2; maxy = 4. B. miny = 2; maxy = 6.

C. miny = 4; maxy = 6. D. miny = 2; maxy = 8.

sin2x + 2cos2x + 3
2sin2x — cos2x + 4

Cau 30. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nho nhat ctia ham sé sau y =
2

A. miny:—ﬁ;maxyzz B. miny:ﬁ;maxy:?).

C. miny:ﬁ;maxyzél. D. miny:ﬁ;maxyzz

2sin?3x + 4 sin 3z cos 3z + 1

Cau 31. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhd nhat ctia ham sb sau y =
D& ' '8 i y sin 6z + 4 cos 6x + 10

_ 11— 97 11+ 9V7 _ 22 — 97 22 + 97

A. mmy:T;maxyzi. B. mlny:T;maxy:T.

, 33 — 97 33 4+ 97 , 22 — 97 22 + 9/7

C. miny= ————; maxy = ——. D. miny= ———; maxy = ————.
83 83 83 83

Cau 32. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nho nhat ctia ham s6 sau y = 3cosx +sinz — 2.
A. miny = -2 — v/5; maxy = -2+ /5. B. miny = —2 — /7; maxy = —2 + /7.
C. miny = —2 — v/3; maxy = —2 + /3. D. miny = -2 — v10; maxy = —2 + v/10.

sin*2z + 3sin 4x

2c0822x — sin4x + 2

B VBT BT

Cau 33. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ctia ham sé sau y =

5—/07 5497
———;maxy = ———.

A. miny = ; B. miny = ; max
4 4 18 18
: 5 — V97 5+ V97 . 7T —97 7+ V97
C. miny = ——; maxy = ———. D. miny = ——; maxy = ——.

Cau 34. Tim tap gia tri 16n nhat, gia tri nhé nhit ctia ham s6 y = 3(3sinx +4cosz)” +
4(3sinx + 4 cosz) + 1.

1
A. miny = g;maxy = 96. B. miny — g;maxy = 0.
1
C. miny = —g;maxy = 96. D. miny = 2;maxy = 6.

Cau 35. Tim m dé cac bat phuong trinh (3sinx — 4 cos ﬂz:)2 —6sinx + 8cosx > 2m — 1 dang
v6i moi x € R.
A. . m>0. B. m <0. C. m<0. D m<1.

3sin 2 2
- SI 22 €05 27 < m+1 ding véi moi x € R.
sin 2o + 4cos?z + 1

N 3\/54—9.

YRR )

Cau 36. Tim m dé cac bat phuong trinh

> 73\/5.
- 4

A.m B.m D m
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4sin 2 2 17
e $+.COS v > 2 dang véimoi x € R.
3cos2x +sin2x+m+1
15 — /29
5 .

B. ViI0-1<m<

D vI0-1<m<+10+ 1.

Cau 37. Tim m dé cac bat phuong trinh

15 — /29

A. VI0—3<m< 5 .
15+ v29
—

C.VI0—-1<m<

Cau 38. Cho z,y € (O; g) thoa cos 2z + cos 2y + 2sin(z + y) = 2. Tim gia tri nho nhat cta

sin'z  cosly

P = + .
y T
2 9
A. minP = § B. minP = —. C. minP=—. D. minP = E
T T 3T ™
, . ) ksi 1
Cau 39. Tim k dé gid tri nhé nhét clia ham s6 y = SIM:Q 16n hon —1.
COS T
A. |k < V2. B. |k < 2V3. C. |k| < V3. D. |k < 2V2.
DAP AN
1D 12B 20B 28C 1A 9 A 17D 25D 33C
2 B 13D 21B 29B 2D 10B 18C 26C 34 O
3 C 14C 22B 30A 3A 11A 19D 27 A a5 C
4 C 15B 23B 31D 4B 12C 20D 28B
36 D
8 B 16 A 24A 32A 5A 13C 21B 29B
37 B
9 B 17D 25D 33B 6 A 14 A 22A 30D
10A 18A 2B 34B 7D 15A 23D 31D 38B
1D 19B 27D 35B 8C 16D 24C 32D 39D
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1.2 PHUONG TRINH LUONG GIAC CO BAN CO
DIEU KIEN

1.2.1 Tém tat li thuyét

Cac phuong trinh c¢6 dang sinx = m; cosx = m; tanxz = m; cot x = m dugc goi la cac phuong
trinh lugng giac co ban.

Phuong trinh sinz = m (1)
e Truong hop |m| > 1 thi phuong trinh (1) vo nghiem.
e Trudng hop |m| < 1 thi phuong trinh (1) ¢6 nghiém.

e Néu « la 1 nghiém ctia phuong trinh (1) thi nghiém ctia phuong trinh (1) 1a

r=o+k2n
, kel.
rT=7T—a+ k21
Néu |m| < 1 thi phuong trinh (1) ¢6 duy nhat mot nghiem thuoc doan {—g; g}
Nghiém nay dugce ky hiéu la arcsinm. Do d6 nghiém ciia phuong trinh (1) la
x = arcsinm + k27
) , ke
xr =m — arcsinm + k27
L. . ) |lzr=a+k2r
e Néu sinz = sin o thi phuong trinh (1) ¢6 nghiém la , k€.
r=m—oa+k2r
2 . : , f(z)=g(x) + k27
Tong quat: sin f(x) = sin g(z) thi nghiém cta né la , keZ.
gq f() g(x) thi nghi¢ [f(x):n—g(x)+k27r
o , , v = B° + k360°
e Néu sinz = sin $° thi phuong trinh (1) ¢6 nghiém la . . ., keZ.
x = 180° — B° + k360

e Dic biét:
: T
+ s1nx:1<:>a::§+k27r,k€Z.

+ sinx:1©$:—g+k2w,k€Z.

+ sine =04 2 =k2m,k € Z.

Phuong trinh cosz =m  (2)
e Truong hgp |m| > 1 thi phuong trinh (2) vé nghiém.
e Trudng hop |m| < 1 thi phuong trinh (2) ¢6 nghieém.
e Néu a la 1 nghiém ctia phuong trinh (2) thi nghiém ctia phuong trinh (2) 1a

=+ k27

, k€.
T =—o+ k27
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Néu [m| < 1 thi phuong trinh (2) ¢6 duy nhat mot nghiem thuoc doan [0; 7]. Nghiém
nay duge ky hiéu la arccosm. Do d6 nghiém ctia phuong trinh (2) 1a

T = arccosm + k2

, keZ.
xr = —arccosm + k2w
. R R . . _|lr=a+ k27
e Néu cosz = cosa thi phuong trinh c¢6 nghiém la , k eZ.
r=—«a+ k27

Toéng quat:

) f(z) =g(x) + k27
cos f(x) = cos g(x) thi nghiém cta phuong trinh la , k eZ.
f(z) 9(x) ghie b g [f(x) g(z) + k2
Né = B° thi phuong trinh ¢6 nghiém 15 * k36U keZ
e Néu cosz = cos cO em la .
u x 1 phuong trin nghiém ° 4 1360°

e Dac biét:

+ cosr =1 x=kKmnrkclZ.

+cosr=1r=1+KnrkcZ.

+ Cos:E:O(:)x:g—l—km,keZ.

Phuong trinh tanz =m  (3)

e Vm phuong trinh (3) luoén c6 nghiém thoa dieu kien

z¢g+mn@ezy

e Néu o la mot nghiem ctia phuong trinh (3) thi nghiém ctia phuong trinh (3) 1a

r=a+kr, (k€Z).

Chu y: V6i moi m thi phuong trinh (3) luon ¢6 duy nhat mot nghiem thuoc doan

(53)

Nghiém nay ki hiéu la arctan m.
Do d6 nghiém ctua phuong trinh la = = arctanm + krw, (k € Z).

e Néu tanz = tan « thi nghieém cta (3) la z = a + kn, (k € Z).
Téng quat: tan f (z) = tan g (x) thi nghiem ciia (3) 1a f (2) = g () + k7, (k € Z).

e Néu tanz = tan £° thi nghiem cta (3) la x = 8° + k180°, (k € Z).
e Dic biét:

+ tan:c:j:1<:>:v:j:£+k7r, (keZ).

+ tanx =0< x =km, (k€ Z).
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Phuong trinh cotx = m  (4)

e Vm phuong trinh (4) luon ¢6 nghiém thoa dieu kien

x#kn, (ke€Z).

e Néu « la mot nghiem ctia phuong trinh (4) thi nghiém ctia phuong trinh (4) 1a

r=a+kn, (ke€Z).

Chu y: V6i Vm thi phuong trinh (4) luon ¢6 duy nhat mot nghiem thuoce doan (0; 7).
Nghiém nay ki hiéu la arccot m. Do dé nghiém ctia phuong trinh (4) 1a

x = arccotm + km, (k € Z).

e Néu cot z = cot o thi nghiém ctia (4) la x = a + k7, (k € Z).
Tong quat: cot f () = cot g () thi nghiem cta (4) 1a f (z) = g (z) + kr, (k € Z).

e Néu cot z = cot 3° thi nghiém cta (4) 1a z = 8° + k180°, (k € Z).
e Dac biét:

+ Cot:v::t1<:>:v::|:%+k7r, (keZ).

+ cotx:()(:)a::g—l—lm, (kez).

+ tan f () = cot g (x) < tan f (x) = tan <g - g(a:))
+ tan f () = —tang (z) < tan f (z) = tan (—g ()).

1.2.2 Ky nang co ban

Khi gidi phuong trinh lugng gidc c¢6 tanz, cot x hodic phuong trinh cé chita an ¢ mau, trudc
hét ta can tim dieu kién x4c dinh ctia phuong trinh. Sau d6 sit dung céc cong thiic lugng gidc
dé bién doi dua vé phuong trinh lugng gidc co ban.

e Bu6c 1. Tim nghiém clia biéu thitc P(x) , hodc gia tri ciia # lam biéu thitc P(z) khong
xac dinh.

e Budc 2. Sap xép céc gia tri clia z tim duge theo thit tu tit nhé dén 16n.

e Budc 3. Sit dung méay tinh tim dau ctia P(x) trén ting khodng ctia bang xét dau.

1.2.3 Bai tap tu luan

Vi du 1. Giai phuong trinh tan (2:5 + %) + tan (g — x) = 0.

Vi dy 2. Gidi phuong trinh tan (2 - %) — cot (g tx)=0

_ 2
Vi du 3. Gidi phuong trinh 3 — v/3tan (20 - g) — 0 voi Tﬂ <a< g
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Vi du 4. Giai phuong trinh tan (g + m) + tan (7(; + 21:) = 0.

. . x x B
Vi du 5. Giai phuong trinh (cot 3~ 1) <cot 3 + 1) =0. (1)

Vi du 6. Giai phuong trinh tan (x — 30°) cos (2o — 150°) = 0. (1)

Vi du 7. Giai phuong trinh (3 tanz + \/g) (2sinz — 1) = 0.

Vi du 8. Giai phuong trinh cos 2z - cot (95 — %) =0.

Mitc d6 van dung
1

CoST

Bai 1. Giai phuong trinh v/3sinz + cosz =
14
Bai 2. Gidi phuong trinh 3tan? (z — © ) =2 (Snm) (%)
2 sin x
Bai 3. Giai phuong trinh 1 +sinz + cosz +tanz =0.  (*)

L 28in<x—|—%). (%)

cosz sinzx

Bai 4. Giai phuong trinh

Bai 5. Giai phuong trinh tanz - sin? # — 2sin? 2 = 3 (cos 2z + sinz cos ) .

Bai 6. Giai phuong trinh 5sinz — 2 = 3(1 — sin z)tan’z.
cos 2z + 3cot 2z + sin4dx

Bai 7. Giai phuong trinh = 2. 1
ai Giai phuong trin P (1)

4sin?2x + 6sin?x — 3cos2x — 9

Bai 8. Giai phuong trinh =0 (%)
Cos T
Bai 9. Gidi phuong trinh cos x(cosx + 2 SiI'l ) + 3sin z(sinx + /2)
sin 2z — 1
.2
20 — 2
Bai 10. Giai phuong trinh ———— — tan®z.
sin“2x — 4 cos?x
1 in 2 2
Bai 11. Giai phuong trinh +sm s +2COS Y o /2sinasin2z.
14 cot“x
1
Bai 12. Giéi phuong trinh 2tanx + cot x = 2sin 2z + — 57" (1)
sin 2z
in2x + 2 —sinx — 1
Bai 13. Giai phuong trinh ST LC0ST T SN =0.
tanx + \/§

(1 + sinz 4 cos 2z) sin <:U—|— %) 1

Bai 14. Giai phuong trinh = —— COSZT.

1+tanz V2
(1 —2sinz)cosx
=/3.
(14 2sinz)(1 —sinx) Vi ()

1 1
Bai 16. Giai phuong trinh — + =4sin| — —x2 ).
sin x ) < 3T ) 4
sim|{r — 7

Bai 15. Giai phuong trinh

=1.
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1.2.4 Bai tap Trac nghiém

Cau 1. Tim tat ca cic nghiém ciia phuong trinh sin z (2 cosT — \/§> =0.

A. QZII{}?T;SL’::E%—l—]{ZQWV@ikEZ. B. xzkw;mzﬂ:%%—kwv@ikEZ.
C.$:k2ﬂ;$:ig+k’2ﬂ'\76ikez. D.xz:l:%—i—/{:?rvéikez.
Cau 2. Phuong trinh tanz = tang c6 nghiém la
A. =k v6i k €Z. B. x =kn véi k € Z.
C.r=n+k2n v6i k € Z. D.z=-n+krvéi kel
Cau 3. Nghiém ctia phuong trinh sin® 2z — cos*z = 0 13
A.x:—%JrknrvéikeZ. B.x:%JrkgvéikeZ.
C.x:?zr+k27rvéikeZ. D.x:i%+k27rvéikez.
Cau 4. Phuong trinh tan?z = 3 ¢6 tat ca cac nghiém la
A.x:—%JrlmrvéikeZ. B.:c::thrkwvéikeZ.
C. r = arctan3 + kn v6i k € Z. D. © = farctan3 + kw v6i k € Z.
Cau 5. Giai phuong trinh tanz = cot x.
A.x:%+kgv6ikez. B.:c:—%JrkveikeZ.
C.o="+krviikel D.z=_+k> véi k€ Z.
4 4 4
Cau 6. Tim tat ca cic nghiém ctia phuong trinh tan (;v + g) ++3=0.
A.m:éiqulmrvéikEZ. B.a::—éig—klmvéikGZ.
C.$:—8£+k27rvéikEZ. D.x:8£+k27rvéik‘€Z.
15 15
Cau 7. Tim tap nghiém S cta phuong trinh cos 2z — sinz = 0.
A S = {W+k2w‘kez}. B. § = {—W+k2” ”+k2w'kez}.
2 6 372
s 27 s 2
C.S=—-+4+k—|keZ;. D S=<{—+k—,—+RkrnkeZ;.
{6+ 3’6} {6+ 3727 W’E}
Cau 8. Nghiém ctua phuong trinh tan 2z — tanz =0 la
A.x:—%—i—lmv@ikez. B.x:§+kwmikez.
C.x:%+k7rvéik€Z. D. z = kr véi k € Z.
Cau 9. Tap nghiém S ctia phuong trinh tan 3z cot 2z =1 1a
A S= {k”‘kez}. B. § = {—”+k”‘kez}.
2 4 2
C. S=a. D. S ={kn|k € Z}.

Cau 10. Phuong trinh nao sau day c¢6 tap nghiém trung véi tap nghiém cua phuong trinh

tanx = 17

2 2
A. sianT. B. cosx—\g—. C. cotx =1. D. cot?z = 1.

Cau 11. V6i gia tri nao ciia m thi phuong trinh sin x = m c¢6 nghiém?
A m<1. B.m>-1. C. -1<m<1. D m<-—1.

Cau 12. Phuong trinh cosz — m = 0 v nghiém khi
A m<—-1,m>1 B. m>1. C. -1<m<1. D m<—1.
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Cau 13. Cho phuong trinh v3cosz +m — 1 = 0, m la tham sb. V6i gia tri nao ctia m thi
phuong trinh da cho ¢6 nghiém?

A m<1-+3. B. m>1+4+3.
C.1-V3<m<1++3. D. —V/3<m < V3.
Cau 14. Hoi x = g + km.k € Z, 1a nghiém ctia phuong trinh nao sau day?
A. sinz=1. B. sinz = 0. C. cos2x = 0. D. cos2z = —1.
Cau 15. Nghiem ctia phuong trinh sin®z = 1 1a
Az =k2rvéi k€L B. x = +kr voi k € L.
C.rx=rm+knrvéikel. D. 2 =kn véi k € Z.
Cau 16. Nghiém ctia phuong trinh sinz — v/3cosz = 0 1a
A x=+k2msik €L, B. o= +kmvsik el
C.m:%—l—/mrvéik:eZ. D.x:g—l—lmvéikEZ.
Cau 17. Tim tap nghiém S ctia phuong trinh 2sinz cosx = 1.
A. S = {k2nlk € Z). B. 5= {wa‘kez}.
C. 5= {k;r‘k:ez}. D. 5 = {knlk € Z}.
Cau 18. Nghiém ctia phuong trinh sin 3x = cosz la
A.m:km,x:kgvéikGZ. B.x:g—i-k:g,x:%—l—kﬂvéikez.
C.xzkw,xz%—i—kzwv@ikez D.l‘:]{QW,l‘:g—l—k}Q’ﬂ'Véik’GZ.

Cau 19. Nghiém am l6én nhat va nghiém duong nhé ctia phuong trinh sin 4z + cos 5z = 0 theo
tht tu 1a

2
A.x:—ivax:z. Bx:—lvax:l.
18 2 18 9
C.x:—%vax:%. Dx:——vax:g.

Cau 20. Phuong trinh sin 3z(cosx — 2sin3x) + cos3z(sinx — 2 cos 3x) = 0 ¢6 tap nghiém la
tap hop nao sau day?

A.S:{g+k:7r‘kez}. B.T:{ZJrk:g‘keZ}.
C.W:{§+k2ﬂ’kez}. D. V=0

Cau 21. Phuong trinh 24/3 sin (ZL‘ — %) cos (x — g) + 2cos? (a: — g) =vV3+1co nghiém

la
5 3T » 5 3 .
A.$—%l+kﬂ,$—58+kWV01k€Z. B.l‘—‘%2+k7r,ﬂf—74+k7TV(jlk€Z.
™ L _om LT v
C'x_Z+kﬂ’x_T6+kWVOIk€Z' D.x—8+k7r,x 24—|—k;7rv01k€Z.

Cau 22. Tim tat cad cac nghiém ctia phuong trinh 3 cosz + 2| sinz| = 2.

A a=g+hrviikel. B. o= +krviikeL.
C.a=7+krviikeL. D.a = +krviikeL.
Cau 23. Phuong trinh (sinx — sin 2z)(sin  + sin 2z) = sin® 3z ¢6 cic nghiém la
A=kl z=kIvéikeZ B. r =kl =k véikeZ
3 2 6 4

C.x:kzg,x:kwvéikeZ. D. 2 =Fk3m, x = k27 v6i k € Z.
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Cau 24. Phuong trinh 3cos?4x + 5 sin 4z = 2 — 2v/3 sin 4z cos 4z ¢6 nghiém la

A x=-2tkrvéikeZ B.x:—%Jrkgv(ﬁkeZ.
s T s T
.= —— — VOi Z. D xr=—-—— — VO Z.
C =z 18+k3v61k€ x 24+k4vd1k€
2
Cau 25. Phuong trinh cosx+sinx:6087,xcé nghiém la
- . 1;51112:1:
A.x:—1+k27r,x:§+k7r,x:kgvéikeZ.
B.xz%—i—ka,x:g—l—kﬂ,zzlmvéikEZ.
C.x:T—}—kﬂ,mzk?#,m:—g—i—k%rvéikez
D.x:T+k7r,x:?gr+k7T,x:kzV(ﬁkEZ.

Cau 26. Phuong trinh sin® 3z — cos? 4z = sin® 5z — cos? 6z ¢6 cac nghiem 13

T T T T

A z2=k—, x=Fk— vii Z. B. 2 =k—, 2 = k— véi Z.
T k71r2,x k4vdlk€ T k%,x k2V01k€

C.x:kg,x:kﬂvéikez. D.x:kg,a::kZWvéikGZ.

2
Cau 1. Phuong trinh: 4sin z - sin (x + g) - sin (x + ;) + cos 3z = 1 ¢6 cac nghiém la

2
:vzﬁ—kkl ZL‘:E-}-k‘ﬂ' a::z+k27r x:5+k27r
A. 63 B S ) 3 . D 2
_ 2 z=ke = km x =k
Cau 2. Giai phuong trinh tan z + tan 2x = — sin 3x - cos 2.
km km T
A x=— o=m+k2n. B. r=— ==+ k27
k:3 3 2
C.x:?ﬂ. D. z = k27.
T s
Cau 3. Giai phuong trinh tan (5 — x) - tan (§ + Qx) =1
A a;:%wm. B. &= —g+k7r. C. z= —%—I—kﬂ. D. Vo nghiem.
R (cos2 r — sin® ZL‘) - sin 2%
Cau 4. Giai phuong trinh 8 cot 2x = 5 =5 :
. cos®x +sin” x "
™ T T T T 7
A r=——+knm. B r=+—+4+—. C. x=—+km D x=—-+—.
x 1 + K7 T 1 + 5 x 1 + kT T 1 + 5
R . T 27 .
Cau 5. Phuong trinh tanz + tan <x + 3) + tan (x + 3) = 3v/3 tuong duong véi phuong
trinh.
A. cotx = /3. B. cot 3z = /3. C. tanz = /3. D. tan3z = /3.
1 + sin?
Cau 6. Giai phuong trinh ln;t —tan?x = 4.
1 —sin“z

A.x:ig+k27r. B.x:i%+k27r. c.x:igwm. D.x:ig—kkﬂ.

PHAN 3: ON TAP

Bai 1. Giai phuong trinh (2cosz — 1) (2sinz + cosx) = sin 2z — sin .
Bai 2. Giai phuong trinh cos 3z + cos2x — cosz — 1 = 0.

Bai 3. Giai phuong trinh sinz + cosz + 1 + sin 2z + cos 2z = 0.
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Chu dé 2.5. PHUONG TRINH LUQGNG GIAC CO BAN CO NGHIEM THOA
MAN DIEU KIEN CHO TRUGC

A. KIEN THUC CO BAN (trinh bay nhu trong phan 2.4)

B. KY NANG CO BAN

Khi giai phuong trinh lugng giac c6 nghiém thoa diéu kién cho trudc, ta lam nhu sau:

Buéc 1. Tim dieu kién x4c dinh ctia phuong trinh.

Buéc 2. Giadi phuong trinh dé tim nghiem.

Budéc 3. So sanh nghiém vdéi diéu kién xic dinh ctia phuong trinh va diéu kién cho trude clia
bai toan dé loai nhitng nghiem khong théa

C. BAI TAP TU LUAN

Mitic d6 nhan biét

‘ — 2
Bai 4. Giai phuong trinh 3 — /3 tan (Qx — g) =0 v6i Tﬂ <z < g
1
Bai 5. Tim nghiém 0 < x < 7 ctia phuong trinh sin 2z = —5
<. . . ™ T, R . 1
Bai 6. Tim nghiém —3 <z < 5 cua phuong trinh sinz = 5
Bai 7. Tim nghiém 7 < x < 37 ctia phuong trinh sin (x + %) =1.

Bai 8. Tim nghiém 0 < z < 27 ctia phuong trinh V2 cos (x + g) =1.
Bai 9. Giai phuong trinh v/2 cos (a: + g) —1v6i0 <z <2m
Bai 10. Tim nghiem o € (—180°; 180°) ctia phuong trinh 2sin (22 — 40°) = /3.
Bai 11. Giai phuong trinh 2 tanz — 2 otz — 3 — 0 v6i (—g; 7r>.
Mrtic d6 théng hiéu

Bai 12. Tim nghiém ctlia phuong trinh cos® z — cos z = 0 théa diéu kién 0 < x < 7.

Bai 13. Tim nghiém cia phuong trinh cos 2z + sinz = 0 trong khoéng [0; 27).

inJ
Bai 14. Giai phuong trinh T vei [27; 47].
cosx + 1
- e . 2 o T 3T
Bai 15. Giai phuong trinh cos” x + cosx = 0 véi 5 <x< >
Bai 16. Giai phuong trinh 2sin?z — 3sinz +1 =0 v6i 0 < & < g
T

Bai 17. Giai phuong trinh 2cos?z + 3sinz —3=0v6i 0 < < —.

[\]

. x
Bai 18. Tim m dé phuong trinh cos? (5 — %) = m c6 nghiém.
Bai 19. Giai phuong trinh sin?z —sinz =0 v6i 0 < z < 7.
Bai 1. Giai phuong trinh sin? 2z + sinz = 0 véi —g <x< g

Bai 2. Tim tat ca cac nghiém clia phuong trinh sin 3z - cos z = sin 2z thuoc (0; 27).

. 2
Bai 3. Tim tat cd cic nghiém ciia phuong trinh sin 3z — —=sin®z = 2sinz - cos2z thuoc

V3
[0; 7].
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p . ” . . . ~ ™
Bai 4. Tim tat ca cac nghiém ctia phuong trinh sin 5x - cos 3z = sin 7x - cos bx thudc {0; 5} .

Bai 5. Tim m dé phuong trinh 2sin? z — (2m + 1) sinz+m = 0 ¢6 nghiém véi x € (—E; 0).

2
<. . 9 7 T . 3 3w
Bai 6. Giai phuong trinh 2cos (2:1: + §) + 3 cos (23: + g) —5=0v6ixe —5i5 )

Mitc d6 van dung - van dung cao

cos4x
Bai 7. Tim nghiém cta phuong trinh = tan 2z trong khoang (0; g)
cos 2z
Bai 8. Tim tat ci cic nghiém ctia phuong trinh sin 8z + cos4z = 1 + 2sin 2z - cos 6z thuoc
(—m; ).
. . ) . 3sin3x — 2sinx.sin2x — cosx
Bai 9. Tim tat ca cac nghiém ctia phuong trinh V3 - = 0 thudc
{ . W} sinx
2721

Bai 10. Tim tat cd cac nghiém ctia phuong trinh sin z + sin 2z + sin 3z = 0 thuoc (0; 7).

. ) . ) 2 . .
Bai 11. Tim tat ca cac nghiém ctia phuong trinh sin 3z — —=sin®z = 2sin x - cos 22 thudc doan

V3
0; 27].
.. N P N .9 . 9 . 9 3 ) T
Bai 12. Tim nghiém ctia phuong trinh sin” z+sin“ 2x +sin” 3x = 5 trong khoang (—5; 5)
1 1

Bai 13. Tim nghiém cta phuong trinh sin 2x +sinz — ——— — — = 2 cot 2z trong khoang
(0: ) 2sinx  sin2z
;7).

Bai 14. Phuong trinh cos 22z + 3 cos 18z + 3 cos 14z + cos 10z = 0 ¢6 bao nhiéu nghiém thudc
khoang (O; g)

Bai 15. Tim m dé phuong trinh 2sinz +mcosz = 1 —m ¢6 nghiem x € {—g; g}

Bai 16. Tim nghiém ctia phuong trinh sin?4z + 3.sindx - cosdxr — 4 - cos’4xr = 0 khoang
T
0; —>.
03

Bai 17. Tim tat ci cidc nghiém clia phuong trinh cos 5z - cosx = cos4x - cos 2z + 3cos’z + 1
thudc khoang (—m; 7).

2 6
Bai 18. Tim cac nghiém thudc khoang (;, 77T> ctia phuong trinh /3 sin 7z —cos 7z = /2.
Bai 19. Tim cac nghiém thudc khoang (g, 37T> cua phuong trinh

sin <2x+ 5;) — 3 cos <x— 727T> =1+ 2sinz.

. 7
Bai 20. Tim m de phuong trinh sin x +m cosz = m ¢6 4 nghiém thuoc khoang (—7T; ;)

Bai 21. Tim m dé m (sina + cosx + 1) = 1 + 2sinx - cos ¥ ¢6 nghiém thuoc {O; g}

Bai 22. Cho phuong trinh 2 cos 2z + sinz cos ¥ + sinx - cos?r = m(sinx + cosz). Tim m dé

phuong trinh c6 it nhat 1 nghiém thuoc {0; g}

Bai 23. Tim nghiém duong nhé nhat ctia phuong trinh sin 22 +cos 2x+3 sinz—cosz—2 = 0.
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1.2.5 BAI TAP TRAC NGHIEM
MUC DO NHAN BIET

1
Cau 1. Phuong trinh sinz = 3 ¢6 nghiém thoa man —g <z< g 1a

5
A.xz%—i—kQ#,kEZ. B.x:%
C.r="4kmkel D x=_"
3 3
1
Cau 2. Phuong trinh sin2x = —3 c6 bao nhiéu nghiém théa 0 < x < 7.
A. 3. B. 1. C. 2. D. 4.
1
Cau 3. Phuong trinh cosz = 5 ¢6 nghiém thoa man —g <z< g
A.x:ig+k2w,kez. B. x:i%Jrkzn,keZ.
T T
C. xr=+—. D. x=+—-.
TG TS
Cau 4. Phuong trinh cos?z — cosz = 0 ¢6 nghiém théa man 0 < z < 7 1a
A r=" B. =~ C.r=" D o=~
6 2 4 2
Cau 5. S6 nghiém ctia phuong trinh sin x = cos x trong doan [—; 7] 1a
A. 2. B. 4. C. 5. D. 6.
Cau 6. Nghiém ctia phuong trinh Iugng gidc cos?z — cosx = 0 thoa dieu kien 0 < x < 7 1a
A.x:g. B. x=0. C. z=m. D.x:—g.

Cau 7. Nghiém ctia phuong trinh 2cos*r + 3sinz — 3 = 0 thoa diéu kien 0 < z < g la

A z=" B. =" C.o=1", D.x:5—7r.
3 2 6 6

Cau 8. Nghiém ctia phuong trinh sinz + sinz = 0 thoa diéu kién —g <z< g la
A..I:g. B. x=0. C.x:g. D x=m.

MUC PO THONG HIEU

Cau 1. S6 nghiém ctia phuong trinh sin (x + Z) voim <z <3mla

A 1. B. 0. C. 2. D. 3.
Cau 2. S6 nghiem ctia phuong trinh v/2 cos (x + 7;) =1v6i0<zx<2rla
A. 0. B. 2. C. 1L D. 3.
Cau 3. S6 nghiém ctia phuong trinh sin (x + g) =1véim<zx<5rmla
A 1. B. 2. C. 0. D. 3.
Cau 4. Goi X la tap nghiém cua phuong trinh cos (g + 15°> = sinz. Chon khéng dinh
ding.
A. 290° € X. B. 250° € X. C. 220° € X. D. 240° € X.

Cau 5. S6 nghiém ciia phuong trinh sin®  + sinz = 0 théa —g <z < g la
A. 3. B. 2. C. 0. D. 1.

Cau 6. S6 nghiém ctia phuong trinh cos <§ + %) = 0 thuoc khoang (7;87) la
A. 2. B. 4. C. 3. D. 1.
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Cau 7. S6 nghiém ctia phuong trinh sin 3 1= 0 thuoc doan [27; 47| 1a
A. 2. B. 6. cosTE C. 5. D. 4.
Cau 8. S6 nghiém ciia phuong trinh v/2 cos (a: + g) =1v6i0<zx<2rla
A. 3. B. 2. C. 0. D. 1.
Cau 9. S6 nghiém ctia phuong trinh tan z = tan ?ﬁr trén khoang (Z, 27r) .
A 1. B. 2. C. 3. D. 4
Cau 10. S6 nghiém ctia phuong trinh sinz = cos x trong doan [—m; 7| 1a
A. 2. B. 4. C. 5. D. 6.

MUC PO VAN DUNG

. 3
Cau 1. Tim m dé phuong trinh cos 2z —(2m+1) cosz+m+1 = 0 ¢6 nghiem z € (7T 7T>.

22
A -1<m<NO. B.0O<m<1. C.0<m<1. D. -1 <m <.
Cau 2. Tim m dé phuong trinh (cosz + 1)(cos 2z — m cos x) = msin® x ¢6 ding 2 nghiém
2m
€ 0;—].
e o 3}
1 1 1
A —-1<m<1. B.0<m§§. C. —1<m§—§. D.—§<m§1.
3
Cau 3. Cac nghiém thuoc khoang (O; g) ctia phuong trinh sin® x cos 3z + cos® xsin 3z = 3
t 5 5 5 5
A ZT B. -1 c. =2 222
6 6 8" 8 12712 24724
5
Cau 4. Céc nghiém thuoc khoang (0; 27) ctia phuong trinh sin® g + 00543 =3 la
™ 5m T 2w 4Ar T T 3T T 3T OT
A ——m. ST C. — = —. D - ——.
66" 333 122 88 8

Cau 5. Cho phuong trinh cos 5x cos = cos 4z cos 2z 4 3 cos? x + 1 . Cac nghiém thuoc khoang
(—m; ) cia phuong trinh la:
A. ;—21. B. —W'Q—W. C. —E;E. D. —
2 4

T T
373 373

. Cac nghiém ctia phuong

in 3 3 3 2
Cau 6. Cho phuong trinh: <sinx + SIN ST + €05 x) = oS 2z

1+ 2sin2x 5

trinh thuoc khoang (0;27) la:
T om B

S 127127 .

5%

5% T
. TR

™
—— C.
6’6

DAP AN
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1.3 PHUGONG TRINH LUONG GIAC THUONG GAP

1.3.1 Phuong trinh bac hai déi v6i mot ham s lugng giac

& Dang 1. Mot s6 dang co ban phuong trinh bac hai déi v6i mét ham sb

luong giac

Dinh nghia 1. Mot s6 dang co ban phuong trinh bac hai déi v6i mot ham s6 lugng giéc.

a-sinfx+b-sinz+c=0, (a
a-cos?z+b-coszr+c=0, (a
a-tan’z +b-tanx+c=0, (a
a-cot?xr+b-cotx+c=0, (a

Phuong phap giai

Buéc 1: St dung cac cong thic luong giac, c6 thé bién ddi phuong trinh lugng gidc vé
dang at® 4+ bt +c =0 (1) hay at® + bt?> + ct +d = 0 (2) trong d6 ¢ 1a mot an sd phu
lugng giac.

Cdc an s6 phu thuong gap la

e Dit t = sinx, cosx, cos2z,...v6i dicu kien —1 < ¢ < 1.
e Dit t =sin’x, cos’x,...v6i dieu kien 0 < ¢ < 1.

e Dit t = tanz, cotz,...v6i dicu kieén ¢ € R.

Bué6c 2: Gidi (1) hay (2) dé tim nghiém ¢ théa diéu kién. Suy ra nghiém .

Vi du 1. Giai cac phuong trinh sau
a) 2cos’r —3cosr+1=0 c¢) tan?z + (V3 —1)tanz — /3 =0

b) sin®z + 3sinz +2 =10 d) cot?’z +4cotz +3 =0

Vi du 2. Giai cac phuong trinh sau

a) cos2x —3sinx —2=0 ) — cotx + 3
sin?
b) sinz —cosz+1=0 d) tanx—cotx:§
Vi du 3. Giai cac phuong trinh sau
a) cos®z + 3cos’z + 2cosx =0 c) 2cos3x-cosx —4sin2x +1=0
15 1

b) 23sinz — sin 3z = 24 d) sin6x+cosﬁx:§cos,2x—§

I. PHAN TU LUAN
Bai 1. Giai phuong trinh 4cos?z — 2 (1 +v/3) cosz +v/3 = 0 (x).

Bai 2. Giai phuong trinh 5cosz — 2 sing +7=0.
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2
Bai 3. Giai phuong trinh cos <2x + ;) + 3 cos (x + g) +2=0.
Bai 4. Giai phuong trinh cos? (g + :U) + 4 cos (6 — x) =4.

Bai 5. Giai phuong trinh cos4x + 12sinz.cosx — 5 = 0.

Bai 6. Giai phuong trinh —2v3cotz —6=0.

sin® z
Bai 7. Giai phuong trinh 4 cos? (6z — 2) + 16 cos*(1 — 3z) = 13.

Bai 8. Giai phuong trinh cos 2z — 3 cosz = 4 cos? %

Bai 9. Giai phuong trinh sin? (21: + g) — 6sin <x + g) oS <:c + 7(;) +2=0.
Bai 10. Giai phuong trinh cos 5z cos x = cos 4x cos 2x + 3 cos® z + 1.

II. PHAN TRAC NGHIEM
Cau 7. Nghiém ctia phuong trinh 2sin?z — 3sinz +1 =0 la

s r s 2
T l'zg‘i‘k’ﬂ' T r=—+k-m
A x==+kn, ; (k € Z). B. z =~ + k2r, 6 3 (ken).
2 = —ﬂ+k7r 2 x = 5£—|—/€27T
6 1 - 716 3
T 5 "L':E—Fk*ﬂ' T x:6+k27r
C.a=g+kom 0 % (kez). D v =3 +kem, ° (k € 2).
T = k: s r=—+k2m
6 L 6
Cau 8 Nghlem cuia phuong trinh 2 cos 2z 4+ 3sinx — 1 = O la
—+k - =
=3 —l— T T =3 —|—/€ T
() ()
x = arcsin [ —— T = - -
A. 1 ) B. |z arcsm( 4) + U
x—w—arcsin(—1>+lm = i 1 -|_k;1
i 1 |7 =m —aresin | — 57
r m 2 r T
— z =—+k2
T= +k37r T =3 + k21
) 1 2
C. |z = arcsin <—4> + k:§7r . D. | = arcsin <—> + k27
= i 1 k2 r =T — arcsin + k2w
_x = 7 — arcsin 1 + gﬂ' i 1
Cau 9. Nghiém ctia phuong trinh 3 cos 4z — sin® 2z - cos 21: —2=01a
x—g—l—lm :c—§—|—k27r
A. 6 (keZ). B. (keZ).
xr = tarccos = + k7 xr = tarccos = + k27
[ :g—l—km o= 2 +kr
C. (keZ). D. (keZ).
T = £ arccos - + k27 T = F arccos - + k27
Cau 10. Nghiém ctia phuong trinh 2cos2x + 3sinz — 1 =10 la
v = E—Fk‘ﬂ' [ _ T kl
x = arcsin ! + krm = i 1 kl
A. 1 (k€ Z). B. |z = arcsin ~1 + 37 (keZ).
x—w—arcsin(—1>+lm = i 1 -|_k;1
i 1 |7 =m —aresin | — 57
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Cau

11. Nghiém ctia phuong trinh 3 cos 4z — sin? 22 + cos 2z — 2 =0 la
x:g—l—km x:g—l—ka
(keZ). B. (keZ).
T = £ arccos - + km T = Farccos - + k27
_:U:g—l—km _x:g—irlmr
(keZ). D. (keZ).
T = D arccos - + k27 T = F arccos - + k27
12. Giai phuong trinh 4 cosz cos2x + 1 = 0.
@ = £ +k2n o = & + ko
(keZ). B. (ke Z).
-1+ -1+
x = £ arccos V3 + k2 x = +arccos 8\/5 + k27
_:E:ig—l—k‘%r _zzig+k27r
(keZz). D. (keZ).
-1+ -1+
x = £ arccos S V7 + k27 r = Farccos 8\/6 + k27
13. Ho nghiém ctia phuong trinh 16(sin® z + cos® x) = 17 cos? 2z 1a
Ar="41" (hen) B o= "4k (ke
- T=g 94 . L T=g 1 :
™ ™ T T
== — Z). D . z=— — 7).
x 8+k4(ke) x 8+k:4(ke)
14. Nghiém ctia phuong trinh cos z — cos 2z + 2sin® 2 = 0.

Cau

A.

Cau

Cau

Cau

Cau

.l‘zz—f-k‘?)ﬂ',l’:

2
.IZ:E%‘{']CW(]{ZEZ).

.x:ig-l—k:%r(kEZ).

r T 2
— 4 k=
X 5 + 37r
i 1 2
T = arcsin —1 + kgﬂ' (keZ). D.

2

) 1
_x = 7 — arcsin <—4>

x = g + k27
= ' ! k2
T = arcsin 1 + K27 (k € Z).

1
T = T — arcsin (—4> + k2w

1 2
r=K2nr (keZ). B.x:kiw(kEZ). C.x:kgw(k‘EZ). D. x=kr (k€Z).

15. Giai phuong trinh cos 2z + cosz + 1 = 0.

2
x:g+k27r,x:j:§+k7r (keZ).
2m 7

2
B. x:g—l—kw,x:g%—kZW(kGZ).

2
D.x:g—i-km,x:j:g—i—k%r(kEZ).

16. Nghiém ctia phuong trinh cos 2z — 3 cos x = 4 cos? g

5
19. Nghiém cua phuong trinh sin (233 + ;) —

B r=4+—
T 3—1-

or 2
T ki (k€ Z).

5
D. x:igﬂfzw (k € 7).

17. Nghiém ctia phuong trinh 9 — 13 cosz + s— =01a
1+ tan 1x 5
.= k2m. B. x = km. C. z= kiﬂ'. D. x= k‘gﬂ'.
18. Giai phuong trinh 5(1 + cosx) = 2 + sin* z — cos? z.
2 2 2 2 3 2
.[E:ﬂzg—f—kﬂ'. B.x:j:g—f—kgﬂ. C.x::tg—i—kzﬁ. D.x::tg—l—k%r.

7
3 cos <SB— 27T> =1+2sinzx 1a

39
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[x = k27 a::klw
_7T k2 7'('2
A |TT G TR (ke ). B. |z=+hr (keZ)
5%
_ 5
_x_f"kkﬂ xz%—i—k%r
[ =k [x = k27
_T k92 _T k2
C. | TFT (ken). D. |TT 5 T (ke
5 5
ngwm x=§+k2w
Cau 20. Glal phuong trinh 7cos:c—4cos T + 4sin 2z.
1 m
= 4+ k2 - I =—+k
2—|— ™ x 2+k7r x 2+k27r x 2+7T
™ T
A. x=€+k‘7r. B. x:%+k27r. C. $:%+k7r . D. x=g+k27r.
5t 5 5m 5T
x 6+ T ] 6+k27r K 6—|—k27r T 6+ T
Cau 21. Giai phuong trinh cos 4z = cos? 3z )
[x = k27 x=km
1
=+ k2 1 ks
A | 12—1— s B |7 :i:12—|—/<:27r'
om 5% 1
=+ k =4+ -
x 12+7T K :|:12-|—k27r
:c—lmr [ = km
C l’—:|:12+k371' D x—:i:lz—i-/mr
om o
x—i12+k37r _x—iﬁ-l—lmr

Cau 22. Nghiem duong nhé nhat ctia phuong trinh sin 3z + cos2x = 2sinz - cos 2z thuoc
khoang nao dudi day?

A. (O; %} B. <%,%} C. (%,g} D. (g,? .

Cau 23. Cho phuong trinh 3cosdx — 2cos?3z = 1. Trén doan [0;7], tong cic nghiém clia
phuong trinh la
A. 0. B. 7. C. 2m. D. 3.

1.3.2 Phuong trinh bac nhat déi véi sin va cos

& Dang 2. Phuong trinh bac nhét déi véi sin va cos

Dinh nghia 2. La phuong trinh ¢6 dang asinz + bcosx = ¢ (1);
véi a,b,c € R va a® + b2 # 0.
Hoac asinx — bcosx = ¢; acosx + bsinx = c.
PHUONG PHAP GIAI TOAN
Cach 1:
* Piéu kien dé phuong trinh ¢6 nghiem a? + b* > 2.
* Chla hai vé phlIdng trinh (1) cho va? + b2, ta duge

c
—5——5 8T + === CcosT = *

va Va? Va2 )

* Dt ——=———= = cos; ———== = sina véi a € [0,27).
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C

dua vé phuong trinh Iugng gidc co ban.

(*)< sinz - cosa + cosx - sina =

: c
=4 = —_——
sin(z + a) 0
sina ; —=—== = cosa véi a € [0,27).

a

Thi (*)< sinz - sina + cosx - cos o =

Hoac dat

Cc Cc

Varp Tl = UaTy
Cach 2: ( Thuong ding dé bién luan)
* Dt ¢ = tan —; thay cosz = 1;252'811195 _ 2

' 2’ 14127 1+t
Ta dugce phuong trinh bac hai theo .
* Gidi phuong trinh tim ¢. Suy ra nghiém x.

41

Vi du 4. Giai cac phuong trinh sau

a) V3sinz +cosz =1 c) sinx + cosx =

=

b) V3sinz — cosz = /2 d) 5sin2z + 12 cos

[\

r=13

Vi du 5. Giai cac phuong trinh sau
a) sin (g + Zx) + V/3sin(r — 2x) = 2
b) 3sin3z — V3cos9r = 1 + 4sin® 3z

¢) V3sin 7z — cos 7z = 2sin (5:10 — %)

Vi du 6. Tim m dé phuong trinh (m — 1) cosx + 2sinz = m + 3 ¢6 nghiem.

I. PHAN TU LUAN
Bai 11. Giai phuong trinh sau: (\/§ — 1) sinx — (\/§+ 1) cost =1—+/3.

Bai 12. Giai phuong trinh sau: 3sinz —4cosx =5
Bai 13. Giai phuong trinh sau: sin 82 — cos 6z = v/3(sin 6z + cos 8z)
Bai 14. Giai phuong trinh sau: sinz + cosz = 2v/2sinx - cos .

Bai 15. Giai phuong trinh sau: 2sin® z 4+ /3sin 2z = 3.

Bai 16. Giai phuong trinh sau: V3 cos 22 + sin 2z + 2sin (295 - %) = 2¢/2.
Bai 17. Giéi phuong trinh sau: cosx + V3sinz + 2 cos <2x + g) =0

Bai 18. Giai phuong trinh sau: 2 cos (Zx + %) +4sinx.cosx — 1 =0.

Bai 19. Giai phuong trinh sau: V3 cosbx — 2sin 3z. cos 2z — sinx = 0.
Bai 20. Giai phuong trinh sau: (sing + cos ;)2 ++/3cosz = 2.

II. PHAN TRAC NGHIEM
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Cau 24. Giai phuong trinh /3sin2z — cos2z 4+ 1 = 0.

(e = km r=kmw
A. (keZ). B. keZ).
_:zczﬂ—kkvr( ) :1:—2§—|— kﬂ'( )
(o = 2k r=km
C. o (k€. D. o (k€Z).
x=—+2km x = + km
L 3 L 3
Cau 25. Ho nghiém ctia phuong trinh : sin 3z — /3 cos 3z = 2 cos bz 1a:
r 5% . km r 5% . km
xr = — _— rT = — _
A. 8 5 (ke B. 8 4 ke
oM oT
= —"" _krm r=———2km
12 12
I om km I b km
T=-—+— rT=-—+—
C. 8 4 (ren D. 8 4 (rez)
oM m oT
r=———k— r=———km
L 12 2 s 12
Cau 26. Giai phuong trinh : /3 (sin 22 4 cos 7z) = sin 7z — cos 2.
T L 2m r s L 3T
r = xr =
A. 1075 ey B. 10 5 (k€Z).
T k2 T k
xr = — x = =
- %4 7T9 - 54 23
T = E kg T = 1% + k%
C. x:h+kw,(keZ). D. T kzﬂ- (k€Z).
T 5 Y TR Ty
Cau 27 Nghiém cta phuong trinh : 4 (sm x4 cos* ) + v/3sindr = 2 1
™ km i T n km
r=— r=—+4+—
47 4 5
A. B 7r+k: (k€Z). B. - 7r+k:7r’(kez)'
T T T T T2 s
m km m  krm
xr = — _ [ _
4 3 4 2
C. B 7Tij,(/k;eZ). D. - 7T+/,W,(lceZ).
T T2 s T T2 2

Cau 28. Khing dinh nao ding vé phuong trinh 2v/2 (sinz + cos x) cos z = 3 + cos 2.

A. C6 mot ho nghiém.

B. C6 hai ho nghiém.
D. C6 mot nghiém duy nhét.

Ry
2 2 (k€.
T = darccos = + k2w
- 7
r=—+km
2 (k €Z).

T = :l:arccos? + km

sin® .
- T
r=—+ k27
3 (k€Z).
lr = k27
- s
= -+ k27
3 , (k€ Z).
lx = km

C. V6 nghiém.
Cau 29. Glal phuong trinh : 3 cos 4z — sin® 22 + cos 2z — 2 = 0.
A. (k€Z). B.
x = % arccos - + k27
o = g + km
C. (k€Z). D.
x = % arccos - + k27
Cau 30 Glal phuong trinh: cos® z — v/3sin2z = 1 +
[z == —i— km
A. 3 ,(ken). B.
L = /mr
T == —l— km
C. 3 (k € Z) D.
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Cau 31. Giai phuong trinh: cos® z 4+ v/3sinz - cos x —1=0.

A. J(kez). B. (keZ).
_x:gmzw( ) e Tk (k€z)
_ - L 3 2
T=hRy (v =k
C. J(keZ). D. (keZ).
:U:g-i-kg ( ) _$=g+k7r ( )
—9¢ing -
Cau 32. Nghiém ctia phuong trinh : sy Sm,x 8T _ V3.
. ) 2cos?x +sinx — 15 1
T ™ ™ ™
A zv=—+—keZ B. r=—+—FkelZ.
T T i ™
C.r=—+—7keZ Dr=—+—FkeZ
1 2
Cau 33. Giai phuong trinh: +COS£+COS2:€+COS3£:—(3—\/§sinaz).
- 2cos?x +cosr —1 7%3
x=§+k27r x:§—|—k7r
A. - (keZ). B. o (keZ).
r=——=+k2r r=——+km
L 6 "6
ZL‘:§+I€37T 1’:—§_|_k'277-
C. - ,(keZ). D. ° (keZ).
IL‘Z—E+]€37T l’:—6+k’277'

1.3.3 Phuong trinh thuan nhit d6i véi sin va cos

%& Dang 3. Phuong trinh thuan nhéat di véi sin va cos

Dinh nghia 3. Phuong trinh ding cap bac hai c6 dang a sin? z+bsin z cos x+ccos® x = d,

(a*+ 2 #0)

Phuong trinh déng cap bac ba ¢6 dang a sin® z 4+ b cos® x + csin
esinx + fcosx =0,...

Phuong phap giai.

Giai phuong trinh asin® x + bsinz cosx + ccos?z = d, (a? + 2 # 0) (1)

Cach 1:

*Xét cosr=0& 1= g + km,k € Z c6 1a nghiém ctia phuong trinh hay khong.

*Xétcosx;éO(:)x#g—i-kw,keZ.

Chia hai vé phuong trinh (1) cho cos? x, ta duge phuong trinh atan?z + btanx + ¢ =
d(1+ tan®z).
Cach 2:

St dung cong thiic ha bac sin®z =

2rcosx—+dsinzcos? x+

I—cos2z ,  1+4cos2z

T, COS™ T = T

(1) & bsin 22+ (¢ —a) cos 2z = 2d — a — ¢: phuong trinh bac nhat d6i véi sin x va cos .
Giai phuong trinh asin® z +bcos® x + csin v cos x +dsinx cos? z +esinz + f cosx = 0.
Chia hai vé phuong trinh cho cos® z, ta dugc phuong trinh bac ba theo tan x.

43

Vi du 7. Giai cac phuong trinh sau
a) 2sin®z + 7sinz - cosw — cos’z = 4

b) 3sin? 2z — sin 2z - cos 2 — 4 cos? 2z = 2
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5T . T 1
c) sm2§ +sinx —2cos? = = =

2

Vi du 8. Giai cac phuong trinh sau
.3 ;2 o 2
a) 3sin”z + 2sin”“x - cosx = sinx - cos® x

b) 6sinz + 2cos® z = 5sin 2z - cosx

¢) 3cos*x —4sin®x - cos®x +sin*z =0

I. PHAN TU LUAN

Bai 21. Giai phuong trinh V3sin?x + (1 — \/3) sinzcosx —cos?x +1—+/3=0.
Bai 22. Giai phuong trinh 9sin? x — 30sin z cos z + 25 cos? = 25.

Bai 23. Giai phuong trinh sin 2o — 2sin® x = 2 cos 2.

Bai 24. Giai phuong trinh sinz — 4sin® z + cosz = 0.

3

Bai 25. Giai phuong trinh sin®z — cos® r = sinx + cos z.

Bai 26. Giai phuong trinh 4(sin® z + cos® 2) = sinz + cos z.
Bai 27. Giai phuong trinh 2v/2 cos® (:L' — %) —3cosx —sinx = 0.

Bai 28. Giai phuong trinh tan z sin? z — 2sin® 2 = 3(cos 2 + sin x cos x).
Bai 29. Giai phuong trinh 2sin® z = cos x.
dsindx cosx

Bai 30. Giai phuong trinh 6sinz — 2cos® z =
2cos2x

II. PHAN TRAC NGHIEM
Cau 34. Giai phuong trinh 2 cos? z 4 6sinz cosz + 6sin’z = 1.

1
A = —% + km; x = arctan (—5) + km, (k € Z).

2 1 | 2
B = —% + k-m;x = arctan (—5> +kom, (k € Z).

3 3
™ 1 1 1
C. z= -zt kiw, r = arctan (—5) + kfr, (k € Z).

1
D.z= —% + k2m; x = arctan (—5> + k2m, (k€ Z).

Cau 35. Giai phuong trinh cos? z + v/3sin 2z = 1 + sin? z.

[z = k27 (x = k7

A. (keZ). B. J(keZ).
x:z—l—k%r ( ) xzz—l—kﬂ ( )
-5 S
r=k-m r=k=m

C. 3 (k€ 12). D. 2 (k€ 2).
_x—3 37 _x—3 57

Cau 36. Giai phuong trinh 4sin®z 4+ 3cos® z — 3sina — sin? z cosz = 0.

r T r T 1
r==+—+k2r r=x—+k-m

A. 3 (keZ). B. 32 (keuw).
x:z—l—k‘Zﬂ' x:z—i—klﬂ
L4 )
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r 1
xz:l:z—l—knr x::i:zjtkﬂr
C. i (keZ). D. 3% ke,
=—+k R
T=7 + K =7 +k37r
Cau 37. Giai phuong trinh 2 cos® z = sin 3x.
r 1
[z = arctan(—2) + k27 x = arctan(—2) + k§7r
A. L (k€. B. - 1 (k€ Z).
r=— T
i R e
_ 4 1 -z 1 + 27r
x = arctan(—2) + k‘gw [z = arctan(—2) + km
C. - 1 (keZ). D. Tk ,(keZ).
= — k* _«r - - m
|z 4+ 37T 4
Cau 38. Giai phuong trinh sin z (tanz + 1) = 3sinz (cos x — sinx) + 3.
r T r T 1
A. il ,(k€Z). B. - 1 (k€.
=+—+k2 -+ -
:37 3 27T ::L"—j:3+k‘27r
v =" ki r=—"tkn
C. 15 kew) D. 4 (k€ 17).
4"t =+—+k
_x—:|:3+/<:37r K 3 TRT
Cau 39. Gidi phuong trinh cos® z + sin® z = 2 (cos® z + sin® z).
A.x:i%+k2w,(keZ). B.x:inglm,(keZ).
T 1 T 1
.=t = 7). D z==+- — 7).
C.z 4—|-k:377,(k:€ ) x 4+k27r,(/<;6 )
Cau 40. Giai phuong trinh sin®z + 3tanz = cosx (4sinx — cos z).
A x= % + k27,20 = arctan (—1 + \/5) + k2, (k € Z).
1 1
B. z = % + k§7r,x = arctan (—1 + \/§) + kiﬂ', (k € Z).
2 2
C.z= % + kgw,x = arctan (—1 +V2) + k’gﬂ', (keZ).
D. .z = Z + km,x = arctan (—1 + \/5) + km, (k€ Z).
Cau 41. Giai phuong trinh 2v/2 cos® (:C — %) —3cosx —sinz = 0.
_x:g—i-k%r _x:g—l—/mr
A. = (keZ). B. o (k€.
r=—+k27 rT=—+km
- 4 2 - 4 1
x:z—l—kﬂr xzz—i-kﬂr
C. 23 (keun) D. 22 (ken).
G L k2 o n k:l
P T T T

Cau 42. Trong khoang (0; g) phuong trinh sin® 42 + 3sin4x cos 4z — 4 cos? 4z = 0 ¢6
A. mot nghiém. B. hai nghiém. C. ba nghiém. D. boén nghiem.

Cau 43. Trong khoang (0; 27) phuong trinh cos® z — 4 sin® x — 3 cos z sin? x + sinz = 0 ¢6 bao
nhiéu nghiém?

A. 6. B. 5. C. 3. D. 2.

DAP AN
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7D 11 D 15 D 19 C 23 C 27 D 31 D 35 B 39 B

8 D 12 B 16 D 20D 24 B 28 C 32 B 36 C 40D
41 B
9D 13 D 17 A 21 D 25 D 29 C 33 A 37 D 42 D

10 D 14 D 18 D 22 D 26 D 30 A 34 A 38 D 43 A
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1.4 PHUONG TRINH LUONG GIAC KHONG MAU
MUC

LY THUYET

Mot s6 bai toan vé phuong trinh Iugng giac ma cach gidi tuy theo dic thit ciia phuong trinh,
chit khong nam & trong phuong phap da néu ¢ hau hét cic sach gido khoa.

Mot s6 phuong trinh lugng gidc thé hién tinh khong mau muc & ngay dang ciia chiing, nhung
ciing ¢6 nhitng phuong trinh ta thay dang rat binh thuong nhung cich gidi lai khong mau muyc.
Sau day la nhing phuong trinh lugng gidc ¢6 cach giai khong mau muc thuong gap.

CAC DANG BAI TAP TU LUAN

& Dang 1. Phuong phap dua vé tong binh phuong

A=
s . 3 . Ay )
Bién doi phuong trinh da cho ve dang A; + A +...+A4, =0« trong do A; > 0,

A, =0
Ay >0,..., A, >0.

Vi du 1. Giai phuong trinh 3tan?z + 4sin® z — 2v/3tanz — 4sinz + 2 = 0.

Vi du 2. Giai phuong trinh cos?z — 4cosz — 2zsinz + 2% + 3 = 0.

Vi du 3. Giai phuong trinh 8 cos4x cos? 2z + /1 — cos 3x + 1 = 0.

Vi du 4. Giai phuong trinh sin 4z — cos 4z = 1 + 4v/2sin (a: — %)

Vi du 5. Giéi phuong trinh sin 3z (cos z — 2sin3z) + cos 3z (1 + sinz — 2 cos 3z) = 0.

Vi du 6. Giai phuong trinh cos 2z — v/3sin 2z — v/3sinz — cosz + 4 = 0.

& Dang 2. Phuong phap dbi lap

Phuong phap nay dugce xay dung trén tinh chat: Dé gidi phuong trinh f(x) = g(z), ta c6
thé nghi dén vigc chiing minh ton tai A: f(x) > AVx € (a,b) va g(z) < AVz € (a,b) thi
Khi d6: f(z) = o) & 47 &) =4

glx) = A
Néu ta chi ¢6 f(z) > A va g(x) < A,Va € (a,b) thi két luan phuong trinh vo nghiém.
Mot s6 dang phuong trinh diic biét ding phuong phap dbi lap
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sinaxr = 1
sinbr =1
sinaxr = —1 '
sinbx = —1

{Sin ar =1

e sinax -sinbxr =1«

) ] sinbxr = —1
e sinaz -sinbr = —1 & ]
sinar = —1
sinbr =1
Céch giai tuong tir cho cac phuong trinh thuoc dang: cos ax-cosbxr = 1; cos ax-cos bxr = —1;
sinax - cosbr = 1; sinax - cosbr = —1.

Vi du 1. Giai phuong trinh cos® z + 2% = 0.

Vi du 2. Giai phuong trinh sin'®% z 4 cos' z = 1.

[ 1 [ 1
Vi du 3. Giai phuong trinh cosx — 1+ cos3x —-1=1
cos T €Oos 3x

1 n
Vi du 4. Giai phuong trinh <tanx + 1 cot x) =cos"x +sin"x v6in € N,n > 2.

Vi du 5. Gidi phuong trinh cos 3z + v/2 — cos? 3z = 2(1 + sin® 2z).

%& Dang 3. Phuong phap chitng minh nghiém duy nhét

Tuy theo dang va diéu kién ctia phuong trinh, ta tinh nham mot nghiém ctia phuong trinh,
sau d6 chiing t6 nghiém nay 1a duy nhat bang mot trong nhitng cach thong dung sau:

e Diung tinh chat dai s6.
e Ap dung tinh don diéu ctia ham sb.

Phuong trinh f(x) = 0 ¢6 1 nghiém =z = a € (a,b) va ham f don diéu trong (a,b) thi
f(x) = 0 ¢6 nghiem duy nhat 1a z = «.

Phuong trinh f(x) = g(z) ¢6 1 nghiém x = « € (a,b), f(x) va g(x) 1a hai ham s6 don dieu
ngugc chieu treén khodng (a,b) thi phuong trinh f(z) = g(z) ¢6 nghiem r = « 1a duy nhat.

2
Vi du 1. Giai phuong trinh cosx =1 — % véi x > 0.

Vi du 2. Giai phuong trinh sinz +tanz —2r =0 vé6i 0 < x < g
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%& Dang 4. Phuong phap dat an phu

49

Vi du 1. Giai phuong trinh 32 cos® (x + %) —sin6zx = 1.

4
Vi du 2. Giai phuong trinh cos? x = cos gx

Vi du 3. Giai phuong trinh sin® (x + %) =+/2sinz (1).

Vi du 4. Giai phuong trinh sin <3x — %) = sin 2z sin (x + %)

Vi du 5. Giai phuong trinh 8 cos® (x + g) = cos 3.

Vi du 6. Giai phuong trinh v/2sin® (93 + %) = 2sinz.

Vi du 7. Giai phuong trinh cos 2z = cos? /1 + tan .

& Dang 5. Phuong phap dua vé hé phuong trinh

Vi du 8. Giai phuong trinh Vsin?z + 2 + /5 — cos?z = 2.

Vi du 9. Giai phuong trinh ({/cosz)? + Vsin?x — 3 = —v/2.

& Dang 6. Mot s phuong trinh luong giac c6é cach giai dic biét.

1
Vi du 10. Giai phuong trinh cosx + cos 2z + cos 3x + cos4x + cos bx = —3 ().

Vi du 11. Gidi phuong trinh 4 sin 3z cos2x = 1+ 6sinx — 8sin® z (*).

1
Vi du 12. Giai phuong trinh cos x cos 2z cos 4x cos 8x = T ().
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Vi du 13. Giai phuong trinh sin® z + cos?z = ; cot (x + 7;) cot <g — x)

Vi du 14. Giai phuong trinh tan (x + g) tan (w — %) sin 3x = sin z + sin 2z.

Vi du 15. Giai phuong trinh 2 cos? <g cos? az) = 1+ cos (7 sin 2z).

.

Bai 1. Giai phuong trinh 22 — 2z cosx — 2sinz + 2 = 0.

Bai 2. Giai phuong trinh sin'*z + cos'® z = 1.

; 1
Bai 3. Giai phuong trinh sin® z + cos? (m + %) =7

1 n
Bai 4. Giai phuong trinh (tanx + 1 cot x) =sin"z + cos"z (v6in € N;n > 2).
Bai 5. Giai phuong trinh sin® 2 + cos® z = 2 — sin® 2.
Bai 6. Giai phuong trinh sinx + tanx — 2x =0 véi x € {O; g}

Bai 7. Giai phuong trinh (cos4z — cos2z) = 5 + sin 3z.

4

Bai 8. Giai phuong trinh cos® x — sin* z = | cos x| + | sin z|.

Bai 9. Giai phuong trinh 22 —sinz +1 = 0.

1.4.1 Phuong trinh lugng giac c6 nghiém trén khoang, doan

Bai 10. Tim nghiém x € (0;7) clia phuong trinh 5cosx + sinz — 3 = /2sin <2x + %)

3
Bai 11. Tim nghiém x € (0; 7) clia phuong trinh 4 sin? g— 3 cos 2z = 1+2 cos? (m — I)

, 3 in 3
Bai 12. Tim nghiém = € (0;27) cta phuong trinh 5 | sinz + o8 oT —|—'sm T) = cos2z+3.
1+ 2sin2x
Bai 13. Tim m dé phuong trinh 2sinz +mcosx = 1 —m, (1) c6 nghiém x € {—g; g}
Cau 5. Nghiém ctia phuong trinh cos? z — cosz = 0 théa dicu kien 0 < x < 7 1a
T T T T
A xr=—. B. xr=-. C. x=-—. D . xz=——.
T S G T
R 3
Cau 6. Nghiém ctia phuong trinh cos® z + cos z = 0 théa diéu kién g <z < g la
7 3T 3T
A x=m. B. x=—-. C. xr=—. D . x=——.
rT=m T=q T=- x 5
Cau 7. Nghiém ctia phuong trinh 2sin?z — 3sina + 1 = 0 théa diéu kien 0 < x < g la
A r=" B. =" C.r=" D oz=—"
6 4 2 2
Cau 8. Nghiém ctia phuong trinh sin? 2z — sinz = 0 théa dicu kien 0 < = < 7 1a
A.m:g. B. z=m. C. z=0. D.w:—g.

Cau 9. Nghiém ctia phuong trinh sin? z + sinz = 0 thda diéu kién —g <zxr< g la
7r T

z=0 B z=nx ng D:c2
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Cau 10. S6 nghiém ctia phuong trinh sin <x + %) =1 trén doan [r; 57| la
A1 B. 0. C. 2 D. 3.
1.4.2 Dang toan khac vé phuong trinh luong giac thudng gip

Bai 24. Cho ham s6 y = sin”x + (m + 1) sinx + 2242015 (m 1a tham s6 thuc thuoc R).
T

Chitng minh rang phuong trinh 3’ = 0 ludn c¢6 nghiém véi moi m.

Bai 25. Cho ham s6 y = f(z) = cos® v/322 — 27z, Hay tinh f/(7).

Cau 11. S6 nghiém ctia phuong trinh v/2 cos (x + g) =1v6i0<z<2rla

A. 0. B. 2. C. 1 D. 3.
Cau 12. Tim m dé phuong trinh 2sin®z — (2m + 1) sinz +m = 0 c6 nghiém x € (—g; O).

A —-1<m<0. B.1<m<2. C. -1<m<0. D 0<m<1.

) 3

Cau 13. Tim m dé phuong trinh cos 2z—(2m + 1) cosz+m~+1 = 0 ¢ nghiém = € <72T, ;)

A -1 <m<O. B.0<m<1. C.0<m< 1. D —-1<m<O.
Cau 14. Tim m dé phuong trinh (cosz + 1) (cos 2z — m cos ) = msin®z c6 ding 2 nghiem

2w

e |0, —]|.

ve o]
1 1 1
A —-1<m<l1. B.0<m§§. C.—1<m§—§. D.—§<m§1.

3
Cau 15. Cac nghiém thuoc khoang (0; g) ctia phuong trinh sin®z cos 3z + cos®rsin 3z = 3

1a
A.EVELE)I. B. zVé5—7r. C. 1VE;L5—7T. D.lvézr.
6 6 8 8 12 12 24 24

Cau 16. Tim céc nghiém thuoc khoang (0; 27) ctia phuong trinh

( . sin 3x + cos 3;5) 3 + cos 2x
sin z = )

1+ 2sin2x 5)
A. Kl hoac 5—7T B. il hoac 51 C. il hoac 5—7T D. T hoac 51
12 12 6 6 4 4 3 3

II. PHAN TU LUAN

400823 + 2cos? (7: — x) —v/3cos (2z — 37) — 3

1—2sinz

Bai 26. Giai phuong trinh
< . l—cosz : 7T
Bai 27. Giai phuong trinh s +sinz = +/2sin | 2z + )
anx

(4sin’x + 1) cosx + 2sinz(2cosx — v/3) — /3
2sinx + 1

Bai 28. Giai phuong trinh +2v/3sin’z = cos x.

1 t 2. cot 1
(1+co 2:v co :v)+ s

2
Bai 29. Giai phuong trinh : — =
sin“x costx

.3
. sin°x ) N
Bai 30. Cho ham s6 y = . Chitng minh rang: 3/ = cosx — cos 2.

1+ cosz

DAP AN



52 CHUONG 1. HAM SO LUONG GIAC - PHUONG TRINH LUONG GIAC

5 A 7 A 9 A 11 B 13 D 15 D
6 A 8 A 10 C 12 A 14 C 16 D



	Hàm số lượng giác - Phương trình lượng giác
	HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC
	LÝ THUYẾT
	PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN
	Dạng 1. Tìm tập xác định của hàm số lượng giác
	Dạng 2. Tính chẵn lẻ của hàm số
	Dạng 3. Chu kỳ của hàm số lượng giác
	Dạng 4. Chứng minh  T0  là chu kì của một hàm số lượng giác
	Dạng 5. Bảng biến thiên và đồ thị của hàm số lượng giác
	Dạng 6. Sử dụng phép biến đổi đồng nhất và tính chất của hàm số lượng giác
	Dạng 7. Các bài toán sử dụng bất đẳng thức đã biết để tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất
	Dạng 8. Các bài toán sử dụng tính đồng biến nghịch biến
	Dạng 9. Các bài toán liên quan đến asinx+bcosx=c
	BÀI TẬP TỰ LUYỆN

	PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC CƠ BẢN CÓ ĐIỀU KIỆN
	Tóm tắt lí thuyết
	Kỹ năng cơ bản
	Bài tập tự luận
	Bài tập Trắc nghiệm
	BÀI TẬP TRẮC NGHIỆM

	PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC THƯỜNG GẶP
	Phương trình bậc hai đối với một hàm số lượng giác
	Dạng 1. Một số dạng cơ bản phương trình bậc hai đối với một hàm số lượng giác
	Phương trình bậc nhất đối với  sin và  cos
	Dạng 2. Phương trình bậc nhất đối với sin và cos
	Phương trình thuần nhất đối với  sin và  cos
	Dạng 3. Phương trình thuần nhất đối với  sin và  cos

	PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC KHÔNG MẪU MỰC
	Dạng 1. Phương pháp đưa về tổng bình phương
	Dạng 2. Phương pháp đối lập
	Dạng 3. Phương pháp chứng minh nghiệm duy nhất
	Dạng 4. Phương pháp đặt ẩn phụ
	Dạng 5. Phương pháp đưa về hệ phương trình
	Dạng 6. Một số phương trình lượng giác có cách giải đặc biệt.
	Phương trình lượng giác có nghiệm trên khoảng, đoạn
	Dạng toán khác về phương trình lượng giác thường gặp



