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MIN-MAX LIÊN QUAN HÀM MŨ, HÀM LÔ-GA-RÍT (NHIỀU BIẾN) 

DẠNG 1: ÁP DỤNG ĐÁNH GIÁ, ÁP DỤNG BĐT. 

DẠNG 2: ÁP DỤNG PHÁP HÀM SỐ, HÀM ĐẶC TRƯNG. 
+ ÁP DỤNG HÀM SỐ
+ ÁP DỤNG HÀM ĐẶC TRƯNG

DẠNG 3: ÁP DỤNG HÌNH HỌC GIẢI TÍCH. 
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DẠNG 1: ÁP DỤNG ĐÁNH GIÁ, ÁP DỤNG BĐT. 
Câu 1: Xét các số thức ܽ, ,ݔ,ܾ ܽ thỏa mãnݕ > 1, ܾ > 1và ܽ௫ = ܾ௬ = √ܾܽయ . Giá trị nhỏ nhất 
của biểu thức ܳ = ݔ +  ?thuộc tập hợp nào dưới đâyݕ3

A. (0; 1). B. ቀ2; ହ
ଶ
ቁ, ቀଷ

ଶ
; 2ቁ. C. ቀଷ

ଶ
; 2ቁ. D. ቀହ

ଶ
; 3ቁ. 

Lời giải 
Chọn B 

ܽ௫ = ܾ௬ = √ܾܽయ ⇒ ൞
ݔ = ௔݃݋݈ √ܾܽ

య =
1
3

(1 + ௔݃݋݈ ܾ)

ݕ = ௕݃݋݈ √ܾܽ
య =

1
3

(1 + ௕݃݋݈ ܽ)

⇒ ܳ = ݔ + ݕ3 =
1
3

(1 + ௔݃݋݈ ܾ) + 1 + ௕݃݋݈ ܽ =
4
3 +

1
3 ௔݃݋݈ ܾ + ௕݃݋݈ ܽ ≥

4
3 + 2ඨ

1
3 ∈ ൬2;

5
2൰ 

Câu 2: Cho hai số thực ܽ, ܾ đều lớn hơn 1. Giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܵ = ଵ
௟௢௚ೌ್ ௔

+ ଵ
௟௢௚

√ೌ್ర ௕
 bằng 

A. ସ
ଽ
. B. ଽ

ସ
. C. ଽ

ଶ
. D. ଵ

ସ
Lời giải 

Chọn B 
Ta có ܵ = ଵ

௟௢௚ೌ್ ௔
+ ଵ

௟௢௚
√ೌ್ర ௕

= (ܾܽ)௔݃݋݈ + ௕݃݋݈ √ܾܽ
ర  

= 1 + ௔݃݋݈ ܾ + ଵ
ସ

௕݃݋݈) ܽ + 1) = ௔݃݋݈ ܾ + ଵ
ସ ௟௢௚ೌ ௕

+ ହ
ସ
. 

Đặt ݔ = ௔݃݋݈ ܾ. Do ܽ, ܾ > 1 nên ݔ > 0. 

Khi đó ܵ = ݔ + ଵ
ସ௫

+ ହ
ସ
≥ 2ටݔ. ଵ

ସ௫
+ ହ

ସ
= ଽ

ସ
 (Áp dụng BĐT Cauchy cho hai số dương ݔ và ଵ

ସ
 .(ݔ

Dấu " = " xảy ra ⇔ ቊݔ = ଵ
ସ௫

ݔ > 0
⇔ ቊݔ = ± ଵ

ଶ
ݔ > 0

⇒ ݔ = ଵ
ଶ
. 

Vậy ݉݅݊ ܵ = ଽ
ସ
 tại ݈݃݋௔ ܾ = ଵ

ଶ
⇔ ܾ = √ܽ. 

Câu 3: Với ܽ,ܾ, ܿ là các số thực lớn hơn 1, đặt ݔ = (ܾܿ)௔݃݋݈ , ݕ = (ܽܿ)௕݃݋݈ , ݖ =  ௖(ܾܽ). Tìm giá trị݃݋݈
nhỏ nhất của biếu thức ܲ = ݔ + ݕ +  .ݖ4

A. 6. B. 12. C. 10. D. 16.
Lời giải 

Chọn C 
Ta có ݔ = ௔݃݋݈ ܾ + ௔݃݋݈ ݕ ;ܿ = ௕݃݋݈ ܿ + ௕݃݋݈ ݖ ;ܽ = ௖݃݋݈ ܽ + ௖݃݋݈ ܾ. Khi đó 
ܲ = ݔ + ݕ + ݖ4 = ௔݃݋݈ ܾ + ௔݃݋݈ ܿ + ௕݃݋݈ ܿ + ௕݃݋݈ ܽ + 4 ௖݃݋݈ ܽ + 4 ௖݃݋݈ ܾ. 
ܲ = ቀ݈݃݋௔ ܿ + ସ

௟௢௚ೌ ௖
ቁ+ ቀ݈݃݋௕ ܿ + ସ

௟௢௚್ ௖
ቁ + ቀ݈݃݋௔ ܾ + ଵ

௟௢௚ೌ ௕
ቁ. 

Vì ܽ,ܾ, ܿ > 1 ⇒ ௔݃݋݈ ܾ > ௕݃݋݈ ;0 ܿ > ௔݃݋݈ ;0 ܿ > 0 nên 
ܲ = ቀ݈݃݋௔ ܿ + ସ

௟௢௚ೌ ௖
ቁ+ ቀ݈݃݋௕ ܿ + ସ

௟௢௚್ ௖
ቁ + ቀ݈݃݋௔ ܾ + ଵ

௟௢௚ೌ ௕
ቁ ≥ 2.2 + 2.2 + 2.1 = 10. 

Vậy ݉݅݊ܲ = 10 ⇔ ൝
௔݃݋݈ ܿ = 2
௔݃݋݈ ܾ = 1
௕݃݋݈ ܿ = 2

⇔ ൝
ܿ = ܽଶ
ܽ = ܾ
ܿ = ܾଶ

⇔ ቄܽ = ܾ
ܿ = ܽଶ.

Câu 4: Xét các số thực dương ܽ, ,ݔ,ܾ ܽ thỏa mãn ݕ > 1,ܾ > 1 và ܽ௫ = ܾ௬ = √ܾܽ. Giá trị nhỏ nhất của 
biểu thức ܲ = ݔ +  ?thuộc tập hợp nào dưới đây ݕ2

A. (1; 2). B. (2; ହ
ଶ
ቁ. C. (3; 4). D. (ହ

ଶ
; 3ቁ. 
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Lời giải 
Chọn D 

Ta có ܽ௫ = ܾ௬ = √ܾܽ ⇔ ቊݔ = ௔݃݋݈ √ܾܽ
ݕ = ௕݃݋݈ √ܾܽ

⇔ ቐ
ݔ = ଵ

ଶ
(1 + ௔݃݋݈ ܾ)

ݕ = ଵ
ଶ

(1 + ௕݃݋݈ ܽ)
. 

ܲ = ݔ + ݕ2 = ଵ
ଶ

+ ଵ
ଶ
௔݃݋݈ ܾ + 1 + ௕݃݋݈ ܽ = ଵ

௟௢௚ೌ ௕
+ ଵ

ଶ
௔݃݋݈ ܾ + ଷ

ଶ
.

Đặt ݐ = ௔݃݋݈ ܾ > 0 ⇒ ܲ = ଵ
௧

+ ௧
ଶ

+ ଷ
ଶ

ݐ) > 0). 

ܲ = ଵ
௧

+ ௧
ଶ

+ ଷ
ଶ
≥ 2ටଵ

௧
. ௧
ଶ

+ ଷ
ଶ

= √2 + ଷ
ଶ
∈ (ହ

ଶ
; 3ቁ. 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi ቊ
ଵ
௧

= ௧
ଶ

ݐ > 0
⇔ ݐ = √2. 

Vậy ݉݅݊ܲ = √2 + ଷ
ଶ
∈ ହ

ଶ
; 3ቁ. 

Câu 5: Cho ݕ ,ݔ là các số thực thỏa ݈݃݋ଷ௫ା௬(ݔଶ + (ଶݕ ≤ 1. Khi 3ݔ +  đạt giá trị lớn nhất, thì giá trị ݕ
݇ = ௫

௬
 là

A. ݇ = 1. B. ݇ = ଵ
ଶ
. C. ݇ = 3. D. ݇ = ଵ

ଷ
. 

Lời giải 
Chọn C 
Xét trường hợp 3ݔ + ݕ > 1. 

 2 2 2 2
3log 1 3x y x y x y x y       (1).

Đặt ܲ = ݔ3 + ݕ ⇒ ݕ = ܲ −  .ݔ3
(1) ⇔ ଶݔ + (ܲ − ଶ(ݔ3 − ܲ ≤ 0 2 210 6 0x Px P P     (2).

Δ = 9ܲଶ − 10(ܲଶ − 2) = −ܲଶ + 10ܲ 
Nếu Δ < 0 thì (2)

 
vô nghiệm. Do đó Δ ≥ 0 ⇔ 0 ≤ ܲ ≤ 10. 

Vậy ௠ܲ௔௫. Khi đó (2) ⇔ ݔ = ଺௉
ଶ଴

= 3 ⇒ ݕ = 1 ⇒ ݇ = ௫
௬

= 3.
Câu 6: Cho các số thực ݔ; ଶݔ thỏa mãn ݕ + ݕݔ4 + ଶݕ12 = 4. Giá trị lớn nhất của biểu thức ܲ =

ݔ)ଶ݃݋݈ −  ଶ là(ݕ2
A. ݔܽ݉ ܲ = 3 ଶ݃݋݈ 2. B. ݔܽ݉ ܲ = ଶ݃݋݈ 1 2.
C. ݔܽ݉ ܲ = 12. D. ݔܽ݉ ܲ = 16.

Lời giải 
Chọn B 
Điều kiện ݔ ≠ ଶݔ Từ .ݕ2 + ݕݔ4 + ଶݕ12 = 4suy ra: 
Nếu ݕ = 0 thì ݔଶ = 4 ⇒ ܲ = 2 
Nếu ݕ ≠ 0ta có:ܲ = ݔ)ଶ݃݋݈ − ଶ(ݕ2 ⇔ ݔ)4 − ଶ(ݕ2 = 4. 2௉ 

⇒
4. 2௉

4 =
4. ݔ) − ଶ(ݕ2

ଶݔ + ݕݔ4 + ଶݕ12 =
4 ቀ ݕ2ݔ − 1ቁ

ଶ

ቀ ቁݕ2ݔ
ଶ

+ 2 ݔ
ݕ2 + 3

Đặt ݐ = ௫
ଶ௬

, ݐ ∈ ℝ, 2௉ = ସ௧మି଼௧ାସ
௧మାଶ௧ାଷ

⇔ 2௉(ݐଶ + ݐ2 + 3) = ଶݐ4 − ݐ8 + 4 
⇔ (2௉ − ଶݐ(4 + 2(2௉ + ݐ(4 + 3. 2௉ − 4 = 0Xét với (ܲ ≠ 2) 
Để phương trình có nghiệm: ߂ᇱ ≥ 0 ⇔ (2௉ + 4)ଶ − (2௉ − 4)(3. 2௉ − 4) ≥ 0 

⇔ −2(2௉)ଶ + 24. 2௉ ≥ 0 ⇔ 0 ≤ 2௉ ≤ 12 ⇒ ܲ ≤ ଶ݃݋݈ 1 2 
Vậy ݉ܽݔ ܲ = ଶ݃݋݈ 1 2. 

Dấu đẳng thức xảy ra khi ቐ
ݐ = −2
ݐ = ௫

ଶ௬

ଶݔ + ݕݔ4 + ଶݕ12 = 4
⇒ ቊ

ݔ = ݕ4−
ଶݕ = ଵ

ଷ
. 
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Câu 7: Cho ݕ,ݔ là các số thực dương, thỏa mãn  2

2 2
1
2

1 1log log log 3x y x y   . Tìm giá trị nhỏ nhất 

minP  của biểu thức ܲ = ݔ4 +  .ݕ
A. ܲ√5௠௜௡ B. ܲ√5௠௜௡ C. ܲ√5௠௜௡ D. ܲ√5௠௜௡.

Lời giải: 

Chọn A 

 
2 2 2

2 2 2
1 1 1log log log 3 3 ( 3)x y x y xy x y x y y         .Từ đây, ݕ,ݔ là các số thực dương nên ta 

suy ra ݕ > 3 và ݔ ≥ ௬మ

௬ିଷ
= ݕ + 3 + ଽ

௬ିଷ

Do đó, ܲ ≥ 4 ቀݕ + 3 + ଽ
௬ିଷ

ቁ+ ݕ = ݕ)5 − 3) + ଷ଺
௬ିଷ

+ 27 ≥ 12√5 + 27.

Dấu bằng xảy ra khiݕ = 3 + ଺√ହ
ହ

, ݔ = 6 + ଶ଻√ହ
ଵ଴

. 

Câu 8: Cho ݉ = ܾܽ√௔൫݃݋݈
య ൯ với ܽ > 1, ܾ > 1 và ܲ = ௔ଶ݃݋݈ ܾ + 16 ௕݃݋݈ ܽ. Tìm ݉ sao cho ܲ đạt giá trị 

nhỏ nhất. 
A. ݉ = ଵ

ଶ
. B. ݉ = 4. C. ݉ = 1. D. ݉ = 2.

Lời giải 
Chọn C 
Theo giả thiết ta có ݉ = ଵ

ଷ
(ܾܽ)௔݃݋݈ = ଵ

ଷ
(1 + ௔݃݋݈ ܾ) ⇒ ௔݃݋݈ ܾ = 3݉ − 1. 

Suy ra ܲ = ௔ଶ݃݋݈ ܾ + ଵ଺
௟௢௚ೌ ௕

⇔ ܲ = (3݉ − 1)ଶ + ଵ଺
ଷ௠ିଵ

⇔ ܲ = (3݉− 1)ଶ + ଼
ଷ௠ିଵ

+ ଼
ଷ௠ିଵ

. 

Vì ܽ > 1, ܾ > 1 nên ݈݃݋௔ ܾ = 3݉− 1 > 0. 
Áp dụng bất đẳng thức Cosi cho ba số dương ta có: 

⇔ ܲ = (3݉− 1)ଶ + ଼
ଷ௠ିଵ

+ ଼
ଷ௠ିଵ

≥ 3. ට(3݉− 1)ଶ. ଺ସ
(ଷ௠ିଵ)మ

య ⇔ ܲ ≥ 12. 

Dấu bằng xảy ra khi (3݉− 1)ଶ = ଼
ଷ௠ିଵ

 ⇔݉ = 1. 

Câu 9: Xét các số thực dương ܽ, ܾ, ݕ,ݔ thỏa mãn ܽ > 1, ܾ > 1 và ܽଶ௫ = ܾ௬ = ܽ ܾସ ସ. Biết giá trị nhỏ 
nhất của biểu thức ܲ = ݕݔ + ݔ3 + ݉ có dạng ݕ2 + ݊√14 (với ݉, ݊là các số tự nhiên), tính 
ܵ = ݉ + ݊. 

A. 48 B. 34 C. 30. D. 38.
Lời giải 

Chọn D 

Theo bài ra ta có: ܽଶ௫ = ܾ௬ = ܽସܾସ ⇔ ቄܽ
ଶ௫ = ܽସܾସ
ܾ௬ = ܽସܾସ

⇔ ൜2ݔ = ௔(ܽସܾସ)݃݋݈
ݕ = ௕(ܽସܾସ)݃݋݈ ⇔ ൜2ݔ = 4 + 4 ௔݃݋݈ ܾ

ݕ = 4 + 4 ௕݃݋݈ ܽ
 

⇔ ൜ݔ = 2(1 + ௔݃݋݈ ܾ)
ݕ = 4(1 + ௕݃݋݈ ܽ) 

Do đó: ܲ = ݕݔ + ݔ3 + ݕ2 = 8(1 + ௔݃݋݈ ܾ)(1 + ௕݃݋݈ ܽ) + 6(1 + ௔݃݋݈ ܾ) + 8(1 + ௕݃݋݈ ܽ) 
= 16 + 8 ௕݃݋݈ ܽ + 8 ௔݃݋݈ ܾ + 6 + 6 ௔݃݋݈ ܾ + 8 + 8 ௕݃݋݈ ܽ 

= 30 + 14 ௔݃݋݈ ܾ + 16 ௕݃݋݈ ܽ 
Đặt ݐ = ௔݃݋݈ ܾ. Vì ܽ, ܾ > 1 nên ݈݃݋௔ ܾ > ௔݃݋݈ 1 = 0. 

Khi đó ܲ = 30 + ݐ14 + ଵ଺
௧
≥ 30 + 2ට14ݐ. ଵ଺

௧
= 30 + 8√14. 

Vậy ܲđạt giá trị nhỏ nhất là 30 + 8√14 khi 14ݐ = ଵ଺
௧
⇒ ݐ = ଶ√ଵସ

଻
 hay ܾ = ܽ

మ√భర
ళ . 
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Ta có: ቄ݉ = 30
݊ = 8 ⇒ ܵ = ݉ + ݊ = 38.

Câu 10: Trong các nghiệm (ݕ;ݔ) thỏa mãn bất phương trình ݈݃݋ଷ௫మାଶ௬మ(ݔ + (ݕ2 ≥ 1, tìm giá trị lớn 
nhất của biểu thức ܶ = ݔ +  .ݕ2

A. ଼
ଷ
. B. ଻

ଷ
. C. ଻

଺
. D. 1.

Lời giải 
Chọn B 
Nếu 0 < ଶݔ3 + ଶݕ2 < 1 thì từ giả thiết ݈݃݋ଷ௫మାଶ௬మ(ݔ + (ݕ2 ≥ 1 ta suy ra ݔ + ݕ2 ≤ 1. 
Nếu 3ݔଶ + ଶݕ2 > 1 thì khi đó ta có: 
ݔ)ଷ௫మାଶ௬మ݃݋݈ + (ݕ2 ≥ 1 ⇔ ݔ + ݕ2 ≥ ଶݔ3 + ⇔ ଶݕ2 ଶݔ3 − ݔ + ଶݕ2 − ݕ2 ≤ 0 

⇔ ቀ3√ݔ − ଵ
ଶ√ଷ

ቁ
ଶ

+ ቀ2√ݕ− ଵ
√ଶ
ቁ
ଶ
≤ ଻

ଵଶ
.

Ta viết lại ܶ = ݔ + ݕ2 = ଵ
√ଷ
ቀ3√ݔ − ଵ

ଶ√ଷ
ቁ+ √2 ቀ2√ݕ − ଵ

√ଶ
ቁ+ ଻

଺
 

Theo bất đẳng thức Cauchy – Schwartz thì 

1
√3

൬3√ݔ−
1

2√3
൰+ √2 ൬2√ݕ−

1
√2
൰ ≤ ඨ൬

1
√3
൰
ଶ

+ ൫√2൯
ଶ

.ඨ൬3√ݔ −
1

2√3
൰
ଶ

+ ൬2√ݕ −
1
√2
൰
ଶ

≤ ට଻
ଷ

.ට ଻
ଵଶ

= ଻
଺
. 

Do đó ܶ ≤ ଻
଺

+ ଻
଺

= ଻
ଷ
. Dấu “=” xảy ra khi (ݕ;ݔ) = ቀଵ

ଷ
; 1ቁ. 

Vậy ܶ ଻
ଷ௠௔௫

 đạt được khi (ݔ; (ݕ = ቀଵ
ଷ

; 1ቁ. 
Câu 11: Xét các số thực ݔ, ݔ)ଶ݃݋݈ thỏa mãn ݕ − 1) + ݕ)ଶ݃݋݈ − 1) = 1. Khi biểu thức ܲ = ݔ2 +  đạt ݕ3

giá trị nhỏ nhất thì 3ݔ − ݕ2 = ܽ + ܾ√3 với ܽ, ܾ ∈ ℚ. Tính ܶ = ܾܽ. 
A. ܶ = 9. B. ܶ = ଻

ଷ
. C. ܶ = ହ

ଷ
. D. ܶ = 7. 

Lời giải 
Chọn C 

Điều kiện: ൜ݔ − 1 > 0
ݕ − 1 > 0 ⇔ ൜ݔ > 1

ݕ > 1.

Khi đó: ݈݃݋ଶ(ݔ − 1) + ݕ)ଶ݃݋݈ − 1) = 1 ⇔ ݔ) − ݕ)(1 − 1) = 2 ⇔ ݕ − 1 = ଶ
௫ିଵ

⇔ ݕ = ଶ
௫ିଵ

+ 1.

Suy ra: ܲ = ݔ2 + ݕ3 = ݔ2 + ଺
௫ିଵ

+ 3 = ݔ)2 − 1) + ଺
௫ିଵ

+ 5. 
Cách 1: Dùng bất đẳng thức 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi, ta có: 2(ݔ − 1) + ଺
௫ିଵ

≥ 2ට2(ݔ − 1). ଺
௫ିଵ

⇒ ݔ)2 − 1) + ଺
௫ିଵ

≥ 4√3 ⇒ ܲ ≥ 4√3 + 5. 

Dấu “=” xảy ra ⇔ ݔ)2 − 1) = ଺
௫ିଵ

⇔ ݔ) − 1)ଶ = 3 ⇔ ݔ| − 1| = √3 ⇔ ቈݔ = 1 + √3(ܰ)
ݔ = 1 − (ܮ)3√

. 

⇒ ݕ = ଶ
√ଷ

+ 1 = ଶ√ଷାଷ
ଷ

. 

Do đó: 3ݔ − ݕ2 = 3൫1 + √3൯ − 2 ቀଶ√ଷାଷ
ଷ

ቁ = 1 + ହ
ଷ√3 ⇒ ܽ = 1;ܾ = ହ

ଷ
⇒ ܶ = ܾܽ = ହ

ଷ
. 

Cách 2: Dùng bảng biến thiên 
Ta có: ܲ = ݔ2 + ଺

௫ିଵ
+ 3 ⇒ ܲ′ = 2− ଺

(௫ିଵ)మ

ܲ′ = 0 ⇔ ቈݔ = 1 + √3(ܰ)
ݔ = 1 − (ܮ)3√

Bảng biến thiên 
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Dựa vào bảng biến thiên, ta có: ܲ√3√3 ଶ√ଷାଷ
ଷ ௠௜௡

. 

Do đó: 3ݔ − ݕ2 = 3൫1 + √3൯ − 2 ቀଶ√ଷାଷ
ଷ

ቁ = 1 + ହ
ଷ√3 ⇒ ܽ = 1;ܾ = ହ

ଷ
⇒ ܶ = ܾܽ = ହ

ଷ
. 

Câu 12: Xét các số thực ݔ, ݔ)ଶ݃݋݈ thỏa mãnݕ − 1) + ݕ)ଶ݃݋݈ − 1) = 1. Khi biểu thức ܲ = ݔ2 +  đạtݕ3
giá trị nhỏ nhất thì 3ݔ − ݕ2 = ܽ + ܾ√3với ܽ,ܾ ∈ ℚ. Tính ܶ = ܾܽ? 

A. ܶ = 9. B. ܶ = ଻
ଷ
. C. ܶ = ହ

ଷ
. D. ܶ = 7. 

Lời giải 
Chọn C 

Điều kiện: ൜ݔ − 1 > 0
ݕ − 1 > 0 ⇔ ൜ݔ > 1

ݕ > 1
Khi đó: ݈݃݋ଶ(ݔ − 1) + ݕ)ଶ݃݋݈ − 1) = 1 ⇔ ݔ) − ݕ)(1 − 1) = 2 ⇔ ݕ − 1 = ଶ

௫ିଵ
⇔ ݕ = ଶ

௫ିଵ
+ 1

Suy ra: ܲ = ݔ2 + ݕ3 = ݔ2 + ଺
௫ିଵ

+ 3 = ݔ)2 − 1) + ଺
௫ିଵ

+ 5 
Cách 1: Dùng bất đẳng thức 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi, ta có: 2(ݔ − 1) + ଺
௫ିଵ

≥ 2ට2(ݔ − 1). ଺
௫ିଵ

⇒ ݔ)2 − 1) +
6

ݔ − 1 ≥ 4√3 ⇒ ܲ ≥ 4√3 + 5 

Dấu “=” xảy ra ⇔ ݔ)2 − 1) = ଺
௫ିଵ

⇔ ݔ) − 1)ଶ = 3 ⇔ ݔ| − 1| = √3 ⇔ ቈݔ = 1 + √3(ܰ)
ݔ = 1 − (ܮ)3√

⇒ ݕ = ଶ
√ଷ

+ 1 = ଶ√ଷାଷ
ଷ

. 

Do đó: 3ݔ − ݕ2 = 3൫1 + √3൯ − 2 ቀଶ√ଷାଷ
ଷ

ቁ = 1 + ହ
ଷ√3 ⇒ ܽ = 1;ܾ = ହ

ଷ
⇒ ܶ = ܾܽ = ହ

ଷ
. 

Cách 2: Dùng bảng biến thiên 
Ta có: ܲ = ݔ2 + ଺

௫ିଵ
+ 3 ⇒ ܲ' = 2 − ଺

(௫ିଵ)మ

ܲ' = 0 ⇔ ቈݔ = 1 + √3(ܰ)
ݔ = 1 − (ܮ)3√

Bảng biến thiên 
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Dựa vào bảng biến thiên, ta có: ܲ√3√3 ଶ√ଷାଷ
ଷ ௠௜௡

. 

Do đó: 3ݔ − ݕ2 = 3൫1 + √3൯ − 2 ቀଶ√ଷାଷ
ଷ

ቁ = 1 + ହ
ଷ√3 ⇒ ܽ = 1;ܾ = ହ

ଷ
⇒ ܶ = ܾܽ = ହ

ଷ
. 

Câu 13: Cho ݕ,ݔ, là các số thực dương thỏa mãn 64ݖ
భ
ೣ + 64

భ
మ೤ + 64

భ
య೥ = 3. 4ଶ଴ଶ଴. Giá trị lớn nhất của 

biểu 

thức ܲ = ଵ
௫ାସ௬ାଷ௭

+ ଵ
ଶ௫ାଶ௬ାଷ௭

+ ଵ
௫ାଶ௬ା଺௭

+ 1515

A. 2020. B. 2019. C. 2021. D. 2018.
Lời giải 

Chọn A 
Áp dụng hệ quả của bất đẳng thức côsi cho 4 số dương ta có: 

ݔ) + ݕ2 + ݕ2 + ൬(ݖ3
1
ݔ +

1
ݕ2 +

1
ݕ2 +

1
൰ݖ3 ≥ 16 ⇔

1
ݔ + ݕ2 + ݕ2 + ݖ3 ≤

1
16 ൬

1
ݔ +

2
ݕ2 +

1
 ൰ݖ3

ݔ) + ݔ + ݕ2 + (ݖ3 ൬
1
ݔ +

1
ݔ +

1
ݕ2 +

1
൰ݖ3 ≥ 16 ⇔

1
ݔ + ݔ + ݕ2 + ݖ3 ≤

1
16൬

2
ݔ +

1
ݕ2 +

1
 ൰ݖ3

ݔ) + ݕ2 + ݖ3 + (ݖ3 ൬
1
ݔ +

1
ݕ2 +

1
ݖ3 +

1
൰ݖ3 ≥ 16 ⇔

1
ݔ + ݕ2 + ݖ3 + ݖ3 ≤

1
16൬

1
ݔ +

1
ݕ2 +

2
 ൰ݖ3

Từ đó suy ra ܲ = ଵ
௫ାସ௬ାଷ௭

+ ଵ
ଶ௫ାଶ௬ାଷ௭

+ ଵ
௫ାଶ௬ା଺௭

+ 1515 ≤ ଵ
ସ
ቀଵ
௫

+ ଵ
ଶ௬

+ ଵ
ଷ௭
ቁ + 1515 

Từ giả thiết ta lại có 3. 4ଶ଴ଶ଴ = 64
భ
ೣ + 64

భ
మ೤ + 64

భ
య೥ ≥ 3ට64

భ
ೣ. 64

భ
మ೤. 64

భ
య೥

య

= 3. 4
భ
ೣା

భ
మ೤ା

భ
య೥

Suy ra 4
భ
ೣା

భ
మ೤ା

భ
య೥ ≤ 4ଶ଴ଶ଴ ⇔ ଵ

௫
+ ଵ

ଶ௬
+ ଵ

ଷ௭
≤ 2020 

Vậy ܲ ≤ ଵ
ସ
ቀଵ
௫

+ ଵ
ଶ௬

+ ଵ
ଷ௭
ቁ + 1515 ≤ ଶ଴ଶ଴

ସ
+ 1515 = 2020

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi ቐ
ଵ
௫

= ଵ
ଶ௬

= ଵ
ଷ௭

ଵ
௫

+ ଵ
ଶ௬

+ ଵ
ଷ௭

= 2020
⇔ ݔ = ଷ

ଶ଴ଶ଴
; ݕ = ଷ

ସ଴ସ଴
; ݖ = ଵ

ଶ଴ଶ଴
. 

Câu 14: Xét các số thực dương ܽ, ܾ, ܿ, ݖ ,ݕ,ݔ thỏa mãn ܽ > 1, ܾ > 1, ܿ > 1 và ܽ௫ = ܾ௬ = ܿ௭ = √ܾܽܿ. 
Giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܲ = ݔ + ݕ + ݖ + ଵ

ଶ
 thuộc tập hợp nào dưới đây? 

A. 10; 13). B. 7; 10). C. 3; 5). D. 5; 7).
Lời giải 

Chọn D 
Từ giả thiết ta có 

 1 1 log log
2 a ax b c   ,  1 1 log log

2 b by a c   ,  1 1 log log
2 c cz b a   . Khi đó ta có 
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2 4 log log log log log loga b a c b cP b a c a c b       . 

Vì ܽ > 1, ܾ > 1, ܿ > 1 nên log 0a b  , log 0b c  , log 0c a  , log 0b a  , log 0c b  , log 0a c  . 
Áp dụng bất đẳng thức Cô Si ta được 
log log 2 log .loga b a bb a b a   hay log log 2a bb a  . 

Tương tự log log 2a cc a   và log log 2b cc b  . 
Do đó 2ܲ ≥ 10 hay ܲ ≥ 5. Dấu " = " xảy ra khi và chỉ khi ܽ = ܾ = ܿ. 
Vậy giá trị nhỏ nhất min 5P  . 

Câu 15: Cho hai số thực dương ݕ,ݔthỏa mãn ݈݃݋ଷ( ݔ + ݕ + 2) = 1 + ଷ݃݋݈ ቀ
௫ିଵ
௬

+ ௬ିଵ
௫
ቁ. Giá trị nhỏ nhất 

của biểu thức ௫
మା௬మ

௫௬
= ௔

௕
với ܽ,ܾ ∈ ℕ, (ܽ,ܾ) = 1. Hỏi ܽ + ܾbằng bao nhiêu. 

A. 2. B. 9. C. 12. D. 13
Lời giải 

Chọn D 

Ta có ݈݃݋ଷ( ݔ + ݕ + 2) = 1 + ଷ݃݋݈ ቀ
௫ିଵ
௬

+ ௬ିଵ
௫
ቁ ⇔ ଷ݃݋݈

௫ା௬ାଶ
ଷ

= ଷ݃݋݈ ቀ
௫మା௬మ

௫௬
− ଵ

௫
− ଵ

௬
ቁ 

⇔ ௫ା௬ାଶ
ଷ

= ௫మା௬మି(௫ା௬)
௫௬

. Gọi ݉ > 0là giá trị nhỏ nhất của ௫
మା௬మ

௫௬
khi đó ݉là số dương nhỏ nhất để hệ 

ቐ

௫ା௬ାଶ
ଷ

+ ௫ା௬
௫௬

= ݉
௫మା௬మ

௫௬
= ݉

có nghiệm. 

Ta có ቐ

௫ା௬ାଶ
ଷ

+ ௫ା௬
௫௬

= ݉
௫మା௬మ

௫௬
= ݉

⇔ ቐ
(௫ା௬)మ

௫௬
− 2 = ݉

௫ା௬ାଶ
ଷ

+ ௫ା௬
௫௬

= ݉
⇔ ൝

ݔ) + ଶ(ݕ = (݉ + ݕݔ(2
௫ା௬ାଶ

ଷ
+ ௠ାଶ

௫ା௬
= ݉

Từ (ݔ + ଶ(ݕ = (݉ + ݕݔ(2 ⇒ (݉ + ݕݔ(2 ≥ ݕݔ4 ⇒ ݉ ≥ 2. 
Đặt 0t x y   

௫ା௬ାଶ
ଷ

+ ௠ାଶ
௫ା௬

= ݉ ⇔ ଶݐ + (2− ݐ(3݉ + 6 + 3݉ = 0 (*). Ta đi tìm ݉ ≥ 2để (*) có 

nghiệm dương ⇔ ߂ = 9݉ଶ − 24݉− 20 ≥ 0 ⇔ ݉ ≥ ଵ଴
ଷ

. Do đó ௫
మା௬మ

௫௬
≥ ଵ଴

ଷ
, dấu “=” xảy ra khi

൜ݔ + ݕ = 4
ݕݔ = 3 ⇒ (ݕ;ݔ) = (1; 3). Vậy ܽ + ܾ = 13.

Câu 16: Cho các số thực dương ݔvà ݕthỏa mãn 4 + 9. 3௫మିଶ௬ = ൫4 + 9௫మିଶ௬൯. 7ଶ௬ି௫మାଶ. Tìm giá trị nhỏ 
nhất của biểu thức ܲ = ௫ାଶ௬ାଵ଼

௫
. 

A. ܲ = 9. B. ܲ = ଷା√ଶ
ଶ

. C. ܲ = 1 + 9√2. D. ܲ = ଽା√ଶ
ଶ

. 
Lời giải 

Chọn A 
Từ giả thiết ta đặt ݐ = ଶݔ − ݐ ,ݕ2 ∈ ℝ. 
Phương trình 4 + 9. 3௫మିଶ௬ = ൫4 + 9௫మିଶ௬൯. 7ଶ௬ି௫మାଶtrở thành 

4 + 9. 3௧ = (4 + 9௧). ସଽ
଻೟
⇔ 4(7௧ − 49) + 9௧ ൤9. ቀ଻

ଷ
ቁ
௧
− 49൨ = 0.

Nhận thấy ݐ = 2là nghiệm phương trình. 
Ta chứng minh ݐ = 2là nghiệm duy nhất của phương trình. 

� Xét ݐ > 2: 7௧ > 49và 9. ቀ଻
ଷ
ቁ
௧

> 49nên vế trái phương trình luôn dương, nên phương trình vô nghiệm.

� Xét ݐ < 2: 7௧ < 49và 9. ቀ଻
ଷ
ቁ
௧

< 49nên vế trái phương trình luôn âm, nên phương trình vô nghiệm.
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Vậy ݐ = ଶݔ − ݕ2 = 2 ⇔ ݕ = ௫మିଶ
ଶ

thay vào ܲ = ௫ାଶ௬ାଵ଼
௫

= ௫మା௫ାଵ଺
௫

. Dấu bằng đạt được khi ݔ = ଵ଺
௫
⇒ ݔ = 4.

Câu 17: Xét các số thực dương ܽ, ܾ, ݕ,ݔ thỏa mãn ܽ > 1, ܾ > 1và ܽଶ௫ = ܾଷ௬ = ܽ ܾ଺ ଺. Biết giá trị nhỏ 
nhất của biểu thức ܲ = ݕݔ3 + ݔ2 + ݉ có dạngݕ + ݊√30 (với ݉, ݊là các số tự nhiên), tính ܵ =
݉ + ݊ 

A. 34 B. 36. C. 52. D. 48
Lời giải 

Chọn C 

Theo bài ra ta có: ܽଶ௫ = ܾଷ௬ = ܽ଺ܾ଺ ⇔ ቄܽ
ଶ௫ = ܽ଺ܾ଺
ܾଷ௬ = ܽ଺ܾ଺

⇔ ൜2ݔ = ௔(ܽ଺ܾ଺)݃݋݈
ݕ3 = ௕(ܽ଺ܾ଺)݃݋݈ ⇔ ൜2ݔ = 6 + 6 ௔݃݋݈ ܾ

ݕ3 = 6 + 6 ௕݃݋݈ ܽ
 

⇔ ൜ݔ = 3(1 + ௔݃݋݈ ܾ)
ݕ = 2(1 + ௕݃݋݈ ܽ) 

Do đó: ܲ = ݕݔ3 + ݔ2 + ݕ = 18(1 + ௔݃݋݈ ܾ)(1 + ௕݃݋݈ ܽ) + 6(1 + ௔݃݋݈ ܾ) + 2(1 + ௕݃݋݈ ܽ) 
= 18 + 18 ௕݃݋݈ ܽ + 18 ௔݃݋݈ ܾ + 18 + 6 + 6 ௔݃݋݈ ܾ + 2 + 2 ௕݃݋݈ ܽ 

= 44 + 24 ௔݃݋݈ ܾ + 20 ௕݃݋݈ ܽ 
Đặt ݐ = ௔݃݋݈ ܾ. Vì ܽ, ܾ > 1nên ݈݃݋௔ ܾ > ௔݃݋݈ 1 = 0. 

Khi đó ܲ = 44 + ݐ24 + ଶ଴
௧
≥ 44 + 2ට24ݐ. ଶ଴

௧
= 44 + 8√30. 

Vậy ܲđạt giá trị nhỏ nhất là 44 + 8√30khi 24ݐ = ଶ଴
௧
⇒ ݐ = √ଷ଴

଺
hay ܾ = ܽ

√యబ
ల . 

Ta có: ቄ݉ = 44
݊ = 8 ⇒ ܵ = ݉ + ݊ = 52

Câu 18: Cho hai số thực ݕ;ݔ; thỏa mãn hệ thức ݁௫ାଶ௬ା௭ ݖ + ݁ଶ௫ି௬ିଶ ≤ ݔ3 + ݕ +  Giá trị nhỏ nhất của .ݖ
biểu thức ܶ = ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ2 −  ?bằng ݔ22

A. −19. B. 12. C. −15. D. 8.
Lời giải 

Chọn A 
Chúng ta nắm bắt được dạng thì sẽ có cách giải như sau: 

݁௫ାଶ௬ା௭ + ݁ଶ௫ି௬ିଶ ≤ ݔ3 + ݕ + ݖ ⇔ ݁௨ + ݁௩ ≤ ݑ + ݒ + 2 ⇔ ൜ݑ = ݔ + ݕ2 + ݖ = 0
ݒ = ݔ2 − ݕ − 2 = 0 ⇔ ቄݕ = ݔ2 − 2

ݖ = ݔ5− + 4
Thế vào biểu thức ܶ, ta được: 

ܶ = ଶݔ + ݔ2) − 2)ଶ + ݔ5−)2 + 4)ଶ − ݔ22 = ଶݔ55 − ݔ110 + 36 = ݔ)55 − 1)ଶ − 19 ≥ −19 
Vậy giá trị nhỏ nhất của ܶ là: ܶ୫୧୬ = −19. 
Câu 19: Cho hai số thực dương ܽ,ܾ lớn hơn 1 và biết phương trình ܽ௫మ .ܾ௫ାଶ = 1 có nghiệm thực. Biết 

giá trị nhỏ nhất của biểu thức   4log
log

 a
a

P ab
b

 có dạng ௠
௡

với ݉,݊ là số tự nhiên và ௠
௡

 là 

phân số tối giản. Khi đó ݉ + 2݊ bằng 
A. 34. B. 21. C. 23. D. 10.

Lời giải 
Chọn C 
Phương trình tương đương với  2 22 log 0 log 2 log 0      a a ax x b x x b b . 

Điều kiện để phương trình có nghiệm là:  2log 8log 0   a ab b log 8 a b ( ) ݃݋݈ ௔ ܾ > 0. 

16 161 2 . 1 9x x
x x

     



 ST&BS: Th.S Đặng Việt Đông Trường THPT Nho Quan A  Ôn thi TN THPT 2020 

ĐT: 0978064165 - Email: dangvietdong.ninhbinh.vn@gmail.com        Trang 10 
Facebook: https://www.facebook.com/dongpay - Kênh Youtube: Thầy Đặng Việt Đông 

Khi đó 4log 1
log

  a
a

P b
b

= (ݐ)݂ = ݐ + ସ
௧

+ 1 ≥ ݉݅݊
଼;ାஶ)

(ݐ)݂ = ݂(8) = ଵଽ
ଶ

= ௠
௡

. 

Vậy ݉ + 2݊ = 23. 
Câu 20: Cho các số thực ܽ, ܾ thỏa mãn điều kiện 0 < ܾ < ܽ < 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܲ =

௔݃݋݈
ସ(ଷ௕ିଵ)

ଽ
+ 8 ್݃݋݈

ೌ

ଶ ܽ − 1. 

A. 6. B. 8. C. 3√2య . D. 7.
Lời giải 

Chọn D 
Ta có: ್݈݃݋

ೌ

ଶ ܽ = ଵ

௟௢௚ೌమ
್
ೌ

 = ଵ
(௟௢௚ೌ ௕ିଵ)మ

. 

(3ܾ − 2)ଶ ≥ 0 ⇒ 9ܾଶ − 12ܾ + 4 ≥ 0 ⇒ ଵଶ௕ିସ
ଽ

≤ ܾଶ ⇒ ௔݃݋݈
ସ(ଷ௕ିଵ)

ଽ
≥ ௔݃݋݈ ܾଶ = 2 ௔݃݋݈ ܾ. 

Do đó: ܲ ≥ 2 ௔݃݋݈ ܾ + ଼
(௟௢௚ೌ ௕ିଵ)మ

− 1 ⇒ ܲ ≥ ௔݃݋݈) ܾ − 1) + ௔݃݋݈) ܾ − 1) + ଼
(௟௢௚ೌ ௕ିଵ)మ

+ 1.

Mà 0 < ܾ < ܽ < 1 ⇒ ௔݃݋݈ ܾ > ௔݃݋݈ ܽ = 1 ⇒ ௔݃݋݈ ܾ − 1 > 0. 
Áp dụng BĐT Cô-si ta có: (݈݃݋௔ ܾ − 1) + ௔݃݋݈) ܾ − 1) + ଼

(௟௢௚ೌ ௕ିଵ)మ
≥ 6 ⇒ ܲ ≥ 7. 

Dấu " = " xảy ra ⇔ ቊ
3ܾ − 2 = 0
௔݃݋݈ ܾ − 1 = ଼

(௟௢௚ೌ ௕ିଵ)మ
 ⇔ ቊܾ = ଶ

ଷ
௔݃݋݈ ܾ = 3

 ⇔ ൞
ܽ = ටଶ

ଷ
య

ܾ = ଶ
ଷ

. 

Vậy ݉݅݊ܲ = 7. 
Câu 21: Cho số thực ܽ, ܾ > 1 thỏa mãn điều kiện ݈݃݋ଶ଴ଵ଼ ܽ + ଶ଴ଵଽ݃݋݈ ܾ = 2020ଶ. Tìm giá trị lớn nhất 
của biểu thức ܲ = ඥ݈݃݋ଶ଴ଵଽ ܽ + ඥ݈݃݋ଶ଴ଵ଼ ܾ? 

A. 2019 20182020 log 2018 log 2019 . B.  2019 2018
1 log 2018 log 2019

2020
 . 

C. 
2019 2018

2020
log 2018 log 2019

. D. 2019 20182020 log 2018 2020 log 2019 . 

Lời giải 
Chọn A 
Ta có: 2019 2018log logP a b  2019 2018 2018 2019log 2018. log log 2019 loga b  . 
Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopsky, ta có: 

 22
2019 2018 2018 2019log 2018. log log 2019 logP a b 

     2
2019 2018 2018 2019 2019 2018log 2018 log 2019 log log log 2018 log 2019 2020a b    

2019 20182020 log 2018 log 2019P   . 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
2018 2019

2019 2018

2
2018 2019

l

log log 2

og log
log 2

0

018 log 201

02

9

a

b

b

a





 
   2018 2018 2019 2

8

019

2
201 2019

log 2019 log log 2018

0

g

log log 202

lo

a b

a b 
 





⇔ & ݃݋݈ ଶ଴ଵ଼ ܽ = ଶ଴ଶ଴మ

ଵା௖మ
ቄ݈݃݋ଶ଴ଵଽ ܾ = ଶ଴ଶ଴మ௖మ

ଵା௖మ
 (với ܿ = ݃݋݈ ଶ଴ଵ଼ 2019) 

Vậy tồn tại ܽ, ܾ > 1 để đẳng thức xảy ra nên 2019 2018max 2020 log 2018 log 2019P   . 
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Câu 22: Cho ܽ > 0,ܾ > 0 thỏa mãn    2 2
4 5 1 8 1log 16 1 log 4 5 1 2a b aba b a b        . Giá trị của ܽ +

2ܾbằng 
A. ଶ଻

ସ
. B. 6. C. ଶ଴

ଷ
. D. 9.

Lời giải 
Chọn A 
Ta có: 16ܽଶ + ܾଶ + 1 ≥ 2√16ܽଶܾଶ + 1 = 8ܾܽ + 1 do đó: 

   2 2
4 5 1 8 1log 16 1 log 4 5 1a b aba b a b      

   4 5 1 8 1log 8 1 log 4 5 1a b abab a b      

   4 5 1
4 5 1

18 1
8 1

log
loga b

a b

ab
ab 

 

 




   4 5 1
4 5 1

12 8 1 2
8

log .
lo 1ga b

a b

ab
ab 

 

  


 

Dấu " = " xảy ra khi và chỉ khi: 

൜16ܽଶ = ܾଶ
8ܾܽ + 1 = 4ܽ + 5ܾ + 1

⇔ ቄ4ܽ = ܾ
2ܾଶ + 1 = 6ܾ + 1 ⇔ ൝ܽ =

3
4

ܾ = 3
Vậy ܽ + 2ܾ = ଶ଻

ସ
. 

Câu 23: Cho ݕ,ݔ, ݖ > 0; ܽ, ܾ, ܿ > 1 và ܽ௫ = ܾ௬ = ܿ௭ = √ܾܽܿ. Giá trị lớn nhất của biểu thức ܲ = ଵ଺
௫

+
ଵ଺
௬
− ?ଶ thuộc khoảng nào dưới đâyݖ

A. (10; 15). B. ିଵଵ
ଶ

; ଵଷ
ଶ
ቁ. C. −10; 10). D. [15; 20].

Lời giải 
Chọn D 
Ta có: ܽ௫ = ܾ௬ = ܿ௭ = √ܾܽܿ 

⇒ ݔ ௔௕௖݃݋݈ ܽ = ݕ ௔௕௖݃݋݈ ܾ = ݖ ௔௕௖݃݋݈ ܿ =
1
2

⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

1
ݔ = 2 ௔௕௖݃݋݈ ܽ

1
ݕ = 2 ௔௕௖݃݋݈ ܾ

1
ݖ = 2 ௔௕௖݃݋݈ ܿ

 

Do đó: ଵ
௫

+ ଵ
௬

+ ଵ
௭

= ௔௕௖݃݋݈)2 ܽ + ௔௕௖݃݋݈ ܾ + ௔௕௖݃݋݈ ܿ) = 2 ௔௕௖݃݋݈ ܽ ܾܿ = 2 

Suy ra: ଵ
௫

+ ଵ
௬

= 2 − ଵ
௭
 

Ta có: ܲ = ଵ଺
௫

+ ଵ଺
௬
− ଶݖ = 16ቀ2 − ଵ

௭
ቁ − ଶݖ = 32− ଵ଺

௭
− ݖ) ଶݖ > 0).

Mặc khác, ଵ଺
௭

+ ଶݖ = ଼
௭

+ ଼
௭

+ ଶݖ ≥ 3ට଼
௭

. ଼
௭

. ଶయݖ = 12. 

Dấu “=” xảy ra ⇔ ݖ = 2. 
Vậy giá trị lớn nhất của biểu thức ܲ là 32 − 12 = 20 tại ݖ = 2. 
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DẠNG 2: ÁP DỤNG PHÁP HÀM SỐ, HÀM ĐẶC TRƯNG. 
ÁP DỤNG HÀM SỐ 
Câu 24: Cho ܽ, ܾ là các số thực dương thỏa mãn ܾ > 1 và √ܽ ≤ ܾ < ܽ. Giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

ܲ = ೌ݃݋݈
್
ܽ + 2 ௕√݃݋݈ ቀ

௔
௕
ቁ bằng 

A. 6. B. 7. C. 5. D. 4.
Lời giải 

Chọn C 
Đặt ݐ = ௔݃݋݈ ܾ, vì ܾ > 1 và √ܽ ≤ ܾ < ܽ nên ଵ

ଶ
≤ ݐ < 1. 

Ta có ܲ = ೌ݃݋݈
್
ܽ + 2 ௕√݃݋݈ ቀ

௔
௕
ቁ = ଵ

ଵି௧
+ ସ

௧
− 4 = .(ݐ)݂

Xét hàm số ݂(ݐ) = ଵ
ଵି௧

+ ସ
௧
− 4 trên nửa khoảng ଵ

ଶ
; 1ቁ, ta có 

݂ᇱ(ݐ) = ଵ
(ଵି௧)మ

− ସ
௧మ

= (ଷ௧ିଶ)(ଶି௧)
௧మ .(ଵି௧)మ

; ݂ᇱ(ݐ) = 0 ⇔ ݐ = 2 ∉ ଵ
ଶ

; 1ቁ hoặc ݐ = ଶ
ଷ
∈ ଵ

ଶ
; 1ቁ. 

Bảng biến thiên: 

Dựa vào bảng biến thiên, ta có ݉݅݊
భ
మ;ଵቁ

(ݐ)݂ = 5 khi ݐ = ଶ
ଷ
. 

Vậy ݉݅݊ܲ = 5 khi ݈݃݋௔ ܾ = ଶ
ଷ
⇔ ܾ = √ܽଶయ . 

Câu 25: Cho ݕ ,ݔ là các số thực dương thỏa mãn ݕݔ ≤ ݕ4 − 1. Giá trị nhỏ nhất của ܲ = ଺(ଶ௫ା௬)
௫

+

݈݊ ௫ାଶ௬
௬

 là ܽ + ݈݊ ܾ. Giá trị của tích ܽ. ܾ là 
A. 45. B. 81. C. 115. D. 108.

Lời giải 
Chọn B 
Từ giả thiết, ta có ݕݔ ≤ ݕ4 − 1 nên ௫

௬
≤ ସ

௬
− ଵ

௬మ
. 

Đặt ݐ = ௫
௬
, ta có 0 < ݐ ≤ 4 (vì ସ

௬
− ଵ

௬మ
≤ ݕ∀ ,4 > 0). 

Ta có ܲ = 12 + ଺
௧

+ ݐ)݈݊ + 2); ܲᇱ(ݐ) = − ଺
௧మ

+ ଵ
௧ାଶ

< 0, với mọi 0 < ݐ ≤ 4. 

Do đó ܲ(4)௠௜௡ = ଶ଻
ଶ

+ ݈݊ 6. Suy ra ܽ = ଶ଻
ଶ

, ܾ = 6 nên ܽ.ܾ = 81. 

Câu 26: Cho các số thực ܽ, ܾ, ܿ khác 0 thỏa mãn 3௔ = 5௕ = 15ି௖. Hỏi giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
ܲ = ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ − 4(ܽ + ܾ + ܿ) là? 

A. −3 − ହ݃݋݈ 3. B. −4. C. −2− √3. D. −2 − ଷ݃݋݈ 5.
Lời giải 

Chọn B 
Đặt ݐ = 3௔ = 5௕ = 15ି௖; ݐ > 0. 

Suy ra ൝
ܽ = ଷ݃݋݈ ݐ
ܾ = ହ݃݋݈ ݐ
−ܿ = ଵହ݃݋݈ ݐ

⇒ −ܿ = ଵ
௟௢௚೟ ଵହ

= ଵ
௟௢௚೟ ଷା௟௢௚೟ ହ

= ଵ
భ
ೌା

భ
್

= ௔௕
௔ା௕

⇔ ܾܽ + ܾܿ + ܿܽ = 0. 

Ta có ܲ = ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ − 4(ܽ + ܾ + ܿ) = (ܽ + ܾ + ܿ)ଶ − 2(ܾܽ + ܾܿ + ܿܽ)− 4(ܽ + ܾ + ܿ). 
⇒ ܲ = (ܽ + ܾ + ܿ)ଶ − 4(ܽ + ܾ + ܿ) = [(ܽ + ܾ + ܿ)− 2]ଶ − 4 ≥ −4.
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⇒ ܲ ቄܽ + ܾ + ܿ = 2
ܾܽ + ܾܿ + ܿܽ = 0௠௜௡

.

Câu 27: Xét các số thực ܽ, ܾ sao cho ܾ > 1, √ܽ ≤ ܾ < ܽ. Biểu thức ܲ = ೌ݃݋݈
್
ܽ + 2 ௕√݃݋݈ ቀ

௔
௕
ቁ đạt giá trị 

nhỏ nhất khi 
A. ܽଶ = ܾଷ. B. ܽ = ܾଶ. C. ܽଶ = ܾ. D. ܽଷ = ܾଶ.

Lời giải 
Chọn A 
Do ܾ > 1 mà ܽ > ܾ suy ra ܽ > 1. 
Ta có √ܽ ≤ ܾ < ܽ ⇔ log௔√ܽ ≤ log௔ܾ < log௔ܽ ⇔

ଵ
ଶ
≤ log௔ܾ < 1. 

Theo bài ra ܲ = ೌ݃݋݈
್
ܽ + 2 ௕√݃݋݈ ቀ

௔
௕
ቁ ⇔ ܲ = ଵ

௟௢௚ೌ ௔ି௟௢௚ೌ ௕
+ 2

௟௢௚ೌቀ
ೌ
್ቁ

௟௢௚ೌ √௕

⇔ ܲ = ଵ
ଵି௟௢௚ೌ ௕

+ 4 ଵି௟௢௚ೌ ௕
௟௢௚ೌ ௕

. 

Đặt ݐ = log௔ܾ suy ra ݐ ∈ ଵ
ଶ

; 1ቁ ta được ܲ = ଵ
ଵି௧

+ 4 ଵି௧
௧

 với ݐ ∈ ଵ
ଶ

; 1ቁ. 

ܲᇱ = ଵ
(ଵି௧)మ

− ସ
௧మ

 cho ܲᇱ = 0 ⇒ ଶݐ = 4(1 −  ଶ(ݐ

⇔ ଶݐ3 − ݐ8 + 4 = 0 ⇔ ݐ = ଶ
ଷ
 (thỏa mãn) hoặc ݐ = 2(loại) 

Dựa vào bảng biến thiên giá trị nhỏ nhất ܲ = 5 khi ݐ = ଶ
ଷ
⇔ ௔݃݋݈ ܾ = ଶ

ଷ
⇔ ܽଶ = ܾଷ. 

Cho ݕ ,ݔ là các số thực thỏa mãn 1 < ݔ < ඥݕ. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܲ = ௫݃݋݈) ݕ − 1)ଶ +

8ቆ݈݃݋ඥ೤
ೣ

√௬
√௫
ቇ
ଶ

. 

A. 18.
B. 9.
C. 27.
D. 30

Lời giải 
Chọn C 

Ta có ݈݃݋ඥ೤
ೣ

√௬
√௫

= ଵ
ଶ
ቆ݈݃݋ඥ೤

ೣ

௬
௫
ቇ = ଵ

ଶ
. ௟௢௚ೣ ௬ିଵ
భ
మ ௟௢௚ೣ ௬ିଵ

= ௟௢௚ೣ ௬ିଵ
௟௢௚ೣ ௬ିଶ

= ଶ ௟௢௚ೣ √௬ିଵ
ଶ ௟௢௚ೣ √௬ିଶ

. 

Suy ra ܲ = ൫2 ௫݃݋݈ ඥݕ − 1൯
ଶ

+ 8 ቀଶ ௟௢௚ೣ √௬ିଵ
ଶ ௟௢௚ೣ √௬ିଶ

ቁ
ଶ
. 

Đặt ݐ = 2 do 1 ,ݕ௫ඥ݃݋݈ < ݔ < ඥݕ ⇔ ௫݃݋݈ 1 < ௫݃݋݈ ݔ < ௫݃݋݈ ඥݕ ⇒ ݐ > 2. 

Ta có hàm số ݂(ݐ) = ݐ) − 1)ଶ + 8. ቀ௧ିଵ
௧ିଶ

ቁ
ଶ
 với ݐ > 2.

݂ᇱ(ݐ) = ଶ(௧ିଵ)(௧ିସ)൫௧మିଶ௧ାସ൯
(௧ିଶ)య

; ݂ (ݐ)′ = 0 ⇒ ቂݐ = 1
ݐ = 4.

Lập bảng biến thiên trên (2; +∞) ta được 
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Vậy giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܲ = ௫݃݋݈) ݕ − 1)ଶ + 8ቆ݈݃݋ඥ೤
ೣ

√௬
√௫
ቇ
ଶ

là 27 đạt được khi ݐ = 4 ⇔

2 ௫݃݋݈ ඥݕ = 4 ⇔ ඥݕ = ଶݔ ⇔ ݕ =  .ସݔ
Câu 28: Cho ܽ, ܾ là hai số thực dương thỏa mãn ܾଶ = 3ܾܽ + 4ܽଶ và ܽ ∈ [4; 2ଷଶ]. Gọi ܯ, ݉ lần lượt là 

giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܲ = ್݃݋݈
ఴ

4ܽ + ଷ
ସ
ଶ݃݋݈

௕
ସ
. Tính tổng ܶ = ܯ +

݉. 
A. ܶ = ଵ଼ଽ଻

଺ଶ
. B. ܶ = ଷ଻଴ଵ

ଵଶସ
. C. ܶ = ଶଽହ଻

ଵଶସ
. D. ܶ = ଻

ଶ
. 

Lời giải 
Chọn B 

Ta có ܾଶ = 3ܾܽ + 4ܽଶ ⇔ ܾଶ − ܽଶ = 3ܽ(ܾ + ܽ) ⇔ (ܽ + ܾ)(ܾ − 4ܽ) = 0 ⇔ ቂܽ = −ܾ
ܾ = 4ܽ

Vì ܽ,ܾ dương nên ܾ = 4ܽ, ta thay vào ܲ ta được 

ܲ = ௔݃݋݈
ଶ

4ܽ +
3
4 ଶ݃݋݈ ܽ =

ଶ݃݋݈ 4ܽ

ଶ݃݋݈
ܽ
2

+
3
4 ଶ݃݋݈ ܽ =

ଶ݃݋݈ ܽ + 2
ଶ݃݋݈ ܽ − 1 +

3 ଶ݃݋݈ ܽ
4

Đặt ݈݃݋ଶ ܽ = ܽ vì ݔ ∈ [4; 2ଷଶ] nên ݔ ∈ [2; 32] 
Xét hàm số ܲ(ݔ) = ௫ାଶ

௫ିଵ
+ ଷ

ସ
 ݔ

ܲᇱ(ݔ) =
−3

ݔ) − 1)ଶ +
3
4 ⇒ ܲᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ቂݔ = −1 (݈)

ݔ = 3
Ta có bảng biến thiên 

Vậy ܯ = ଻଻଼
ଷଶ

;݉ = ଵଽ
ସ
⇒ ܶ = ܯ + ݉ = ଷ଻଴ଵ

ଵଶସ
. 

Câu 29: Cho  3log
a

m ab với ܽ > 1,ܾ > 1 và 2log 16 log
a b

P b a  . Tìm ݉ sao cho ܲ đạt giá trị 

nhỏ nhất. 
A. ݉ = ଵ

ଶ
. B. ݉ = 4. C. ݉ = 1. D. ݉ = 2.

Lời giải 
Chọn C 

Ta có:      3 1 1
log log 1 log

3 3a a a
m ab ab b    . 

3 1 log log 3 1
a a

m b b m      . 

Do ܽ > 1,ܾ > 1nên log log 1 0
a a
b   ⇒ ݉ > ଵ

ଷ
. 
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Ta có:  22 2 16 16
log 16 log log 3 1

log 3 1a b a
a

P b a b m
b m

      


, với ݉ ∈ ቀଵ
ଷ

; +∞ቁ. 

ܲᇱ = 6(3݉− 1)− ସ଼
(ଷ௠ିଵ)మ

. 

ܲᇱ = 0 ⇔ 6(3݉− 1)− ସ଼
(ଷ௠ିଵ)మ

= 0 ⇔ (3݉− 1)ଷ = 8 ⇔ 3݉ − 1 = 2 ⇔ ݉ = 1. 
Bảng biến thiên 

Vậy min 12 1.P m    

Câu 30: Tính giá trị của biểu thức ܲ = ଶݔ + ଶݕ − ݕݔ + 1 biết rằng 4௫
మା భ

ೣమ
ିଵ = −ଶൣ14݃݋݈ ݕ) −

2)ඥݕ + 1൧ với ݔ ≠ 0 và −1 ≤ ݕ ≤ ଵଷ
ଶ

. 
A. ܲ = 1. B. ܲ = 4. C. ܲ = 2. D. ܲ = 3.

Lời giải 
Chọn C 

Ta có biểu thức vế trái: 4௫
మା భ

ೣమ
ିଵ ≥ 4ଶିଵ = 4. (1)

Xét biểu thức ݂(ݔ) = 14− ݕ) + 1)ඥݕ + 1 + 3ඥݕ + 1 với −1 ≤ ݕ ≤ ଵଷ
ଶ

. 

Đặt ݐ = ඥݕ + 1 ⇒ ݐ ∈ ቈ0;ටଵହ
ଶ
቉ suy ra ݂(ݔ) = 14− ݕ) + 1)ඥݕ + 1 + 3ඥݕ + 1 = (ݐ)݃ = ଷݐ− + ݐ3 +

14 

Khảo sát hàm số ݃(ݐ) = ଷݐ− + ݐ3 + 14trên đoạn ቈ0;ටଵହ
ଶ
቉ ta được kết quả: ݃(ݐ) ≤ 16. 

⇒ ଶ݃݋݈ ݂ (ݔ) ≤ ଶ݃݋݈ 1 6 = 4(2)

Từ (1) và (2) ta có: ቊ
ଶݔ = 1
ඥݕ + 1 = 1 ⇒ ଶݔ = ݕ,1 = 0 ⇒ ܲ = 1 + 1 = 2.

Câu 31: Cho ݕ,ݔ là số thực dương thỏa mãn ݈݃݋ହ ݔ + (ݕ7)ହ݃݋݈ ≥ ଶݔ)ହ݃݋݈ +  Giá trị nhỏ nhất của .(ݕ7
ܲ = ݔ4 + ܾ√ܽ có dạngݕ7 + ܿ, trong đó ܽ, ܾ, ܿ là số tự nhiên và ܽ > 1. Xác định: ܽ + ܾ + ܿ 

A. ܽ + ܾ + ܿ = 13. B. ܽ + ܾ + ܿ = 12. C. ܽ + ܾ + ܿ = 11. D. ܽ + ܾ + ܿ = 10
Lời giải 

Chọn A 
Từ ݈݃݋ହ ݔ + (ݕ7)ହ݃݋݈ ≥ ଶݔ)ହ݃݋݈ + (ݕ7 ⇔ ݕݔ7 ≥ ଶݔ +  .ݕ7
Nhận xét: Nếu 0 < ݔ ≤ 1 thì 7ݕ ≥ ݕݔ7 ≥ ଶݔ + ݕ7 ⇔ 0 ≥  ଶ (vô lý)ݔ
Xétݔ > 1 thì 7ݕݔ ≥ ଶݔ + ݕ7 ⇔ ݔ)ݕ7 − 1) ≥ ଶݔ ⇔ ݕ7 ≥ ௫మ

௫ିଵ
. 

Vậy ܲ = ݔ4 + ݕ7 ≥ ݔ4 + ௫మ

௫ିଵ
. 

Xét: ݂(ݔ) = ݔ4 + ௫మ

௫ିଵ
 trên (1; +∞). 

Có ݂ᇱ(ݔ) = 4 + ଶ௫(௫ିଵ)ି௫మ

(௫ିଵ)మ
= ହ௫మିଵ଴௫ାସ

(௫ିଵ)మ

Xét ݂ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ଶݔ5 − ݔ10 + 4 = 0 ⇔ ቎
ݔ = ହି√ହ

ହ
(loai)

ݔ = ହା√ହ
ହ

(nhan)
. 

Vậy ݉݅݊
(ଵ;ାஶ)

(ݔ)݂ = ݂ ቀହା√ହ
ହ
ቁ = 2√5 + 6. 
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Câu 32: Cho ݕ ,ݔlà các số thực dương thoả mãn ݈݊ ݔ + ݈݊ ݕ ≥ ଶݔ)݈݊ + ܲ Tìm giá trị nhỏ nhất của .(ݕ =
ݔ +  .ݕ

A. ܲ = 6. B. ܲ = 2 + 3√2. C. ܲ = 3 + 2√2. D. ܲ = √17 + √3.
Lời giải 

Chọn C 
Ta có ݈݊ ݔ + ݈݊ ݕ ≥ ଶݔ)݈݊ + (ݕ ⇔ ݔ݈݊ ݕ ≥ ଶݔ)݈݊ + (ݕ ⇔ ݕݔ ≥ ଶݔ + ݕ ⇔ ݔ)ݕ − 1) ≥ ଶݔ > 0 

Mà ݔ > ݕ ,0 > 0nên ݔ > 1và ݕ ≥ ௫మ

௫ିଵ
. Suy ra ݔ + ݕ ≥ ௫మ

௫ିଵ
+ .ݔ

Xét hàm số ݂(ݔ) = ௫మ

௫ିଵ
+ ݔ = ݔ2 + 1 + ଵ

௫ିଵ
ݔ , > 1. 

Ta có: ݂ᇱ(ݔ) = 2 − ଵ
(௫ିଵ)మ

= 0 ⇔ ݔ = 1 + ଵ
√ଶ

 (Do ݔ > 1)⇒ ݂ ቀ1 + ଵ
√ଶ
ቁ = 3 + 2√2. 

Bảng biến thiên 

Vậy ݉݅݊ܲ = 3 + 2√2. 
Chú ý: Ta có tìm minh của ݂(ݔ)như sau: 

(ݔ)݂ = ݔ2 + 1 + ଵ
௫ିଵ

= ݔ)2 − 1) + ଵ
௫ିଵ

+ 3 ≥ 2ට2(ݔ − 1) ଵ
௫ିଵ

+ 3 = 2√2 + 3.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 2(ݔ − 1) = ଵ
௫ିଵ

= √2 ⇔ ݔ = 1 + √ଶ
ଶ

. 

Câu 33: Tính giá trị của biểu thức ܲ = ଶݔ + ଶݕ − ݕݔ + 1 biết rằng 4௫
మା భ

ೣమ
ିଵ = −ଶൣ14݃݋݈ ݕ) −

2)ඥݕ + 1൧ với ݔ ≠ 0 và −1 ≤ ݕ ≤ ଵଷ
ଶ

. 
A. ܲ = 4. B. ܲ = 2. C. ܲ = 1. D. ܲ = 3.

Lời giải 
Chọn B 

Xét 4௫
మା భ

ೣమ
ିଵ = −ଶൣ14݃݋݈ ݕ) − 2)ඥݕ + 1൧. 

Ta có 4௫
మା భ

ೣమ
ିଵ ≥ 4

ଶට௫మ. భ
ೣమ
ିଵ

= 4, dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi ݔ = ±1,.

Mặt khác 14− ݕ) − 2)ඥݕ + 1 = 14 + 3ඥݕ + 1 − ൫ඥݕ + 1൯
ଷ
.

Đặt ݐ = ඥݕ + 1 ta có 0 ≤ ݐ ≤ √ଷ଴
ଶ

. Xét hàm số ݂(ݐ) = ଷݐ− + ݐ3 + 14. Ta tìm GTLN – GTNN của hàm 

số trên đoạn ቂ0; √ଷ଴
ଶ
ቃ được ݉݅݊

൤଴;√యబమ ൨
(ݐ)݂ = ݂ ቀ√ଷ଴

ଶ
ቁ = ହ଺ିଽ√ଷ଴

ସ
ݔܽ݉ ;
൤଴;√యబమ ൨

(ݐ)݂ = ݂(1) = 16. 

Suy ra ݈݃݋ଶൣ14− ݕ) − 2)ඥݕ + 1൧ ≤ ଶ݃݋݈ 1 6 = 4,. 

Từ và suy ra ta có ൜
ݔ = ±1
ݐ = ඥݕ + 1 = 1 ⇔ ൜ݔ = ±1

ݕ = 0 . Thay vào ܲ = 2.

Câu 34: Xét các số thực ݔ, ݔ thỏa mãnݕ > 0và ݔସ + ݁ସ௬ − 3 = .ݔ ݁௬(1 − .ݔ2 ݁௬). Giá trị lớn nhất của 
biểu thức ܲ = ݈݊ ݔ +  ?thuộc tập hợp nào dưới đâyݕ

A. (1; 2). B. 2; 4). C. −3; 0). D. 0; 3).
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Lời giải 
Chọn D 
Xét phương trình ݔସ + ݁ସ௬ − 3 = .ݔ ݁௬(1− .ݔ2 ݁௬) 
Đặt ݐ = ݁௬(ݐ > 0)ta có: ݔସ + ସݐ − 3 = −1)ݐݔ (ݐݔ2 ⇔ 3 + ݐݔ = ଶݔ) + ଶ)ଶݐ ≥  ଶ(ݐݔ)4
⇔ − ଷ

ସ
≤ ݐݔ ≤ 1. 

Lại do ݔ, ݐ > 0 ⇒ 0 < ݐݔ ≤ 1 ⇒ 0 < .ݔ ݁௬ ≤ 1 ⇔ ݔ݈݊ + ݕ ≤ 0nên ܲ ≤ 0. 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi ൝
ݔ = ݐ
ݐݔ = 1
,ݔ ݐ > 0

⇔ ݔ = ݐ = 1hay ൜ݔ = 1
ݕ = 0

Vậy ܲ0; 3)௠௔௫. 
Câu 35: Gọi ܵ là tập các cặp số thực (ݕ,ݔ) sao cho ݔ ∈ [−1; 1] và ݈݊(ݔ − ௫(ݕ − ݔ2017 = ݔ)݈݊ − ௬(ݕ −

ݕ2017 + ݁ଶ଴ଵ଼. Biết rằng giá trị lớn nhất của biểu thức ܲ = ݁ଶ଴ଵ଼௫(ݕ + 1)−  ଶ vớiݔ2018
(ݕ,ݔ) ∈ ܵ đạt được tại (ݔ଴;ݕ଴). Mệnh đề nào sau đây đúng ? 

A. ଴ݔ ∈ (−1; 0). B. ଴ݔ = −1. C. ଴ݔ = 1. D. ଴ݔ ∈ 0; 1).
Lời giải 

Chọn A 
Điều kiện ݔ − ݕ > 0 
Ta có ݈݊(ݔ − ௫(ݕ − ݔ2017 = ݔ)݈݊ − ௬(ݕ − ݕ2017 + ݁ଶ଴ଵ଼ 

⇔ ݔ) − (ݕ ݔ)݈݊ − (ݕ − ݔ)2017 − (ݕ = ݁ଶ଴ଵ଼ ⇔ ݔ)݈݊ − −(ݕ 2017− ௘మబభఴ

௫ି௬
= 0 (*) 

Xét hàm ݂(ݐ) = ݈݊ ݐ − 2017− ௘మబభఴ

௧
, có ݂ᇱ(ݐ) = ଵ

௧
+ ௘మబభఴ

௧మ
> 0 với ∀ݐ > 0

Do đó ݂(ݐ) đồng biến trên khoảng (0; +∞), 
suy ra (∗) ⇔ ݔ)݂ − (ݕ = 0 = ݂(݁ଶ଴ଵ଼) ⇔ ݔ − ݕ = ݁ଶ଴ଵ଼ ⇔ ݕ = ݔ − ݁ଶ଴ଵ଼ 
Khi đó ܲ = ݁ଶ଴ଵ଼௫(1 + ݔ − ݁ଶ଴ଵ଼) − ଶݔ2018 =  (ݔ)݃

  g x ݁ଶ଴ଵ଼௫(2019 + ݔ2018 − 2018݁ଶ଴ଵ଼) −  ݔ4036

  g x ݁ଶ଴ଵ଼௫(2018.2020 + 2018ଶݔ − 2018ଶ݁ଶ଴ଵ଼) − 4036 

≤ ݁ଶ଴ଵ଼௫(2018.2020 + 2018ଶ − 2018ଶ݁ଶ଴ଵ଼)− 4036 < 0 với ∀ݔ ∈ [−1; 1] 
Nên ݃ᇱ(ݔ) nghịch biến trên đoạn [−1; 1], 
mà ݃ᇱ(−1) = ݁ିଶ଴ଵ଼ + 2018 > 0, ݃ᇱ(0) = 2019− 2018݁ଶ଴ଵ଼ < 0 nên tồn tại ݔ଴ ∈ (−1; 0) sao cho 
(଴ݔ)݃ = 0 và khi đó ݉ܽݔ

[ିଵ;ଵ]
(ݔ)݃ =  (଴ݔ)݃

Vậy ܲ lớn nhất tại ݔ଴ ∈ (−1; 0). 
Câu 36: Cho ݕ,ݔthỏa mãn ݈݃݋ସ(ݔ + (ݕ + ݔ)ସ݃݋݈ − (ݕ ≥ 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܲ = ݔ2 −

 .ݕ
A. ܲ√3௠௜௡. B. ܲ ଵ଴√ଷ

ଷ ௠௜௡
C. ௠ܲ௜௡. D. ௠ܲ௜௡.

Lời giải 
Chọn A 

Theo giả thiết: ݔ)ସ݃݋݈ + (ݕ + ݔ)ସ݃݋݈ − (ݕ ≥ 1 ⇔ ቐ
ݔ + ݕ > 0
ݔ − ݕ > 0
ଶݔ − ଶݕ ≥ 4

⇒ ൜
ݔ > 0
ݔ ≥ ඥݕଶ + 4 

Ta có: ܲ = ݔ2 − ݕ ≥ 2ඥݕଶ + 4 −  .ݕ
Xét hàm số: ݂(ݕ) = 2ඥݕଶ + 4 −  cóݕ

݂ᇱ(ݕ) =
ݕ2

ඥݕଶ + 4
− 1 =

ݕ2 − ඥݕଶ + 4
ඥݕଶ + 4  
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݂ᇱ(ݕ) = 0 ⇔ ݕ2 − ඥݕଶ + 4 = 0 ⇔ ቊ
ݕ ≥ 0
ଶݕ = ସ

ଷ
⇔ ݕ = ଶ√ଷ

ଷ
. 

BBT: 

Từ BBT suy ra ܲ = ݔ2 − ݕ ≥ (ݕ)݂ ≥ 2√3, dấu " = "xảy ra khi ൝
ݕ = ଶ√ଷ

ଷ

ݔ = ඥݕଶ + 4
⇔ ቐ

ݕ = ଶ√ଷ
ଷ

ݔ = ସ√ଷ
ଷ

. 

Vậy ܲ√3௠௜௡khi ቐ
ݕ = ଶ√ଷ

ଷ

ݔ = ସ√ଷ
ଷ

. 

Câu 37: Cho hai số thực ݕ ,ݔ thỏa mãn 0 ≤ ݔ ≤ ଵ
ଶ
, 0 ≤ ݕ ≤ ଵ

ଶ
 và ݈11)݃݋− ݔ2 − (ݕ = ݕ2 + ݔ4 − 1. Xét 

biểu thức ܲ = ଶݔݕ16 − ݕ3)ݔ2 + 2)− ݕ + 5. Gọi ݉, ܯ lần lượt là giá trị nhỏ nhất và giá trị 
lớn nhất của ܲ. Khi đó giá trị của ܶ = (4݉ +  ?bằng bao nhiêu (ܯ

A. 16. B. 18. C. 17. D. 19.
Lời giải 

Chọn A 
Ta có 

11)݃݋݈ − ݔ2 − (ݕ = ݕ2 + ݔ4 − 1 ⇔ ݔ2)2 + −(ݕ −൫11݃݋݈ ݔ2) + ൯(ݕ − 1 = 0 
Đặt ݐ = ݔ2 + 0 ,ݕ < ݐ < 11. Phương trình trở thành: 2ݐ − 11)݃݋݈ − (ݐ − 1 = 0. (1) 
Xét hàm số ݂(ݐ) = ݐ2 − −11)݃݋݈ −(ݐ 1 trên khoảng (0; 11). 
Có ݕᇱ = 2 + ଵ

ଵଵି௧
> ݐ∀ ,0 ∈ (0; 11). Do đó hàm số ݂(ݐ) luôn đồng biến.

Dễ thấy (1) có nghiệm ݐ = 1. Do đó ݐ = 1 là nghiệm duy nhất của (1). 

Suy ra 2ݔ = 1− ܲ Khi đó .ݕ = ݕ16 (ଵି௬)మ

ସ
− (1− ݕ3)(ݕ + 2) − ݕ + 5 = ଷݕ4 − ଶݕ5 + ݕ2 + 3.

Xét hàm số ݃(ݕ) = ଷݕ4 − ଶݕ5 + ݕ2 + 3 trên ቂ0; ଵ
ଶ
ቃ, có 

݃ᇱ(ݕ) = ଶݕ12 − ݕ10 + 2 > ݕ∀ ,0 ∈ ቂ0; ଵ
ଶ
ቃ. 

Do đó, ݉݅݊
ቂ଴;భమቃ

(ݕ)݃ = ݃(0) = ݔܽ݉ ,3
ቂ଴;భమቃ

(ݕ)݃ = ݃(1) = 4. 

Suy ra ݉ = 3, ݉ = 4. 
Vậy ܶ = 4.3 + 4 = 16. 
Câu 38: Xét các số thực dương ݕ ,ݔ thỏa mãn ݈݃݋ భݔ

మ
+ భ݃݋݈

మ
ݕ ≤ భ݃݋݈

మ
ݔ) +  ଶ). Tìm giá trị nhỏ nhấtݕ

௠ܲ௜௡ của biểu thức ܲ = ݔ +  .ݕ3
A. ܲ ଵ଻

ଶ ௠௜௡
. B. ௠ܲ௜௡. C. ܲ ଶହ√ଶ

ସ ௠௜௡
. D. ௠ܲ௜௡.

Lời giải 
Chọn B 
 Với ݔ, ݕ > 0, ta có:

     2 2 2
11 1 1 1
22 2 2 2

log log log log . logx y x y x y x y xy x y        

⇔ ଶݕ ≤ ݕݔ − ݔ ⇔ ଶݕ ≤ ݕ)ݔ − 1). Suy ra: ݕ − 1 > 0. 
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Từ ݕଶ ≤ ݕ)ݔ − 1)  ⇒ ݔ  ≥ ௬మ

௬ିଵ
, với ݕ > 1. 

Khi đó: ܲ = ݔ + ݕ3 ≥ ௬మ

௬ିଵ
+ ݕ3 = ݕ4 + 1 + ଵ

௬ିଵ
, với ݕ > 1. 

 Xét hàm số: ℎ(ݕ) = ݕ4 + 1 + ଵ
௬ିଵ

 trên khoảng (1; +∞). 

Ta có: ℎᇱ(ݕ) = 4− ଵ
(௬ିଵ)మ

= ସ௬మି଼௬ାଷ
(௬ିଵ)మ

;

ℎᇱ(ݕ) = 0 ⇔ ଶݕ4 − ݕ8 + 3 = 0 ⇔ ൦
ݕ =

3
2

ݕ =
1
2 ∉ (1; +∞)

Bảng biến thiên: 

Dựa vào bảng biến thiên ta có: ݉݅݊
(ଵ;ାஶ)

ℎ(ݕ) = 9 khi ݕ = ଷ
ଶ
. 

Suy ra: ܲ ≥ ݉݅݊
(ଵ;ାஶ)

ℎ(ݕ) = 9. 

Vậy ௠ܲ௜௡ khi ݕ = ଷ
ଶ

và ݔ =
ቀయమቁ

మ

య
మିଵ

= ଽ
ଶ
.

Câu 39: Cho các số thực ݔ, ,ܽ,ݕ ܾ thỏa mãn điều kiện ݔ > ݕ,1 > 1,ܽ > 0,ܾ > ݔ ,0 + ݕ =  Biết rằng .ݕݔ

biểu thức ܲ = ௬௔ೣା௫௕೤

௔௕௫௬
 đạt giá trị nhỏ nhất ݉ khi ܽ = ܾ௤ . Khẳng định nào sau đây đúng ? 

A. ݉ + ଵ
௤

= ௬
௬ିଵ

. B. ݉ + ଵ
௤

= ௫
௫ିଵ

. C. ݉ + ଵ
௤

= ௬ିଵ
௬

. D. ݉ + ଵ
௤

=  .ݕ

Lời giải 
Chọn A 

Ta có ܲ = ௔ೣషభ

௕௫
+ ௕೤షభ

௔௬
= ݂(ܽ), suy ra ݂ᇱ(ܽ) = ௫ିଵ

௕௫
ܽ௫ିଶ − ௕೤షభ

௬௔మ
= 0 ⇔ ܽ௫ = ܾ௬ ⇔ .ݔ ݈݊ ܽ = .ݕ ݈݊ ܾ ⇔

݈݊ ܽ = ௬
௫
݈݊ ܾ ⇔ ܽ = ܾ

೤
ೣ ⇔ ܽ = ܾ௬ିଵ 

݂(ܾ௬ିଵ) = 1, ݈݅݉
௔→଴శ

݂(ܽ) = +∞, ݈݅݉
௔→ାஶ

݂(ܽ) = +∞ 

Ta có BBT 

Từ BBT⇒ ݉݅݊ܲ = 1, đạt được khi ܽ = ܾ௬ିଵ. 
Do đó ݉ = ݍ,1 = ݕ − 1 ⇒ ݉ + ଵ

௤
= ௬

௬ିଵ
. 

Câu 40: Với hai số thực ܽ,ܾ bất kỳ, ta kí hiệu : (݂௔;௕)(ݔ) = ݔ| − ܽ| + ݔ| − ܾ| + ݔ| − 2| + ݔ| − 3|. Biết 
rằng luôn tồn tại duy nhất số thực ݔ଴ để ݉݅݊

௫∈ℝ (݂௔;௕)(ݔ) = (݂௔;௕)(ݔ଴) với mọi số thực ܽ,ܾ thỏa 
mãn ܽ௕ = ܾ௔ và 0 < ܽ < ܾ. Số ݔ଴ bằng 

A. 2݁ − 1. B. 2,5. C. ݁. D. 2݁.
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Lời giải 
Chọn C 
Trước tiên ta xét ܽ, ܾ thỏa mãn ܽ௕ = ܾ௔ và 0 < ܽ < ܾ. 
Ta có: ܽ௕ = ܾ௔ ⇔ ܾ ݈݊ܽ = ܽ ݈݊ ܾ ⇔ ௟௡ ௔

௔
= ௟௡ ௕

௕
. 

Xét hàm số ݃(ݔ) = ௟௡ ௫
௫

 trên (0; +∞). 

Ta có: ݃′(ݔ) = ଵି௟௡ ௫
௫మ

(ݔ)′݃ ; = 0 ⇔ ݔ = ݁. 
Bảng biến thiên 

Do 0 < ܽ < ܾ và ݃(ܽ) = ݃(ܾ) nên ta có 0 < ܽ < ݁ < ܾ. 
Khi đó (݂௔;௕)(ݔ) = ݔ| − ܽ| + ݔ| − ܾ| + ݔ| − 2| + ݔ| − 3| 

= ݔ|) − ܽ| + |ܾ − (|ݔ + ݔ|) − 2| + |3−  (|ݔ
≥ ݔ| − ܽ + ܾ − |ݔ + ݔ| − 2 + 3 − |ݔ = ܾ − ܽ + 1 

Mặt khác do ܽ < ݁ < ܾ và 2 < ݁ < 3 nên ta có: 
(݂௔;௕)(݁) = |݁ − ܽ| + |݁ − ܾ| + |݁ − 2| + |݁ − 3| = ݁ − ܽ + ܾ − ݁ + ݁ − 2 + 3 − ݁ = ܾ − ܽ + 1. 

Vậy ݔ଴ = ݁. 
Câu 41: Cho ݕ ,ݔ là các số thực dương thỏa mãn ݕݔ ≤ ݕ4 − 1. Giá trị nhỏ nhất của ܲ = ଺(ଶ௫ା௬)

௫
+

݈݊ ௫ାଶ௬
௬

 là ܽ + ݈݊ ܾ. Giá trị của tích ܽ. ܾ là 
A. 45. B. 81. C. 108. D. 115.

Lời giải 
Chọn B 

Ta có: ݕݔ ≤ ݕ4 − 1 ⇔ ݕ4 ≥ ݕݔ + 1 ≥ 2ඥݕݔ ⇒ ݕ4 ≥ 2ඥݕݔ nên: ට
௫
௬
≤ 2 ⇔ ௫

௬
≤ 4.

Xét ܲ = ଺(ଶ௫ା௬)
௫

+ ݈݊ ௫ାଶ௬
௬

= 12 + 6. ௬
௫

+ ݈݊ ቀ௫
௬

+ 2ቁ.

Đặt ݐ = ௫
௬
, 0 < ݐ ≤ 4.

Suy ra: ܲ = (ݐ)݂ = 12 + ଺
௧

+ ݐ)݈݊ + 2).

Ta có: ݂ᇱ(ݐ) = − ଺
௧మ

+ ଵ
௧ାଶ

= ௧మି଺௧ିଵଶ
௧మ .(௧ାଶ)

= (௧ିଷ)మିଶଵ
௧మ.(௧ାଶ)

. 
Với 0 < ݐ ≤ 4 thì −3 < ݐ − 3 ≤ 1 ⇒ 0 ≤ ݐ) − 3)ଶ < 9 nên (ݐ − 3)ଶ − 21 < ݐ∀ ,0 ∈ 0; 4. 
Do đó: ݂ᇱ(ݐ) < 0. 
Hàm số ݂(ݐ) nghịch biến trên (0; 4]. 
Suy ra: ݂(ݐ) ≥ ݐ∀ ,(4)݂ ∈ 0; 4. Hay ܲ ≥ ݂(4) = 12 + ଺

ସ
+ ݈݊ 6 ⇔ ܲ ≥ ଶ଻

ଶ
+ ݈݊ 6.

Vậy ܲ ଶ଻
ଶ
݈݊ 6௠௜௡. Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi ቊ

௫
௬

= 4
ݕݔ = 1

⇔ ቊ
ݔ = 2
ݕ = ଵ

ଶ
 

Khi đó: ܽ = ଶ଻
ଶ

; ܾ = 6 nên ܾܽ = 81. 

Câu 42: Xét các số thực dương ݕ ,ݔ thỏa mãn ݈݊ ቀଵିଶ௫
௫ା௬

ቁ = ݔ3 + ݕ − 1. Tìm giá trị nhỏ nhất ௠ܲ௜௡ của 

ܲ = ଵ
௫

+ ଵ
√௫௬

. 
A. ௠ܲ௜௡. B. ௠ܲ௜௡. C. ௠ܲ௜௡. D. ௠ܲ௜௡.
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Lời giải 
Chọn A 
Điều kiện 0 < ݔ < ଵ

ଶ
. 

Từ giả thiết ݈݊ ቀଵିଶ௫
௫ା௬

ቁ = ݔ3 + ݕ − 1 ⇔ ݈݊(1− (ݔ2 + (1 − (ݔ2 = ݔ)݈݊ + (ݕ + ݔ) +  (1) (ݕ

Xét hàm số ݂(ݐ) = ݈݊ ݐ + ;trên (0 ݐ +∞) có ݂ᇱ(ݐ) = ଵ
௧

+ 1 > ݐ∀ ,0 > 0 do đó hàm ݂(ݐ) đơn điệu.
Vậy (1) ⇔ 1− ݔ2 = ݔ + ݕ ⇔ ݔ3 + ݕ = 1 (2) 
Có ܲ = ଵ

௫
+ ଵ

√௫௬
≥ ଵ

௫
+ ଶ

௫ା௬
= ଵ

௫
+ ଶ

ଵିଶ௫

Đặt ݃(ݔ) = ଵ
௫

+ ଶ
ଵିଶ௫

, ta có ݃ᇱ(ݔ) = − ଵ
௫మ

+ ସ
(ଵିଶ௫)మ

 suy ra ݃ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ݔ = ଵ
ସ
. 

Do đó ݉݅݊
ቀ଴;భమቁ

(ݔ)݃ = 8. Vậy ௠ܲ௜௡. 

Bổ sung: có thể đánh giá ܲ = ଵ
௫

+ ଵ
√௫௬

≥ ଵ
௫

+ ଶ
௫ା௬

= ଵ
௫

+ ଶ
ଵିଶ௫

≥ ସ
௫ାభమି௫

= ଵ
଼
 

Câu 43: Xét các số thực ݕ ,ݔthỏa mãn 2 2 1x y  và ݈݃݋ ௫మା௬మ ݔ2) + (ݕ3 ≥ 1. Giá trị lớn nhất 

maxP của biểu thức 2P x y  bằng 

A. 19 19
2maxP 

 . B. 7 65
2maxP 

 . C. 11 10 2
3maxP 

 . D. 7 10
2maxP 

 . 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có: ݈݃݋ ௫మା௬మ ݔ2) + (ݕ3 ≥ 1 ⇔ ݔ2 + ݕ3 ≥ ଶݔ + ଶݕ ⇔ ଶݔ − ݔ2 + ଶݕ − ݕ3 ≤ 0. 
௫ᇱ߂ = 1 − ଶݕ) − (ݕ3 = ଶݕ− + ݕ3 + 1. 
Để tồn tại ݕ ,ݔthì ߂௫ᇱ ≥ 0 ⇔ ݕ ∈ ቂଷି√ଵଷ

ଶ
; ଷା√ଵଷ

ଶ
ቃ. 

Khi đó ݔ = 1 ± ඥ−ݕଶ + ݕ3 + 1. 
Ta có: ܲ = ݔ2 + ݕ ≤ 2൫1 + ඥ−ݕଶ + ݕ3 + 1൯ + ݕ =  .(ݕ)݂
݂ᇱ(ݕ) = ିଶ௬ାଷ

ඥି௬మାଷ௬ାଵ
+ 1. 

݂ᇱ(ݕ) = 0 ⇔ ඥ−ݕଶ + ݕ3 + 1 = ݕ2 − 3 ଶݕ−⇔ + ݕ3 + 1 = ଶݕ4 − ݕ12 + ܫ ,9 = 16. 

⇔ ݕ = ଵହା√଺ହ
ଵ଴

. 
Bảng biến thiên. 

Do đó ܲ = ݔ + ݕ2 ≤ ଻ା√଺ହ
ଶ

 

Vậy ெܲ௔௫ = ଻ା√଺ହ
ଶ

khi ቐ
ݕ = ଵହା√଺ହ

ଵ଴

ݔ = 1 + ඥ−ݕଶ + ݕ3 + 1 = ହା√଺ହ
ହ

 (thỏa mãn điều kiện 2 2 1x y  ) 

Câu 44: Cho hai số thực ܽ, ܾ thỏa mãn ݈݃݋ଶ ܽ + ଷ݃݋݈ ܾ = 1. Giá trị lớn nhất của biểu thức ܲ =
ඥ݈݃݋ଷ ܽ + ඥ݈݃݋ଶ ܾ bằng 

A. ඥ݈݃݋ଶ 3 + ඥ݈݃݋ଷ 2. B. ඥ݈݃݋ଶ 3 + ଷ݃݋݈ 2.

C. ଵ
ଶ

ଶ݃݋݈) 3 + ଷ݃݋݈ 2). D. ଶ
ඥ௟௢௚మ ଷା௟௢௚య ଶ

. 
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Lời giải 
Chọn B 
Biến đổi yêu cầu của bài toán ta được: 

ܲ = ඥ݈݃݋ଷ ܽ + ඥ݈݃݋ଶ ܾ = ට௟௢௚మ ௔
௟௢௚మ ଷ

+ ට௟௢௚య ௕
௟௢௚య ଶ

= ට௟௢௚మ ௔
௟௢௚మ ଷ

+ ටଵି௟௢௚మ ௔
௟௢௚య ଶ

. 

Xét hàm số ݂(ݐ) = √௧
ඥ௟௢௚మ ଷ

+ ඥ݈݃݋ଶ 3 .√1− ݐ ⇒ ݂ᇱ(ݐ) = ଵ
ଶ√௧ඥ௟௢௚మ ଷ

− ඥ௟௢௚మ ଷ
ଶ√ଵି௧

. 

Ta có ݂ᇱ(ݐ) = 0 ⇔ √1 − ݐ = ଶ݃݋݈ ݐ√3 ⇔ 1− ݐ = .ݐ ଶଶ݃݋݈ 3 ⇔ ݐ = ଵ
ଵା௟௢௚మమ ଷ

. 

⇒ (ݐ)݂ ≥ ݂ ቀ ଵ
ଵା௟௢௚మమ ଷ

ቁ = ඥ݈݃݋ଶ 3 + ଷ݃݋݈ 2 ⇒ ݉݅݊ܲ = ඥ݈݃݋ଶ 3 + ଷ݃݋݈ 2. 

Câu 45: Cho ݕ,ݔ là các số dương thỏa mãn ݈݃݋ଶ
௫మାହ௬మ

௫మାଵ଴௫௬ା௬మ
+ 1 + ଶݔ − ݕݔ10 + ଶݕ9 ≤ 0. Gọi ܯ,݉ lần

lượt là giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của ܲ = ௫మା௫௬ାଽ௬మ

௫௬ା௬మ
. Tính ܶ =  .݉−ܯ10

A. ܶ = 60. B. ܶ = 94. C. ܶ = 104. D. ܶ = 50.
Lời giải 

Chọn B 

ଶ݃݋݈
ଶݔ + ଶݕ5

ଶݔ + ݕݔ10 + ଶݕ + 1 + ଶݔ − ݕݔ10 + ଶݕ9 ≤ 0

⇔ ଶݔ)ଶ݃݋݈ + (ଶݕ5 − ଶݔ)ଶ݃݋݈ + ݕݔ10 + (ଶݕ + ଶ݃݋݈ 2 + ଶݔ)2 + (ଶݕ5
− ଶݔ) + ݕݔ10 + (ଶݕ ≤ 0

 ⇔ ଶݔଶ(2݃݋݈ + (ଶݕ10 + ଶݔ)2 + (ଶݕ5 ≤ ଶݔ)ଶ݃݋݈ + ݕݔ10 + (ଶݕ + ଶݔ) + ݕݔ10 + (ଶݕ
⇔ ଶݔ2 + ଶݕ10 ≤ ଶݔ + ݕݔ10 +  (ଶ viݕ

⇔ ଶݔ − ݕݔ10 + ଶݕ9 ≤ 0 ⇔ ൬
ݔ
൰ݕ

ଶ
− 10 ൬

ݔ
+൰ݕ 9 ≤ 0 ⇔ 1 ≤

ݔ
ݕ ≤ 9 

ܲ =
ଶݔ + ݕݔ + ଶݕ9

ݕݔ + ଶݕ =
ቀݕݔቁ

ଶ
+ ݔ
ݕ + 9

ݔ
ݕ + 1

Đặt ݐ = ௫
௬
, điều kiện: 1 ≤ ݐ ≤ 9

(ݐ)݂ = ௧మା௧ାଽ
௧ାଵ

; ݂ᇱ(ݐ) = ௧మାଶ௧ି଼
(௧ାଵ)మ

; ݂ᇱ(ݐ) = 0 ⇔ ቂݐ = −4
ݐ = 2

݂(1) = ଵଵ
ଶ

 ; ݂(2) = 5 ; ݂(9) = ଽଽ
ଵ଴

 

Nên ܯ = ଽଽ
ଵ଴

, ݉ = 5. Vậy ܶ = ݉−ܯ10 = 94. 
ÁP DỤNG HÀM ĐẶC TRƯNG 
Câu 46: Cho hai số thực dương ݕ ,ݔ thay đổi thỏa mãn đẳng thức (ݕݔ − 1). 2ଶ௫௬ିଵ = ଶݔ) + .(ݕ 2௫మା௬. 

Tìm giá trị nhỏ nhất ݕ௠௜௡  của ݕ. 
A. ௠௜௡ݕ . B. ௠௜௡ݕ . C. ௠௜௡ݕ . D. 3௠௜௡√ݕ .

Lời giải 
Chọn B 
Ta có (ݕݔ − 1)2ଶ௫௬ିଵ = ଶݔ) + 2௫మା௬(ݕ ⇔ ݕݔ2) − 1 − 1)2ଶ௫௬ିଵ = ଶݔ) +  2௫మା௬ାଵ(1)(ݕ
Xét hàm ݂(ݐ) = ݐ) − 1). 2௧ với ݐ ≥ 1. 
Khi đó ݂ᇱ(ݐ) = 2௧ + ݐ) − 1). 2௧. ݈݊ 2 > 0 với ∀ݐ ≥ 1. 

Từ (1) ⇔ ݕݔ2 − 1 = ଶݔ + ݕ + 1 ⇔ ݕ = ௫మାଶ
ଶ௫ିଵ

ᇱݕ =
ଶݔ2 − ݔ2 − 4

ݔ2) − 1)ଶ = 0 ⇔ ଶݔ2 − ݔ2 − 4 = 0 ⇔ ቂݔ = 2
ݔ = −1 

Loại ݔ = −1 vì điều kiện của ݐ nên ݂(2) = 2. 
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Câu 47: Cho các số thực ݔ, thỏa mãn 0ݕ ≤ ݕ,ݔ ≤ 1và ݈݃݋ଷ ቀ
௫ା௬
ଵି௫௬

ቁ + ݔ) + ݕ)(1 + 1) − 2 = 0 
Tìm giá trị nhỏ nhất của ܲvới ܲ = ݔ2 +  .ݕ

A. 2. B. 1. C. ଵ
ଶ
. D. 0.

Lời giải 
Chọn B 
ଷ݃݋݈ ቀ

௫ା௬
ଵି௫௬

ቁ + ݔ) + ݕ)(1 + 1) − 2 = 0        3 3log log 1 1x y x y xy xy        (1).

Xét hàm số ݂(ݐ) = ଷ݃݋݈ ݐ + ݐ vớiݐ > 0, ta có ݂ᇱ(ݐ) = ଵ
௧.௟௡ ଷ

+ 1 > ݐ∀0 > 0

⇒ ݐ∀ luôn đồng biến với(ݐ)݂ > 0 (1) ⇔ ݔ + ݕ = 1 − ݕݔ 1 21
1 1
xy

x x


    
 

(2). 

Thế (2)vào ܲta được ܲ = ݔ2 + ଵି௫
ଵା௫

Với 0 ≤ ݔ ≤ 1 

ܲᇱ = 2 − ଶ
(௫ାଵ)మ

; ܲᇱ = 0 ⇔ ൤ݔ = 0 ∉ [0; 1]
ݔ = −2 ∉ [0; 1]. ܲ(0) = 1;ܲ(1) = 2.

Vậy giá trị nhỏ nhất của ܲlà 1 đạt được khi ݔ = ݕ;0 = 1. 
Câu 48: Cho ܽ, ܾ là hai số thực dương thỏa mãn ݈݃݋ହ ቀ

ସ௔ାଶ௕ାହ
௔ା௕

ቁ = ܽ + 3ܾ − 4. Tìm giá trị nhỏ nhất của 

biểu thức ܶ = ܽଶ + ܾଶ 
A. ଵ

ଶ
. B. ହ

ଶ
. C. ଷ

ଶ
. D. 1.

Lời giải 
Chọn B 

ହ݃݋݈ ൬
4ܽ + 2ܾ + 5

ܽ + ܾ ൰ = ܽ + 3ܾ − 4 ⇔ ହ(4ܽ݃݋݈ + 2ܾ + 5) − ହ݃݋݈ 5 (ܽ + ܾ)

= 5(ܽ + ܾ) − (4ܽ + 2ܾ + 5) 
⇔ ହ(4ܽ݃݋݈ + 2ܾ + 5) + (4ܽ + 2ܾ + 5) = ହ݃݋݈ 5 (ܽ + ܾ) + 5(ܽ + ܾ)(*) 
Hàm số ݂(ݐ) = ହ݃݋݈ ݐ + ݐ)ݐ > 0) có ݂ (ݐ)' = ଵ

௧ ௟௡ ହ
+ 1 > 0 

đồng biến nên (*)⇔ ݂(4ܽ (ݐ)݂ + 2ܾ + 5) = ݂൫5(ܽ + ܾ)൯ ⇔ 4ܽ + 2ܾ + 5 = 5(ܽ + ܾ). 
4ܽ + 2ܾ + 5 = 5(ܽ + ܾ) ⇔ ܽ = 5 − 3ܾ 

ܶ = ܽଶ + ܾଶ ⇒ ܶ = (5 − 3ܾ)ଶ + ܾଶ = 10ܾଶ − 30ܾ + 25 = 10 ቀܾ − ଷ
ଶ
ቁ
ଶ

+ ହ
ଶ
≥ ହ

ଶ
. 

Vậy GTNN ܶ = ହ
ଶ
. 

Câu 49: Cho 2 số thực dương ݔ, ݔ)]ଷ݃݋݈ thỏa mãn ݕ + ݕ)(1 + 1)]௬ାଵ = 9 − ݔ) − ݕ)(1 + 1). Giá trị nhỏ 
nhất của biểu thức ܲ = ݔ +  là ݕ2

A. ܲ ଵଵ
ଶ ௠௜௡

. B. ܲ ଶ଻
ହ ௠௜௡

. C. ܲ√3௠௜௡. D. ܲ√2௠௜௡.

Lời giải 
Chọn D 
Ta có ݈݃݋ଷ[(ݔ + ݕ)(1 + 1)]௬ାଵ = 9 − ݔ) − ݕ)(1 + 1) 
⇔ ݕ) + ݔ)ଷ݃݋݈](1 + 1) + ݕ)ଷ݃݋݈ + 1)] + ݔ) − ݕ)(1 + 1) = 9. 

⇔ ݕ) + ݔ)ଷ݃݋݈](1 + 1) + ݕ)ଷ݃݋݈ + 1) + ݔ − 1] = 9 

⇔ ݔ)ଷ݃݋݈ + 1) + ݔ − 1 =
9

ݕ + 1 − ݕ)ଷ݃݋݈ + 1)

⇔ ݔ)ଷ݃݋݈ + 1) + ݔ + 1− 2 = ଽ
௬ାଵ

− 2 + ଷ݃݋݈
ଽ

௬ାଵ
 (*). 

Xét hàm số ݂(ݐ) = ଷ݃݋݈ ݐ + ݐ − 2 với ݐ > 0 có ݂ᇱ(ݐ) = ଵ
௧ ௟௡ ଷ

+ 1 > 0 với mọi ݐ > 0 nên hàm số ݂(ݐ)

luôn đồng biến và liên tục trên (0; +∞). 
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Từ (*) suy ra ݔ + 1 = ଽ
௬ାଵ

 ⇔ ݔ = ଽ
௬ାଵ

− 1 = ଼ି௬
௬ାଵ

, do ݔ > 0 nên ݕ ∈ (0; 8). 

Vậy ܲ = ݔ + ݕ2 = ଼ି௬
௬ାଵ

+ ݕ2 = ݕ2 − 1 + ଽ
௬ାଵ

= ݕ)2 + 1) + ଽ
௬ାଵ

− 3 ≥ −3 + 6√2.

Vậy ܲ√2௠௜௡ khi 2(ݕ + 1) = ଽ
௬ାଵ

⇔ ݕ = ଷ
√ଶ
− 1.

Câu 50: Cho các số thực dương x, y thỏa mãn: 3௫௬ିହ + 2௫ିଶ௬ + ݕ)ݔ + 1) = ଷଶ
ଶೣ೤

+ ଵ
ଷೣషమ೤

+ ݕ2 + 5.
Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thứcܲ = ݔ3 +  .ݕ2

A. ܲ√6௠௜௡. B. ܲ√2௠௜௡. C. ܲ√2௠௜௡. D. ܲ√2௠௜௡.
Lời giải 

Chọn B 
Ta có: 3௫௬ିହ + 2௫ିଶ௬ + ݕ)ݔ + 1) = ଷଶ

ଶೣ೤
+ ଵ

ଷೣషమ೤
+ ݕ2 + 5

 3௫௬ିହ − ଵ
ଶೣ೤షఱ

+ ݕݔ − 5 = 3ଶ௬ି௫ − ଵ
ଶమ೤షೣ

+ ݕ2 − (∗)ݔ

Xét hàm số ݃(ݐ) = 3௧ − ଵ
ଶ೟

+ (ݐ)có ݃ᇱ ݐ = 3௧ . ݈݊ 3 − ଵ
ଶ೟

. ݈݊ ଵ
ଶ

+ 1 > ݐ∀,0
suy ra hàm số ݃(ݐ) luôn đồng biến. 
Từ (*) ta có ݃(ݕݔ − 5) = ݕ2)݃ − ݕݔ ⇔ (ݔ − 5 = ݕ2 − ⇔ ݔ ݔ = ଶ௬ାହ

௬ାଵ
 

Suy ra ܲ = ଺௬ାଵହ
௬ାଵ

+ ݕ2 = ଶ௬మା଼௬ାଵହ
௬ାଵ

⇔ ܲ =
ݕ)2 + 1)ଶ + ݕ)4 + 1) + 9

ݕ + 1 = ݕ)2 + 1) + 4 +
9

ݕ + 1 ≥ 4 + 6√2. 

Câu 51: Cho hai số thức ܽ,ܾthỏa mãn 16. 2௔ାଶ௕ = ଼(ଵିଶ௔௕)
௔ାଶ௕

. Tính giá trị lớn nhất của biểu thức ܲ =
ଵ
ସ
ܾܽ + ܾܽଶ 

A. ଵ
ଶ
. B. ଵ

ସ
C. ଵ

଼
D. 1

Lời giải 
Chọn C 
Từ giải thiết suy ra 1 − 2ܾܽ > 0. Theo bài ra: 

16௔௕. 2௔ାଶ௕ =
8(1− 2ܾܽ)
ܽ + 2ܾ ⇔ ܽ௔ାଶ௕(ܽ + 2ܾ) =

8(1− 2ܾܽ)
16௔௕

⇔ 2௔ାଶ௕(ܽ + 2ܾ) =
8(1− 2ܾܽ)

2ସ௔௕ ⇔ 2௔ାଶ௕(ܽ + 2ܾ) = 2ଶିସ௔௕(2 − 4ܾܽ)(1) 
Xét hàm số ݂(ݐ) = .ݐ 2௧ với ݐ ∈ ܦ = (0; +∞) 
Do hàm số liên tục trên ܦ và có ݂ᇱ(ݐ) = 2௧ + .ݐ 2௧. ݈݊ ݐ > ݐ∀,0 ∈  .ܦ suy ra hàm số đồng biến trên ܦ
Khi đó (1) ⇔ ܽ + 2ܾ = 2 − 4ܾܽ ⇔ ܽ(1 + 4ܾ) = 2 − 2ܾ suy ra 2 − 2ܾ > 0 ⇔ ܾ < 1. 

Ta có ܲ = ଵ
ସ
ܾܽ + ܾܽଶ = ଵ

ସ
ܾܽ(1 + 4ܾ) = ଵ

ସ
ܾ(2 − 2ܾ) = ଵ

ଶ
ܾ(1− ܾ) ≤ ଵ

ଶ
ቀ௕ାଵି௕

ଶ
ቁ
ଶ

= ଵ
଼

Vậy ݉ܽݔ ܲ = ଵ
଼
 xảy ra khi ቐ

ܽ = ଵ
ଷ

ܾ = ଵ
ଶ

. 

Câu 52: Cho hai số dương ݕ,ݔ thỏa mãn ݈݃݋ଷ ቀ
௫ା௬

ଷ௬మାଷ௬ା௫
ቁ = ଶݕ3 − ݔ2 − 1. Tìm giá trị lớn nhất của biểu 

thức ܲ = ݕݔ2 − ݔ18 + ݕ72 − 45 trên nửa khoảng 0; 5. 
A. 2020. B. 20. C. 15. D. 30.

Lời giải 
Chọn C 
Ta có: 

ଷ݃݋݈ ൬
ݔ + ݕ

ଶݕ3 + ݕ3 + ൰ݔ = ଶݕ3 − ݔ2 − 1 

⇔ ݔ)ଷ݃݋݈ + (ݕ − ଶݕଷ(3݃݋݈ + ݕ3 + (ݔ = ଶݕ3 − ݔ2 − 1 
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⇔ ݔ)ଷ݃݋݈ + (ݕ + ݔ2 + 1 = ଶݕଷ(3݃݋݈ + ݕ3 + (ݔ +  ଶݕ3
⇔ ݔଷ(3݃݋݈ + (ݕ3 + ݔ3 + ݕ3 = ଶݕଷ(3݃݋݈ + ݕ3 + (ݔ + ଶݕ3 + ݕ3 +  ݔ

Hàm đặc trưng ݂(ݐ) = ଷ݃݋݈ ݐ + ݐ∀ݐ > 0 ⇒ ݂ᇱ(ݐ) = ଵ
௧௟௡ ଷ

+ 1 > ݐ∀0 > 0
⇒ Hàm số đồng biến trên khoảng (0; +∞)
Do đó: 3ݔ + ݕ3 = ଶݕ3 + ݕ3 + ݔ ⇔ ݔ2 = ଶݕ3
Thay vào ܲ ta có: ܲ = (ݕ)݂ = ଷݕ3 − ଶݕ27 + ݕ72 − 45
�݂ᇱ(ݕ) = ଶݕ9 − ݕ54 + 72

�݂ᇱ(ݕ) = 0 ⇔ ൤ݕ = 2
ݕ = 4 

�Ta có bảng biến thiên: 

Dựa vào bảng biến thiên ta có giá trị lớn nhất của P là 15 
Câu 53: Cho hai số thực dương ݕ,ݔ thỏa mãn 6. 3௬ + ݕ + 1 = ݔ3 + ݔ)ଷ݃݋݈ + 3௬). Giá trị nhỏ nhất của 

biểu thức ܲ = ௫
ଶ௬

 bằng 

A. ௟௡ ଷ
௘

. B. ௘ି௟௡ ଷ
ଶ

. C. ௘.௟௡ ଷ
ଶ

. D. ݁ ݈݊ 3
Lời giải 

Chọn D 
Đặt ݐ = ݔ)ଷ݃݋݈ + 3௬) ⇔ 3௧ = ݔ + 3௬ ⇔ ݔ3 = 3௧ାଵ − 3௬ାଵ 
Khi đó phương trình 6. 3௬ + ݕ + 1 = ݔ3 + ݔ)ଷ݃݋݈ + 3௬) trở thành: 

 3௬ାଵ + ݕ + 1 = 3௧ାଵ − 3௬ାଵ +  ݐ
⇔ 3. 3௬ାଵ + ݕ + 1 = 3௧ାଵ +  ݐ
⇔ 3௬ାଶ + ݕ + 1 = 3௧ାଵ +  (1)ݐ

Xét hàm số: ݂(ݔ) = 3௫ାଵ + ;trên khoảng (0 ݔ +∞) 
Ta có: ݂ᇱ(ݔ) = 3௫ାଵ. ݈݊ 3 + 1 > ݔ∀,0 ∈ (0; +∞) suy ra hàm số luôn đồng biến 
Do (1) suy ra݂(ݕ + 1) = (ݐ)݂ ⇔ ݕ + 1 = ݐ ⇔ ݕ + 1 = ݔ)ଷ݃݋݈ + 3௬) ⇔ 3௬ାଵ − 3௬ = ݔ ⇔ ݔ = 2. 3௬ 
Khi đó ܲ = ௫

ଶ௬
= ଷ೤

௬
= ⇒ có(ݕ)݃ ݃ᇱ(ݕ) = ଷ೤.௬ ௟௡ ଷିଷ೤

௬మ
= 0 ⇔ ݕ = ଵ

௟௡ ଷ
. 

Lập bảng biến thiên của hàm số trên khoảng (0; +∞) suy ra ݉݅݊
(଴;ାஶ)

ܲ = ݃ ቀ ଵ
௟௡ ଷ
ቁ = ݁ ݈݊ 3. 

Câu 54: Cho hai số thực ݕ,ݔ thỏa mãn hệ thức log଴,ଵ
௫మାସ௫ିଶ௬ାଵ଴
ଶ௫మା௬మା଺

= ݔ4 + 4 − ଶݔ − ଶݕ −  và ܯ Gọi .ݕ2
݉ lần lượt là giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܶ = ݔ3 + ݕ4 + 12. Giá trị biểu 
thức (ܯ + 2݉) tương ứng bằng 

A. 28. B. 26. C. 29. D. 27.
Lời giải 

Chọn D 

 Điều kiện xác định: ௫
మାସ௫ିଶ௬ାଵ଴
ଶ௫మା௬మା଺

> 0 ⇔ ଶݔ + ݔ4 − ݕ2 + 10 > 0.(*)

 Ta sẽ đưa phương trình về dạng log௔
௨
௩

= ݒ − ݑ ⇔. .⇔ ݑ = ܽ với) ݒ > 1) 

 Giả thiết log଴,ଵ
௫మାସ௫ିଶ௬ାଵ଴
ଶ௫మା௬మା଺

= ݔ4 + 4 − ଶݔ − ଶݕ −  ݕ2

⇔ log(ݔଶ + ݔ4 − ݕ2 + 10)− log(2ݔଶ + ଶݕ + 6) = ଶݔ2) + ଶݕ + 6) − ଶݔ) + ݔ4 − ݕ2 + 10). 
⇔ log(ݔଶ + ݔ4 − ݕ2 + 10) + ଶݔ) + ݔ4 − ݕ2 + 10) = log(2ݔଶ + ଶݕ + 6) + ଶݔ2) + ଶݕ + 6) (1) 
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 Xét hàm số đồng biến ݂(ݐ) = logݐ + (ݐ)′݂ vì ݐ = ଵ
௧୪୬ଵ଴

+ 1 > 0 ∀t > 0.

 Từ (1) suy ra ݂(ݔଶ + ݔ4 − ݕ2 + 10) = ଶݔ2)݂ + ଶݕ + 6) ⇔ ଶݔ + ݔ4 − ݕ2 + 10 = ଶݔ2 + ଶݕ + 6
⇔ ݔ) − 2)ଶ + ݕ) + 1)ଶ = 9 (2)
 Xét biểu thức: ܶ = ݔ3 + ݕ4 + 12 = ݔ)3 − 2) + ݕ)4 + 1) + 14
 Theo BĐT buhia, ta có ൫3(ݔ − 2) + ݕ)4 + 1)൯ଶ ≤ (3ଶ + 4ଶ)((ݔ − 2)ଶ + ݕ) + 1)ଶ) = 225
⇔ ݔ)3| − 2) + ݕ)4 + 1)| ≤ 15 ⇔ ݔ)3|− ≤ −2) + ݕ)4 + 1)| ≤ ݔ)3 − 2) + ݕ)4 + 1) ≤ ݔ)3| ≤ −2) +
ݕ)4 + 1)| ⇔−15 ≤ ݔ)3 − 2) + ݕ)4 + 1) ≤ 15 ⇔ −1 ≤ ܶ = ݔ)3 − 2) + ݕ)4 + 1) + 14 ≤ 29
 Suy ra giá trị nhỏ nhất của ܶ là: ୫ܶୟ୶ = 9;ܶ୫୧୬ = −1 ⇒ ܯ) + 2݉) = 27.

Câu 55: Cho ܽ, ܾ, ܿ là các số thực thỏa mãn ݈݃݋ଶ ቀ
௔ା௕ା௖

௔మା௕మା௖మାଵ
ቁ = ܽ(ܽ − 2) + ܾ(ܾ − 2) + ܿ(ܿ − 2). Tìm 

giá trị lớn nhất của Cho ݔ; là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 5௫ାସ௬ݕ + ଷ
ଷೣ೤

+ ݔ + 1 =
ହೣ೤

ହ
+ 3ି௫ିସ௬ + ݔ)ݕ − 4). Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܲ = ݔ + .ݕ

A. 3. B. 5 + 2√5. C. 3 − 2√5. D. 1 + √5.
Lời giải 

Chọn B 

Ta có 5௫ାସ௬ + ଷ
ଷೣ೤

+ ݔ + 1 = ହೣ೤

ହ
+ 3ି௫ିସ௬ + ݔ)ݕ − 4)

 5௫ାସ௬ − 3ି௫ିସ௬ + ݔ + ݕ4 = 5௫௬ିଵ − 3ଵି௫௬ + ݕݔ − 1(1). 
Xét hàm số ݂(ݐ) = 5௧ − 3ି௧ +  .trên ℝݐ
Vì ݂ᇱ(ݐ) = 5௧ . ݈݊ 5 + 3ି௧. ݈݊ 3 + 1 > ݔ∀;0 ∈ ℝnên hàm số ݂(ݐ)đồng biến trên  (2). 
Từ (1)và (2)ta có ݔ + ݕ4 = ݕݔ − 1(3). Dễ thấy ݔ = 4không thỏa mãn (3). 
Với ݔ ≠ 4, (3) ⇔ ݕ = ௫ାଵ

௫ିସ
kết hợp điều kiện ݕ > 0suy ra ݔ > 4. 

Do đó ܲ = ݔ + ݕ = ݔ + ௫ାଵ
௫ିସ

. 

Xét hàm số ݃(ݔ) = ݔ + ௫ାଵ
௫ିସ

trên (4; +∞). 

Ta có ݃ᇱ(ݔ) = 1 − ହ
(௫ିସ)మ

= 0 ⇔ ൤ݔ = 4 + √5
ݔ = 4 − √5

. 

Dựa vào bảng biến thiên ta có ܲ ݉݅݊
(ସ;ା∞)

5√(ݔ)
௠௜௡

. 

Câu 56: Cho các số thực ݔ, ݔ với ݕ ≥ 0 thỏa mãn ݁௫ାଷ௬ + ݁௫௬ାଵ + ݕ)ݔ + 1) + 1 = ݁ି௫௬ିଵ + ଵ
௘ೣశయ೤

−
ܶ Gọi ݉ là giá trị nhỏ nhất của biểu thức .ݕ3 = ݔ + ݕ2 + 1. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. ݉ ∈ (2; 3). B. ݉ ∈ (−1; 0). C. ݉ ∈ (0; 1). D. ݉ ∈ (1; 2).
Lời giải 

Chọn C 
Đẳng thức đã cho tương đương ݁௫ାଷ௬ − ଵ

௘ೣశయ೤
+ ݔ + ݕ3 = ݁ି௫௬ିଵ − ଵ

௘షೣ೤షభ
+ ݕݔ−) − 1) (∗).

Xét hàm số ݂(ݐ) = ݁௧ − ଵ
௘೟

+ ݐ với ݐ ∈ ℝ.

Ta có ݂ᇱ(ݐ) = ݁௧ + ଵ
௘೟

+ 1 ⇒ ݂ᇱ(ݐ) > 0 với ∀ݐ ∈ ℝ. Suy ra hàm số ݂(ݐ) đồng biến trên ℝ.
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Khi đó (∗) được viết lại thành 
ݔ)݂ + (ݕ3 = ݕݔ−)݂ − 1) ⇔ ݔ + ݕ3 = ݕݔ− − 1 ⇔ ݔ)ݕ + 3) = ݔ− − 1 ⇔ ݕ = ି௫ିଵ

௫ାଷ
. 

Thay ݕ = ି௫ିଵ
௫ାଷ

 vào biểu thức ܶ ta được 

ܶ = ݔ + 2 ቀି௫ିଵ
௫ାଷ

ቁ+ 1 = ݔ + 2 ቀ ଶ
௫ାଷ

− 1ቁ+ 1 = ݔ + ସ
௫ାଷ

− 1 = ݔ + 3 + ସ
௫ାଷ

− 4.
Đặt ݔ + 3 = ܽ. Vì ݔ ≥ 0 nên ܽ ≥ 3. Ta có 

ܶ = ܽ + ସ
௔
− 4 = ቀସ௔

ଽ
+ ସ

௔
ቁ+ ହ௔

ଽ
− 4 ≥

Côsi
2ටସ௔

ଽ
. ସ
௔

+ ହ.ଷ
ଽ
− 4=ଵ

ଷ
. 

Do đó với ܽ = 3 thì ݉݅݊ܶ = ଵ
ଷ
 suy ra ݉ = ଵ

ଷ
∈ (0; 1). 

Câu 57: Cho hai số thực dương ݕ ,ݔthay đổi thỏa mãn đẳng thức (ݕݔ − 1). 2ଶ௫௬ିଵ = ଶݔ) +
.(ݕ 2௫మା௬.Tìm giá trị nhỏ nhất ݕ௠௜௡của ݕ. 

A. ௠௜௡ݕ . B. ௠௜௡ݕ . C. ௠௜௡ݕ . D. 3௠௜௡√ݕ .
Lời giải 

Chọn B 
Ta có (ݕݔ − 1)2ଶ௫௬ିଵ = ଶݔ) + 2௫మା௬(ݕ ⇔ ݕݔ2) − 1 − 1)2ଶ௫௬ିଵ = ଶݔ) +  2௫మା௬ାଵ(1)(ݕ
Xét hàm ݂(ݐ) = ݐ) − 1). 2௧với ݐ ≥ 1. 
Khi đó ݂ᇱ(ݐ) = 2௧ + ݐ) − 1). 2௧. ݈݊ 2 > 0với ∀ݐ ≥ 1. 

Từ (1) ⇔ ݕݔ2 − 1 = ଶݔ + ݕ + 1 ⇔ ݕ = ௫మାଶ
ଶ௫ିଵ

ᇱݕ =
ଶݔ2 − ݔ2 − 4

ݔ2) − 1)ଶ = 0 ⇔ ଶݔ2 − ݔ2 − 4 = 0 ⇔ ቂݔ = 2
ݔ = −1 

Loại ݔ = −1vì điều kiện của ݐnên ݂(2) = 2. 

Câu 58: Cho các số dương ݕ,ݔ thỏa mãn ݈݃݋ହ ቀ
௫ା௬ିଵ
ଶ௫ାଷ௬

ቁ+ ݔ3 + ݕ2 ≤ 4. Giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

ܣ = ݔ6 + ݕ2 + ସ
௫

+ ଽ
௬
 bằng 

A. ଷଵ√଺
ସ

. B. 11√3. C. ଶ଻√ଶ
ଶ

. D. 19.
Lời giải 

Chọn D 

ĐK: ቊ
௫ା௬ିଵ
ଶ௫ାଷ௬

> 0
ݕ,ݔ > 0

⇔ ݔ + ݕ > 1

Ta có:

ହ݃݋݈ ൬
ݔ + ݕ − 1
ݔ2 + ݕ3 ൰ + ݔ3 + ݕ2 ≤ 4

⇔ ݔ)ହ݃݋݈) + ݕ − 1) + 1) + ݔ)5 + ݕ − 1) ≤ ݔହ(2݃݋݈ + (ݕ3 + ݔ2 +  ݕ3
⇔ ݔ)ହ[5݃݋݈ + ݕ − 1)] + ݔ)5 + ݕ − 1) ≤ ݔହ(2݃݋݈ + (ݕ3 + ݔ2 + (∗)ݕ3

Xét hàm số ݂(ݐ) = (ݐ)ହ݃݋݈ + ;trên (0 ݐ +∞) ta có 

݂ᇱ(ݐ) =
1

ݐ ݈݊ 5 + 1 > ݐ∀,0 ∈ (0; +∞).
⇒ Hàm số ݂(ݐ) = (ݐ)ହ݃݋݈ + ;đồng biến trên (0 ݐ +∞).

 (∗) ⇔ ݔ)5 + ݕ − 1) ≤ ݔ2 +  ݕ3
⇔ ݔ3 + ݕ2 ≤ 5 Mặt khác, ta có: 

ܣ = ݔ6 + ݕ2 +
4
ݔ +

9
ݕ

= ൬9ݔ +
4
+൰ݔ ൬4ݕ +

9
൰ݕ −

ݔ3) + (ݕ2 ≥ 2.6 + 2.6 − 5 = 19 
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⇒ GTNN của ܣ = 19, dấu “ = ” xảy ra ⇔

⎩
⎨

ݔ9⎧ = ସ
௫

ݕ4 = ଽ
௬

ݔ3 + ݕ2 = 5

⇔ ቐ
ݔ = ଶ

ଷ

ݕ = ଷ
ଶ

(ܰ)

Câu 59: Cho các số thực ݕ ,ݔ với ݔ ≥ 0 thỏa mãn 5௫ାଷ௬ + 5௫௬ାଵ + ݕ)ݔ + 1) + 1 = 5ି௫௬ିଵ + ଵ
ହೣశయ೤

−
ܶ Gọi ݉ là giá trị nhỏ nhất của biểu thức .ݕ3 = ݔ + ݕ2 + 1. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. ݉ ∈ (0; 1). B. ݉ ∈ (1; 2). C. ݉ ∈ (2; 3). D. ݉ ∈ (−1; 0).
Lời giải 

Chọn A 
Ta có: 5௫ାଷ௬ + 5௫௬ାଵ + ݕ)ݔ + 1) + 1 = 5ି௫௬ିଵ + ଵ

ହೣశయ೤
− ݕ3

⇔ 5௫ାଷ௬ − 5ି௫ିଷ௬ + ݔ + ݕ3 = 5ି௫௬ିଵ − 5௫௬ାଵ − ݕݔ − 1. 
Xét hàm số ݂(ݐ) = 5௧ − 5ି௧ + (ݐ)có ݂ᇱ ݐ = 5௧ ݈݊ 5 + 5ି௧ ݈݊ 5 + 1 > ݐ∀ ,0 ∈ ℝ. 
Do đó hàm số ݂(ݐ) đồng biến trên ℝ ⇒ ݔ)݂ + (ݕ3 = ݕݔ−)݂ − 1) ⇔ ݔ + ݕ3 = ݕݔ− − 1 
⇔ 3)ݕ + (ݔ = ݔ− − 1 ⇔ ݕ = ି௫ିଵ

ଷା௫
 (do ݔ ≥ 0 nên ݔ + 3 ≠ 0) ⇔ ݔ + ݕ2 + 1 = ݔ + ିଶ௫ିଶ

௫ାଷ
+ 1

= ௫మାଶ௫ାଵ
௫ାଷ

. 

Xét hàm số ݃(ݔ) = ௫మାଶ௫ାଵ
௫ାଷ

với ݔ ≥ 0 có ݃ᇱ(ݔ) = ௫మା଺௫ାହ
(௫ାଷ)మ

> ݔ∀ ,0 ≥ 0.

Do đó: ݃(ݔ) ≥ ݃(0) = ଵ
ଷ
ݔ∀ , ≥ 0 hay ݔ + ݕ2 + 1 ≥ ଵ

ଷ
ݔ∀ , ≥ 0. Vậy ݉ = ଵ

ଷ
∈ (0; 1). 

Câu 60: Cho ݕ,ݔ ∈ (0; 2) thỏa mãn (ݔ − ݔ)(3 + 8) = ݕ݁)ݕ݁ − 11). Giá trị lớn nhất của ܲ = √݈݊ ݔ +
ඥ1 + ݈݊  bằng ݕ

A. √1 + ݈݊ 3 − ݈݊ 2. B. 2√݈݊ 3 − ݈݊ 2. C. 1 + √݈݊ 3 − ݈݊ 2. D. 1 + √݈݊ 2.
Lời giải 

Chọn B 
Điều kiện: ݔ ≥ ݕ,1 ≥ ଵ

௘
. 

Ta có : (ݔ − ݔ)(3 + 8) = ݕ݁)ݕ݁ − 11) ⇔ ଶݔ + ݔ5 − 24 = ݁ଶݕଶ −  ݕ11݁
⇔ ݁ଶݕଶ − ݕ11݁ − ଶݔ) + ݔ5 − 24) = 0, có ߂ = ݔ2) + 5)ଶ > ݔ∀,0 ≥ 1. 

Do đó ⇔ ቎
ݕ݁ = ଵଵା(ଶ௫ାହ)

ଶ

ݕ݁ = ଵଵି(ଶ௫ାହ)
ଶ

⇔ ൤݁ݕ = ݔ + 8
ݕ݁ = 3 − ݔ ⇔ ቎

ݕ = ௫ା଼
௘

ݕ = ଷି௫
௘

. 

+) Do ݕ = ௫ା଼
௘

> ଽ
௘

> 2 nên loại ݕ = ௫ା଼
௘

. 

+) Với ݕ = ଷି௫
௘

, 1 ≤ ݔ < 2: 
Cách 1: 
Khi đó, ta được: ܲ = √݈݊ ݔ + ඥ݈݊(3 − ;trên 1 (ݔ 2). 
Ta có ܲᇱ = ଵ

ଶ௫√௟௡ ௫
− ଵ

ଶ(ଷି௫)ඥ௟௡(ଷି௫)

ܲᇱ = 0 ⇔
1

݈݊√ݔ2 ݔ
−

1
2(3− ඥ݈݊(3(ݔ − (ݔ

= 0 

⇔ (3 − −ඥ݈݊(3(ݔ −(ݔ ݈݊√ݔ ݔ = 0 ⇔ (3 − ඥ݈݊(3(ݔ − (ݔ = ݈݊√ݔ  ݔ
Xét hàm ݂(ݐ) = ݈݊√ݐ ;trên 1 ݐ +∞), có ݂ᇱ(ݐ) = √݈݊ ݐ + ଵ

ଶ√௟௡ ௧
> ݐ∀,0 ∈ (1; +∞).

Khi đó ⇔ ݂(3− (ݔ = (ݔ)݂ ⇔ 3 − ݔ = ݔ ⇔ ݔ = ଷ
ଶ
. 

Bảng biến thiên: 
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Từ đó mܲax = 2√݈݊ 3 − ݈݊ 2 tại ݔ = ଷ
ଶ
ݕ , = ଷ

ଶ௘
. 

Cách 2: 
Khi đó, ta được: ܲ = √݈݊ ݔ + ඥ݈݊(3 − ;trên 1 (ݔ 2). 

⇒ ܲଶ = ቂ√݈݊ ݔ + ඥ݈݊(3 − ቃ(ݔ
ଶ
≤ 2(݈݊ ݔ + ݈݊(3 − ((ݔ = 2 −3)ݔ]݈݊ ≥ [(ݔ 2 ݈݊ ቀ௫ାଷି௫

ଶ
ቁ
ଶ

=

4(݈݊3 − ݈݊ ݔ∀,(2 ∈ 1; 2)

Dấu “=” xảy ra khi ቐ
√݈݊ ݔ = ඥ݈݊(3 − (ݔ
ݔ = 3 − ݔ
ݔ ∈ 1; 2)

⇔ ݔ = ଷ
ଶ
. 

Vậy Từ đó mܲax = 2√݈݊ 3 − ݈݊ 2 tại ݔ = ଷ
ଶ
ݕ , = ଷ

ଶ௘
. 

Câu 61: Cho hai số thực ݕ;ݔthỏa mãn: ݈݃݋√ଷ(ݕଶ + ݕ8 + 16) + −ଶ[(5݃݋݈ 1)(ݔ + [(ݔ =

2 ଷ݃݋݈
ହାସ௫ି௫మ

ଷ
+ ݕଶ(2݃݋݈ + 8)ଶ.

Gọi ܵ là tập các giá trị nguyên của tham số ݉ để giá trị lớn nhất của biểu thức ܲ =
หඥݔଶ + ଶݕ −݉หkhông vượt quá 10. Hỏi ܵ có bao nhiêu tập con khác rỗng. 

A. 16385. B. 2047. C. 32. D. 16383.
Lời giải 

Chọn D 

ĐKXĐ: ൜−1 < ݔ < 5
ݕ ≠ −4 . 

Ta có: ݈݃݋√ଷ(ݕଶ + ݕ8 + 16) + −ଶ[(5݃݋݈ 1)(ݔ + [(ݔ = 2 ଷ݃݋݈
ହାସ௫ି௫మ

ଷ
+ ݕଶ(2݃݋݈ + 8)ଶ

⇔ ݃݋݈
ଷ
భ
మ
ݕ) + 4)ଶ + −ଶ[(5݃݋݈ 1)(ݔ + [(ݔ

= −ଷ[(5݃݋݈}2 1)(ݔ + −[(ݔ ଷ݃݋݈ 3} + ଶ݃݋݈] 4 + ݕ)ଶ݃݋݈ + 4)ଶ]
⇔ 2 ݕ)ଷ݃݋݈ + 4)ଶ + −ଶ[(5݃݋݈ 1)(ݔ + [(ݔ = 2 −ଷ[(5݃݋݈ 1)(ݔ + [(ݔ + ݕ)ଶ݃݋݈ + 4)ଶ 

⇔          2 2
3 2 3 22log 4 log 4 2log 5 1 log 5 1y y x x x x               (∗)

Xét hàm số: ݂(ݐ) = 2 ଷ݃݋݈ ݐ − ଶ݃݋݈ ;trên (0 ݐ +∞) 
Ta có: ݂′(ݐ) = ଶ

௧.௟௡ ଷ
− ଵ

௧.௟௡ ଶ
= ଶ ௟௡ ଶି௟௡ ଷ

௧.௟௡ ଶ.௟௡ ଷ
> 0

⇒ ;đồng biến trên (0 (ݐ)݂ +∞).
(∗) ⇔ ݕ))݂ + 4)ଶ) = ݂൫(5− 1)(ݔ +  ൯(ݔ

 ݕ) + 4)ଶ = (5 − 1)(ݔ +  (ݔ
 ݔ) − 2)ଶ + ݕ) + 4)ଶ = 9 

Đặt: ൜ݔ = 2 + 3 ݏ݋ܿ ݐ
ݕ = −4 + 3 ݊݅ݏ  ݐ

ܲ = ቚඥݔଶ + ଶݕ −݉ቚ = ቚඥ(2 + 3 ݏ݋ܿ ଶ(ݐ + (−4 + 3 ݊݅ݏ ଶ(ݐ −݉ቚ = ห√29 + 12 ݏ݋ܿ ݐ − 24 ݊݅ݏ ݐ − ݉ห 
Ta có: 29− 12√5 ≤ 29 + 12 ݏ݋ܿ ݐ − 24 ݊݅ݏ ݐ ≤ 29 + 12√5 

⇒ −3 + 2√5 ≤ √29 + 12 ݏ݋ܿ ݐ − 24 ݊݅ݏ ݐ ≤ 3 + 2√5
⇒ −3 + 2√5 −݉ ≤ √29 + 12 ݏ݋ܿ ݐ − 24 ݊݅ݏ ݐ −݉ ≤ 3 + 2√5−݉
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 ൥
ܲห−3 + 2√5 −݉ห௠௔௫

ܲห3 + 2√5−݉ห௠௔௫[

௠ܲ௔௫ ቊ
ห−3 + 2√5 −݉ห ≤ 10
ห3 + 2√5−݉ห ≤ 10  

 ൜−10 ≤ −3 + 2√5−݉ ≤ 10
−10 ≤ 3 + 2√5 −݉ ≤ 10

 ൜−13 + 2√5 ≤ ݉ ≤ 7 + 2√5
−7 + 2√5 ≤ ݉ ≤ 13 + 2√5

⇔ −7 + 2√5 ≤ ݉ ≤ 7 + 2√5. 
Vì ݉ ∈ ℤ ⇒ ݉ ∈ {−2;−1; . .10; 11}. 
Do đó số phần tử của ܵ là: 14 
⇒Số tập con khác rỗng của ܵ là 2ଵସ − 1 = 16383.
Câu 62: Cho hai số thực ݕ,ݔ thỏa mãn 0 ≤ ݕ,ݔ ≤ 1 trong đóݕ,ݔ không đồng thời bằng 0 hoặc 1 và

ଷ݃݋݈ ቀ
௫ା௬
ଵି௫௬

ቁ+ ݔ) + 1). ݕ) + 1)− 2 = 0. Tìm giá trị nhỏ nhất của ܲvới ܲ = ݔ2 +  ݕ

A. 2. B. 1. C. ଵ
ଶ
. D. 0.

Lời giải 
Chọn B 
Từ điều kiện đề bài và ௫ା௬

ଵି௫௬
> 0; 1 − ݕݔ ≠ 0 ⇒ ݔ + ݕ > 0; 1 − ݕݔ > 0khi đó

ଷ݃݋݈ ൬
ݔ + ݕ

1− +൰ݕݔ ݔ) + 1). ݕ) + 1) − 2 = 0 ⇔ ݔ)ଷ݃݋݈ + (ݕ + ݔ) + (ݕ = −ଷ(1݃݋݈ (ݕݔ + (1−  (1)(ݕݔ

Xét hàm số ݂(ݐ) = ଷ݃݋݈ ݐ + ݐ)ݐ > 0) có ݂ᇱ(ݐ) = ଵ
௧.௟௡ ଷ

+ 1 > ݐ∀0 > 0
⇒ ;là hàm số đồng biến trên khoảng (0 (ݐ)݂ +∞).
Vậy phương trình (1) ⇔ ݔ + ݕ = 1 − ݕݔ ⇒ ݕ = ଵି௫

ଵା௫
⇒ ܲ = ݔ2 + ଵି௫

ଵା௫

Xét hàm số ݂(ݔ) = ݔ2 + ଵି௫
௫ାଵ

với ݔ ∈ [0; 1]có ݂ᇱ(ݔ) = 2 + ିଶ
(௫ାଵ)మ

cho݂ᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ቂݔ = 0
ݔ = −2 

݂(0) = 1;݂(1) = 2 ⇒ ݉݅݊
[଴;ଵ]

(ݔ)݂ = 1 ⇒Chọn B 

Câu 63: Cho ݕ;ݔ là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 5௫ାସ௬ + ଷ
ଷೣ೤

+ ݔ + 1 = ହೣ೤

ହ
+ 3ି௫ିସ௬ +

ݔ)ݕ − 4). Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܲ = ݔ +  .ݕ
A. 3. B. 5 + 2√5. C. 3 − 2√5. D. 1 + √5.

Lời giải 
Chọn B 
Ta có 5௫ାସ௬ + ଷ

ଷೣ೤
+ ݔ + 1 = ହೣ೤

ହ
+ 3ି௫ିସ௬ + ݔ)ݕ − 4)

⇔ 5௫ାସ௬ − 3ି௫ିସ௬ + ݔ + ݕ4 = 5௫௬ିଵ − 3ଵି௫௬ + ݕݔ − 1(1). 
Xét hàm số ݂(ݐ) = 5௧ − 3ି௧ +  .trên ℝ ݐ
Vì ݂ᇱ(ݐ) = 5௧ . ݈݊ 5 + 3ି௧. ݈݊ 3 + 1 > ݔ∀;0 ∈ ℝ nên hàm số ݂(ݐ) đồng biến trên ℝ (2). 
Từ (1) và (2) ta có ݔ + ݕ4 = ݕݔ − 1(3). Dễ thấy ݔ = 4 không thỏa mãn (3). 
Với ݔ ≠ 4, (3) ⇔ ݕ = ௫ାଵ

௫ିସ
 kết hợp điều kiện ݕ > 0 suy ra ݔ > 4. 

Do đó ܲ = ݔ + ݕ = ݔ + ௫ାଵ
௫ିସ

. 

Xét hàm số ݃(ݔ) = ݔ + ௫ାଵ
௫ିସ

 trên (4; +∞). 

Ta có ݃ᇱ(ݔ) = 1 − ହ
(௫ିସ)మ

= 0 ⇔ ൤ݔ = 4 + √5
ݔ = 4− √5

. 

4 4 ݔ + √5 +∞ 
݃ᇱ(ݔ) – 0 +
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 (ݔ)݃
+∞ 

5 + 2√5 

+∞ 

Dựa vào bảng biến thiê 
n ta có ܲ ݉݅݊

(ସ;ାஶ)
5√(ݔ)

௠௜௡
. 

Câu 64: Xét các số thực dương ݔ, ଷ√݃݋݈ thỏa mãn ݕ
௫ା௬

௫మା௬మା௫௬ାଶ
= ݔ)ݔ − 3) + ݕ)ݕ − 3) +  Tìm giá .ݕݔ

trị lớn nhất ௠ܲ௔௫ của biểu thức ܲ = ଷ௫ାଶ௬ାଵ
௫ା௬ା଺

. 

A. 3. B. 2. C. 1. D. 4. 
Lời giải 

Chọn C 
Ta có: 

ଷ√݃݋݈
ݔ + ݕ

ଶݔ + ଶݕ + ݕݔ + 2 = ݔ)ݔ − 3) + ݕ)ݕ − 3) + ݕݔ

⇔ ଷ√݃݋݈ 3 ݔ) + (ݕ + ݔ)3 + (ݕ = ଶݔ)ଷ√݃݋݈ + ଶݕ + ݕݔ + 2) + ଶݔ + ଶݕ + ݕݔ + 2. 

Xét hàm số ݂(ݐ) = ଷ√݃݋݈ ݐ + ݐ ,ݐ > 0 có ݂ᇱ(ݐ) = ଵ
௧ ௟௡ √ଷ

+ 1 > ݐ∀,0 > 0. Vậy hàm số ݂(ݐ) luôn đồng

biến và liên tục trên khoảng (0; +∞). 
Do đó: ݂൫3(ݔ + ൯(ݕ = ଶݔ)݂ + ଶݕ + ݕݔ + 2) ⇔ ݔ)3 + (ݕ = ଶݔ + ଶݕ + ݕݔ + 2 (1) 
Cách 1: Từ (1) ⇔ ݕݔ = ݔ) + ଶ(ݕ − ݔ)3 + (ݕ + 2. 

Ta có ݔ = ݔ + ݕݔ − ݕݔ = ݕ)ݔ + 1)− ݕݔ ≤ ቀ௫ା௬ାଵ
ଶ

ቁ
ଶ
− ݕݔ

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ݔ = ݕ + 1. 

Do đó từ (1), suy ra: ݔ ≤ (௫ା௬ାଵ)మ

ସ
− ݔ) + ଶ(ݕ + ݔ)3 + −(ݕ 2.

Đặt ݐ = ݔ + ݐ ,ݕ > 0. 

Suy ra: ܲ = ଶ(௫ା௬)ାଵା௫
௫ା௬ା଺

≤
ଶ௧ାଵା(೟శభ)మ

ర ି௧మାଷ௧ିଶ

௧ା଺
= ିଷ௧మାଶଶ௧ିଷ

ସ(௧ା଺)
=  .(ݐ)݂

Ta có: ݂ᇱ(ݐ) = ିଷ௧మିଷ଺௧ାଵଷହ
ସ(௧ା଺)మ

= 0 ⇔ ݐ = 3 (nhận) 

Bảng biến thiên 

Dựa vào BBT, ta có ݉ܽݔ ܲ = ݔܽ݉
(଴;ାஶ)

(ݐ)݂ = ݂(3) = 1 khi và chỉ khi ൜ݔ = ݕ + 1
ݔ + ݕ = 3 ⇔ ൜ݔ = 2

ݕ = 1.

Cách 2: (Trắc nghiệm) 
Ta có: ܲ = 2 + ௫ିଵଵ

௫ା௬ା଺
. 

Trong (1) coi ݕ là ẩn, ݔ là tham số. Ta có ݕଶ + ݔ) − ݕ(3 + ଶݔ − ݔ3 + 2 = 0 có nghiệm khi 

߂ = ݔ) − 3)ଶ − ଶݔ)4 − ݔ3 + 2) ≥ 0 ⇔ ଷିଶ√ଷ
ଷ

≤ ݔ ≤ ଷାଶ√ଷ
ଷ

< 3 nên ݔ − 11 < 0 
Vậy ܲ < 2 nên trong 4phương án thì ௠ܲ௔௫ khi đó ݔ = ݕ ,2 = 1. 
Cách 3: (Trắc nghiệm) 
Ta có: ܲ = 3 − ௬ାଵ଻

௫ା௬ା଺
< 3 với ݕ ,ݔ > 0. 
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+ Nếu ܲ = 2 thì ଷ௫ାଶ௬ାଵ
௫ା௬ା଺

= 2 ⇔ ݔ = 11. Thay vào (1) ta được: ݕଶ + ݕ3 + 90 = 0 (vô lý). 

+ Nếu ܲ = 1 thì ଷ௫ାଶ௬ାଵ
௫ା௬ା଺

= 1 ⇔ ݔ2 + ݕ = 5 ⇔ ݕ = 5 −  :Thay vào (1), ta được .ݔ2

ݔ)3 + 5 − (ݔ2 = ଶݔ + (5− ଶ(ݔ2 + 5)ݔ − (ݔ2 + 2 ⇔ ଶݔ3 − ݔ12 + 12 = 0 ⇔ ݔ = 2 ⇒ ݕ = 1. 
Vậy ௠ܲ௔௫. 
Câu 65: Cho các số thực dương ݔ và ݕ thỏa mãn 4 + 9. 3௫మିଶ௬ = ൫4 + 9௫మିଶ௬൯. 7ଶ௬ି௫మାଶ. Tìm giá trị 

nhỏ nhất của biểu thức ܲ = ௫ାଶ௬ାଵ଼
௫

. 

A. ܲ = 9. B. ܲ = ଷା√ଶ
ଶ

. C. ܲ = 1 + 9√2. D. Hàm số không có
giá trị nhỏ nhất. 

Lời giải 
Chọn A 
Từ giả thiết ta đặt ݐ = ଶݔ − ݐ ,ݕ2 ∈ ℝ. 
Phương trình 4 + 9. 3௫మିଶ௬ = ൫4 + 9௫మିଶ௬൯. 7ଶ௬ି௫మାଶtrở thành 

4 + 9. 3௧ = (4 + 9௧). ସଽ
଻೟
⇔ 4(7௧ − 49) + 9௧ ൤9. ቀ଻

ଷ
ቁ
௧
− 49൨ = 0.

Nhận thấy ݐ = 2 là nghiệm phương trình. 
Ta chứng minh ݐ = 2 là nghiệm duy nhất của phương trình. 

 Xét ݐ > 2: 7௧ > 49 và 9. ቀ଻
ଷ
ቁ
௧

> 49 nên vế trái phương trình luôn dương, nên phương trình vô nghiệm.

 Xét ݐ < 2: 7௧ < 49 và 9. ቀ଻
ଷ
ቁ
௧

< 49 nên vế trái phương trình luôn âm, nên phương trình vô nghiệm.

Vậy ݐ = ଶݔ − ݕ2 = 2 ⇔ ݕ = ௫మିଶ
ଶ

 thay vào ܲ = ௫ାଶ௬ାଵ଼
௫

= ௫మା௫ାଵ଺
௫

. Dấu bằng đạt được khi ݔ = ଵ଺
௫
⇒ ݔ = 4.

Câu 66: Cho hai số thực ݕ,ݔ thay đổi thỏa mãn đẳng thức ௫
మ.ଶೣ

మశభ

௫ିଵ
+ ݕ) − 1). 2௫ା௬ି௫௬ = 0. Tìm giá trị

lớn nhất ܯ của ݕ, biết rằng ݔ > 1. 
A. ܯ = − ଻

ଶ
. B. ܯ = −3. C. ܯ = 1. D. ܯ = 0.

Lời giải 
Chọn B 

Ta có: ௫
మ.ଶೣ

మశభ

௫ିଵ
+ ݕ) − 1). 2௫ା௬ି௫௬ = 0 ⇔ .ଶݔ 2௫మ = ݔ) + ݕ − ݕݔ − 1). 2௫ା௬ି௫௬ିଵ(∗).

Xét hàm số ݂(ݐ) = .ݐ 2௧ trên 0; +∞). Ta có ݂ᇱ(ݐ) = 2௧ + .ݐ 2௧ ݈݊ 2 > ݐ∀0 ≥ 0. 
Vậy hàm số ݂(ݐ) = .ݐ 2௧ đồng biến trên 0; +∞). 

Suy ra: (∗) ⇔ (ଶݔ)݂ = ݔ)݂ + ݕ − ݕݔ − 1) ⇔ ݔ + ݕ − ݕݔ − 1 = ⇒ ଶݔ ݕ = ௫మି௫ାଵ
ଵି௫

 do ݔ > 1. 

Ta có: ݕᇱ = (ଶ௫ିଵ)(ଵି௫)ା௫మି௫ାଵ
(ଵି௫)మ

= ି௫మାଶ௫
(ଵି௫)మ

; ᇱݕ = 0 ⇔ ቂݔ = 0
ݔ = 2.

Bảng biến thiên: 

16 161 2 . 1 9x x
x x

     



 ST&BS: Th.S Đặng Việt Đông Trường THPT Nho Quan A  Ôn thi TN THPT 2020 

ĐT: 0978064165 - Email: dangvietdong.ninhbinh.vn@gmail.com        Trang 33 
Facebook: https://www.facebook.com/dongpay - Kênh Youtube: Thầy Đặng Việt Đông 

Từ bảng biến thiên suy ra: ܯ = −3. 

Câu 67: Cho hai số thực ݕ,ݔ không âm thỏa mãn ݔଶ + ݔ2 − ݕ + 1 = ଶ݃݋݈
ඥଶ௬ାଵ
௫ାଵ

. Giá trị nhỏ nhất của 
biểu thức ܲ = ݁ଶ௫ିଵ + ଶݔ4 − ݕ2 + 1 là 

A. − ଵ
ଶ
. B. 1. C. ଵ

ଶ
. D. −1.

Lời giải 
Chọn A 

ଶݔ + ݔ2 − ݕ + 1 = ଶ݃݋݈
ඥଶ௬ାଵ
௫ାଵ

 ⇔ ݔ)2 + 1)ଶ + ݔ)ଶ(2݃݋݈ + 1)ଶ) = ݕଶ(2݃݋݈ + 1) + ݕ2) + 1). 

Xét hàm số ݂(ݐ) = ݐ + ଶ݃݋݈ ݐ , ݐ) > 0); ݂ᇱ(ݐ) = 1 + ଵ
௧.௟௡ ଶ

> ݐ∀,0 > 0 
Suy ra 2(ݔ + 1)ଶ = ݕ2 + 1 ⇒ ݕ2 = ݔ)2 + 1)ଶ − 1. 
ܲ = ݁ଶ௫ିଵ + ଶݔ4 − ݕ2 + 1 = ݁ଶ௫ିଵ + ଶݔ4 − ݔ)2 + 1)ଶ + 1 + 1 = ݁ଶ௫ିଵ + ଶݔ2 − ݔ4 =  .(ݔ)݃
݃ᇱ(ݔ) = 2݁ଶ௫ିଵ + ݔ4 − 4 là hàm số đồng biến trên nửa khoảng 0; +∞) nên ݃ᇱ(ݔ) = 0 có tối đa 1 
nghiệm, nhẩm được nghiệm ݔ = ଵ

ଶ
 nên nghiệm đó là duy nhất. 

Vậy ݉݅݊ܲ = − ଵ
ଶ
 tại ݔ = ଵ

ଶ
. 

Câu 68: Cho hai số thực ݕ ,ݔthỏa mãn 

      
2

22
2 3 23

5 4log 8 16 log 5 1 2 log log 2 8 .
3
x xy y x x y 

           

Gọi ܵlà tập các giá trị nguyên của tham số ݉để giá trị lớn nhất của biểu thức ܲ = หඥݔଶ + ଶݕ −݉หkhông 
vượt quá 10. Hỏi ܵcó bao nhiêu tập con không phải là tập rỗng? 

A. 2047. B. 16383. C. 16384. D. 32.
Lời giải 

Chọn B 
ĐK: −1 < ݔ < ݕ ,5 ≠ −4. Ta có: 

      
2

22
2 3 23

5 4log 8 16 log 5 1 2 log log 2 8 .
3
x xy y x x y 

           

       2 2 2 2
3 3 2 22log 8 16 2log 5 4 log 8 16 log 5 4y y x x y y x x           

       2 2
3 2 3 2log 4 1 .log 8 16 log 4 1 .log 5 4y y x x       

⇔ ଶݕ + ݕ8 + 16 = 5 + ݔ4 − ଶ (vì hàm ݔ   3 2log 4 1 .logf t t  đồng biến trên (0; +∞)). 
⇒ ଶݔ) + ଶݕ + 11)ଶ = ݔ4) − ଶ(ݕ8 ≤ ଶݔ)80 + (ଶݕ ⇒ ଶݔ) + ଶ)ଶݕ − ଶݔ)58 + (ଶݕ + 121 ≤ 0

⇒ 29 − 12√5 ≤ ଶݔ + ଶݕ ≤ 29 + 12√5 ⇒ ඥ29− 12√5 ≤ ඥݔଶ + ଶݕ ≤ ඥ29 + 12√5.
Đặt ܽ = ඥ29 − 12√5, ܾ = ඥ29 + 12√5, ta có: ݉ܽݔ

[௔;௕]
ܲ = ܽ|}ݔܽ݉ −݉|, |ܾ − ݉|}.

Do đó, ݉ܽݔ
[௔;௕]

ܲ ≤ 10 ⇔ ൜|ܽ − ݉| ≤ 10
|ܾ − ݉| ≤ 10 ⇔ ቄܽ − 10 ≤ ݉ ≤ ܽ + 10

ܾ − 10 ≤ ݉ ≤ ܾ + 10 ⇒ ܾ − 10 ≤ ݉ ≤ ܽ + 10.

Vì ݉ ∈ ℤnên ܵ = {−2;−1; 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11}. 

Câu 69: Cho các số thực ݔ, ,ݕ ଵ଺݃݋thỏa mãn điều kiện݈ ݖ ቀ
௫ା௬ା௭

ଶ௫మାଶ௬మାଶ௭మାଵ
ቁ = ݔ)ݔ − 2) + ݕ)ݕ − 2) +

ݖ)ݖ − 2). Tổng giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của biểu thức ܨ = ௫ା௬ି௭
௫ା௬ା௭

 bằng? 
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A. − ଵ
ଷ
. B. ଶ

ଷ
. C. − ଶ

ଷ
. D. ଵ

ଷ
. 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có: 

ଵ଺݃݋݈ ൬
ݔ + ݕ + ݖ

ଶݔ2 + ଶݕ2 + ଶݖ2 + 1൰ = ݔ)ݔ − 2) + ݕ)ݕ − 2) + ݖ)ݖ − 2) 

⇔ ݔ)ଵ଺݃݋݈ + ݕ + (ݖ + ݔ)2 + ݕ + (ݖ = ଶݔଵ଺(2݃݋݈ + ଶݕ2 + ଶݖ2 + 1) + ଶݔ) + ଶݕ +  (ଶݖ
⇔ 2 ݔ)ଵ଺݃݋݈ + ݕ + (ݖ + ݔ)4 + ݕ + (ݖ = 2 ଶݔଵ଺(2݃݋݈ + ଶݕ2 + ଶݖ2 + 1) + ଶݔ)2 + ଶݕ +  (ଶݖ
⇔ ݔ)ସ݃݋݈ + ݕ + (ݖ + ݔ)4 + ݕ + (ݖ + 1 = ଶݔସ(2݃݋݈ + ଶݕ2 + ଶݖ2 + 1) + ଶݔ) + ଶݕ + (ଶݖ + 1 
⇔ ସ݃݋݈ 4 ݔ) + ݕ + (ݖ + ݔ)4 + ݕ + (ݖ = ଶݔସ(2݃݋݈ + ଶݕ2 + ଶݖ2 + 1) + ଶݔ2) + ଶݕ2 + ଶݖ2 + 1) 

Xét hàm số: ݂(ݐ) = ସ݃݋݈ ݐ + ݐ)ݐ > 0). 
Hàm số luôn đồng biến trên tập xác định. 
Suy ra: ݂൫4(ݔ + ݕ + ൯(ݖ = ଶݔ2)݂ + ଶݕ2 + ଶݖ2 + 1) 

⇒ ݔ)4 + ݕ + (ݖ = ଶݔ2 + ଶݕ2 + ଶݖ2 + 1

⇔ ଶݔ + ଶݕ + ଶݖ − ݔ2 − ݕ2 − ݖ2 +
1
2 = 0(ܵ) 

Ta có mặt cầu: (ܵ): ൝
;1)ܫ 1; 1)

ܴ = √ଵ଴
ଶ

Ta có: ܨ = ௫ା௬ି௭
௫ା௬ା௭

⇔ ܨ) − ݔ(1 + ܨ) − ݕ(1 + ܨ) + ݖ(1 = 0(ܲ) 

Để mặt phẳng (ܲ) và mặt cầu (ܵ) có điểm chung: 

;ܫ]݀ (ܲ)] ≤ ܴ ⇔ |ிିଵାிିଵାிାଵ|

ඥଶ(ிିଵ)మା(ிାଵ)
≤ √ଵ଴

ଶ
. 

⇔ ଶܨ3 − ܨ2 − 13 ≤ 0. 

⇔ ଵିଶ√ଵ଴
ଷ

≤ ܨ ≤ ଵାଶ√ଵ଴
ଷ

. 

Tổng giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của biểu thức ܨ = ௫ା௬ି௭
௫ା௬ା௭

bằng ଶ
ଷ
. 

Câu 70: Cho hai số thực dương ݕ,ݔ thay đổi thỏa mãn đẳng thức: (2ݕݔ − 1)4௫௬ିଵ = ଶݔ) + ݕ +
1)2௫మା௬ . Tìm giá trị nhỏ nhất ݕ௠௜௡  của ݕ.

A. ௠௜௡ݕ . B. .3௠௜௡√ݕ C. ௠௜௡ݕ . D. ௠௜௡ݕ .
Lời giải 

Chọn D 
Do ݕ,ݔ là số thực dương đẳng thức (2ݕݔ − 1)4௫௬ିଵ = ଶݔ) + ݕ + 1)2௫మା௬. Suy ra 2ݕݔ − 1 > 0. 
Khi đó ta có ݈݃݋ଶ(2ݕݔ − 1) + ݕݔ2) − 1) = ଶݔ)ଶ݃݋݈ + ݕ + 1) + ଶݔ) + ݕ + 1) (1) 
Xét hàm số ݂(ݐ) = ଶ݃݋݈ ݐ + ;Hàm số này đồng biến trên (0 .ݐ +∞). 
Nên từ (1) ta được ݂(2ݕݔ − 1) = ଶݔ)݂ + ݕ + 1) ⇔ ݕݔ2 − 2 = ଶݔ + ݕ ⇔ ݔ2)ݕ − 1) = ଶݔ + 2 

Do ݕ > ଶݔ ,0 + 2 > 0 nên 2ݔ − 1 > 0 ⇔ ݔ > ଵ
ଶ
 Suy ra ݕ = ௫మାଶ

ଶ௫ିଵ
. 

Xét hàm số ݃(ݔ) = ௫మାଶ
ଶ௫ିଵ

 trên ቀଵ
ଶ

; +∞ቁ. 

Bảng biến thiên ݃(ݔ) 
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Dựa vào bảng biến thiên suy ra ݕ௠௜௡ tại ݔ = 2. 
Câu 71: Cho ݕ;ݔ là các số thực dương thỏa mãn ݈݃݋ ଷ

ଶ௫ା௬ାଵ
௫ା௬

= ݔ +  Tìm giá trị nhỏ nhất của .ݕ2

biểu thức ܶ = ଵ
௫

+ ଶ
√௬

. 

A. 3 + √3. B. 4. C. 3 + 2√3. D. 6.
Lời giải 

Chọn B 
Ta có ݈݃݋ଷ

ଶ௫ା௬ାଵ
௫ା௬

= ݔ + ⇔ ݕ2 ݔଷ(2݃݋݈ + ݕ + 1)− ݔ)ଷ݃݋݈ + (ݕ = ݔ +  ݕ2

⇔ ݔଷ(2݃݋݈ + ݕ + 1) = ݔଷ(3݃݋݈ + (ݕ3 + ݔ + ݕ2 − 1 
⇔ ݔଷ(2݃݋݈ + ݕ + 1) + ݔ2 + ݕ + 1 = ݔଷ(3݃݋݈ + (ݕ3 + ݔ3 +  (*) ݕ3
Xét hàm số ݂(ݐ) = ଷ݃݋݈ ݐ + ݐ với ݐ > 0. 
Khi đó ݂ᇱ(ݐ) = ଵ

௧ ௟௡ ଷ
+ 1 > ݐ∀,0 > 0, suy ra hàm số ݂(ݐ) liên tục và đồng biến trên (0; +∞).

Do đó (∗) ⇔ ݔ2 + ݕ + 1 = ݔ3 + ݕ3 ⇔ ݔ + ݕ2 = 1 ⇔ ݔ = 1 −  .ݕ2
Vì ݕ,ݔ > 0 ⇒ 0 < ݕ < ଵ

ଶ
. 

Xét ܶ = ଵ
௫

+ ଶ
√௬

= ଵ
ଵିଶ௬

+ ଶ
√௬

= ଵ
ଵିଶ௬

+ ଵ
√௬

+ ଵ
√௬

Áp dụng bất đẳng thức Cô si ta có ܶ ≥ 3. ට ଵ
௬(ଵିଶ௬)

య = 3. ට ଶ
ଶ௬(ଵିଶ௬)

య ≥ 3. √8య = 6. 

Dấu " = " xảy ra ⇔ ቐ
ݔ = 1 − ݕ2
1 − ݕ2 = ඥݕ
ݕ2 = 1 − ݕ2

⇔ ቐ
ݔ = ଵ

ଶ

ݕ = ଵ
ସ

. 

Câu 72: Cho hai số thực dương ܽvà ܾthỏa mãn 4௔௕. 2௔ା௕ = ଼(ଵି௔௕)
௔ା௕

. Giá trị lớn nhất của biểu thức ܳ =
ܾܽ + 2ܾܽଶbằng 

A. 1. B. 3. C. √ହିଵ
ଶ

. D. ଷ
ଵ଻

. 
Lời giải 

Chọn A 
Từ giả thiết suy ra 1 − ܾܽ > 0. 
4௔௕. 2௔ା௕ = ଼(ଵି௔௕)

௔ା௕
⇔ (ܽ + ܾ). 2௔ା௕ = ଼(ଵି௔௕)

ଶమೌ್
⇔ (ܽ + ܾ). 2௔ା௕ = (2− 2ܾܽ). 2ଶିଶ௔௕  (1). 

Xét hàm số ݂(ݐ) = .ݐ 2௧với ݐ ∈ (0; +∞) =  vàܦ liên tục trên(ݐ)݂ Dễ thấy hàm số .ܦ
݂ᇱ(ݐ) = 2௧ + .ݐ 2௧ . ݈݊ 2 > ݐ∀,0 ∈  .ܦ là hàm số đồng biến trên(ݐ)݂ suy raܦ
(1) ⇔ ܽ + ܾ = 2 − 2ܾܽ ⇒ ܽ(1 + 2ܾ) = 2 − ܾ (2). Từ (2), suy ra 2 − ܾ > 0 ⇒ ܾ < 2.

Ta được ܳ = ܾܽ + 2ܾܽଶ = ܾܽ(1 + 2ܾ) =
(ଶ)

ܾ(2− ܾ).

Theo bất đẳng thức Cô – si, ta được ܳ = ܾ(2 − ܾ) ≤ ቂ௕ା(ଶି௕)
ଶ

ቃ
ଶ

= 1.

Vậy ݉ܽܳݔ = 1, đạt được khi và chỉ khi ቊܽ = ଵ
ଷ

ܾ = 1
. 
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Câu 73: Choݕ ,ݔ là các số thực dương thỏa mãn 5௫ାଶ௬ + ଷ
ଷೣ೤

+ ݔ + 1 = ହೣ೤

ହ
+ 3ି௫ିଶ௬ + ݔ)ݕ − 2). Tìm

giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܶ = ݔ +  .ݕ
A. ܶ√2௠௜௡. B. ܶ√3௠௜௡. C. ܶ√5௠௜௡. D. ܶ√2௠௜௡.

Lời giải 
Chọn B 
Theo đề ra ta có 

5௫ାଶ௬ +
3

3௫௬ + ݔ + 1 =
5௫௬

5 + 3ି௫ିଶ௬ + ݔ)ݕ − 2)

⇔ 5௫ାଶ௬ −
1

3௫ାଶ௬ + ݔ + ݕ2 = 5௫௬ିଵ −
1

3௫௬ିଵ + ݕݔ − 1

Xét ݂(ݐ) = 5௧ − ଵ
ଷ೟

+ ⇒.ݐ ݂ᇱ(ݐ) = 5௧ ݈݊ 5 + 3ି௧ ݈݊ 3 + 1 > 0

⇒ ݔ + ݕ2 = ݕݔ − 1 ⇒ ݕ = ௫ାଵ
௫ିଶ

.Do ݕ > ݔ,0 > 0 ⇒ ௫ାଵ
௫ାଶ

> 0 ⇒ ݔ > 2

Ta có: ܶ = ݔ + ݕ = ݔ + ௫ାଵ
௫ିଶ

= ௫మି௫ାଵ
௫ିଶ

ܶᇱ =
ଶݔ − ݔ4 + 1

ݔ) − 2)ଶ = 0 ⇔ ቈݔ = 2 + √3 ∈ (2; +∞)
ݔ = 2− √3 ∉ (2; +∞)

Bảng biến thiên 
Chỉnh lại bbt cho em,chỉ xét với ݔ > 2nhé,kết quả không thay đổi. 

Từ bảng biến thiên ta thấy ܶ√3௠௜௡ tại ݔ = 2 + √3. 

Câu 74: Cho hai số thực ݕ,ݔ dương thỏa mãn hệ thức 3௫మି௬ିඥ௬మାଵlogݔ + logටඥݕଶ + 1 − ݕ = 0. 

Khi biểu thức ܶ = ଶݕ − ଶݔ − ݕ + ඥݕଶ + 1 đạt giá trị nhỏ nhất thì biểu thức ܲ = ଶݔ) − 1)ଶ +  bằng ݕ2
A. 9. B. 1. C. 5. D. 4.

Lời giải 
Chọn D 

Từ giả thiết: 3௫మି௬ିඥ௬మାଵlogݔ + logටඥݕଶ + 1 − ݕ = 0 ⇔ ଷೣ
మ

ଷ
೤శට೤మశభ

logݔ + ଵ
ଶ

log൫ඥݕଶ + 1 − ൯ݕ = 0 

⇔ 2. 3௫మlogݔ + 3 
೤శට೤మశభ

log ଵ
ඥ௬మାଵା௬

= 0 ⇔ 3௫మlogݔଶ = 3௬ାඥ௬మାଵlog൫ݕ+ ඥݕଶ + 1൯. 

⇔ (ଶݔ)݂ = ݂൫ݕ + ඥݕଶ + 1൯. Với hàm số: ݂(ݐ) = 3௧logݐ; (ݐ)′݂  = 3௧ . logݐ. ln3 + 3௧ . ଵ
௧.୪୬ଵ଴

> 0 

Suy ra ݂(ݔଶ) = ݂൫ݕ + ඥݕଶ + 1൯ ⇔ ଶݔ = ݕ + ඥݕଶ + 1. Thế vào biểu thức ܶ ta được: 
ܶ = ଶݕ − ଶݔ − ݕ + ඥݕଶ + 1 = ଶݕ − ൫ݕ + ඥݕଶ + 1൯ − ݕ + ඥݕଶ + 1 = ଶݕ − ݕ2 = ݕ) − 1)ଶ − 1 ≥ −1. 

Dấu ′′ = ′′ xảy ra khi ݕ = 1 ⇒ ଶݔ = ݕ + ඥݕଶ + 1 = 1 + √2 ⇒ ݔ = ඥ1 + √2 
Suy ra: ܲ = ଶݔ) − 1)ଶ + ݕ2 = 4. 
Câu 75: Xét các số thực dương ݔ, thoả mãn 2018ଶ൫௫మି௬ାଵ൯ ݕ = ଶ௫ା௬

(௫ାଵ)మ
. Giá trị nhỏ nhất ௠ܲ௜௡ của biểu 

thức ܲ = ݕ2 −  bằng ݔ3
A. ܲ ଷ

ସ௠௜௡
. B. ܲ ହ

଺௠௜௡
. C. ܲ ଻

଼௠௜௡
. D. ܲ ଵ

ଶ௠௜௡
.
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Lời giải 
Chọn C 
Ta có: 

2018ଶ൫௫మି௬ାଵ൯ =
ݔ2 + ݕ

ݔ) + 1)ଶ 

⇒ ଶݔ)2 − ݕ + 1) = ݔଶ଴ଵ଼(2݃݋݈ + (ݕ − ଶݔ)ଶ଴ଵ଼݃݋݈ + ݔ2 + 1)
⇔ ଶݔ)ଶ଴ଵ଼݃݋݈ + ݔ2 + 1) + ଶݔ)2 + ݔ2 + 1) = ݔଶ଴ଵ଼(2݃݋݈ + (ݕ + ݔ2)2 +  .(∗)(ݕ

Xét hàm: ݂(ݐ) = ଶ଴ଵ଼݃݋݈ ݐ + ,ݐ2 ݐ > 0. 
Suy ra: ݂ᇱ(ݐ) = ଵ

௧ ௟௡ ଶ଴ଵ଼
+ 2 > ݐ∀,0 > 0.

Do đó hàm ݂(ݐ) đồng biến trên khoảng (0; +∞). 
Mà (∗) ⇔ ଶݔ)݂ + ݔ2 + 1) = ݔ2)݂ + (ݕ ⇔ ଶݔ + ݔ2 + 1 = ݔ2 + ݕ ⇔ ݕ = ଶݔ + 1. 

Khi đó: ܲ = ݕ2 − ݔ3 = ଶݔ2 − ݔ3 + 2 = 2 ቀݔ − ଷ
ସ
ቁ
ଶ

+ ଻
଼
≥ ଻

଼
. 

Kết luận: ܲ ଻
଼௠௜௡

 khi ݔ = ଷ
ସ
. 

Câu 76: Cho hai số thực dương ݕ,ݔ thỏa mãn ݈݃݋ଶ ݔ + ݔ)ݔ + (ݕ ≥ ଶ(6݃݋݈ − (ݕ +  Giá trị nhỏ nhất .ݔ6
của biểu thức ܲ = ݔ3 + ݕ2 + ଺

௫
+ ଼

௬
 bằng 

A. ହଽ
ଷ

. B. 19. C. ହଷ
ଷ

. D. 8 + 6√2.
Lời giải 

Chọn B 

Điều kiện: ൜ݔ > 0
0 < ݕ < 6.

Từ giả thiết ta có: ݈݃݋ଶ ݔ + ݔ)ݔ + (ݕ ≥ ଶ(6݃݋݈ − (ݕ + ݔ6 ⇔ ଶ݃݋݈ ଶݔ + ଶݔ ≥ 6)ݔ]ଶ݃݋݈ − [(ݕ +
6)ݔ −  (*) (ݕ
Xét hàm số ݂(ݐ) = ଶ݃݋݈ ݐ + ݐ với ݐ > 0, Ta có ݂′(ݐ) = ଵ

௧ ௟௡ ଶ
+ 1 > ݐ∀,0 > 0 nên hàm số݂(ݐ) = ଶ݃݋݈ ݐ +

;đồng biến trên khoảng (0 ݐ +∞). 
Do đó (∗) ⇔ (ଶݔ)݂ ≥ 6)ݔ]݂ − [(ݕ ⇔ ଶݔ ≥ 6)ݔ − (ݕ ⇔ ݔ ≥ 6 − ݕ ⇔ ݔ + ݕ ≥ 6(∗∗) (do ݔ > 0) 
Áp dụng Bất đẳng thức Cô si cho các cặp số dương và bất đẳng thức (∗∗), ta có: ܲ = ݔ3 + ݕ2 + ଺

௫
+ ଼

௬
=

ଷ
ଶ

ݔ) + (ݕ + ቀଷ௫
ଶ

+ ଺
௫
ቁ+ ቀ௬

ଶ
+ ଼

௬
ቁ ≥ ଷ

ଶ
. 6 + 2ටଷ௫

ଶ
. ଺
௫

+ 2ට௬
ଶ

. ଼
௬

= 19. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 

⎩
⎨

⎧
ݔ + ݕ = 6
ଷ௫
ଶ

= ଺
௫

௬
ଶ

= ଼
௬

⇔ ൜ݔ = 2
ݕ = 4. Vậy giá trị nhỏ nhất của ܲ bằng 19.

Câu 77: Xét các số thực ݔ, y ݔ) ≥ 0)thỏa mãn 

2018௫ାଷ௬ + 2018௫௬ାଵ + ݔ + 1 = 2018ି௫௬ିଵ + ଵ
ଶ଴ଵ଼ೣశయ೤

− ݔ)ݕ + 3). 
Gọi ݉là giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܶ = ݔ +  ? Mệnh đề nào sau đây đúng .ݕ2

A. ݉ ∈ (0; 1). B. ݉ ∈ (1; 2). C. ݉ ∈ (2; 3). D. ݉ ∈ (−1; 0).
Lời giải 

Chọn D 
Ta có 2018௫ାଷ௬ + 2018௫௬ାଵ + ݔ + 1 = 2018ି௫௬ିଵ + ଵ

ଶ଴ଵ଼ೣశయ೤
− ݔ)ݕ + 3)

⇔ 2018௫ାଷ௬ − 2018ି௫ିଷ௬ + ݔ + ݕ3 = 2018ି௫௬ିଵ − 2018௫௬ାଵ − ݕݔ − 1 
   3 1f x y f xy     (1) 

Xét hàm số ݂(ݐ) = 2018௧ − 2018ି௧ + ݐ với ,ݐ ∈ ℝta có 
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݂ᇱ(ݐ) = 2018௧ ݈݊ 2 018 + 2018ି௧ ݈݊ 2 018 + 1 > ݐ∀ ,0 ∈ ℝ. 
Do đó ݂(ݐ)đồng biến trên ℝnên (1) ⇔ ݔ + ݕ3 = ݕݔ− − 1 
⇔ ݔ)ݕ + 3) = ݔ− − 1 ⇒ ݕ = − ௫ାଵ

௫ାଷ
⇒ ܶ = ݔ − ଶ(௫ାଵ)

௫ାଷ
. 

Xét hàm số ݂(ݔ) = ݔ − ଶ(௫ାଵ)
௫ାଷ

, với ݔ ∈ 0; +∞)có 

݂ᇱ(ݔ) = 1 − ସ
(௫ାଷ)మ

= ௫మା଺௫ାହ
(௫ାଷ)మ

> ݔ∀ ,0 ∈ (0; +∞).

Do đó ݂(ݔ)đồng biến trên 0; +∞) ⇒ (ݔ)݂ ≥ ݂(0) = − ଶ
ଷ
. 

Dấu “=” xảy ra ⇔ ݔ = 0 ⇒ ݉ = − ଶ
ଷ
. 

Câu 78: Cho 0 ≤ ;ݔ ݕ ≤ 1 thỏa mãn 2017ଵି௫ି௬ = ௫మାଶ଴ଵ଼
௬మିଶ௬ାଶ଴ଵଽ

. Gọi ܯ, ݉ lần lượt là giá trị lớn nhất, giá 

trị nhỏ nhất của biểu thức ܵ = ଶݔ4) + ଶݕ4)(ݕ3 + (ݔ3 + ܯ Khi đó .ݕݔ25 + ݉ bằng bao 
nhiêu? 

A. ଵଷ଺
ଷ

. B. ଷଽଵ
ଵ଺

. C. ଷ଼ଷ
ଵ଺

. D. ଶହ
ଶ

. 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có 2017ଵି௫ି௬ = ௫మାଶ଴ଵ଼
௬మିଶ௬ାଶ଴ଵଽ

⇔ ଶ଴ଵ଻
భష೤

ଶ଴ଵ଻ೣ
= ௫మାଶ଴ଵ଼

(ଵି௬)మାଶ଴ଵ଼

⇔ 2017ଵି௬[(1− ଶ(ݕ + 2018] = 2017௫(ݔଶ + 2018) 
Xét hàm số ݂(ݐ) = 2017௧(ݐଶ + 2018), với 0 ≤ ݐ ≤ 1. 
⇒ ݂ᇱ(ݐ) = ଶݐ) + 2018). 2017௧. ݈݊ 2 017 + .ݐ2 2017௧ = 2017௧[(ݐଶ + 2018). ݈݊ 2 017 + [ݐ2 > 0
⇒ Hàm số ݂(ݐ) đồng biến trên 0 ≤ ݐ ≤ 1
⇒ 1 − ݕ = ݕ ⇔ ݔ = 1 − ݔ
Cách 1:
Theo giả thiết ܵ = ଶݔ4) + ଶݕ4)(ݕ3 + (ݔ3 + ݕݔ25

= ଶݔ4] + 3(1− .[(ݔ [4(1− ଶ(ݔ + [ݔ3 + 1)ݔ25 −  (ݔ
= ଶݔ4) − ݔ3 + ଶݔ4)(3 − ݔ5 + 4) + 1)ݔ25 −  (ݔ

= ସݔ16 − ଷݔ20 + ଶݔ16 − ଷݔ12 + ଶݔ15 − ݔ12 + ଶݔ12 − ݔ15 + 12 + ݔ25 −  ଶݔ25
= ସݔ16 − ଷݔ32 + ଶݔ18 − ݔ2 + 12 

Xét hàm số ܵ(ݔ) = ସݔ16 − ଷݔ32 + ଶݔ18 − ݔ2 + 12, với 0 ≤ ݔ ≤ 1. 

⇒ ܵᇱ(ݔ) = ଷݔ64 − ଶݔ96 + ݔ36 − 2. Cho ܵᇱ(ݔ) = 0 ⇔ ቎
ݔ = ଶ±√ଷ

ସ

ݔ = ଵ
ଶ

Bảng biến thiên 

Từ bảng biến thiên, ta có ቐ
ܯ = ݔܽ݉

[଴;ଵ]
(ݔ)ܵ = ଶହ

ଶ

݉ = ݉݅݊
[଴;ଵ]

(ݔ)ܵ = ଵଽଵ
ଵ଺

. 

191
16

12
+ 0

2- 3
4

+

191
16

10

12

2+ 3
4

y

y'

x
1
2

0 0
25
2
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Vậy ܯ + ݉ = ଶହ
ଶ

+ ଵଽଵ
ଵ଺

= ଷଽଵ
ଵ଺

. 
Cách 2: 

Từ 0 ≤ ;ݔ ݕ ≤ 1và ݔ + ݕ = 1 suy ra 0 ≤ ݕݔ ≤ ቀ௫ା௬
ଶ
ቁ
ଶ

= ଵ
ସ
. 

Viết lại ܵ = ଶݕଶݔ16 + ଷݔ)12 + (ଷݕ +  ݕݔ34
ܵ = ଶݕଶݔ16 + ݔ)]12 + ଷ(ݕ − ݔ)ݕݔ3 + [(ݕ +  ݕݔ34

ܵ = ଶݕଶݔ16 − ݕݔ2 + 12 

Đặt ݐ = ,ݕݔ ݐ ∈ ቂ0; ଵ
ସ
ቃthì ܵ = (ݐ)݂ = ଶݐ16 − ݐ2 + 12. 

Khảo sát hàm ݂(ݐ) ta được ݉݅݊
௧∈ቂ଴;భరቃ

(ݐ)݂ = ݂ ቀଵ
଼
ቁ = ଵଽଵ

ଵ଺
, max
௧∈ቂ଴;భరቃ

(ݐ)݂ = ݂ ቀଵ
ସ
ቁ = ଶହ

ଵଶ
. 

Vậy ܯ + ݉ = ଶହ
ଶ

+ ଵଽଵ
ଵ଺

= ଷଽଵ
ଵ଺

 

Câu 79: Cho các số thực ܽ, ܾ ܿ thỏa mãn logଶ
௔ା௕ା௖

௔మା௕మା௖మାଵ
= ܽ(ܽ − 2) + ܾ(ܾ − 2) + ܿ(ܿ − 2). 

Giá trị lớn nhất của biểu thức ܲ = ௔ାଶ௕ା௖
௔ା௕ା௖ା௔

 bằng 

A. ସି√଺
ହ

. B. ହାଶ√଺
ଷ

. C. ଺ାଶ√ଷ
ଷ

. D. ସା√଺
ହ

. 
Lời giải 

Chọn D 
Điều kiện: ௔ା௕ା௖

௔మା௕మା௖మାଵ
> 0 ⇔ ܽ + ܾ + ܿ > 0 (∗).

Ta biến đổi hệ thức ban đầu ⇔ logଶ
௔ା௕ା௖

௔మା௕మା௖మାଵ
= ܽ(ܽ − 2) + ܾ(ܾ − 2) + ܿ(ܿ − 2) 

⇔ 1 + logଶ
ܽ + ܾ + ܿ

ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ + 1 = ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ + 1− 2ܽ − 2ܾ − 2ܿ 

⇔ logଶ
2ܽ + 2ܾ + 2ܿ

ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ + 1 = ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ + 1 − (2ܽ + 2ܾ + 2ܿ) 

⇔ logଶ(2ܽ + 2ܾ + 2ܿ)− logଶ(ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ + 1) = ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ + 1 − (2ܽ + 2ܾ + 2ܿ) 
⇔ logଶ(2ܽ + 2ܾ + 2ܿ) + (2ܽ + 2ܾ + 2ܿ) = logଶ(ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ + 1) + (ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ + 1) (1) 
Xét hàm số ݂(ݐ) = logଶݐ + ,ݐ ݐ > 0 ⇒ (ݐ)′݂ = ଵ

௧୪୬ଶ
+ 1 > ݐ∀,0 > 0 ⇒ .tăng trên (0 ; +∞) (ݐ)݂

Từ (1) ⇔ ݂(2ܽ + 2ܾ + 2ܿ) = ݂(ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ + 1) ⇔ 2ܽ + 2ܾ + 2ܿ = ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ + 1 
Suy ra: (ܽ − 1)ଶ + (ܾ − 1)ଶ + (ܿ − 1)ଶ = 2 (∗∗) 
Dễ thấy điều kiện (∗) được thỏa mãn ở hệ thức: 2ܽ + 2ܾ + 2ܿ = ܽଶ + ܾଶ + ܿଶ + 1 > 0 
Ta có: ܲ = ௔ାଶ௕ା௖

௔ା௕ା௖ା௔
⇔ (ܲ − 1)ܽ + (ܲ − 2)ܾ + (ܲ − 1)ܿ = −ܲ 
⇔ (ܲ − 1)(ܽ − 1) + (ܲ − 2)(ܾ − 1) + (ܲ − 1)(ܿ − 1) = 4 − 4ܲ 

⇒ (4 − 4ܲ)ଶ = [(ܲ − 1)(ܽ − 1) + (ܲ − 2)(ܾ − 1) + (ܲ − 1)(ܿ − 1)]ଶ Áp dụng BĐT Bunhiacopxki:
⇒ (4− 4ܲ)ଶ ≤ [(ܲ − 1)ଶ + (ܲ − 2)ଶ + (ܲ − 1)ଶ][(ܽ − 1)ଶ + (ܾ − 1)ଶ + (ܿ − 1)ଶ]

⇒ (4 − 4ܲ)ଶ ≤ 2[(ܲ − 1)ଶ + (ܲ − 2)ଶ + (ܲ − 1)ଶ] ⇔ 5ܲଶ − 8ܲ + 2 ≤ 0 ⇔
4 − √6

5 ≤ ܲ ≤
4 + √6

5
Suy ra giá trị lớn nhất của ܲ là ୫ܲୟ୶ = ସା√଺

ହ
. 

Câu 80: Cho hai số thực ݕ,ݔ thỏa mãn hệ thức logହ
௫௬ା௬ାଶ
ହ௫ା଻௬ାଵଶ

= ݔ5 + ݕ2 − ݕݔ5 + 1. Giá trị nhỏ nhất của 
biểu thức ܶ = ଶݔ − ݕݔ10 + ݕ4 + 2019 tương ứng bằng 

A. 2019. B. 2010. C. 2011. D. 1990.
Lời giải 

Chọn D 
 Điều kiện xác định: ௫௬ା௬ାଶ

ହ௫ା଻௬ାଵଶ
> 0.(*)

 Ta có logହ
௫௬ା௬ାଶ
ହ௫ା଻௬ାଵଶ

= ݔ5 + ݕ2 − ݕݔ5 + 1 ⇔ logହ
௫௬ା௬ାଶ
ହ௫ା଻௬ାଵଶ

= ݔ5) + ݕ7 + 1)− ݕݔ5) +  (ݕ5
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⇔ 1 + logହ
௫௬ା௬ାଶ
ହ௫ା଻௬ାଵଶ

= ݔ5) + ݕ7 + 12)− ݕݔ)5 + ݕ + 2). 

⇔ logହ
ହ௫௬ାହ௬ାଵ଴
ହ௫ା଻௬ାଵଶ

= ݔ5) + ݕ7 + 12)− ݕݔ5) + ݕ5 + 10). 

⇔ logହ(5ݕݔ + ݕ5 + 10)− logହ(5ݔ + ݕ7 + 12) = ݔ5) + ݕ7 + 12) − ݕݔ5) + ݕ5 + 10). 
⇔ logହ(5ݕݔ + ݕ5 + 10) + ݔ5) + ݕ7 + 12) = logହ(5ݔ + ݕ7 + 12) + ݕݔ5) + ݕ5 + 10). 
⇔ ݕݔ5)݂ + ݕ5 + 10) = ݔ5)݂ + ݕ7 + 12) ⇔ ݕݔ5 + ݕ5 + 10 = ݔ5 + ݕ7 + 12. 
Suy ra 5ݕݔ − ݕ2 = ݔ5 + 2 ⇒ ܶ = ଶݔ − ݕݔ5)2 − (ݕ2 + 2019 = ଶݔ − ݔ5)2 + 2) + 2019 =
ݔ) − 5)ଶ + 1990
 Khi ݔ = 5 ⇒ ݕ = ଵ଻

ଶଷ
⇒ thỏa mãn điều kiện (*).

 Suy ra giá trị nhỏ nhất của ܶ là: ܶ୫୧୬ = 1990.
Câu 81: Cho ݕ,ݔ > 0 thỏa 2019ଶ൫௫మି௬ାଶ൯ − ସ௫ା௬ାଶ

(௫ାଶ)మ
= 0. Tìm giá trị nhỏ nhất minP  của ܲ = ݕ2 −  .ݔ4

A. 2018. B. 2019. C. ଵ
ଶ
. D. 2.

Lời giải 
Chọn D 
Ta có: 2019ଶ൫௫మି௬ାଶ൯ − ସ௫ା௬ାଶ

(௫ାଶ)మ
= 0 ⇔ 2019ଶ൫௫మାସ௫ାସ൯ିଶ(ସ௫ା௬ାଶ) = ସ௫ା௬ାଶ

(௫ାଶ)మ
 

⇔ 2019ଶ(௫ାଶ)మ . ݔ) + 2)ଶ = 2019ଶ(ସ௫ା௬ାଶ). ݔ4) + ݕ + 2)(∗). 

Đặt ൜ݑ = ݔ) + 2)ଶ
ݒ = ݔ4 + ݕ + 2 ,ݑ) ݒ > 0) 

Khi đó: (∗) ⇔ 2019ଶ௨ ݑ. = 2019ଶ௩ ݒ. ⇔ (ݑ)݂ =  (ݒ)݂
với ݂(ݐ) = 2019ଶ௧. ,ݐ ݐ) > 0) 

⇒ (ݐ)′݂ = 2019ଶ௧. 2 ݈݊ 2 019. ݐ + 2019ଶ௧ > ݐ∀,0 > 0
Do đó: ݂(ݑ) = (ݒ)݂ ⇔ ݑ = ⇔ ݒ ݔ) + 2)ଶ = ݔ4 + ݕ + 2 ⇔ ݕ = ଶݔ + 2. 
⇒ ܲ = ݕ2 − ݔ4 = ଶݔ2 − ݔ4 + 4 = ݔ)2 − 1)ଶ + 2 ≥ 2.
Vậy ௠ܲ௜௡.
Câu 82: Cho ݕ ,ݔ là các số dương thỏa mãn ݕݔ ≤ ݕ4 − 1. Giá trị nhỏ nhất của: ܲ = ଺(ଶ௫ା௬)

௫
+ ݈݊ ௫ାଶ௬

௬
 là 

ܽ + ݈݊ ܾ. Giá trị của tích ܾܽ là 
A. ܾܽ = 18. B. ܾܽ = 81. C. ܾܽ = 28. D. ܾܽ = 82.

Lời giải 
Chọn B 
Với ݔ > ݕ,0 > 0 ta có 

ݕݔ ≤ ݕ4 − 1 ⇔ ௫
௬

< − ଵ
௬మ

+ ସ
௬
⇔ ௫

௬
< −ቀ ଵ

௬మ
− 2.2. ଵ

௬
+ 4ቁ + 4 ⇔ ௫

௬
< 4 − ቀଵ

௬
− 2ቁ

ଶ
⇒ ௫

௬
≤ 4.

Vậy 0 < ௫
௬
≤ 4.

ܲ = ଺(ଶ௫ା௬)
௫

+ ݈݊ ௫ାଶ௬
௬

= 12 + 6. ௬
௫

+ ݈݊ ቀ௫
௬

+ 2ቁ.

Đặt ݐ = ௫
௬
⇒ 0 < ݐ ≤ 4.

(ݐ)ܲ = 12 + 6 ଵ
௧

+ ݐ)݈݊ + 2) ⇒ ܲᇱ(ݐ) = − ଺
௧మ

+ ଵ
௧ାଶ

= ௧మି଺௧ିଵଶ
௧మ(௧ାଶ)

. 

ܲᇱ(ݐ) = 0 ⇔ ଶݐ − ݐ6 − 12 = 0 ⇔ ቈݐ = 3 − (ܮ)21√
ݐ = 3 + (ܯܶ)21√

Lập bảng biến thiên 
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Vậy ܽ.ܾ = 81. 
Câu 83: Cho hai số thực dương ݕ,ݔ thỏa mãn 2௫మାଵିඥ௬మାଵlogଶݔ + 2௬logଶ൫ඥݕଶ + 1 − ൯ݕ = 0. Giá trị 

lớn nhất của ܲ = ଶݔ3 − ଶݕ −  tương ứng bằng ݕ3
A. ଽ

ସ
. B. 3. C. ଶଵ

ସ
. D. ଵଷ

ସ
. 

Lời giải 
Chọn D 
Ta đổi biến giả thiết như sau: 

2௫మାଵିඥ௬మାଵlogଶݔ + 2௬logଶ ቀඥݕଶ + 1 − ቁݕ = 0 ⇔
2. 2௫మlogଶݔ

2ඥ௬మାଵ

= −2௬logଶ
൫ඥݕଶ + 1 − ଶݕ൯൫ඥݕ + 1 + ൯ݕ

ඥݕଶ + 1 + ݕ

⇔ 2. 2௫మlogଶݔ = −2௬. 2ඥ௬మାଵlogଶ
1

ඥݕଶ + 1 + ݕ
⇔ 2. 2௫మlogଶݔ = 2௬. 2ඥ௬మାଵlogଶ ቀඥݕଶ + 1 +  ቁݕ

⇔ 2௫మlogଶݔଶ = 2௬ାඥ௬మାଵlogଶ ቀݕ + ඥݕଶ + 1ቁ ⇔ (ଶݔ)݂ = ݂ ቀݕ + ඥݕଶ + 1ቁ ⇔ ଶݔ = ݕ + ඥݕଶ + 1 

(Với hàm ݂(ݐ) = 2௧logଶݐ ⇒ (ݐ)′݂ = 2௧logଶݐ. ln2 + 2௧ . ଵ
௧୪୬ଶ

> 0 với ∀ݐ > 0. Suy ra hàm đặc trưng đang
xét là đơn điệu tăng). 
Thay ݔଶ = ݕ + ඥݕଶ + 1 vào biểu thức: 

ܲ = 3൫ݕ + ඥݕଶ + 1൯ − ଶݕ − ݕ3 = ଶݕ− + 3ඥݕଶ + 1 = ଵଷ
ସ
− ቀඥݕଶ + 1 − ଷ

ଶ
ቁ
ଶ
≤ ଵଷ

ସ
. 

Dấu ′′ = ′′ xảy ra khi ඥݕଶ + 1 − ଷ
ଶ

= 0 ⇔ ݕ = ± √ହ
ଶ
⇒ ݕ = √ହ

ଶ
; ݔ  = ଷା√ହ

ଶ

Suy ra giá trị lớn nhất của biểu thức ܲ là: ୑ܲୟ୶ = ଵଷ
ସ

. 
Câu 84: Xét các số thực ݔ, ݔ thỏa mãn ݕ > 0 và ݔସ + ݁ସ௬ − 3 = .ݔ ݁௬(1 − .ݔ2 ݁௬). Giá trị lớn nhất của 

biểu thức ܲ = lnݔ +  ?thuộc tập hợp nào dưới đây ݕ
A. (1;  2). B. [2;  4). C. [−3;  0). D. [0;  3).

Lời giải 
Chọn D 
Xét phương trình ݔସ + ݁ସ௬ − 3 = .ݔ ݁௬(1− .ݔ2 ݁௬) 
Đặt ݐ = ݁௬(ݐ > 0) ta có: ݔସ + ସݐ − 3 = 1)ݐݔ − (ݐݔ2 ⇔ 3 + ݐݔ = ଶݔ) + ଶ)ଶݐ ≥  ଶ(ݐݔ)4
⇔ − ଷ

ସ
≤ ݐݔ ≤ 1. 

Lại do ݔ, ݐ > 0 ⇒ 0 < ݐݔ ≤ 1 ⇒ 0 < .ݔ ݁௬ ≤ 1 ⇔ lnݔ + ݕ ≤ 0 nên ܲ ≤ 0. 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi ൝
ݔ = ݐ
ݐݔ = 1
,ݔ ݐ > 0

⇔ ݔ = ݐ = 1 hay ൜ݔ = 1
ݕ = 0 

Vậy ୫ܲୟ୶ = 0 ∈ [0;  3). 
Câu 85: Cho hai số thực ݕ,ݔ lớn hơn 1 và thỏa mãn ݕ௫ . (݁௫)௘೤ ≥ .௬ݔ (݁௬)௘ೣ. Tìm giá trị nhỏ nhất của 

biểu thức ܲ = ௫݃݋݈ ඥݕݔ + ௬݃݋݈  .ݔ
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A. √ଶ
ଶ

. B. 2√2. C. ଵାଶ√ଶ
ଶ

. D. ଵା√ଶ
ଶ

. 

Lời giải 

Chọn C 

Với ݔ, ݕ > 1, ta có 

௫ݕ . (݁௫)௘೤ ≥ .௬ݔ (݁௬)௘ೣ  

⇔ ݈݊൫ݕ௫. (݁௫)௘೤൯ ≥ ݈݊൫ݔ௬. (݁௬)௘ೣ൯ 

⇔ ݔ ݈݊ ݕ + ௬݁ݔ ≥ ݕ ݈݊ ݔ +  ௫݁ݕ

⇔
ݕ݈݊
ݕ +

݁௬

ݕ ≥
݈݊ ݔ
ݔ +

݁௫

ݔ (1). 

Xét hàm số ݃(ݐ) = ௧݁ݐ − ݁௧ + 1− ݈݊ ;trên 1 ݐ +∞), có ݃′(ݐ) = ௧݁ݐ − ଵ
௧

> ݐ∀,0 ≥ 1.

Hàm số ݃(ݐ) đồng biến trên 1; +∞) nên ݃(ݐ) > ݃(1) = 1 > ݐ∀,0 > 1. 

Xét hàm số ݂(ݐ) = ௟௡ ௧
௧

+ ௘೟

௧
 trên (1; +∞), có ݂′(ݐ) = ௚(௧)

௧మ
> ݐ∀,0 > 1, nên ݂(ݐ) đồng biến trên (1; +∞).

Với ݔ, ݕ > 1 thì (1) ⇔ (ݕ)݂ ≥ (ݔ)݂ ⇔ ݕ ≥  .ݔ

Đặt ݑ = ௫݃݋݈ ݕ Do .ݕ ≥ ݔ > 1 nên ݑ ≥ 1. Ta có ܲ = ℎ(ݑ) = ଵା௨
ଶ

+ ଵ
௨

. Nhận thấy ℎ′(ݑ) = ௨మିଶ
ଶ௨మ

, nên 

ℎ′(ݑ) = 0 khi ݑ = √2, ℎ′(ݑ) < 0 khi 1 ≤ ݑ < √2, ℎ′(ݑ) > 0 khi ݑ > √2. Dẫn tới ܲ = ℎ(ݑ) ≥ ℎ൫√2൯ =

ଵାଶ√ଶ
ଶ

ݑ∀, ≥ 1, đẳng thức xảy ra khi ݑ = √2. 

Vậy ݉݅݊ܲ = ଵାଶ√ଶ
ଶ

, đạt được khi ݕ = ݔ ଶ và√ݔ > 1. 

Câu 86: Cho hai số thực dương ܽ,ܾ thỏa mãn hệ thức: 2 ଶ݃݋݈ ܽ − ଶ݃݋݈ ܾ ≤ ܽ)ଶ݃݋݈ + 6ܾ). Tìm giá trị 

lớn nhất ெܲ௔௫ của biểu thức 
2

2 22 2
ab bP

a ab b



 

. 

A. ெܲ௔௫ = ଶ
ଷ
. B. ெܲ௔௫ = 0. C.

1
2MaxP  . D. ெܲ௔௫ = ଶ

ହ
. 

Lời giải 
Chọn C 
Ta có: 2 ଶ݃݋݈ ܽ − ଶ݃݋݈ ܾ ≤ ܽ)ଶ݃݋݈ + 6ܾ) ⇔ ଶ݃݋݈ ܽଶ ≤ ܾܽ)ଶ݃݋݈ + 6ܾଶ) ⇔ ܽଶ ≤ ܾܽ + 6ܾଶ 

⇔ ቀ௔
௕
ቁ
ଶ
− ௔

௕
− 6 ≤ 0 ⇔−3 ≤ ௔

௕
≤ 2. 

Do ܽ,ܾ dương nên 0 < ௔
௕
≤ 2. 

Đặt ݐ = ௔
௕

, 0 < ݐ ≤ 2. 

Khi đó: 
2

2 2 2

1
2 2 2 2

ab b tP
a ab b t t

 
 

   
Xét hàm số ݂(ݐ) = ௧ିଵ

௧మିଶ௧ାଶ
 với 0 < ݐ ≤ 2. 

Ta có: ݂ᇱ(ݐ) = ି௧మାଶ௧
(௧మିଶ௧ାଶ)మ

≥ ݐ∀,0 ∈ 0; 2. 

Suy ra ݂(ݐ) ≤ ݂(2) = ଵ
ଶ
. Vậy ݔܽܯ

଴;ଶ
(ݐ)݂ = ଵ

ଶ
 khi ݐ = 2. 

Do đó 
1
2MaxP  .
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DẠNG 3: ÁP DỤNG HÌNH HỌC GIẢI TÍCH. 
Câu 87: Cho hai số thực ݕ,ݔ thỏa mãn đồng thời các điều kiện ݔଶ + ଶݕ ≤ 4 và log௫మା௬మାଵ(2ݔ + ݕ2݉ +

3݉− 4) ≥ 1. Gọi ܵ là tập chứa tất cả các giá trị nguyên của tham số ݉ để tồn tại một cặp số 
thực (ݔ;  :thỏa mãn bài toán. Số phần tử của tập ܵ là (ݕ

A. 2. B. 1. C. 3. D. 0.
Lời giải 

Chọn B 
Miền điều kiện ݔଶ + ଶݕ ≤ 4 là miền nằm trong hình tròn (ܥଵ) tâm là gốc toạn độ ܱ(0; 0) bán kính ܴଵ =
2 kể cả đường tròn (ܥଵ) như hình vẽ. 
Từ giả thiết: 

log௫మା௬మାଵ(2ݔ + ݕ2݉ + 3݉ − 4) ≥ 1 ⇔ ݔ2 + ݕ2݉ + 3݉ − 4 ≥ ଶݔ + ଶݕ + 1
⇔ ݔ) − 1)ଶ + ݕ) − ݉)ଶ ≤ ݉ଶ + 3݉ − 4

 

Nằm trong hình tròn (ܥଶ) tâm (݉;1)ܫ bán kính ܴଶ = √݉ଶ + 3݉ − 4 (݉ ≤ −`4 ;  ݉ ≥ 1) kể cả đường 
tròn (ܥଶ) như hình vẽ. 
Để tồn tại một cặp số thực (ݔ;  :thỏa mãn đềtoán thì xảy ra hai trường hợp sau (ݕ

Trường hợp 1: Đường tròn (ܥଶ) có ܴଶ = 0 coi như chỉ là một điểm ܫ và điểm ܫ này sẽ nằm trong hoặc 
trên (ܥଵ) 
Ta có điều kiện tương ứng: 

൜ܴଶ = 0
ܫܱ ≤ ܴଵ = 2 ⇔ ቊܴଶ = √݉ଶ + 3݉ − 4 = 0

ܫܱ = √1ଶ + ݉ଶ ≤ ܴଵ = 2
⇔ ൜

݉ = 1;݉ = −4
|݉| ≤ √3 ⇔ ݉ = 1 (thỏa mãn) (1) 

Trường hợp 2: Đường tròn (ܥଵ) tiếp xúc ngoài với đường tròn (ܥଶ). 
Ta có điều kiện tương ứng: 

ܫܱ = ܴଵ + ܴଶ ⇔ ඥ1ଶ + ݉ଶ = 2 + ඥ݉ଶ + 3݉− 4
⇔ ݉ଶ + 1ଶ = 4 + ݉ଶ + 3݉− 4 + 4ඥ݉ଶ + 3݉− 4
⇔ 1 − 3݉ = 4ඥ݉ଶ + 3݉− 4

 

⇔ ቐ݉ ≤
1
3

(1− 3݉)ଶ = 16݉ଶ + 48݉− 64
⇔ ൝݉ <

1
3

7݉ଶ + 54݉− 65 = 0

⇔

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧݉ ≤ ଵ

ଷ

቎
݉ = ିଶ଻ିସ√଻ସ

଻

݉ = ିଶ଻ାସ√଻ସ
଻

⇔ ݉ = ିଶ଻ିସ√଻ସ
଻

, (݉ ∈ ℤ) (loại) 

Câu 88: Cho hai số thực ݕ,ݔ thỏa mãn ݈݃݋√ଷ
௫ା௬

௫మା௬మା௫௬ାଶ
= ݔ)ݔ − 3) + ݕ)ݕ − 3) +  Tìm giá trị lớn .ݕݔ

nhất của biểu thức ܲ = ௫ାଶ௬ାଷ
௫ା௬ା଺

. 

A. ସଷାଷ√ଶସଽ
ଽସ

. B. ଷ଻ି√ଶସଽ
ଽସ

. C. ଺ଽି√ଶସଽ
ଽସ

. D. ଺ଽା√ଶସଽ
ଽସ

. 
Lời giải 

Chọn D 
• Ta có: ݈݃݋√ଷ

௫ା௬
௫మା௬మା௫௬ାଶ

= ݔ)ݔ − 3) + ݕ)ݕ − 3) +  ݕݔ

(C2)

(C1)

O
I

(C2)

(C1)

O I
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⇔ ݔ)ଷ√݃݋݈ + (ݕ − ଶݔ)ଷ√݃݋݈ + ଶݕ + ݕݔ + 2) + ଷ√݃݋݈ 3 = ଶݔ + ଶݕ + ݕݔ + 2 − ݔ)3 +  (ݕ
⇔ ଶݔ + ଶݕ + ݕݔ + 2 + ଶݔ)ଷ√݃݋݈ + ଶݕ + ݕݔ + 2) = ݔ)3 + (ݕ + ଷ√݃݋݈ 3 ݔ) +  .(ݕ
⇔ ଶݔ + ଶݕ + ݕݔ + 2 = ݔ)3 +  .(ݕ

⇔ ଶݔ + ݕݔ + ௬మ

ସ
+ ଷ௬మ

ସ
− ଷ௬

ଶ
+ ଷ

ସ
− 3 ቀݔ + ௬

ଶ
ቁ + ଽ

ସ
= 1.

⇔ ቀݔ + ௬
ଶ
ቁ
ଶ
− 3 ቀݔ + ௬

ଶ
ቁ + ଽ

ସ
+ ቀ√ଷ௬

ଶ
− √ଷ

ଶ
ቁ
ଶ

= 1. 

⇔ ቀݔ + ௬
ଶ
− ଷ

ଶ
ቁ
ଶ

+ ቀ√ଷ௬
ଶ
− √ଷ

ଶ
ቁ
ଶ

= 1 (*) 

Đặt: ቐ
ܽ = ݔ + ௬

ଶ
− ଷ

ଶ

ܾ = √ଷ௬
ଶ
− √ଷ

ଶ

⇒ ቐ
ݔ = ܽ − ௕

√ଷ
+ 1

ݕ = ଶ௕
√ଷ

+ 1

⇒ (*) trở thành: 2 2 1a b  ;là đường tròn tâm ܱ(0 (ܥ) 0), bán kính ܴ = 1.
• ܲ = ௫ାଶ௬ାଷ

௫ା௬ା଺
⇒ ݔ)ܲ + ݕ + 6) = ݔ + ݕ2 + 3.

⇒ ܲ ቀܽ + ௕
√ଷ

+ 8ቁ = ܽ + √3ܾ + 6.

⇒ (ܲ − 1)ܽ + ௉ିଷ
√ଷ

ܾ + 8ܲ − 6 =  .(߂) 0

• Điều kiện để đường tròn (ܥ) và đường thẳng ߂ có giao điểm là:

(߂;ܱ)݀ ≤ 1 ⇔ |଼௉ି଺|

ට(௉ିଵ)మା(ುషయ)మ
య

≤ 1.

⇔ |8ܲ − 6| ≤ ට(ܲ − 1)ଶ + (௉ିଷ)మ

ଷ
. 

⇔ ଵ଼଼
ଷ
ܲଶ − 92ܲ + 32 ≤ 0. 

⇔ ଺ଽି√ଶସଽ
ଽସ

≤ ܲ ≤ ଺ଽା√ଶସଽ
ଽସ

. 

⇒ ܲ ଺ଽା√ଶସଽ
ଽସ ௠௔௫

.
Câu 89: Cho hai số thực ݕ,ݔ thỏa điều kiện log௫మିଶ௫ାଷ(2ݔ + ݕ + 1) ≥ 1, ݔ + ݕ ≤ 6. Gọi giá trị lớn nhất

và giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܶ = ݔ2 + ܲ Giá trị của biểu thức .ߚ và ߙ lần lượt là ݕ = ߙ +
 :bằng ߚ

A. 7. B. 5. C. 8. D. 11.
Lời giải 

Chọn D 
Đây là dạng toán max-min trên miền ܦ điển hình. 

Từ giả thiết suy ra: ൜log௫మିଶ௫ାଷ(2ݔ + ݕ + 1) ≥ 1
ݔ + ݕ ≤ 6 ⇔ ൜2ݔ + ݕ + 1 ≥ ଶݔ − ݔ2 + 3

ݕ ≤ 6 − ݔ ⇔ ൜ݕ ≥ ଶݔ − ݔ4 + 2
ݕ ≤ 6 − ݔ

Chúng ta dể dàng phác họa nhanh được miền ܦ như trên hình vẽ. 
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Ta xác định rõ được hai giao điểm của hai đường cong tạo nên miền ܦ là: 

൜ݕ = ଶݔ − ݔ4 + 2
ݕ = 6 − ݔ ⇔ ൤ݔ = −1; ݕ = 7 ⇒ ;1−)ܣ 7)

ݔ = ݕ;4 = 2 ⇒ ;4)ܤ 2)  

Tiếp đó ta xử lý tới biểu thức max-min: ܶ = ݔ2 + ݕ ⇔ ݕ = ݔ2− + ܶ; đây là một họ đường thẳng song 
song với nhau ta gọi họ đường thẳng Δ். 
Trong đó mỗi cặp (ݔ; (ݕ;ݔ)ܯ thỏa mãn điều kiện bài tọa đã cho sẽ ứng với một điểm (ݕ ∈  ܦ
Điều kiện là đường thẳng Δ் phải cắt miền ܦ (có ít nhất một điểm chung với miền ܦ). 
Bằng trực quan trên đồ thị, ta có thể xác định được trường hợp đường thẳng Δ௫భ đi qua điểm ܤ ứng với 
giá trị ଵܶ. Thõa mản: ݕ = ݔ2− + ଵܶ ⇔ 2 = −2.4 + ଵܶ ⇒ ଵܶ = 10. 
Đường thẳng Δ௫మ tiếp xúc với đường parabol (ܲ) tại hoành độ ݔ < 2 ứng với giá trị ଶܶ. Thỏa mãn 
phương trình có nghiệm kép: ݕ = ݔ2− + ଶܶ = ଶݔ − ݔ4 + 2 ⇔ ଶݔ − ݔ2 + 2 − ଶܶ = 0 ⇔ ଶܶ = 1 
Các giá trị ܶ phải nằm trong đoạn: 1 = ଶܶ ≤ ܶ ≤ ଵܶ = 10 

Suy ra: ൜ ୫ܶୟ୶ = 10 = ߙ
ܶ୫୧୬ = 1 = ߚ ⇒ ܲ = ߙ + ߚ = 11.

Câu 90: Cho các số thực ܽ,  ܾ,  ݉,  ݊ sao cho 2݉ + ݊ < 0 và thỏa mãn điều kiện 

ቊ
ଶ(ܽଶ݃݋݈ + ܾଶ + 9) = 1 + ଶ(3ܽ݃݋݈ + 2ܾ)

9ି௠ . 3ି௡ . 3
ିସ

ଶ௠ା௡ + ݈݊[(2݉ + ݊ + 2)ଶ + 1] = 81
Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܲ = ඥ(ܽ −݉)ଶ + (ܾ − ݊)ଶ. 

A. 2√5− 2. B. 2. C. √5 − 2. D. 2√5.
Lời giải 

Chọn A 
Ta có: ݈݃݋ଶ(ܽଶ + ܾଶ + 9) = 1 + ଶ(3ܽ݃݋݈ + 2ܾ) ⇔ ଶ(ܽଶ݃݋݈ + ܾଶ + 9) = ଶ[2(3ܽ݃݋݈ + 2ܾ)] 
⇔ ܽଶ + ܾଶ + 9 = 6ܽ + 4ܾ ⇔ (ܽ − 3)ଶ + (ܾ − 2)ଶ = 4. 
Gọi ܪ(ܽ; ܾ), suy ra ܪ thuộc đường tròn (ܥ) có tâm 3)ܫ; 2), bán kính ܴ = 2. 
Lại có 9ି௠ . 3ି௡ . 3

షర
మ೘శ೙ + ݈݊[(2݉ + ݊ + 2)ଶ + 1] = 81 

⇔ 3ି(ଶ௠ା௡)ାቀ షర
మ೘శ೙ቁ + ݈݊[(2݉ + ݊ + 2)ଶ + 1] = 81, (1) 

Với ∀݉, ݊ thỏa mãn 2݉ + ݊ < 0, ta có: 

+) −(2݉ + ݊) + ିସ
ଶ௠ା௡

≥ 2ට[−(2݉ + ݊)].ቀ ିସ
ଶ௠ା௡

ቁ = 4 ⇒ 3ି(ଶ௠ା௡)ାቀ షర
మ೘శ೙ቁ ≥ 81 

+) ݈݊[(2݉ + ݊ + 2)ଶ + 1] ≥ ݈݊ 1 = 0. 

Suy ra 3ି(ଶ௠ା௡)ାቀ షర
మ೘శ೙ቁ + ݈݊[(2݉ + ݊ + 2)ଶ + 1] ≥ 81 
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Do đó (1) ⇔ ቊ−(2݉ + ݊) = ିସ
ଶ௠ା௡

2݉ + ݊ + 2 = 0
⇔ 2݉ + ݊ + 2 = 0.

Gọi ܭ(݉; ݊), suy ra ܭ thuộc đường thẳng ߂ có phương trình 2ݔ + ݕ + 2 = 0. 
Ta có: ܲ = ඥ(ܽ − ݉)ଶ + (ܾ − ݊)ଶ =  .ܭܪ
(߂,ܫ)݀ = |ଶ.ଷାଶାଶ|

√ଶమାଵమ
= 2√5 > 2 ⇒ đường thẳng ߂ không cắt đường tròn (ܥ). 

Do đó ܭܪ ngắn nhất khi ܭ là hình chiếu của điểm ܫ trên đường thẳng ߂ và điểm ܪ là giao điểm của đoạn 
thẳng ܭܫ với đường tròn (ܥ). 
Lúc đó ܭܪ = ܭܫ − ܪܫ = 2√5− 2. 
Vậy giá trị nhỏ nhất của ܲ bằng 2√5− 2. 
Câu 91: Cho các số thực dương ݕ ,ݔ thỏa mãn ݈݃݋(௫ା௬)(ݔଶ + (ଶݕ ≤ 1. Giá trị lớn nhất của biểu thức 

ܣ = ݔ)48 + ଷ(ݕ − ݔ)156 + ଶ(ݕ + ݔ)133 + (ݕ + 4 là 
A. 29. B. ଵଷ଺ଽ

ଷ଺
. C. 30. D. ହ଴ହ

ଷ଺
. 

Lời giải 
Chọn C 

TH1: ݈݃݋(௫ା௬)(ݔଶ + (ଶݕ ≤ 1 ⇔ ൜
ݔ + ݕ > 1
ଶݔ + ଶݕ ≤ ݔ + ݕ ⇔ ൝

ݔ + ݕ > 1

ቀݔ − ଵ
ଶ
ቁ
ଶ

+ ቀݕ − ଵ
ଶ
ቁ
ଶ
≤ ଵ

ଶ
(∗)

(1). 

Tập nghiệm của BPT (*) là tọa độ tất cả các điểm thuộc hình tròn tâm ܫ ቀଵ
ଶ

; ଵ
ଶ
ቁ bán kính ܴ = ଵ

√ଶ
. 

Miền nghiệm của hệ (1) là phần tô màu như hình vẽ. 

Đặt ݐ = ݔ + ݕ ⇒ 1 < ݐ ≤ 2 
Khi đó ݂(ݐ) = ଷݐ48 − ଶݐ156 + ݐ133 + 4 

݂ᇱ(ݐ) = ଶݐ144 − ݐ312 + 133; ݂ᇱ(ݐ) = 0 ⇔ ቎
ݐ = ଵଽ

ଵଶ

ݐ = ଻
ଵଶ

 

Bảng biến thiên 
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Do đó, ݉ܽݔ ݂ (ݐ)
ଵழ௧ஸଶ

= 30 ⇒ ݐ = 2 ⇒ ݔ + ݕ = 2. 

TH2: ݈݃݋(௫ା௬)(ݔଶ + (ଶݕ ≤ 1 ⇔ ൜
0 < ݔ + ݕ < 1
ଶݔ + ଶݕ ≥ ݔ + ݕ ⇔ ൝

0 < ݔ + ݕ < 1

ቀݔ − ଵ
ଶ
ቁ
ଶ

+ ቀݕ − ଵ
ଶ
ቁ
ଶ
≥ ଵ

ଶ

(2). 

(2) không thỏa điều kiện ݔ > ݕ ,0 > 0.
Câu 92: Cho hai số thực ݕ,ݔ thỏa mãn điều kiện logଶ(ݔ + ݕ − 1) ≤ ݔ,1 ≥ ݕ,0 ≥ 0. Gọi giá trị lớn nhất

và giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܶ = ଶݔ + ଶݕ − ݔ6 − ݕ4 + 1 lần lượt là ߙ và ߚ. Giá trị của 
biểu thức ܲ = ଶߙ +  :ଶ bằngߚ

A. 12. B. 104. C. 20. D. 48.
Lời giải 

Chọn B 
Đây là bài toán max-min trên miền ܦ điển hình. 

Từ giả thiết ta suy ra: logଶ(ݔ + ݕ − 1) ≤ 1 ⇔ ൜ݔ + ݕ − 1 > 0
ݔ + ݕ = 1 ≤ 2 ⇔ ൜ݕ > 1− ݔ

ݕ ≤ 3−  ݔ

Chúng ta có miền ܦ như sau: ܦ = ݔ} ≥ ݕ;0 ≥ ݕ;0 > 1 − ݕ;ݔ ≤ 3 −  .{ݔ
Chúng ta dễ dàng phác họa nhanh được miền ܦ như trên hình vẽ. 

Mô tả qua về miền ܦ như sau: là phần gạch chéo bao gồm tất cả các đường biên chỉ bỏ đi phần đường 
biên màu đỏ ứng với đường thẳng ݕ = 1−  ݔ
Tiêp đó ta xử lý tới biểu thức max-min: ܶ = ଶݔ + ଶݕ − ݔ6 − ݕ4 + 1 = ݔ) − 3)ଶ + ݕ) − 2)ଶ − 12 
Trong đó mỗi cặp (ݔ; (ݕ;ݔ)ܯ thỏa mãn điều kiện bài toán đã cho sẽ ứng với một điểm (ݕ ∈  ܦ
Nếu ta gọi điểm 3)ܣ; 2) ⇒ ܶ = ଶܯܣ − 12. 
Đến đây ta chỉ việc đi tìm giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của khoảng cách ܯܣ. 

Dễ thấy trực quan hình vẽ: ൝
୫ୟ୶ܯܣ = ܭܣ = √10
୫୧୬ܯܣ = ܪܣ = ;ܣ)݀ ݔ) + ݕ − 3 = 0)) = |ଷାଶିଷ|

√ଶ
= √2

Suy ra: ൜ ୫ܶୟ୶ = ଶܯܣ
୫ୟ୶ − 12 = −2 = ߙ

ܶ୫୧୬ = ଶܯܣ
୫୧୬ − 12 = −10 = ߚ

⇒ ܲ = ଶߙ + ଶߚ = 104.
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Câu 93: Cho hai số thực ݕ ,ݔ thỏa mãn đồng thời các điều kiện ݔଶ + ଶݕ = 9 và log௫మା௬మାଶ(2ݔ − ݕ2 +
݉ − 1) ≥ 1. Gọi ܵ là tập chứa tất cả các giá trị thực của tham số ݉ để tồn tại duy nhất một cặp 
số thực (ݔ;  thỏa mãn bài toán. Tổng giá trị tất cả các phần tử của tập ܵ nằm trong khoản nào (ݕ
cho ở dưới đây? 

A. (4; 5). B. (1; 2). C. (2; 3). D. (3; 4).
Lời giải 

Chọn D 

Miền điều kiện ቊ
ଶݔ + ଶݕ = 9
log௫మା௬మାଶ(2ݔ − ݕ2 + ݉ − 1) ≥ 1 ⇔ ൜ݔ

ଶ + ଶݕ = 9
ݔ2 − ݕ2 + ݉ − 1 ≥ ଶݔ + ଶݕ + 2

 

⇔ ൜ݔ
ଶ + ଶݕ = (ଵܥ) 9

ݔ) − 1)ଶ + ݕ) + 1)ଶ ≤ ݉ − .có duy nhất 1 nghiệm (ଶܥ) 1

;là đường tròn có tâm là gốc toạn độ ܱ(0 (ଵܥ) 0) bán kính ܴଵ = 3. 
ଶܴ,(1− ; 1)ܫ là miền trong đường tròn và đường tròn tâm (ଶܥ) = √݉− 1 (݉ > 1). 
Để tồn tại một cặp số thực (ݔ;  :thỏa mãn đề toán thì xảy ra hai trường hợp sau (ݕ
Trường hợp 1: Đường tròn (ܥଶ) có ܴଶ = 0 coi như chỉ là một điểm (1− ; 1)ܫ và điểm (1− ; 1)ܫ này sẽ 
nằm trong hoặc trên (ܥଵ) 
Ta có điều kiện tương ứng: 

൜ܴଶ = 0
ܫܱ ≤ ܴଵ = 3 ⇔ ቊ

ܴଶ = ݉ − 1 = 0
ܫܱ = ඥ1ଶ + (−1)ଶ ≤ ܴଵ = 3

⇔ ൜݉ = 1
√2 ≤ √3

⇔ ݉ = 1. 

Trường hợp 2: Đường tròn (ܥଵ) tiếp xúc ngoài với đường tròn (ܥଶ). 
Ta có điều kiện tương ứng: 

ܫܱ = ܴଵ + ܴଶ ⇔ ඥ1ଶ + (−1)ଶ = 3 + √݉ − 1 
⇔ √݉ − 1 = 3 − √2 

⇔ ݉− 1 = 11− 6√2 ⇔ ݉ = 12 − 6√2 (thỏa mãn ݉ > 1) 
Vậy tìm được: ݉ଵ = 12− 6√2, ݉ଶ = 1. Suy ra ݉ଵ + ݉ଶ = 13− 6√2 ≈ 4,5. 
Câu 94: Cho hai số thực ݔ và ݕ thõa mãn các điều kiện ݔଶ + ଶݕ ≥ 9 và log௫మା௬మ(ݔ8)ݔଶ + ଶݕ8 − −(ݔ7

(ଶݕ7 ≥ 2. Gọi giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܲ = ݔ3 +  .݉ và ܯ lần lượt là ݕ
Khi đó giá trị của biểu thức ൫ܯ + 3݉√2൯ bằng: 

A. 12 + 18√2. B. 24. C. 6√10. D. 10− 2√3
Lời giải 

Chọn A 
Từ 
log௫మା௬మ(ݔ8)ݔଶ + ଶݕ8 − −(ݔ7 (ଶݕ7 ≥ 2 ⇔ ଶݔ) + ݔଶ)(8ݕ − 7) ≥ ଶݔ) + ଶ)ଶݕ ⇔ ݔ) − 4)ଶ + ଶݕ ≤ 9 

Như vậy ݔ và ݕ thỏa mãn: ൜ݔ
ଶ + ଶݕ ≥ 9

ݔ) − 4)ଶ + ଶݕ ≤ 9
. Đây là miền ܦ giới hạn bởi bên trong đường tròn 

:(ଶܥ) ݔ) − 4)ଶ + ଶݕ = 9 và bên ngoài đường tròn (ܥଵ):ݔଶ + ଶݕ ≥ 9 
Hai đường tròn cùng bán kính ܴଵ = ܴଶ = 3 và tâm ܫଵ(0; 0) và tâm ܫଶ(4; 0) như hình vẽ. 

(C2)

(C1)

O
I

(C2)

(C1)

O I
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Giao điểm của hai đường tròn là ൫2; ±√5൯. Cụ thể điểm ܣ như hình vẽ, có ܣ൫2;−√5൯ 
Xét họ đường thẳng Δ song song với nhau: 3ݔ + ݕ − ܲ = 0 
Để thỏa mãn bài toán thì họ đường thẳng này phải cắt miền ܦ. 
Ứng với vị trí đường thẳng Δଵ đi qua điểm ܣ, ta có: 3.2− √5 − ܲ = 0 → ଵܲ = 6 − √5 
Ứng với vị trí đường thẳng Δଶ tiếp xúc với (ܥଶ) ta có: ݀(ܫ;Δଶ) = ܴଶ 

⇔
|3.4 + 0 − ܲ|

√9 + 1
= 3 ↔ ൤ܲ = 12 − 3√10

ܲ = 12 + 3√10
⇒ ଶܲ = 12 + 3√10

Suy ra: giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của ܲ tương ứng là: ቊܯ = ଶܲ = ୫ܲୟ୶ = 12 + 3√10
݉ = ଵܲ = ୫ܲ୧୬ = 6 − √5

 

Suy ra: ൫ܯ + 3݉√2൯ = 12 + 18√2. 
Câu 95: Cho hai số thực ݔ và ݕ thõa mãn đồng thời các điều kiện: ݔ + ݕ + 2 ≥ 0 và log௫మା௬మାଵ(2ݔ −

ݕ2 + 3) ≥ 1. Giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của biểu thức ܲ = ݔ2 +  lần lượt là ܽ và ܾ. Giá trị ݕ
của biểu thức ܶ = ܽ + ܾ bằng: 

A. −2 + 2√5. B. 2. C. 4 − 2√3. D. 4
Lời giải 

Chọn A 
Từ giả thiết log௫మା௬మାଵ(2ݔ − ݕ2 + 3) ≥ 1 ⇔ ݔ2 − ݕ2 + 3 ≥ ଶݔ + ଶݕ + 1 ⇔ ݔ) − 1)ଶ + ݕ) + 1)ଶ ≤ 4 
Như vậy, điểm ݔ)ܯ; ܦ :giới hạn bởi ܦ nằm trong miền (ݕ = ݔ)} − 1)ଶ + ݕ) + 1)ଶ ≤ 4; ݔ + ݕ + 2 ≥ 0} 
Miền ܦ được xác định như hình vẽ: 
Biểu thức ܲ được biến đổi về dạng họ đường thẳng: ߂: ݔ2 + ݕ − ܲ = 0 
Khi ܲ = 0 thì đường thẳng đi qua gốc tọa độ ܱ và tương ứng là: Δை: ݔ2 + ݕ = 0, như hình vẽ. 
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Ứng với vị trí: Δଵ: ݔ2 + ݕ − ଵܲ = 0; đi qua điểm (1−;1−)ܤ; suy ra: 2(−1) + (−1) − ଵܲ = 0 ⇔ ଵܲ =
−3
Suy ra: ở vị trí Δଶ: ݔ2 + ݕ − ଶܲ = 0 (thì ଶܲ > 0). Ở vị trí này đường thẳng Δଶ tiếp xúc với đường tròn

nên ta có: ቊ݀ ,(ܥ)
(Δଶ;ܫ) = ܴ
ଶܲ > 0 ⇔ ቊ

|ଶ.ଵିଵି௉మ|
√ସାଵ

= 2

ଶܲ > 0
⇔ ൜ ଶܲ = 1 ± 2√5

ଶܲ > 0
⇔ ଶܲ = 1 + 2√5 

Từ đó suy ra giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức ܲ là: ଶܲ = 1 + 2√5 = ܾ; ଵܲ = −3 = ܽ. 
Suy ra: ܽ + ܾ = −2 + 2√5. 
Câu 96: Cho hai số thực ݕ,ݔ thỏa mãn: 
ଶݕ)ଷ√݃݋݈ + ݕ8 + 16) + −ଶ(5݃݋݈ (ݔ (1 + (ݔ = 2 ଷ݃݋݈

ହାସ௫ି௫మ

ଷ
+ ݕଶ(2݃݋݈ + 8)ଶ.

Gọi ܵ là tập các giá trị nguyên của tham số ݉ để giá trị lớn nhất của biểu thức ܲ = หඥݔଶ + ଶݕ −
݉หkhông vượt quá 10. Hỏi ܵ có bao nhiêu tập con không phải là tập rỗng? 

A. 2047. B. 16383. C. 16384. D. 32.
Lời giải 

Chọn B 
Điều kiện: ݕ ≠ −4;−1 < ݔ < 5. 
Ta có: ݈݃݋√ଷ(ݕଶ + ݕ8 + 16) + −ଶ(5݃݋݈ (ݔ (1 + (ݔ = 2 ଷ݃݋݈

ି௫మାସ௫ାହ
ଷ

+ ݕଶ(2݃݋݈ + 8)ଶ (1)
⇔ 2 ݕ)ଷ݃݋݈ + 4)ଶ + ଶݔ−)ଶ݃݋݈ + ݔ4 + 5) = ଶݔ−)ଷ݃݋݈]2 + ݔ4 + 5) − 1] + ݕ)ଶ[4݃݋݈ + 4)ଶ] 

⇔ 2 ݕ)ଷ݃݋݈ + 4)ଶ − ݕ)ଶ݃݋݈ + 4)ଶ = 2 ଶݔ−)ଷ݃݋݈ + ݔ4 + 5) − ଶݔ−)ଶ݃݋݈ + ݔ4 + 5) (2). 
Xét hàm số ݂(ݐ) = 2 ଷ݃݋݈ ݐ − ଶ݃݋݈ ݐ , ݐ > 0, ta có: ݂′(ݐ) = ଶ

௧ ௟௡ ଷ
− ଵ

௧ ௟௡ ଶ
= ଵ

௧
. ଶ ௟௡ ଶି௟௡ ଷ
௟௡ ଶ.௟௡ ଷ

> ݐ∀,0 > 0
⇒ Hàm số ݂(ݐ) đồng biến với ݐ > 0, suy ra: (2) ⇔ ݕ) + 4)ଶ = ଶݔ− + ݔ4 + 5 ⇔ ݔ) − 2)ଶ +
ݕ) + 4)ଶ = 9
⇒ Tập hợp các cặp số (ݕ;ݔ) thỏa mãn (1) là đường tròn (ܥ)tâm là (4−;2)ܫ và bán kính ܴ = 3 bỏ bớt 2
điểm (−1;−4), (5;−4).

Gọi ݔ)ܯ; (ܥ) là điểm thuộc đường tròn (ݕ ⇒ ݎ = ඥݔଶ +  .ܱ đến gốc ܯ ଶ là khoảng cách từݕ
Vì ܱܫ = 2√5 > 3 nên ܱ nằm ngoài (ܥ) và ta có: 2√5− 3 ≤ ݎ ≤ 2√5 + 3 ⇔ 2√5 − 3 −݉ ≤ ݎ − ݉ ≤
2√5 + 3 −݉ 
⇒ Với ܲ = ݎ| ܲݔܽ݉ ,|݉− = −൛ห2√5ݔܽ݉ 3−݉ห, ห2√5 + 3−݉หൟ

⇒ Để thỏa mãn bài toán ta phải có: ቊ
ห2√5− 3 −݉ห ≤ 10
ห2√5 + 3 −݉ห ≤ 10

⇔ ൜−10 ≤ 2√5 − 3 −݉ ≤ 10
−10 ≤ 2√5 + 3 −݉ ≤ 10
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⇔ ൜2√5− 13 ≤ ݉ ≤ 2√5 + 7
2√5− 7 ≤ ݉ ≤ 13 + 2√5

⇔ 2√5 − 7 ≤ ݉ ≤ 2√5 + 7. 

Ta có: 2√5− 7 ≈ −2,5; 2√5 + 7 ≈ 11,5 ⇒ ݉ ∈ {−2;−1; 0; . ; 11} ⇒ Tập ܵ có 14 phần tử ⇒ Số tập con 
khác rỗng của tập ܵ là: 2ଵସ − 1 = 16383. 




